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ROzDzIAL 1

Wstep

Rola nauczyciela we wspotczesnej szkole przeksztatcanej przez rozwdj tech-
nologiczny ulega cigglym przeobrazeniom. Nauczyciel wkracza w inny wy-
miar pracy i wymagan, ktore nie przystaja do tego, czego sam doswiadczyt
w swojej edukacji. Generuje to szereg nowych problemoéw, przed rozwigza-
niem ktorych staje wspélczesny nauczyciel.

Zajecia maja na celu przygotowanie nauczycieli do otwartej i tworczej
postawy wobec aktualnych podstaw programowych i zmian zachodzacych
w systemie edukacji oraz ksztalcenie umiejetnosci doboru wtasciwych roz-
wiazan metodycznych, takze tych uwzgledniajacych techniki ICT, z uwzgled-
nieniem etapu psychofizycznego rozwoju ucznia ksztalcacego sie na IV eta-
pie edukacyjnym.

Niepowodzenia szkolne najczesciej zwiazane sg z matematyka. Przezwy-
ciezenia trudnosci zwiazanych z tym przedmiotem nie ulatwiaja metody
stosowane przez wiekszo$¢ nauczycieli, w tym takze korepetytoréw. Znaczna
cze$é¢ edukacji matematycznej opiera sie na ksztalceniu umiejetnoéci rozwia-
zywania zadan. Niestety rozwiazywanie zadan na lekcji w wiekszoéci polega
na podaniu, czesto tez w oparciu o niewielka inwencje uczniéw, metody
rozwigzania, a nastepnie wielokrotne wyéwiczenie sposobu rozwiazania za-
dania, ktory staje si¢ najczesciej algorytmem. Stosowna jest tu zasada, ze
im stabszy uczen, tym metodyka rozwiazywania zadan w wiekszym stopniu
polega na podaniu metody zamiast jej uzyskania.

Taki sposob podejscia wydaje sie latwiejszy w stosowaniu, ale jego sku-

tecznos¢ maleje wraz z czasem od przeprowadzenia odpowiedniej lekcji, a po-

145



146 Andrzej Rychlewicz

za tym jest sprzeczny z wiedza metodyczna. Jest on w sprzecznosci np. z teo-
rig rozwiazywania zadan zaproponowana przez Georga Polyi w my$l ktorej
rozwigzywanie zadan przebiega w czterech fazach: Patrz i my$l, Planuj,
Dzialtaj, Spojrz wstecz. Nalezy zatem starac sie zrozumieé¢ zadanie, poszu-
kaé¢ zwigzkéw miedzy danymi i zaproponowaé¢ metode, a potem ja zrealizo-
waé, aby w koncu oddac¢ sie chwili refleksji nad zaproponowanym sposobem
rozwigzania, a nie tylko powielaé¢ gotowe rozwiazanie.

Celem zaje¢ prowadzonych na kursie bylo wypracowanie takich tech-
nik i metod pracy z uczniami, ktére beda zachecaly ucznidéw do twoérczej
postawy, do koncepcyjnego podejscia do rozwigzywania zadan, a takze do

odejécia od schematu i nadmiernej algorytmizacji.

1.1.

TresSci nauczania

Podczas trwania Projektu nauczyciele uczacy matematyki w szkotach po-
nadgimnazjalnych wzmocnili swoje kompetencje miedzy innymi w nastepu-

jacych dziatach:

1. Funkcja kwadratowa, réwnania i nieréwnosci kwadratowe, uktady row-
nan i nieréwnosci drugiego stopnia, okrag i koto w uktadzie wspotrzed-

nych.

2. Funkcje wielomianowe i wymierne, réwnania i nieréwnosci wielomia-

nowe, uklady réwnan.

3. Potega o wykladniku rzeczywistym, funkcje wyktadnicze, logarytmy

i funkcje logarytmiczne.
4. Stereometria.
5. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.

6. Elementy analizy matematycznej.



ROZDZIAL 2

Przykladowe zadania

2.1.
Funkcja kwadratowa

Funkcja kwadratowa to jedno z najwazniejszych pojeé¢ w nauce matematyki
w szkole ponadgimnazjalnej. Do zagadnien z nia zwiazanych sprowadza sie
wiele probleméw rozwazanych w zadaniach optymalizacyjnych, w geometrii
analitycznej, geometrii klasycznej, czy tez w zadaniach z kontekstem reali-
stycznym, jednakze interesujace sa problemy dotyczace samej tylko funkcji
kwadratowej.

Pierwsze z zamieszczonych zadan ksztalci umiejetno$é dowodzenia. Pod-
czas rozwigzywania tego typu zadan nalezy zwrdci¢é uwage na umiejetnosé
sformutowania zalozenia i tezy oraz czy uczen rozumiemie na czym ma po-

lega¢ dowdd.

Zadanie 1. Wykaz, ze jesli wspélczynniki tréjmianu kwadratowego y =
ax?® + bx + ¢, gdzie a # 0 , spelniaja warunek a + b + ¢ = 0, to tréjmian

posiada co najmniej jedno miejsce zerowe.

Komentarz. Zadanie 1 jest typowym zadaniem na dowodzenie wymaga-
jacym od ucznia argumentowania i uzasadniania. Mozna spodziewaé sie,
ze uczen bedzie mial problem ,od czego zacza¢”. Zgodnie z teorig Poélyi
mozna zapytaé ucznia, czy spotkal si¢ on juz z podobnym zadaniem. Jesli
odpowiedz bedzie negatywna mozna zaproponowaé¢ mu rozwigzanie innego

zadania ,Ile rozwigzan ma réwnanie y = az? — (a + ¢)x + ¢, gdzie a # 0?”.
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Podanie zadania w innej postaci moze tu poméc uczniowi najpierw w zro-

zumieniu, a nastepnie w utozeniu planu rozwigzania.

Zadanie 2. Wiadomo, ze réwnanie az? + bz + ¢ = 0 nie ma rozwiazan.
Adam pomylil sie przepisujac wspélczynnik a i uzyskal dwa pierwiastki

2 i 4. Pawel pomylit przynajmniej jeden znak wspoétczynnika i uzyskat dwa

2b4-3c¢

pierwiastki —1, 4. Oblicz wartos¢ wyrazenia ==,

Komentarz. Zadanie 2 wymusza u ucznia kreatywne myslenie. Pozwala
ono zilustrowaé kolejne fazy rozwiazywania zadania. Po pierwsze zrozumie-
nie. Sposdb podania tresci powoduje trudno$é w jej interpretacji. Nastepnie
mozna oczekiwaé¢ budowania skomplikowanego planu rozwiazania, w kto-
rym dzialania beda prowadzone w kilku przypadkach. Mozna spodziewaé

%. Nie nalezy jednak kon-

sie, ze zostanie policzona warto$¢ wyrazenia
czy¢ w tym momencie procesu rozwiazywania zadania. Warto ,rzuci¢ okiem
wstecz”. Po analizie i kilku prébach znalezienia metody, mozna uzyskaé ele-

ganckie rozwigzanie tego tatwego problemu.

Rozwiazanie.

Oznaczmy przez a; wspélczynnik przy 22 napisany przez Adama. Wtedy

b
=61 — =8
al al

Po podzieleniu obu réwnosci stronami otrzymujemy

Zauwazmy, ze A = b? — 4ac < 0. Stad wynika, ze ac > 0. Stad i z tego, ze
|£] = 4 otrzymujemy, ze ¢ = 4 i, w konsekwencj, g = —3. Mozemy teraz
policzy¢ warto$¢ wyrazenia
2b + 3c
a

=2(—3)+3-4=6.

Zadanie 3. Liczby «, 3 sa pierwiastkami réwnania z2 —px+q = 0. Wyznacz
liczbe par (p, q) takich, ze pierwiastkami réwnania x2 —p?x +¢? = 0 sa nadal

liczby «, 3.
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Zadanie 4. Wykaz, ze jedli pierwiastki réwnania z? + ax 4 b+ 1 s liczbami

naturalnymi, to liczba a? + b? jest liczbg catkowity ztozona.

Komentarz. Zadanie 4 tgczy funkcje kwadratowa z teorig liczb. Jest to ko-
lejne zadanie ksztatcace umiejetnoéé¢ dowodzenia. Potaczenie réwnania kwa-
dratowego z pojeciem liczby ztozonej jest nietypowe i moze powodowaé kon-
sternacje u uczniéw. Mozna wspomodc proces tworzenia planu rozwigzania
sugerujac zastosowanie twierdzenia Vie’te’a. Mozemy oczekiwaé wykonania

nastepujacych wyliczen

a? + 0% = (21 + 22)* 4 (w122 — 1)2 = ... = (22 + 1) (23 + 1),
gdzie x1, x2 sa rozwiazaniami rownania. Teraz tatwo mozna dokonczy¢ roz-
wigzywanie zadania.

Zadanie 5. Rozwiaz rownanie
13:5*9:2( L Boe
x
z+1 z+1

Komentarz. Zadanie 5 z pozoru nie miesci sie w temacie ,,funkcja kwadra-

) = 42.

towa”. Jednakze mozna je sprowadzi¢ do problemu rozwiazania réwnania
kwadratowego i jednoczednie jest ono okazja do pokazania twierdzenia od-

wrotnego do twierdzenia Vie'te'a.

Rozwiagzanie.
Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Vie'te’a méwi, ze liczby rzeczywiste

t i u sa pierwiastkami réwnania kwadratowego x? — (t + u)z + tu = 0.

13—z
x+1

xy(x +y) = 4 oraz, ze xy + v +y = 13. Z twierdzenia odwrotnego do

Oznaczmy y = . Latwo zauwazy¢, ze dane réwnanie przyjmuje postaé
twierdzenia Vie'te’a wynika, ze liczby zy i « + y sa pierwiastkami réwnania
22 — 13z 4+ 42 = 0. Otrzymujemy stad, ze {zy,z +y} = {6,7} a wiec
rozwiazania danego réwnania to: 1,6,3 + /2,3 — /2.

Zadanie 6. Ja$ gra z Malgosia w nastepujaca gre i wykonuje pierwszy
ruch polegajacy na wyborze trzech réznych liczb. Malgosia zapisuje rowna-
nie kwadratowe o wspélczynnikach rownych ,liczbom Jasia”. Jag wygrywa,
gdy réwnanie zapisane przez Malgosie ma dwa rézne rozwigzania. Kto ma

wygrywajaca strategie i dlaczego?
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Komentarz. Zadanie 6 to nietypowy, ale tatwy problem zwiazany z funkcja
kwadratowa. Do wykazania, ze to Jas ma strategie wygrywajaca wystarczy
zauwazy¢, ze moze on podaé liczby —b5,1,2. Nie nalezy ograniczac sie tylko
do jednego rozwiazania. Mozna zaproponowaé tu elementy burzy mézgéw do
uzyskania innych rozwigzan, a takze do znalezienia reguty jaka musza spel-
nia¢ trzy podane liczby, aby prowadzity do wygranej Jasia. Jest to przyktad

dziatan wedtug czwartej fazy rozwiazywania zadan wedtug Polyi.

Zadanie 7. Funkcja f spelnia warunek
S
f(g) — 1.
Wyznacz sume tych wszystkich ¢, dla ktérych f(3t) =7 .

Zadanie 8. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych rownanie

2? — 63z + k = 0 ma pierwiastki bedace liczbami pierwszymi.

Komentarz. Zadanie 8 jest banalne jesli juz znajdziemy metode rozwia-
zania. To takze polaczenie funkcji kwadratowej i teorii liczb. Nalezy spo-
dziewac sie, ze uczen bedzie podejmowal probe wyznaczenia pierwiastkéow,
a nastepnie postara sie znalez¢ warunki na to, aby byly to liczby pierwsze.
Takie proby moga okazaé sie skazane na niepowodzenie. Jest to przyktad na
to, ze czasami warto wréci¢ do fazy drugiej (wedtug Pélyi) i sprébowaé zbu-
dowa¢ inny plan rozwiazania zadania. Wystarczy zauwazy¢, ze skoro suma
pierwiastkéw jest rowna 63, to jednym z nich jest liczba pierwsza 2. Stad

juz tatwo wyznaczy¢ k.

2.2.
Wielomiany

Zadania zaproponowane w tej czeéci, podobnie jak zadania dotyczace funk-
cji kwadratowej, maja na celu wyksztalcenie u ucznia tworczego, opartego
na teorii POlyi podejscia do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Rozwazmy nasteujace zadanie.
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Zadanie 1. Rozwiaz uktad réwnan

r+y+z=17
Yy +yz +xz =94
ryz = 168

Komentarz. Standardowe préby rozwiazania tego ukladu sa skazane na
niepowodzenie. Uczen bedzie mial problem ze zbudowaniem planu rozwia-
zania zadania, ktory zakonczy sie sukcesem. Mozna wtedy zasugerowaé za-
stosowanie twierdzenia Vie'te’a. Zadanie 1 to tadny przyklad sprowadzenia
uktadu réwnan do réwnania stopnia trzeciego, a takze przyklad zastoso-
wania wzorow Viete’a dla wielomianow stopnia trzeciego. Zadanie ksztalci
takze umiejetnos¢ rozwiazywania rownan stopnia trzeciego oraz umiejetnosé
prawidlowego wyciagania wnioskéw (podanie wszystkich rozwiazan ukladu

réwnan).

Rozwiagzanie.

Na mocy twierdzenia Viete’a, liczby z,y, z sa pierwiastkami wielomianu
W(t) = t3 — 17t + 94t — 168. Pierwiastkami tego wielomianu sa liczby
4, 6 1 7. Zatem rozwiazaniem ukladu jest kazda z szeSciu tréjek (z,y, 2),

bedacych permutacja zbioru {4,6,7}.

Zadanie 2. Ania, pasjonatka matematyki, postanowita poeksperymento-
wacé z wielomianem. Najpierw go zapisalta, a nastepnie wszedzie w miejsce
zmiennej podstawita zapisany wielomian i uporzadkowata otrzymany w ten
spos6b wielomian W (x) zapisujac go w kolejnosci malejacych poteg zmiennej
na kartce, ktérej czesé zjadta koza. Zachowat sie fragment kartki z zapisem
W(z) = —z%4 . Ania pamieta, ze suma pierwiastkéw wielomianu byta réw-
na zero i ze doktadnie jeden z nich byt dwukrotny. Jaki wielomian zapisala

Ania na poczatku?

Komentarz. Zadanie 2 wymaga od ucznia umiejetnosci poszukiwania me-
tody i strategii rozwiazywania problemu. Moga tu sie pojawi¢ klopoty in-
terpretacyjne polegajace np. na okresleniu ktéry wielomian ma mieé pier-

wiastki dajace w sumie zero, czy ten wielomian z ktérym eksperymentowalta
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Ania czy W(z)? W rozwazaniach istotne bedzie spostrzezenie, ze na kartce
zachowal sie takze znak ”+”. Trudne moze takze okazaé sie wykorzystanie

warunku, ze jeden z pierwiastkow jest dwukrotny.

Rozwiagzanie.

Zauwazmy, ze Ania eksperymentowala z wielomianem postaci P(z) = —2%+
ax+b. Zatem wielomian W (x) ma postaé¢ W (z) = —z*4+2ax3—(a?+a—2b) 2%+
a(a — 2b)x 4+ b(a — b+ 1). Wnioskujemy, ze a = 0 i zapisujemy wielomian
w postaci W (z) = —a* +2b2% — b(b—1). Poniewaz b(b—1) = 01 b # 0, wiec
b = 1. Ostatecznie P(z) = —2% + 1.

Zadanie 3. Wykaz, ze wyrazenie

/20 +14v2 + /20 - 14v2

jest liczba catkowita.

Komentarz. Zadanie 3 wydaje si¢ by¢ zadaniem tylko i wylacznie na
ksztalcenie umiejetnodci przeksztatcania wyrazen algebraicznych. Okazuje
sie jednak, ze bardziej eleganckie rozwigzanie otrzymamy uzyskujac wielo-

mian trzeciego stopnia, ktorego jedynym pierwiastkiem jest dane wyrazenie.

Rozwigzanie.

Oznaczmy

x = {‘/20+14\/§+ 720—14\@.

Wtedy 22 = 40 + 6z. Liczba 4 jest jedynym rozwigzaniem tego réwnania,

a wiec

€/20+14ﬂ+ 6/20— 14V2 =4,

co konczy dowdd.

Zadanie 4. Dany jest wielomian 23 + 222 — 3z — 1 . Oblicz

1 n 2 n 3
x1+3 x9+3 x3+3
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Komentarz. Zadanie 4 mozna zrobié szybko, ale mozna takze zagmatwac
si¢ w rachunkach. Wielomian ma trzy rézne pierwiastki, ale proby ich wy-
znaczenia skazane sa niepowodzenie. Sformutowanie zadania sugeruje ko-
niecznos¢ zastosowania wzoréw Vie'te’a. Aby uniknaé rachunkéw warto za-
stanowi¢ sie o jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres wielomianu, aby ulatwié¢
rachunki. Okazuje sie, ze wystarczy obliczy¢ warto$é wyrazenia y% + y% + y%,

gdzie y1, Yo, y3 sa pierwiastkami wielomianu o przesunietym wykresie.

Zadanie 5. Niech P(z) bedzie wielomianem o wspolczynnikach catkowi-
tych. Wykaz, ze jedli dla pieciu parami réznych liczb catkowitych wielomian
P(x) przyjmuje warto$¢ 5, to dla zadnej liczby caltkowitej nie przyjmuje

wartosci 8.

Komentarz. Zadanie 5 wymaga przede wszystkim pomystu. Wazna tu jest
analiza oraz zbudowanie odpowiedniego planu rozwiazania zadania. Klu-
czem jest tu przesuniecie wykresu wielomianu o wektor [0, —5]. Pozwala
to zapisa¢ odpowiedni wielomian w postaci iloczynowej. Stad mozna juz
wyprowadzi¢ wlasciwy wniosek. Do rozwiazania tego zadania niezbedne sa

elementarne wlasnosci liczb pierwszych.

Rozwigzanie.

Rozwazmy wielomian P(z)—5. Z warunkéw zadania wynika, ze istnieje pieé
parami réznych pierwiastkéw a, b, ¢, d, e tego wielomianu. Zatem P(z)—5 =
(x —a)(x —b)(x —c)(x — d)(x — e)R(x). Jesliby istniala liczba calkowita k,
dla ktorej P(k) = 8, to wtedy (k —a)(k —b)(k — ¢)(k — d)(k — e)R(k) = 3.
Jest to niemozliwe, bo 3 jest liczba pierwsza i nie moze by¢ zapisana jako

iloczyn pigciu parami réznych liczb catkowitych.

Zadanie 6. Pierwiastki wielomianu piatego stopnia z° — 5az* — 3523 + . ..

sg kolejnymi wyrazami ciaggu arytmetycznego. Wyznacz te pierwiastki.

Komentarz. Zadanie 6 cechuje nietypowe sformutowanie. Mozna mie¢ wat-
pliwosci, czy nie brakuje zapisu fragmentu wielomianu. Okazuje sie, ze nie.
Zapisany fragment wielomianu i pozostale warunki, co moze by¢ zaskocze-

niem, jednoznacznie definiuja wielomian. Uczen moze nie mie¢ pomystu na
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rozwiazanie zadania. Mozemy wtedy zaproponowaé zapisanie zaleznosci po-
miedzy pierwiastkami tego wielomianu, a jego zapisanymi wspélczynnikami.

Oczekujemy tu podjecia préby budowania planu rozwigzywania zadania.

Rozwiagzanie.
Pierwiastki tego wielomianu maja postaé a,a + r,a + 2r,a + 3r,a + 4r. Ze

wzoréw Viete’a wynika, ze

5a + 10r =5
10a? + 40ar + 3572 = —35.

Rozwiazujac uktad réwnan otrzymujemy

Wynika stad, ze pierwiastkami wielomianu sa liczby —5, —2,1,4,7.

Zadanie 7. Wielomian W (z) = 2" +a2" ' +...+a,_17+a, o calkowitych
wspotczynnikach réznych od zera ma n réznych, parami wzglednie pierw-
szych pierwiastkéw catkowitych. Wykaz, ze a,—1 i a, sa takze wzglednie

pierwsze.

Komentarz. Zadanie 7 to ponownie potaczenie teorii wielomianow i teorii
liczb. Podstawowa umiejetnoscia, ktéra mozna ksztalci¢ rozwiazujac je, jest

dowodzenie twierdzen. Zadanie ma charakter bardziej teoretyczny.

Rozwiagzanie.

Przypuéémy, ze a,—1 i a, nie sa wzglednie pierwsze. Wtedy istnieje liczba
pierwsza p, bedaca wspdlnym podzielnikiem liczb a1 a,,. Niech r1,73,..., 7,
beda pierwiastkami wielomianu. Na mocy wzoréw Viete’a mamy riro .. .1, =
(—1)"a,. Stad i z wczesniejszych ustalen wynika, ze istnieje pierwiastek wie-
lomianu podzielny przez p. Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan mozemy
przyjacé, ze tym pierwiastkiem jest r1. Niech rq,79, ..., 7, beda pierwiastka-

mi wielomianu. Na mocy wzoréw Viete’a

-1
Tors...Tn 7173 ...y 4+ +711re...1p_1 = (—1)" Tap—_1.
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Wyrazenie po prawej stronie ostatniej réwnosci jest podzielne przez p. Za-
tem wyrazenie po lewej stronie tej rownosci tez jest podzielne przez p. Kaz-
dy skitadnik po lewej stronie sumy poza ror3...7r, jest podzielny przez rq,
a wiec i przez p. Zatem liczba rors ... r, tez jest podzielna przez p. Wynika
stad, ze wsréd liczb ro,73,...,7, istnieje liczba podzielna przez p. Prze-
czy to zalozeniu, ze wielomian ma n réznych, parami wzglednie pierwszych,

pierwiastkéw catkowitych.

2.3.

Funkcje wykladnicze i logarytmiczne

Jak juz wczesniej bylo napisane, funkcja kwadratowa odgrywa bardzo duza
role w matematyce nauczanej w szkole ponadgimnazjalnej. Przyktadami sa
tu zadanie 1 oraz zadanie 10. Oprécz tego w tym rozdziale prezentujemy za-
dania, ktorych rozwiazywanie wymaga umiejetnosci zwiazanych z potegami
i logarytmami. Powinien opanowaé je kazdy uczen szkoly ponadgimnazjal-

nej, realizujacy rozszerzony zakres nauczania matematyki.

Zadanie 1. Dla jakich warto$ci parametru a dziedzina funkcji f(z) =

logy((a — 1)2? + 22 + (a — 1)) zawiera przedziat [1,4+00)?

Komentarz. Zadanie 1 wymaga polaczenia umiejetnosci rozwiazywania
zadan z teorii funkcji kwadratowej z wykorzystaniem parametru oraz wia-
snosci funkcji logarytmicznej. Rozwiazanie tego problemu wymaga przepro-
wadzenia zaawansowanej analizy. Nalezy wyznaczy¢ te wartosci parametru
a, dla ktérych funkcja g(z) = (a — 1)2% + 2z + (a — 1)) przyjmuje dodatnie
wartosci w przedziale [1, +00). Mozliwe sa przypadki, gdy ¢ jest funkcja li-
niows, a wiec a — 1 = 0 oraz nie jest funkcjg liniowa, tzn. a — 1 # 0. W tym
ostatnim przypadku zadanie jest typowym zadaniem polegajacym na anali-
zie funkcji kwadratowej z parametrem. Mozna spodziewaé si¢ tu probleméw
ze znalezieniem odpowiedniej strategii. W takiej sytuacji wskazane jest za-
proponowanie uczniom rozwigzania odpowiednich zadan z funkcji kwadra-

towej, do ktérych mozna sprowadzi¢ rozwiazanie danego problemu. Jest to
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doskonala okazja do powtoérzen, ktore przyczyniaja sie do realizacji zasady

trwalosci wiedzy.

Zadanie 2. Mateusz uczyl sie pilnie do sprawdzianu z logarytméw, ale na

sprawdzianie skorzystal z réwnosci
log,;, * = log, x logy x.

Nauczyciel powiedzial, ze przyzna mu kilka punktéw za rozwiazanie, jesli
Mateusz poda i udowodni warunek réwnowazny réwnosci z ktérej skorzystat,

w ktorym symbol logarytmu wystepuje tylko dwa razy. Poméz Mateuszowi.

Komentarz. Zadanie 2 jest nietypowe. Jest to kolejne zadanie wymagajace
duzej kreatywnosci ucznia, a takze umiejetnosci przeksztalcania wyrazen
zawierajacych logarytmy. Problemem nie jest tylko, ze nalezy ,,udowodni¢”,
ale przede wszystkim sformutowadé hipoteze. Z tego powodu zadanie powinno

dobrze sprawdzaé sie podczas pracy w grupach.

Rozwigzanie.
Polézmy v = log,, x,v = log, x,log, x. Zauwazmy, ze warunek log,, x =

log, = log, x zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

€T = (ab)u — a’lLb’lL — a'U’LUb’U’Ll) — (av)w(bw)v — xwxv — xv—&-w’
a wiec v+ w = 1. Zatem warunkiem réwnowaznym jest réwnosé log, x +
log, x = 1.

Zadanie 3. Rysunek przedstawia frag-

ment wykresu funkcji logarytmicznej f.

a) Podaj wzor tej funkcji.

b) Narysuj wykres funkcji
9(@) =2 = [f(z+1)|| - L.

¢) Odczytaj z wykresu rozwigzania

réwnania g(z) = —1.
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Komentarz. Zadania 3-5, to zadania przydatne do ¢wiczenia umiejetnosci
typowych dla egzaminu maturalnego z matematyki takich jak odczytywanie
danych z wykresu funkcji, przeksztalcanie wykreséw funkcji logarytmicz-
nych i wykladniczych. Polecenie ,,Odczytaj z wykresu rozwigzania réwna-
nia g(z) = —1” nabiera szczegdlnego znaczenia w kontekscie braku réwnan
wyktadniczych i logarytmicznych w podstawie programowej dla szkoty po-
nadgimnazjalnej. Polecenie ,,Okredl liczbe rozwiazan réwnania g(x) = m,
w zaleznosci od parametru m” pozwala ksztalci¢ wazng umiejetnosé bedaca
juz kanonem z punktu widzenia wymagan maturalnych.

Zadanie 4. Rysunek przedstawia wykres

pewnej funkcji wyktadniczej f.
a) Zapisz wzor funkcji f.

b) Funkcja g okre$lona jest wzorem

9(x) = [f(=z]) = 3| - 2.

:

Okre$l liczbe rozwiazan réwnania 75 A ws | o 1
g(x) = m, w zaleznoéci od parame- 4

-1.5
tru m.

c¢) Oblicz ¢g(2),9(3),9(1,5)).

Zadanie 5. Rysunek przedstawia wykres

pewnej funkcji wykladniczej f.
a) Zapisz wzor funkeji f.

b) Funkcja g okreslona jest wzorem

glx)=|f(2—2)—0,4 + 1. K

Okresl liczbe rozwigzan réwnania g NP S s
g(x) = m, w zaleznosci od parame- 4
tru m. -1.5

c¢) Oblicz ¢g(2),9(3),9(1,5)).
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Zadanie 6. Wykaz, ze liczby 2!°83° i 59832 g3 réwne.

Komentarz. Zadania 6-8 ksztalca umiejetnosci przeksztalcania wyrazen

logarytmicznych.
Zadanie 7. Oblicz logs 18, jesli logz 12 =a .
Zadanie 8. Oblicz log;, 60 , jesli logg 30 = a i log5 24 = b.

Zadanie 9. Wyznacz minimum wyrazenia

1 1 1
log,, (z2 — Z) + log,, (73 — Z) + ... +log, (w1 — Z)’

gdzie x1,x9, ..., 1, € (%, 1).
Komentarz. Zadanie 9 wymaga umiejetnosci szacowania. Potrzebna jest

znajomo$¢ nieréwnosci Cauchy’ego o $rednich oraz spora pomystowosé. Za-

danie jest doé¢ trudne i moze by¢ wykorzystane w pracy z uczniem zdolnym.

Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x zachodzi nieréwnosé

x — % < 2. Zatem dla kazdego k = 1,2,...,n — 1 mamy

1
log,, (Tr41 — Z) > log,, (¢j,1) = 2log,, Tx41 oraz
1
log, (z1— Z) > log, (27) = 2log,, 1.

Otrzymujemy, wiec

1 1 1
log,, (2 — ) +log,, (3 — ) + ... +1log, (x1 — )

4 4 4
n—1
>2 <Z log,, k41 +log, 951)
k=1
logzo logxs log z,,
> 2n n e i e e — 2n
log,, log,, log,.,

Oznacza to,ze rozwazane wyrazenie nie jest mniejsze od 2n. Zauwazmy,
ze w rzeczywistosci liczba n jest szukanym minimum, bo wartos¢ 2n jest

osiggana, jesli przyjmiemy z1 = x93 = -+ = T, — 3.



Matematyka w szkole ponadgimnazjalnej 159

Zadanie 10. Dla jakich a réwnanie 2log(x + 3) = log(ax) posiada jeden

pierwiastek?

Komentarz. Zadanie 10 jest zadaniem maturalnym sprzed lat, a jedno-
czesnie przykladem jak mozna trudny problem rozwigzaé w tatwy sposéb
stosujac wspoltczesne, nowoczesne metody. Dla x > —3 i ax > réwnanie
sprowadza si¢ do réwnania (z + 3)2 = az. Analiza wykreséw funkcji linowej
z +— az i kwadratowej x — (z + 3)? pozwala wnioskowaé, ze dla a < 0
jest jeden pierwiastek z przedziatu (—3,0). Jesli a > 0, to wtedy jeden pier-
wiastek bedzie tylko wtedy, gdy prosta y = ax bedzie styczna do paraboli,
a to zajdzie tylko wtedy, gdy wyrdznik tréjmianu bedzie rowny zero, a wiec

a=12.

2.4.
Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

Zmieniajaca si¢ podstawa programowa i nowe wymagania maturalne wymu-
szaja weryfikacje dotychczasowego sposobu uczenia rachunku prawdopodo-
bienstwa i statystyki matematycznej. Nowe tresci to twierdzenie o prawdo-
podobienstwie catkowitym oraz prawdopodobienstwo warunkowe. Wydaje
sie, ze pomocna tu powinna byé¢ metoda drzewa. Duze znaczenie ma takze
umiejetnosé¢ odczytywania danych z tablic i wykreséw. Nalezy zastanowié
sie jak uczy¢ zagadnien z tym zwiazanych w obecnej rzeczywistosci. W ni-
niejszym rozdziale podane zostanie kilka propozycji zadan do wykorzystania

na lekcji.

Zadanie 1. W urnie znajduja sie¢ tylko biate

i czarne kule. Rysunek przedstawia drzewo do-

Swiadczenia losowego polegajacego na dwukrot- 157/\1%
nym losowaniu po jednej kuli z urny. Kule po b c
kazdym losowaniu zatrzymujemy. Oblicz prawdo- N 5 .

podobienstwo, ze losujac dwa razy po jednej kuli

wylosujemy dwie kule réznych koloréw.
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Komentarz. Zadanie 1 wymaga umiejetnoéci rozwiazywania zadan za po-

moca drzewa, ale takze umiejetnej analizy problemu. Odczytujac dane z dia-

gramu i wykonujac odpowiednie obliczenia mozemy wywnioskowaé, ze bia-

tych kul bylo 15, a czarnych 18. Zatem prawdopodobienstwo wylosowania
45

dwoch kul réznych koloréw jest réwne g3.

Zadanie 2. W rozgrywkach pucharowych! tenisa ziemnego pozostalo czte-
rech uczestnikéw: Adam, Bartek, Czarek i Darek. Po grze, w ktérej Adam
pokonal Bartka, rozpoczyna si¢ na korcie pojedynek Czarka z Darkiem.
Zwyciezca tego spotkania bedzie walczyt z Adamem o pierwsze miejsce. Ob-
licz prawdopodobienstwo wygrania turnieju przez Adama. W rozwigzaniu
wykorzystaj podane w tabeli prawdopodobienstwa obliczone na podstawie

wynikow dotychczas rozegranych miedzy zawodnikami meczy.

Adam zwyciezy Adam zwyciezy Czarek zwyciezy
Zdarzenie w pojedynku w pojedynku w pojedynku

z Czarkiem z Darkiem z Darkiem
Prawdopodo- 0,45 0,65 0,4
biefistwo

Komentarz. Zadanie 2 wymaga umiejetnosci rozwigzywania zadan za po-
moca drzewa, ale takze umiejetnej analizy problemu. Mozna takze zastoso-
wac twierdzenie o prawdopodobienstwie calkowitym. Prawdopodobienstwo,

ze Adam zwyciezy w turnieju jest réwne 0,4 -0,454 0,6 - 0,65 = 0, 57.

Zadanie 3. Pewne doswiadczenie zostato wielokrotnie powtérzone. Rysu-
nek przedstawia fragment histogramu wynikow tego doswiadczenia w ciggu
poczatkowych szeSciu kwadranséw.

A
0,08
0,06

0,04

0,02

1 2 3 4 5 6 kwadranse

"W rozgrywkach pucharowych kazdy pojedynek wytania zwyciezce. Pokonany nie bie-

rze udzialu w dalszej grze.
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Czestosci (wzgledne) otrzymania, w ciagu kazdego z kwadranséw, wyni-
ku zgodnego z wczedniejszymi obliczeniami teoretycznymi sa réwne po-
lom odpowiednich prostokatéw. Narysuj histogram przedstawiajacy czesto-
$ci otrzymania wyniku zgodnego z wczesniejszymi obliczeniami teoretycz-

nymi w ciagu trzech poczatkowych potgodzinnych okreséw czasu.

Rozwiagzanie.
A
0,10
0,06
1 2 3 1/2 godziny

Zadanie 4. Na histogramie zaznaczono jako pole odpowiednich prosto-
katéw czestosé (wzgledna) tankowania paliwa na stacji benzynowej przez

samochody osobowe w ciagu osmiu kolejnych godzin.
A

0,2

0,1

2

2i3 4 718 godzina
a) Ile razy wiecej samochodéw osobowych tankowalo lacznie w ciagu

7 i 8 godziny niz tacznie w ciagu 2 i 3 godziny?

b) W ciagu ktérych trzech kolejnych godzin laczna liczba tankujacych
samochodéw osobowych mogtla byé wigksza niz taczna liczba samo-

choddéw osobowych tankujacych w godzinach 4, 51 67
c) Czy mozna stwierdzi¢ w ktérej godzinie liczba tankujacych samocho-

dow osobowych byta najwigksza? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwiagzanie.

Pokazemy rozwiazanie podpunktu c). Czestosé tankowania samochodu oso-
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bowych w piatej godzinie jest rowna 0,2. W lacznym czasie dwéch ostatnich
godzin czestosé wynosi 0,3. Mozliwe jest ze np. w 7 godzinie nie tankowat,
zaden samochod osobowy. Wtedy najwiecej samochodéw osobowych tan-
kowalo w 8 godzinie. Mozliwe tez jest, ze w 7 i 8 godzinie tankowalo tyle
samo samochoddéw osobowych. Wtedy najwiecej samochodéw osobowych
tankowato w 5 godzinie. Nie mozna wigc stwierdzi¢ w ktorej godzinie liczba

tankujacych samochodéw osobowych byla najwieksza.

Komentarz. Zadania 3 i 4 wymuszaja ¢wiczenie umiejetnosci analizy wy-
kresow oraz danych statystycznych. Wazne jest takze prowadzenie rozumo-

wan matematycznych i umiejetnos¢ uzasadniania.

Zadanie 5. W urnie mamy tylko kule biale, czarne i zielone. Przy loso-
waniu jednej kuli z urny prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej jest
rowne % , a kuli czarnej 1%. Przy losowaniu trzech kul prawdopodobienstwo

wylosowania trzech kul zielonych jest rowne 0. Oblicz ilo$¢ kul w urnie.

Rozwigzanie.

Niech k oznacza liczbe kul w urnie. Wtedy liczba kul bialych jest réwna
%k; liczba kul czarnych jest rowna %k. Prawdopodobienstwo wylosowania
3 kul zielonych przy losowaniu 3 kul z urny jest réwne 0, wiec w urnie sg co
najwyzej 2 kule zielone. Poniewaz w urnie znajduja sie kule zielone, to liczba

. et T _ 2 5 _ 2 5

kul zielonych jest réwna 1 lub 2. Zatem k = Sk+{gk+11ub k = Sk+gk+1.
W urnie jest 18 lub 36 kul.

Zadanie 6. Do 5 jednakowych, ponumerowanych pudelek wrzucamy w spo-
sob losowy 10 kul, z ktorych zadne dwie nie sa tego samego koloru. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze w jednym z pudelek bedzie 6 kul i zadne pu-
detko nie bedzie puste? Wynik podaj w zaokragleniu do pieciu miejsc po
przecinku.

Zadanie 7. Pewne doswiadczenie powtérzono 150 razy. Otrzymane wy-

niki tego do$wiadczenia podzielono na pieé kategorii. Tabela przedstawia

czesto$é¢ uzyskania wynikow zaliczonych do odpowiedniej kategorii.

Kategoria I II Imr | Iv | v
Czestos¢ | 0,14 | 0,2 | 0,08 | 04 | 0,18
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a) Do ktorej kategorii zaliczono najwiecej, a do ktérej najmniej wynikow?

b) Ile do$wiadczen zakonczylo sie wynikiem, ktéry zaliczono do V kate-
gorii?

c) Do ktorej kategorii mégt zostaé zaliczony wynik doswiadczenia, jesli
$rednio na 5 wynikéw doswiadczenia co najmniej jeden z nich nalezy

do tej kategorii?

Zadanie 8. Prawdopodobienistwo, ze kobieta (K) przechodzaca obok sklepu
odziezowego zatrzyma sie, aby obejrzeé¢ wystawe jest réwne 80%, natomiast
odpowiednie prawdopodobienstwo dla mezczyzny (M) wynosi 40%. Prze-
chodzien zatrzymal sie, aby obejrzeé¢ wystawe. Wiemy, ze na kazde 5 oséb
przechodzacych obok sklepu 2 sa kobietami. Na podstawie tych danych mo-
zemy obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze przechodniem, ktéry zatrzymal sie,
aby obejrzeé¢ wystawe byl mezczyzna. Rozwazmy prostokat, na ktérym zi-
lustrowano powyzsze dane.

Aby obliczy¢ szukane prawdopodobienstwo, na-

lezy policzy¢ stosunek pola prostokata zaznaczo-

80%

nego jako N do sumy po6l obydwu zaznaczo-

nych prostokatéw. Zatem prawdopodobienstwo

jest rowne

40%

3 2

5'5 _3 M K
3 2 2 4 = 3 2
sr5t+ts55 7 5 5

Postepujac w analogiczny sposob rozwiaz nastepujace zadanie.
Zadanie. Rzucamy jednoczesnie dwiema monetami. Jesli otrzymamy co
najmniej jednego orla, to losujemy jedna kule z urny zawierajacej 1 biata
kule i 2 kule czarne, w przeciwnym razie losujemy jedng kule z urny za-
wierajacej 4 kule biale i 2 kule czarne. Wylosowano biatg kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze rzucajac dwiema monetami otrzymaliémy co naj-

mniej jednego orta?

Komentarz. Zadanie 8 laczy zagadnienia zwiazane z prawdopodobien-
stwem catkowitym oraz prawdopodobienstwem warunkowym. Metoda za-

prezentowana w pierwszej czesci zadania jest nowatorska i jej stosowanie
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stwarza mozliwo$¢ rozwiazywania prezentowanego typu zadan. Cala kon-
strukcja zadania jest interesujaca z dydaktycznego punktu widzenia. Wy-
musza u ucznia prace z tekstem matematycznym. Warto tu przeprowadzié
pogadanke majaca na celu sprawdzenie, czy uczen przed przystapieniem
do rozwigzywania zadan zrozumiatl idee przestawionej metody. Dopiero gdy

uczen wykaze sie zrozumieniem, moze zaczaé rozwigzywaé zadanie.

Zadanie 9. O przejscie do dalszych rozgrywek rywalizujg 4 druzyny pitkar-
skie: Wista, Odra, Warta i Dunajec. Pozostaly do rozegrania mecze miedzy
druzynami Wisty i Dunajca oraz druzynami Odry i Warty. Druzyna Wi-
sty zakwalifikuje si¢ do dalszych rozgrywek, jesli pokona druzyn¢ Dunajca.
Druzyna Wisty bedzie takze brata udzial w dalszej grze, jesli mecz z druzy-
na Dunajca nie przyniesie rozstrzygniecia i druzyna Odry wygra z druzyna
Warty. Jesli druzyna Wisty przegra swoje spotkanie, to zakwalifikuje sie
do dalszych gier tylko wtedy, gdy mecz miedzy druzynami Odry i Warty
zakonczy sie wynikiem remisowym. Oblicz prawdopodobienstwo zakwalifi-
kowania sie druzyny Wisty do dalszych rozgrywek wykorzystujac ponizsze

dane otrzymane w oparciu o wyniki dotychczasowych spotkan tych druzyn.

Druz :
Druzyna Wisty ruzyna Druzyna Druzyna
Dunajca Odry wygra Warty
Wygra mecz
Zdarzenie ” }(;E;’uz 0 wygra mecz ey o ae | wygra mecz
D o z druzyna . W z druzyng,
unajca Wisty zyng Warty Odry
P.rawdopodo- 0,4 0.5 03 05
bienstwo

Komentarz. Zadanie 9 mozna rozwiaza¢ wykorzystujac twierdzenie o praw-
dopodobienstwie catkowitym, ale lepsza i szybsza metoda jest rozwiazanie

go za pomoca drzewa. Otrzymujemy wtedy

0,4+0,1-0,3+0,5-0,2=0,53.

2.5.
Stereometria

Zadania w tym dziale zostaly tak dobrane, aby ich rozwiazywanie ksztalcito

wyobraznie przestrzenna.
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Zadanie 1. Do stojacego na poziomej powierzchni naczynia w ksztalcie
walca wrzucono dwie kulki, ktérych suma objetoéci jest réwna 6—;7r , a ilo-
czyn dtugodci promieni jest rowny sumie tych dlugosci. Wyznacz Srednice
naczynia, je$li wiadomo, ze réznica odlegtosci srodkéw tych kulek od dna

naczynia jest réwna 2v/3.

Komentarz. W zadaniu tym nalezy najpierw dokonaé analizy, aby roz-
strzygnaé jakie jest polozenie kulek. Jest to nietypowa sytuacja, gdyz za-

zwyczaj juz w tresci zadania opisywane jest wzajemne polozenie figur.

Rozwiazanie.

Oznaczmy promienie kul przez r1 i ro. Wtedy

%71'7‘:1g + %71’1"% = %ﬂ'. Stad 7§ + 73 = 16. Korzysta-

jac z tego oraz z warunku 73 +73 = r{r3 otrzymu-
jemy réwnanie t(t2 — 3t) = 16, gdzie t = r1 + 7o.
Zatem r; 4+ r9 = 4, a poniewaz riry = 4, wiec
r1 = ro = 2. Poniewaz réznica odleglosci $rod-

kéw tych kulek od dna naczynia jest réwna 2+/3,

to jedyne mozliwe polozenie kul w naczyniu jest

takie jak na rysunku. Srednica naczynia jest réw-
na 2 + 2+ /42 — (2v/3)2 = 6.

Zadanie 2. W zamknietym naczyniu w ksztalcie walca o §rednicy podstawy
rownej 2 sg umieszczone na dwoch poziomach po 2 metalowe kule o takim
samym promieniu. Kazde dwie z tych czterech kul sa wzajemnie styczne,
kazda z kul nizszego poziomu lezy na dnie naczynia, a kazda z kul wyzszego

poziomu dotyka gérnego wieka naczynia. Oblicz wysoko$¢ tego naczynia.

Rozwiazanie.
Na rysunku 2.1 przedstawiono sze$é¢ rysunkéw pokazujacych z réznych stron
ulozenie kulek.

Zauwazmy, ze trojkat ABC jest trojkatem réwnobocznym o boku 11 wy-

2 2
sokosci |DC| = @ Zatem |DE| = 4/ (@) — (%) = @ Wysokosé na-

czynia jest rowna 1 + @
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Rysunek 2.1: Wizualizacja do zadania 2

Zadanie 3. W zamknietym naczyniu w ksztalcie walca sg umieszczone na
dwdéch poziomach po 4 metalowe kule o promieniu 1. Kazda z tych kul jest
styczna do dwoch kul tego samego poziomu, dwoch kul drugiego poziomu
oraz do jednej z podstaw walca i do jego powierzchni bocznej. Ile wody

mozna wlaé¢ do tego naczynia?

Rozwigzanie.
Na rysunku 2.2 przedstawiono sze$¢ rysunkow pokazujacych z réznych stron
ulozenie kulek. Sprawdzi¢, ze wysoko$¢ naczynia jest réwna 2+ v/8 i dokon-

czy¢ rozwigzywanie zadania.

Zadanie 4. Do zamknietego naczynia w ksztalcie czworoécianu foremne-
go o krawedzi 3v/6 wrzucono kulke o érednicy réwnej 2, ktéra swobodnie
przemieszcza sie wewnatrz tego naczynia. Oblicz pole powierzchni tej cze-
Sci wewnetrznych Scian naczynia, ktérej nie moze dotknaé¢ wrzucona kulka.

W obliczeniach nalezy zaniedbaé¢ grubosé écian naczynia.

Rozwiagzanie.

Poniewaz promien kuli wpisanej w czworoscian foremny jest réwny i jego
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Rysunek 2.2: Wizualizacja do zadania 3

wysoko$ci, wiec najmniejsza odlegto$¢ pomiedzy srodkiem kuli i wierzchot-
kiem czworoscianu jest rowna 3. Zbiér punktow danej Sciany, ktérych moze
dotknaé¢ kulka jest trojkatem réwnobocznym. Odlegtosé wierzchotka tego
trojkata od najblizszego wierzcholka czworoscianu jest réwna 2v/2, a dlu-
gos¢ jego boku jest réwna /6. Pole tréjkata réwnobocznego jest réwne %g
Pole powierzchni wewnetrznych $cian naczynia, ktérych nie moze dotknaé

wrzucona kulka jest réwne 48v/3.

2.6.

Analiza matematyczna

Elementy analizy matematycznej powracaja do podstawy programowej oraz
do wymagan maturalnych. Warto przyjrzeé¢ si¢ niektérym zagadnieniom,

ktére wydaja sie by¢ istotne z punktu widzenia matematyki szkolne;j.
Zadanie 1. Funkcja f : R — R jest funkcjg réz- o

niczkowalna. Na rysunku przedstawione sa frag-
menty wykresow funkcji f i jej pochodnej. Wy-

znacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w

punkcie o odcigtej rownej 0.
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tacje geometryczng, a takze istotna z puntu widzenia wymagan maturalnych

umiejetnos¢ odczytywania danych z wykresu.

Zadanie 2. Uzasadnij, ze funkcja f okreslona wzorem

—z2+1 dla x€(0,1]
fr=
—222+2 dla z€(1,2)

jest rézniczkowalna w punkcie x = 1.

Komentarz. Zadanie 1 to typowy problem zwiazany z istnieniem pochod-

nej. Od uczniéw wymaga on rozumienia pojecia pochodnej.
Zadanie 3. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f okreslona wzorem
f(z) = ma® 4 222 + (m — %)x -3
a) jest funkcja rosnaca;
b) jest funkcja malejaca w przedziale (—o0,0)?

Komentarz. Zadanie 3 laczy elementy analizy z praktyka rozwiazywania
zadan dotyczacych funkcji kwadratowej z parametrem. U podstaw poszuki-
wania metody rozwiazania tego zadania lezy niebanalna wiedza z zakresu
teorii funkcji. Dotyczy ona zwiazku pomiedzy pochodng funkcji f okreslo-
nej na pewnym ograniczonym lub nieograniczonym przedziale (a,b) a jej
monotonicznoscia. Wiemy, ze jesli funkcja rézniczkowalna f jest rosnaca na
przedziale (a,b), to jej pochodna jest nieujemna w tym przedziale. Wie-
my takze, ze jesli pochodna funkcji f jest dodatnia w przedziale (a,b), to
funkcja ta jest rosnaca w tym przedziale. Znamy takze przyklad funkcji,
ktora jest rosnaca, pomimo, ze jej pochodna nie jest stale dodatnia (funk-
cja x — z3). Powstaje pytanie, czy rozwigzujac to zadanie nalezy rozwazyé
warunek f’(z) > 0 czy warunek f’(z) > 0. Z pomoca przychodzi to dodat-
kowa wiedza. Okazuje sie, ze jesli zbior {x € (a,b) : f'(x) = 0} jest zbiorem
skonczonym, to wtedy funkcja f jest rosnaca na (a,b) wtedy i tylko wtedy,
gdy f'(x) > 0 dla kazdego = € (a,b). Zatem rozwiazujac to zadanie nalezy

rozwazy¢ warunek f/(z) > 0.
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Zadanie 4. Obraz o wysokosci 1,4 m zawieszony
jest na $cianie w muzeum tak, ze jego dolny brzeg
znajduje sie 1,8 m powyzej oczu ogladajacego go c
turysty. W jakiej odleglosci od $ciany powinien
stanaé turysta, aby mégl najlepiej obejrzeé obraz,
tzn. kat widzenia obrazu byl najwiekszy?

Komentarz. Zadanie 4 to typowe zadanie optymalizacyjne jako zastoso-

wanie pochodnej funkcji.
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