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ROzDzIAL 1

Cechy podzielnosci

Ponizsze zadania zostaty wybrane z réznych zbioréw zadan, opracowan, kon-
kurséw matematycznych. Moga by¢ rozwigzywane na poziomie podstawo-

wym i rozszerzonym szkoly ponadgimnazjalnej.

1.1.
Profil podstawowy

Podzielnos¢ przez 10

Zadanie 1. Wykaz, ze wsréd 11 dowolnych liczb naturalnych istniejg za-

wsze dwie takie, ktorych réznica dzieli sie przez 10.

Rozwiazanie.
Poniewaz wszystkich cyfr jest 10, wigc wéréd 11 liczb naturalnych przynaj-
mniej dwie muszg konczy¢ sie ta sama cyfra. Ich réznica w rzedzie jednosci

ma cyfre 0, a wiec dzieli sie przez 10.

Zadanie 2. Ile zer ma na konicu liczba bedaca iloczynem 50 kolejnych liczb

naturalnych: 1-2-3-...-50 (50! - pieédziesiat silnia).

Rozwiagzanie.
Liczba 50! ma na koncu dokladnie n zer wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli sie
przez 10n, a nie dzieli sie przez 10n + 1.

Aby liczba dzielita si¢ przez 10 musi dzieli¢ sie przez 5 i 2.
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Poniewaz co piata liczba dzieli sie przez 5, a co druga dzieli sie przez 2,
wiec musimy policzy¢ ile czynnikéw 5 wystepuje w rozkltadzie liczby 50! na
czynniki pierwsze.

Co piata liczba dzieli sie przez 5, a wiec w iloczynie 1-2-3 - ... 50 wyste-
puje dziesieé¢ czynnikéw podzielnych przez 5, w tym dwa czynniki (25 i 50)
podzielne przez 25. Oznacza to, ze w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby
50! czynnik 5 wystepuje 12 razy. W rozkladzie tym czynnik 2 wystepuje
wickszg iloéé razy, a wiec 50! = 1012a, gdzie liczba a nie dzieli si¢ przez10.

W konsekwencji liczba 50! w zapisie dziesietnym ma 12 zer na koncu.

Zadanie 3. Znajdz najwieksza liczbe naturalng n o tej wtasnosci, ze 35!
dzieli si¢ przez 6 bez reszty.
Odp. n = 15.

Cecha podzielnosci przez 3

Zadanie 4. Udowodnij, ze liczba 555...5 jest podzielna przez 3.
48

Rozwiazanie.
Zauwazamy, ze suma cyfr danej liczby jest réwna 48-5, a wiec jest podzielna

przez 3.

Zadanie 5. Udowodnij, ze nastepujace liczby sa liczbami naturalnymi:
10"—4 10742

6 6
Wskazowka: 10" —4 =99...96.
1
e

Zadanie 6. Wiadomo, ze 35! jest rowne:
10333147966386144929 x 66651337523200000000
Znajdz x.

Rozwigzanie.
Liczba 35! jest podzielna przez 9, a wiec suma jej cyfr, czyli liczba 138 4+ x
tez jest podzielna przez 9. Ale 138 =159+ 3, czyli x = 6.
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Zadanie 7. Rozstrzygnij, czy liczba 11...122...211...1 46 jest pierwsza.
14 7 14

Rozwiagzanie.

Suma cyfr liczby 11...122...211...1 jest réwna 14-1+7-2+4+14-1 =42,

14 7 14
a wiec ta liczba dzieli si¢ przez 3 i po dodaniu 6 tez bedzie podzielna przez 3.

Zadanie 8. Liczbe zapisano za pomoca 30 jedynek i pewnej liczby zer. Czy

moze ona by¢ kwadratem pewnej liczby naturalnej?

Rozwiazanie.

Niech 11...100...0 = p?. Wéwczas 3‘])2, czyli S‘p, wiec 9|p2, co jest nie-

30
mozliwe.

Zadanie 9. Udowodnij, ze liczba 55...511...1 nie jest kwadratem liczby
——

‘ 40 40
naturalne;j.

Dowdd.

Oznaczmy

40 40

Suma cyfr liczby n jest réwna 240. Z cechy podzielnosci przez 3 wynika, ze
ta liczba jest podzielna przez 3. Przypusémy, ze n = m?, gdzie m jest liczba
catkowity. Wéwczas liczba m? jest podzielna przez 3, skad wynika, ze liczba
m jest podzielna przez 3 (korzystamy tu z tego, ze 3 jest liczba pierwsza).
Niech wigc m = 3k. Wtedy n = m? = (3k)? = 9k>.

Stad wynika, ze liczba n jest podzielna przez 9. Z cechy podzielnosci
przez 9 wynika, ze to jest jednak nieprawda, bo liczba 240 nie dzieli sie

przez 9.

Zadanie 10. Udowodnij, ze liczba 55...577...7 jest ztozona.
S—
40 40
Dowdd.

Suma cyfr liczby 55...577...7 jest réwna 40 - 5 4+ 40 - 7 = 480. Z cechy

40 40
podzielnosci przez 3 wynika, ze ta liczba jest podzielna przez 3.
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Zadanie 11. Udowodnij, ze liczba 100...0100...01 nie jest kwadratem
99 99

liczby naturalnej.
Dowdd.

Niechn =100...0100...01
—_—

99 99
Suma cyfr liczby n jest podzielna przez 3 i nie jest podzielna przez 9,

wiec liczba n jest podzielna przez 3 i nie jest podzielna przez 9. Tak jak

w zadaniu 6, wynika stad, ze liczba n nie jest kwadratem liczby catkowitej.

1.2
Profil rozszerzony

Zadanie 1. Udowodnij, ze liczba 100...0300...01 nie jest kwadratem
—— =

99 99
liczby naturalnej.

Rozwiagzanie.
Niech

n=100...0300...01 =10%°+3.10'0 4 1.
99 99

Wéwcezas

1020 + 2. 101 + 1 < n < 1020 + 4. 10190 4 4,

czyli (101941)% < n < (1019°4-2)2. Liczba n lezy miedzy kwadratami dwéch

kolejnych liczb catkowitych, a wigc nie jest kwadratem liczby caltkowitej.

Zadanie 2. Na okregu umieszczono 1998 cyfr. Nastepnie wypisano je kolej-
no, zaczynajac od pewnej z nich i otrzymano liczbe (1998-cyfrowa) podzielna
przez 27. Wykaz, ze jesli zaczniemy wypisywanie od innej cyfry na okregu,

to takze otrzymamy liczbe podzielna przez 27.

Rozwiagzanie.

Niech A = ajas...a1997a1998 bedzie podzielna przez 27. Przestawmy cy-

fre jednosci na poczatek . Wowczas A = ajgg9gaias . ..aj997 tez dzieli sie



Zestaw zadan dotyczacych liczb catkowitych 119

przez 27. Rzeczywiscie,

A = aigos + 10a1997 + - - - + 10" ay + 101997,

B = a1997 + 10a1996 + - - - + 1019%%a; 4+ 101971995

10B = 10a1997 + 100a1996 + - - - + 10'%7ay 4+ 1018 a1995 =
A — aigos + 10" a1995 = A + (10%® — 1)ay995 =

A+99...9-a1998s = A+9-11...1 -aq99s.
1998 1998

Poniewaz 11...1 dzieli si¢ przez 3 i A dzieli si¢ przez 27, to 10B dzieli si¢
—

1998
przez 27. W konsekwencji B dzieli sie przez 27.






ROZDZIAL 2

Podzielnosé

2.1.
Profil podstawowy

Zadanie 1. Ile dzielnikéw ma liczba 727

Rozwigzanie.
72 = 23 . 3% | stad dzielnikami beda liczby:

20.30  20.3L 920.32
21.30  2l.3t 2l.32
22.30  22.30 22.32
93.30 93 3l 93 . 32

Jestich (2+1)(3+4+1) =12.

Zadanie 2. Ile dzielnikéw ma liczba n = pF¢!, gdzie p i ¢ sa liczbami

pierwszymi?

Rozwiagzanie.
Analogicznie ilo$é¢ dzielnikéw wynosi (k + 1)(1 + 1).

Mozna dowiesé, ze jezeli n = pft - ph2 . phs .. pkm t0 ilogé dzielnikéw
wynosi (k1 +1) - (ko +1) - (ks +1) ... (kyn +1).

Zadanie 3. Dane sa trzy kolejne liczby naturalne, z ktérych pierwsza jest

parzysta. Wykazaé, ze iloczyn tych liczb jest wielokrotnoscia 24.
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. . S o 2 3.
Zadanie 4. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba § + %5 + % jest

calkowita.
Wskazowka.
2n+3n2+n*  nn?+3n+2) nn®+2n+n+2)
6 N 6 N 6
1 2
_ n(n + é(n—i— ) cC.

Zadanie 5. Znajdz wszystkie pary liczb naturalnych takich, ze ich iloczyn

jest réwny 3200, a ich najwickszy wspolny dzielnik jest réwny 8.
Rozwiazanie.

3200 = 100-32=2%2.5%2.2° =52.97
a=2.25 b=2*
a=2%.25. p=23

Zadanie 6. Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych a i b liczba
NWD(a + b,ab) — NWD(a, b) jest parzysta.

Rozwigzanie.

— Jezeli obie liczby a, b sa parzyste, to a + b i ab sa parzyste. Najwigk-
szy wspOlny dzielnik dwdich liczb parzystych jest liczba parzysta (bo

zawiera czynnik 2). Czyli rozwazana réznica jest parzysta.

— Jezeli obie liczby a, b sa nieparzyste, to a + b jest parzysta, a ab jest
nieparzyste. Najwiekszy wspolny dzielnik liczby parzystej i nieparzy-
stej jest liczba nieparzysta (bo nie zawiera czynnika 2). Czyli rozwazna

réznica jest parzysta.

— Jezeli liczby a, b sg roznej parzystosci, to a + b jest liczba nieparzysta,
a ab jest parzyste. Najwiekszy wspdlny dzielnik liczby parzystej i nie-
parzystej jest liczba nieparzysta (bo nie zawiera czynnika 2). Czyli

rozwazna roznica jest parzysta.

Zadanie 7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej n wyrazenie n® —

5n3 4 4n dzieli sie przez 120.
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Rozwiazanie.

Poniewaz 120 = 3-5- 8, wiec wystarczy wykazaé, ze badane wyrazenie dzieli
sie przez 3 oraz przez 5 1 przez 8.

n® —5n% +4n = n(n? —n® —4n? +4) = nn*(n? - 1) —4(n* - 1) =
=n-2)(n—1nn+1)(n+2)

W iloczynie 5 kolejnych liczb naturalnych co najmniej jedna dzieli si¢ przez
2, a nie dzieli sie przez 4, co najmniej jedna dzieli sie przez 4, co najmniej
jedna dzieli si¢ przez 3 i doktadnie jedna dzieli sie przez 5. W konsekwencji

iloczyn ten dzieli sie przez 120.

Zadanie 8. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby calkowitej k liczba k% — 2k* + k2
jest podzielna przez 36

Wskazoéwka.
kS — 2kt + k2 = k2(k4 —2k2 + 1) = k:2(k:2 — 1)2 = [k(k—1)(k+ 1)]2

Zadanie 9. Wykaz, ze jezeli wielomian W (z) = ax®+bx? + cx +d o wspol-
czynnikach catkowitych ma trzy pierwiastki: —5, —4, —3, to dla kazdej liczby

catkowitej z warto$¢ wielomianu W (z) jest liczba podzielna przez 6.

Wskazéwka.
W(X)=a(x+3)(z+4)(x+5)

Zadanie 10. Podaj ogdlng postaé liczby:
e parzystej,
e nieparzystej,
e podzielnej przez 5,

e ktéra w dzieleniu przez 5 daje reszte 2.

Zadanie 11. Uzasadnij, ze iloczyn czterech kolejnych liczb naturalnych jest

podzielny przez 4. Zbadaj, czy jest podzielny przez 8 i 12.

Zadanie 12. Dane sa takie trzy liczby calkowite, ze réznica dowolnych
dwdéch z nich jest podzielna przez 3. Wykaz, ze ich suma jest podzielna

przez 3.
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Rozwigzanie.

Wszystkie liczby catkowite mozna podzieli¢é na 3 klasy: Liczby podzielne
przez 3, tzn. postaci 3k, liczby ktére w dzieleniu przez 3 daja reszte 1, tzn.
postaci 3k + 1 i liczby, ktére w dzieleniu przez 3 daja reszte 2, tzn. postaci
3k + 2. Jezeli réznica dwdch liczb catkowitych jest liczba podzielna przez 3,

to musza te liczby nalezeé do tej samej klasy.

— Jezeli sa to liczby podzielne przez 3, to 3k+31+3m = 3(k+1+m) = 3n
gdzie k + 1+ m =n € C, wiec suma ta jest podzielna przez 3.

— Jezeli sa to liczby, ktére w dzieleniu przez 3 daja reszte 1, to (3k+1)+
(Bl+1)+(Bm+1) =3(k+1+m+1) = 3n, gdzie k+1+m+1=n € C,

wiec suma ta jest podzielna przez 3.

— Jezeli sa to liczby, ktére w dzieleniu przez 3 daja reszte 2, to (3k+2)+
(3l42)+(3m+2) = 3(k+1l+m+2) = 3n, gdzie k+1+m+2 =n € C,

wiec suma ta jest podzielna przez 3.

Zadanie 13. Liczba a w dzieleniu przez 7 daje reszte 4, a liczba b w dzie-
leniu przez 7 daje reszte 5. Oblicz jaka reszte w dzieleniu przez 7 daje suma

kwadratéw tych liczb.

Rozwiagzanie.

a=Tk+4, b=Tl+5
a? + 0% = (Tk+4)% 4+ (71 +5)% = 49(k® + 1%) + 56k + 700 + 41 =
= 7(Tk* + 71> + 8k + 10l +5) + 6 = Tn + 6

gdzie 7Tk? + 712 + 8k + 10l + 5 =n € C.

W konsekwencji liczba a? + b? w dzieleniu przez 7 daje reszte 6.

Zadanie 14. Reszta z dzielenia pewnej liczby catkowitej przez 2 jest row-
na 1, a reszta z dzielenia tej liczby przez 3 jest réwna 2. Jaka jest reszta

z dzielenia tej liczby przez 6.

Rozwiagzanie.

Jest to liczba nieparzysta, wiec moze by¢ postaci 6k + 1, 6k + 3, 6k + 5.
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Jezeli n = 6k + 1, to reszta z dzielenia tej liczby przez 3 jest rowna 1.
Liczba 6k 4 3 jest podzielna przez 3.

Liczba n = 6k + 5 = 3(2k + 1) 4+ 2 daje w dzieleniu przez 3 reszte 2.
A wiec nasza liczba w dzieleniu przez 6 daje reszte 5.

Zadanie 15. Uzasadnij, ze kazde dwie liczby naturalne posiadaja nastepu-

jaca wtasnosé: albo a, albo b, albo a + b, albo a — b dzielg si¢ przez 3.

Rozwiazanie.
a=3k+1 a=3k+2 a=3k+1 a=3k+2
V V V
b=3l+1 b=3l+2 b=3l+2 b=3l+1

Jezeli reszty z dzielenia przez 3 liczb a i b s takie same, to a — b dzieli si¢
przez 3. Jezeli reszty z dzielenia przez 3 liczb a i b sa rézne, to a + b dzieli

sie przez 3.

2.2.

Profil rozszerzony

Zadanie 1. Niech z i y beda liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze liczba
25x + 3y jest podzielna przez 41 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 3x + 2y
dzieli sie przez 41.

Rozwiagzanie.
2(25z + 3y) = 41z + 9z + 6y = 41z + 3(3z + 2y).

Zadanie 2. Niech m i n beda liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze liczba
25m + 3n jest podzielna przez 83 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 3m + Tn
dzieli sie przez 83.

Rozwiazanie.

2(25m +3n) + 11(3m + ™n) = 83(m + n).
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Zadanie 3. Liczby aj,asg,...,a1997 sa réznymi elementami zbioru
{1,2,3,...,1997}. Rozstrzygnij, czy liczba

(a1 — 1)+ (a2 — 2) + - - - + (a1997 — 1997)
jest parzysta, czy nieparzysta.

Rozwigzanie.

Poniewaz a1 +az+---+ajger = 14+2+3+---+1997 to (a1 — 1) + (az — 2) +
-+ (a1997 —1997) = 0. Wérdd liczb (a1 —1), (a2 —2),. .., (a1997 — 1997) co
najmniej jedna jest parzysta (liczb tych jest nieparzysta ilo$¢, a suma jest

parzysta). Wobec tego iloczyn tych liczb jest liczba parzysta.

14n+3
21n+4

Zadanie 4. Udowodnij, ze ulamek jest nieskracalny.

Dowdéd. (nie wprost)
Zalézmy, ze NWD(14n + 3,21n + 4) = d. Wowczas

dl(2ln+4) — (14n+3) & d|Tn+ 1 & d|1dn + 2 &
& d|(14n + 3) — (14n + 2) < d|1.

n*—3n2+1

Zadanie 5. Udowodnij, ze —1—3"5

jest utamkiem wlasciwym.

Wskazowka.

n*=3n?+1  nt-2n2+1-n? (n®2-12-n?
nt—n2-2n—-1 ni-m2+2n+1) nit-(n+1)2
C(nP-n—-1)0n*+n-1) (nP+n-1)

T m2—n—1)Mm2+n+1) M24n+l)

Zadanie 6. Udowodnij, ze dla kazdego naturalnego n liczba n® — n jest

podzielna przez 30.

Rozwiagzanie.
n® —n = n(n — 1)(n + 1)(n? + 1). Poniewaz wéréd trzech kolejnych liczb
naturalnych dokladnie jedna dzieli si¢ przez 3, to iloczyn trzech kolejnych
liczb naturalnych (n — 1)n(n + 1) dzieli si¢ przez 6.

Jezeli jedna z liczb n — 1,n,n + 1 dzieli sie przez 5, to wyrazenie

n(n —1)(n + 1)(n% + 1) dzieli sie przez 30.
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Zalézmy zatem, ze zadna z liczb n—1,n,n+1 nie jest podzielna przez 5.
Wowczas albo n—2 albo n+2 jest podzielne przez 5. Wowczas (n—2)(n+2) =
n?—4 jest podzielne przez 5. Ale n?4+1 = (n?—4)+5, oznacza to, ze woéwczas
n? + 1 jest podzielne przez 5, a wiec iloczyn n(n — 1)(n + 1)(n? + 1) dzieli
sie przez 30.

Zadanie 7. Udowodnij, ze n®+5n, n®+ 11n, n® — 19n sa podzielne przez 6.
Wskazéwki.

nd+5n=nn?—-1+6)=n(n—1)(n+1)+6n
nP+1ln=nn?-1+12)=nn—-1)(n+1) +12n

n® —19n = n(n? +5 — 24) = n(n? +5) — 24n

Zadanie 8. Wykaz, ze dla dowolnych calkowitych liczb a,b, ¢ liczba a3 +
b3 4 ¢ jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a + b + ¢ jest

podzielna przez 6.

Wskazéwka.
ad—a=ala—1)(a+1), B®=b=0bb-1)(b+1), ¢ —c=clc—1)(c+1).
Poniewaz liczby te sa podzielne przez 6, to ich suma a® +b% +¢c® +a+b+c

tez jest podzielna przez 6.

Zadanie 9. Udowodnij, ze dla dowolnego naturalnego n liczba n(ntl1)(2n+1)

jest podzielna przez 6.

Rozwiagzanie.
Liczba ta jest podzielna przez 2, bo w rozktadzie na czynniki mamy iloczyn
dwoch kolejnych liczb naturalnych.

Jezeli ktoéras z liczb n,n 4+ 1 jest podzielna przez 3, to nasza liczba jest
podzielna przez 6. Jezeli n i n 4+ 1 nie sa podzielne przez 3, to n + 2 jest
podzielne przez 3. Ale 2n +1=2n+4 —3 = 2(n+ 2) — 3. Czyli liczba jest

podzielna przez 3.






ROZDZIAt 3

Liczby pierwsze

3.1.
Profil podstawowy

Zadanie 1. Dla jakich liczb naturalnych n liczba n* + n? + 1 jest liczba

pierwsza?

Rozwigzanie.

Rozt6zmy badane wyrazenie na czynniki:
e +1=m2+12-n?2=n2+n+1)n%-n+1)

Zauwazmy, ze dla kazdego n € Ny n?2 —n +1 < n?+n+ 1. Aby ten iloczyn
byl liczba pierwsza musi zachodzié¢:
— mniejszy czynnik jest réwny 1,

— wiekszy czynnik jest réwny danemu wyrazeniu.

n2—-n+1=1
n24+n+1=n*+n2+1.

Stad n = 1. Dla n = 0 rozpatrywane wyrazenie jest réwne 1, a 1 nie jest

liczba pierwsza.

129



130 Monika Fabijanczyk

3.2.

Profil rozszerzony

Zadanie 1. ZnajdZ wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p? +11i 6p? + 1

sa takze liczbami pierwszymi.

Rozwiagzanie.

Zbadajmy to dla poczatkowych liczb pierwszych.

p 4p?+1 6p?+1
2 17 25
3 37 55
5 101 151
7197 295
11 485 727

13 677 1015
17 1157 1735
19 1445 2167

Zauwazmy, ze w kazdym wierszu jedna z liczb jest podzielna przez 5.
Jezeli hipoteza, ze wéréd liczbp, 4p? + 1 i 6p? + 1 znajduje sie zawsze liczba
podzielna przez 5 okazala si¢ prawdziwa, to jedyna liczba pierwsza o zadanej
wlasnosci bytaby liczba 5. Udowodnijmy podana hipoteze.

Metodal. Rozpatrujemy przypadki w zaleznoéci od ostatniej cyfry liczby

p. (Hipoteze dowodzimy dla dowolnych liczb, niekoniecznie pierwszych)

— jezeli ostatnig cyfra jest 0 lub 5, to liczba p dzieli si¢ przez 5.

— jezeli ostatnia cyfra jest 1 lub 9, to ostatnig cyfra p? jest 1, a wiec
ostatnig cyfra liczby 4p? + 1 jest cyfra 5.

— jezeli ostatnia cyfra jest 2 lub 8, to ostatnig cyfra p? jest 4, a wiec
ostatnig cyfra liczby 6p? + 1 jest cyfra 5.

— jezeli ostatnia cyfrg jest 3 lub 7, to ostatnia cyfra p? jest 9, a wiec
ostatnig cyfra liczby 6p? + 1 jest cyfra 5.
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— jezeli ostatnia cyfrg jest 4 lub 6, to ostatnia cyfra p? jest 6, a wiec
ostatnig cyfra liczby 4p? + 1 jest cyfra 5.

Metoda2. Rozpatrujemy trzy przypadki w zaleznoéci od tego, jaka reszte
przy dzieleniu przez 5 daje liczba p.
1. Liczba p daje reszte 0 przy dzieleniu przez 5. Wtedy p dzieli sie przez 5.
2. Liczba p daje reszte 1 lub 4 przy dzieleniu przez 5. Wtedy p = 5k +1
lub p = 5k + 4 dla pewnej liczby naturalnej k. Stad tatwo wynika, ze
p? =50 + 1 dla pewnej liczby catkowitej I:
(5k 4+ 1)? = 25k% + 10k + 1 = 5(5k* + 2k) + 1,
(5k + 4)? = 25k* + 40k + 16 = 5(5k* + 8k + 3) + 1

zatem 9
4p +1:4(51+1)+1:2()l—|—5:5(4l—|—1),

a wiec liczba 4p? + 1 dzieli sie przez 5.

3. Liczba p daje reszte 2 lub 3 przy dzieleniu przez 5. Wtedy p = 5k + 2
lub p — 5k + 3 dla pewnej liczby naturalnej k. W obu przypadkach

istnieje taka liczba calkowita [, ze n? = 51 + 4:
(5k + 2)? = 25k* + 20k + 4 = 5(5k* + 4k) + 4,
(5k 4+ 3)% = 25Kk% + 30k + 9 = 5(5k* + 6k + 1) + 4

zatem
6n 4+ 1 = 6(5 +4) + 1 = 301 + 25 = 5(6] + 5),

a wiec liczba 6p? + 1 dzieli sie przez 5.

Zadanie 2. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, dla kto-

rych obie liczby n? 4+ n + 1 oraz n? + n + 3 sg pierwsze.

Wskazoéwka.

Zauwaz, ze zawsze jedno z wyrazen n? +n+ 1 oraz n? +n+ 3 dzieli sie przez
3, sformutuj i udowodnij odpowiednia hipoteze¢ ogdlna:

Znéw wypiszemy wartoéci wyrazen n? +n+11n?+n+3 dla kilku poczat-

kowych liczb naturalnych n:
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2 n24n+1 n?24+n+3

n o n

1 1 3 )

2 4 7 9

3 9 13 15
4 16 21 23
5 25 31 33
6 36 43 45
7 49 o7 99
8§ 64 73 75
9 81 91 93
10 100 111 113

Dostrzezenie, ze liczby 3,9,15,21,33,45,57,75,93 i 111 sg podzielne
przez 3, nie jest trudne. Teraz dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n
jedna z liczb n? + n + 1 oraz n? + n + 3 jest podzielna przez 3 (jesli n daje
reszte 1 z dzielenia przez 3, to pierwsza z tych liczb, w przeciwnym przy-
padku druga). To juz daje rozwiazanie — jedyna liczba spelniajaca warunki

zadania jest n = 1.

Zadanie 3. Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 8p® + 1 jest takze

liczbg pierwsza

Wskazdéwka.

Zauwaz, ze tylko dla p = 3 nasze wyrazenie nie dzieli si¢ przez 3, sformutuj
i udowodnij odpowiednia hipoteze ogélna:

Powtérzmy te strategie rozwiagzania, ktéra okazata sie skuteczna w poprzed-

nim zadaniu. Obliczmy 8p? + 1 dla kolejnych liczb pierwszych p:

p SpP+1
2 33
3 73
5 201
7 393
11 969

13 1353
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17 2313
19 2889
Jezeli dostrzezemy, ze w drugiej kolumnie wszystkie liczby, oprécz 73, sa
podzielne przez 3, to mozemy sformutowaé hipoteze ogdlna:
Hipoteza. Dla kazdej liczby naturalnej n jedna z liczb n i 8n2 + 1 jest
podzielna przez 3. Po sformulowaniu tej reguty mozemy dokonczy¢ rozwia-
zanie zadania, tak jak w sposobie 2 lub 3 poprzedniego zadania. Jedyna

liczba pierwsza p spelniajacg warunki zadania jest p = 3.






ROzZDzIAL 4

Poré6wnywanie liczb i sumowanie

4.1.

Poréwnywanie liczb — profil podstawowy

Zadanie 1. Rozstrzygnij, ktéra z liczb jest wieksza 22%° czy 55227

Rozwiazanie.

2255 = (2 11)% = 25% . 115

557 = (5-11)** = 522.11*

Ale 255 = (25)11 = 3211 > 251 = (5%)M = 5?2 czyli 22 > 5572

Zadanie 2. Uporzadkuj rosnaco liczby:

D ()7 (3" () ()

b) 919 10°.

) 945 936 427 518
d) 4100 3250 6323.

e) 329 162, 637, 1813
Rozwigzanie.

a)

(3)" = (0.2 = 0,00

(5)" = (0.9 = (0.0256)",

5
(L)~ 0,

135
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(1%)20 = ((0,3)%)" = (0,09).

()" <G) <) <G

b) 95 = 59049 > 5 - 10%, czyli 919 > 25 - 108 > 10°.

Stad

4.2,
Sumowanie — profil rozszerzony

Zadanie 1. Oblicz:

1 1 1 1
o+l Vitve varvs Tt itrvn

Wskazoéwka.

1 Vi 1
vVn+vn—1 1
Zadanie 2. Oblicz:
L + L + L + + L + 1
1-2 2-3 3-4 125-126  126-127
Rozwigzanie.
1 1 1
ZauWaZ, Ze.m—ﬁ—m.
L + L + L + + L + L =
1-2 2-3 3-4 125126 126-127
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1— = I Z_Z = - ) =
( 2>+<2 3>+(4 4)+ +<125 126)+<126 127)
B 1 126
127 127

Korzystajac z podobnego pomystu mozna budowaé inne zadania nieco

trudniejsze.

Zadanie 3. a) Oblicz:

3 .03 3 . 3 . 3
1.4 4.7 710 301-304 ' 304307
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b) Oblicz:

1 n 1 n 1 T 1 n 1
1-5 59 9-13 277281 281-285°

Rozwiazanie.
a) Zauwaz, ze ciag 1,4,7,... ma wyraz ogélny a, = 14+ (n—1)-3 = 3n— 2,
a ciag 4,7,10,... ma wyraz ogolny b, = 3n + 1. Ponadto

3 1 1
(B3n—2)3n+1) 3n—2 3n+1

3 3 3 3 3
1-4?4-7?7-110+”1'+3101-304+30%-3071_ 1 1
C-D)+G-D)+Gw)+ Gor 500+ Gor —507) =
B 1 306
307 307

b) Zauwaz, ze ciag 1,5,9,... ma wyraz ogbélny a, =1+ (n—1)-4=4n—3
a ciag 5,9,13,... ma wyraz ogdlny b, = 4n + 1. Ponadto:

4 11
(4n —3)(4n+3) 4n—-3 4n+3
4 4 4 4 4

S5T5 0 013 T o778 T8t 085

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
(-5 +G-9)+ G5+ (o) + (o1 5) =

B 1 284

- 285 285
czyli

1+1+1+ N 1 N 1 1 284 71
1-5 5-9 9-13 277-281  281-285 4 285 285

Zadanie 4. Oblicz: /52 +7 — {/5v/2 — 7.

Rozwiagzanie.
I sposéb.

5V24+T7=1+3V2+6+2V2=(1+V2)*
5V2 —T7=(V2-1)>,
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czyli

Usvat7—{sva—T=14va-(V2a-1)=2
IT sposéb.
6/5\/§+7—€/5\/§*7:x
x?’:5\/§+7—5\f2+7—3({’/5x/§+7)2€/5\f—7+
+3\3/5x@+7(€’/5f—7)2:
14—3({’/5\@+7—€/5f—7)€/5\f2+7€/5f—7:14—3x.

Otrzymujemy réwnanie 23 + 3z — 14 = 0, ale
2° + 31 — 14 = (2% — 22%) + (227 — 42) + (T — 14) = (z — 2) (2* + 22 + 7).
Jedynym rozwiazaniem tego réwnania jest x = 2.

Zadanie 5. Ktoére z ponizszych zdan jest prawdziwe: Liczba postaci
2.6 — 2.3 4 gntl — 2. 3nF2 jest:

a) wielokrotnoscia liczby 8 dla kazdej liczby naturalnej n,

b) wielokrotnoscia liczby 5 dla pewnej liczby naturalnej n,

c¢) wielokrotnoscia liczby 1944 dla pewnej liczby naturalnej n.

Wskazéwka.

2.6"—2.3"tl pgntl _9.3n+2_9.37. 9" _9.3.3"4+6.2".3" —18.3"
=2-3"(2" -3+3-2"-9)=2-3"(—12+4-2") =8-3"(2" - 3).



ROZDZIAL 5

Zadanie roézne

5.1.
System dziesietny — profil podstawowy

Zadanie 1. Jezeli odwrécimy kolejno$é cyfr w liczbie naturalnej n , to
otrzymamy liczbe o 27 wicksza. Ile jest liczb dwucyfrowych o tej wlasnosci?
Wymien je.
Rozwigzanie.

10a +b+27 =100+ a

9a — 9b = -27

b—a=-3

ac{l,2,...,9},be{1,2,...,9}
Mozliwe pary: (1,4),(2,5),(3,6), (4,7),(5,8),(6,9).
Zadanie 2. Uzasadnij, ze réznica migdzy liczba trzycyfrowa, a liczba zapi-

sang tymi samymi cyframi, ale w odwrotnej kolejnosci nie moze byé kwa-

dratem liczby naturalnej

Rozwigzanie.

Niech x = aszasa; = 100az + 10as + aq.

100a3 + 10ag + a1 — 100a; — 10ay — az = 99a3 — 99a; =9 - 11(as — a1).
Ale ag—ay # 11 bo 0 < |as—ay| < 9, czyli w rozkladzie na czynniki pierwsze

rozpatrywanej réznicy czynnik 11 wystapi tylko jeden raz.
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5.2.

Zadania z wykorzystaniem nieréwnoséci (a — b)? > 0

— profil rozszerzony

Zadanie 1. Udowodnij, ze \/a + Vb < \/% + \/%, gdzie a,b > 0.
Dowaéd.

Zauwazmy, ze (a — b)? > 0 < a® — ab + b* > ab. Wowcezas

——— - (Va+Vb) - vavh = va+ Vb

Zadanie 2. Udowodnij, ze jezelia+b+c=1to ab+ bc+ ca < é

Dowdd.

Wiadomo, ze a®+b% > 2ab, c?+b% > 2bc, a®>+c? > 2ac. Dodajmy stronami te
nieréwnoéci. Otrzymujemy 2(a?+b24-c?) > 2(ab+bc+ac), czyli a®+b%+c% >
ab + bc + ac. Ale a® +b? + c® + 2(ab + be + ac) = (a + b+ ¢)? i z zalozenia
a+b+c=1. Czyli 3(a®+b>+c?) > (a+b+c)?, wicc 3(a® + 1%+ %) > 1,
co daje teze twierdzenia.

Zadanie 3. Niech a,b > 2. Rozstrzygnij i uzasadnij, ktora z liczb jest

wieksza, a czy b, jezeli a” = a + 2, 1727” =a-+b.
Rozwiazanie.
(a+2)?=a*+4a+4>4a+4a=8a

Wéwcezas

<b)2"_ 2(a +b) _ 2a+b) a+b
a)  (a+2)? 8a  4da

Zalézmy, ze a < b, woéwczas g > 1.

<b>2”>b_4b> 2042 _atb _atd (6)2”
“a  4da” B

a 4a 2a 4a a

co prowadzi do sprzecznodci, czyli a > b.
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