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ROzDzIAL 1
Czy definicja nadmierna jest

btedem dydaktycznym?

1.1.

Definicja funkcji rosngcej

Jest rzeczg wiadoma, Ze istnieje ogromna przepa$é¢ miedzy matematyka ro-
zumiang jako dziedzina nauki, a matematyka nauczana w szkole. Wysitki
podejmowane w XX wieku przez matematykow i dydaktykow matematyki
w celu zmniejszenia tej réznicy nie przyniosty spodziewanych rezultatow,
a jedynie zaowocowaly duzym sformalizowaniem przekazywanej wiedzy.
Wigkszoéé autorow podrecznikéow sklania sie do podawania definicji
w wersji maksymalnie zwiezlej, zwracajac szczegdlna uwage na to, aby zadna
jej czesé nie byta konsekwencja pozostalych. Definicja taka jest pod wzgle-
dem matematycznym bardziej elegancka i wygodna dla uzasadniania ist-
nienia obiektéw spetniajacych te definicje. Unika sie definicji nadmiernych,
ktére zawieraja za duzo cech okreslanego pojecia. Tymczasem dobor wiasci-
wej definicji pozwala czesto na uproszczenie rozumowan, a co za tym idzie,
zwieksza przejrzystoéé przedstawianych tresci. Definicje nadmierne nie pro-
wadza do btedéw, a czesto przyczyniaja sie do jasnosci dalszych rozumowan.
Jednym z przyktaddéw definicji podawanej w wersji minimalnej jest okre-
Slenie funkcji monotonicznej. We wszystkich wiodacych podrecznikach wy-

stepuje ono w wersji zawierajacej implikacje:
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Definicja. Funkcje f nazywamy rosnaca w zbiorze A zawartym w dziedzi-
nie tej funkcji, jezeli dla dowolnych elementéw 1, zo ze zbioru A zachodzi

warunek: jezeli x; < 2, to f(z1) < f(z2).

Okazuje sig¢, ze ta forma definicji prowadzi do wielu nieporozumien.
Czesto zdarza sig, ze nawet studenci matematyki rozwiazujac nieréwnosci
wykladnicze nie zdaja sobie sprawy z faktu réwnowaznosci przejscia typu:
5712 < 52 & 2 + 2 < 2. Po czeéci wine za ten brak refleksji nad definicjg
monotonicznosci funkcji i jej wykorzystaniem do rozwiazywania nieréwnosci
ponosza wspotczesne podreczniki. W klasie I ograniczaja si¢ one do podania
definicji funkcji monotonicznej i jej podstawowych wlasnosci takich, jak np.
roznowartosciowosé. Mimo, ze w dalszej perspektywie wlasnosé monotonicz-
noéci funkcji jest wykorzystana do rozwigzywania pewnych nieréwnoéci, to

brak jest twierdzenia:

Twierdzenie 1. Jezeli f jest funkcjg rosngceg w zbiorze A, to dla dowolnych

x1,x2 € A zachodzi warunek x1 < xo < f(x1) < f(x2).

Tymczasem rownowaznosé ta wydaje sie by¢ istota pojecia monotonicz-
nosci funkcji, poniewaz pozwala rozwigzywaé szeroka klase nieréwnosci. Dla
matematyka zachodzenie implikacji odwrotnej w przypadku funkcji mono-
tonicznej jest rzecza bezsprzeczna, ale dla ucznia nie jest to ani oczywiste,
ani banalne. Co wiecej, jak wykazaly badania, jest to fakt dla niego cal-
kowicie zaskakujacy. Oczywiscie, podrecznik nie moze zawiera¢ wszystkich
szczegdlow 1 dobry nauczyciel powinien odpowiednio skomentowaé podane
fragmenty tekstu nadajac im odpowiednia range. Ale to tylko teoria, rze-
czywisto$é okazuje sie by¢ innal

Na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu L.odzkiego zostaty
przeprowadzone badania, w ktérych uczestniczyto 130 studentéw pierwszego
roku. Studenci ci dostali do rozwiazania test numer 1, a po jego zakonczeniu

test numer 2. Oto tre$¢ wspomnianych testow:
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Test 1.

Zadanie 1. Prosze rozwigzaé nieréwnosé 2775 < 4. W szczegdlnosci prosze
zwro¢ uwage, czy wszystkie przeksztalcenia prowadza do nieréwnosci réwno-
waznych. Jezeli tak, prosze uzasadni¢ to, na przyktad, formutujac odpowied-
nie definicje i twierdzenia. Jezeli nie, prosze podaé, jakie sa konsekwencje

tego faktu.

Test 2.

Definicja 1. Niech f : R — R. Funkcje f nazywamy rosngca w zbiorze
liczb rzeczywistych R, gdy spelniony jest nastepujacy warunek:

Vaper(a < b= f(a) < f(b)). (1.1)

Zadanie 2. Niech f : R — R bedzie funkcja rosnaca w zbiorze liczb rzeczy-

wistych R. Czy istnieje mozliwo$¢ znalezienia zbioru rozwiazan nieréwnoéci:

flz =2) < f(22 - 3)

bez znajomosci postaci funkcji f7 Jezeli odpowiedz jest negatywna, uzasad-
nij ja. Gdy odpowiedz ta jest pozytywna, podaj definicje i twierdzenia, na

ktérych opartes swoj wniosek.

Definicja 2. Niech f : R — R. Funkcje f nazywamy rosngca w zbiorze
liczb rzeczywistych R, gdy spelniony jest nastepujacy warunek:

Vaser(a < b fa) < F(b)). (1.2)

Zadanie 3. Definicja 2 funkcji rosnacej rézni sie od definicji 1 warunkiem
(1.2). Czy definicja 2 okresla to samo pojecie co definicja 17 Jezeli odpowiedZ
jest pozytywna, uzasadnij ja. Gdy odpowiedz ta jest negatywna, podaj,

ktéra definicja opisuje szersza klase funkcji.
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Wyniki badan

Zadanie pierwsze jest typowa nieréwnoscia wykladnicza, jakich wiele roz-
wiazuje sie w szkole. Celowo nieréwno$¢ ta nie zawierata zadnych utrudnien,
aby badani mogli skupi¢ sie nad przejéciem 277° < 22 & 245 < 2 . Niemal
wszyscy studenci pierwszego roku studiéw rozwigzali te nieréwnosé prawi-
dlowo (125 oséb), ale az 63 osoby nie podaly zadnych wyjasnien. Typowe

rozwigzanie zadania 1 wygladalo nastepujaco:

Kl

Zauwazmy, ze forma zapisu rozwigzania nieréwnosci nie sugeruje wprost
rownowaznosci poszczegdlnych przejéé. Czes¢ badanych studentéw wrecz za-

przeczylta réwnowaznosci przejscé.

Uderzajacym jest fakt, ze ,$wiezo upieczeni” maturzysci nie zdaja sobie
sprawy, ze rozwiazujac nieréwnosé¢ w sposob przez siebie przedstawiony mu-
szg otrzymaé ciag nieréwnosci rownowaznych, aby zbiér rozwigzan ostatniej
nierownosci byl réwny zbiorowi rozwiazan nieréwnosci wyjsciowe;j.

W czasie dyskusji okazalo sig, ze brak odpowiedzi lub odpowiedzi btedne

wynikaly najczesciej z nastepujacych faktéw:

e brak znajomosci pojecia nierownoéci réwnowaznych i brak refleksji nad
tym, dlaczego zbiér rozwigzan nieréwnosci koncowej przyjmowany jest

za zbiér rozwigzan nieréwnosci wyjsciowej;
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e przekonanie, ze przy kolejnych przeksztatceniach nieréwnosci wystar-
czy wynikanie ny = ng = --- = nyg. Studenci ci ze zdziwieniem
zauwazali, ze definicja funkcji rosnacej bezposrednio uprawomocnia
przejscie x +2 < 2 = 2772 < 22 a oni w swoim rozwigzaniu korzy-

stali z implikacji odwrotnej;

e brak odpowiedzi wynikal z niewiedzy, jak uzasadni¢ réwnowaznosé

kolejnych nieréwnosci.

Fakt, ze rozumienie pojecia funkcji rosnacej ograniczylo sie tylko do
rozumienia instrumentalnego potwierdza druga cze$é¢ testu. Zadanie 2 za-
mieszczone w drugiej czesci testu jest uogdlnieniem zadania 1 z pierwszej
czesci testu. Konkretna funkcja wykladnicza wystepujaca w zadaniu 1 zo-
stala zastapiona dowolna funkcjg rosngca w zbiorze liczb rzeczywistych. Tak
sformutowane zadanie nie bylo jednak zadaniem typowym i zmuszalto bada-
nych studentéw do dokladniejszej analizy definicji funkcji rosnacej. Studenci
nie zauwazali analogii miedzy zadaniem 1 i 2. Traktowali zadanie 2 jako od-
dzielny problem. U wigkszosci z nich nie mozna zauwazy¢ zadnych refleksji

wynikajacych z rozwigzania zadania 1.
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Kluczowym pytaniem w tescie 2 bylo pytanie z zadania 3. Podane zostaly
dwie wersje definicji funkcji rosnacej, jedna minimalna i druga nadmierna.
Pytalismy sie, czy obie definicje okreélaja to samo pojecie. Na to pytanie
odpowiedzieli prawie wszyscy badani (114 oséb) i wszyscy oni stwierdzili,
ze podane definicje okreslaja rézne klasy funkcji. Zaskakujacym jest fakt,
ze az w 45 przypadkach wskazano na definicje 1, jako na te, ktéra okreéla

szersza klase funkcji.
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7 powyzszych badan wynika, ze wiekszo$¢ studentéw unika gltebszej ana-
lizy rozpatrywanych problemoéw i ogranicza sie do wyciggania wnioskéw bar-
dzo powierzchownych, nasuwajacych sie w pierwszej chwili. Strategia taka
jest skuteczna w przypadku zadan standardowych, ale zawodzi, gdy poja-
wiajg sie problemy nietypowe. Brak wczesniejszych doswiadczen dotycza-
cych takich przypadkéw czyni niezbednym zastosowanie podejscia bardziej
tworczego. Nalezy podkredlié, ze badane osoby zdecydowaly sie na podjecie
studiéw na Wydziale Matematyki i Informatyki Ut.. Mozemy przypuszczac,
ze jako uczniowie nie napotykaly one na wigksze trudnosci w uczeniu sie
matematyki i dlatego z punktu widzenia jej znajomosci, zaréwno na pod-
stawie wlasnej oceny, jak i oceny nauczycieli, moga sie one uwazaé za osoby
ponadprzecietne.

W $wietle wypowiedzi badanych studentéow dotyczacych intuicyjnego ro-
zumienia pojecia funkcji rosnacej wydaje sie, ze pewnym utatwieniem w ope-

rowaniu tym pojeciem jest wprowadzenie definicji nadmiernej (z warunkiem
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réwnowaznosci). Sprawa wyboru definicji jest szczegélnie wazna, gdyz w pro-
gramie podstawowym matematyki szkoty $redniej wystepuje pojecie funk-
¢ji monotonicznej, a nie ma nieréwnosci wyktadniczych i logarytmicznych.
Tymczasem, aby sprowokowaé¢ ucznia do zainteresowania si¢ danym poje-
ciem, musi ono okaza¢ si¢ waznym narzedziem do rozwigzywania pewnych
probleméw praktycznych. Jezeli pojecie to nie jest wykorzystywane w dal-
szej nauce, wydaje sie by¢ zbytecznym i nie wartym zapamietania. Dobra
praktyka nauczycielska zaleca stwarzaé sytuacje, ktore nie dadza sie rozwia-
za¢ przy pomocy wiedzy juz posiadanej przez ucznia, lecz do rozwiazania
ktorych trzeba rozwingé¢ nowe srodki stanowiace punkt oparcia dla nowych
pojec.

Wiéréd zagadnien rozwazanych w pierwszej klasie liceum mogacych uza-
sadni¢ przydatnos¢ wyréznienia klasy funkcji monotonicznych jest rozwia-
zywanie nieréwnosci pierwiastkowych.

Aby wprowadzi¢ pojecie funkeji rosnacej (I klasa liceum), najpierw po-
prositam moich uczniéw o prébe rozwiazania dwoch nieréwnosci:

(1) Vz+2>4 i (2) Vor+2>uz
Poniewaz uczniowie ci nie mieli odpowiedniej wrazliwosci matematycznej,
podnosili obie strony badanych nieréwnosci do kwadratu. Ich rozwiazania

wygladaly nastepujaco:

(1) Zastrzezenie: z > —2; (2) Zastrzezenie: = > —2;
z+2>16 T +2> 22
x> 14 -1 —2<0

P 4+r—20-2<0
(x4+1)(x—2)<0
z+1>0 y r+1<0
r—2<0 z—2>0
-1l<z<2

Latwo stwierdzalo sie, ze rozwigzanie nieréwnosci (2) jest bledne, ponie-

waz liczba spelniata te nieréwno$é, a nie nalezala do otrzymanego zbioru
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rozwiazan. Rozwiazanie nieréwnosci (1) wydawalo sie byé poprawnym. Bar-
dzo przekonywujaca weryfikacja poprawnoéci lub niepoprawnosci przedsta-
wionego rozwiazania byto rozwigzanie tych nieréwnosci w programie Derive
zainstalowanym na komputerze szkolnym.

Powstal wiec problem, kiedy dang nieréwno$¢ mozna podnosi¢ stronami
do kwadratu, a ogdélniej, kiedy do obu stron nieréwnosci mozemy ,,przylo-
zy¢” funkcje i otrzymaé nieréwnoéé réwnowazna. Prowadzi to do pytania
o prawdziwo$¢ réwnowaznoséci 1 < xe < f(x1) < f(x2). Obserwujac wy-
kres funkcji f(z) = 22 w zbiorze liczb rzeczywistych oraz tej funkcji obcietej
do przedzialu [0, 00) mozna bylo uzyskaé¢ odpowiedZ na pytanie, dlaczego
mozliwe jest podnoszenie stronami do kwadratu nieréwnosci (1), a nieréw-
nosci (2) — nie.

Rozwazania te uzasadnialy konieczno$é wyrdznienia klasy funkcji, dla
ktorych warunek z; < zo < f(x1) < f(z2) jest spelniony dla dowolnych z
i x9 z dziedziny funkcji. Widaé jednak, ze w ten sposéb dochodzimy do nad-
miernej definicji funkcji rosnacej. Definicja ta jest bardzo wygodna przy roz-
wigzywaniu nieréwnosci wyktadniczych, logarytmicznych i pierwiastkowych.
Warto tu nadmienié¢, ze proby zastapienia definicji nadmiernej definicja mi-
nimalna zawsze wydawaly si¢ moim uczniom niepotrzebnym komplikowa-
niem sprawy. Argument, ze definicja minimalna pozwala w prostszy spo-
sOb wykazaé monotonicznosé funkcji okazywatl sie nietrafiony. W typowych
zadaniach szkolnych na dowodzenie monotonicznosci funkcji otrzymywany
cigg nieréwnoéci w oczywisty sposob byl ciggiem nieréwnosci réwnowaz-
nych, a wiec zastgpienie w definicji funkcji monotonicznej réwnowaznosci

implikacja nie ulatwialo rozwiazania problemu.
Podsumowanie

O rozumieniu pojeé¢ matematycznych nalezy mysle¢ jako o procesie stop-
niowym. Poczatkowo posiadamy bardzo ogdlna idee poznawanego pojecia.
W miare koncentracji uwagi na danym pojeciu, a w szczegdlnosci w wyniku
dziatania praktycznego idea ta staje sie coraz bardziej spdjna i klarowna.
Trudno ocenié¢, w ktorym momencie nastepuje pelne zrozumienie, ponie-

waz zawsze wystepuje poczucie niedosytu, czy dana interpretacja jest juz
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ostateczna. Dlatego tez w poczatkowym okresie ksztaltowania pojecia ma-
tematycznego nie nalezy utrudnia¢ zrozumienia glebokich idei tego pojecia
przez nadmierne formalizowanie tekstu definicji. Na to przyjdzie czas w poz-
niejszym okresie postugiwania si¢ danym pojeciem.

Coraz czedciej w podrecznikach szkolnych pojawia sie definicja nadmier-
na funkcji okresowej i nie budzi to sprzeciwu. Wydaje sie, ze zastgpienie do-
tychczasowej minimalnej definicji funkcji monotonicznej definicjg nadmierna
doprowadzitoby do uproszczenia rozumowan i wyeksponowania istoty funk-
¢ji monotonicznej. Subtelne rozumowania dotyczace minimalizacji tej defini-
¢ji mozna zostawié¢ dla uczniéw szczegdlnie zainteresowanych matematyka.

Na koniec przytoczmy zapomniang juz troche definicje funkeji rosnacej:

Definicja 3. Funkcje¢ f nazywamy rosnaca w zbiorze A zawartym w dziedzi-
nie tej funkcji, jezeli dla dowolnych, réznych miedzy soba elementéw 1, zo
ze zbioru A zachodzi warunek:

fz1) — f(x2)

Tl — X2

>0

Definicja ta nie tylko podkresla fakt, ze kierunek zmian argumentéw
funkcji rosnacej jest zawsze taki sam jak kierunek zmian wartosci tej funkcji,
ale jest takze wygodna przy badaniu warunku koniecznego monotonicznosci

funkcji rézniczkowalnej.

1.2.
Definicja funkcji okresowej

Czesto sie zdarza, ze pracownicy wyzszych uczelni prowadzacy zajecia z ma-
tematyki skarza si¢ na instrumentalne zrozumienie poje¢ matematycznych
przez absolwentéw szkot érednich. Studenci ci potrafia stosowacé pojecia te
tylko w sytuacjach wcze$niej poznanych, natomiast brak ,idei glebokiej”
danego pojecia uniemozliwia im rozwiazywanie probleméw nietypowych.
Przyczyna tego moze by¢ zbyt zaawansowane ujecie materiatu, ktére u nie-
ktorych uczniéw blokuje glebokie zrozumienie pojecia. Formalistyczne po-

dejécie do matematyki zaklada, ze definicje powinny by¢ , minimalne”, tzn.
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nie powinny zawiera¢ zadnych warunkéw, ktére moga byé wydedukowane
z pozostatych czesci definicji. Przyjrzyjmy sie trzem definicjom funkcji okre-

sowej, ktére wystepuja w podrecznikach szkoty $redniej.

Definicja 4. Funkcje liczbows f nazywamy okresowa wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka liczba T rézna od zera, ze dla kazdej liczby x nalezacej
do Dy, liczby « + T i x — T naleza do Dy i zachodzi réwnos¢ f(x +7T) =
fla=T) = f(x).

Definicja 5. Funkcje f nazywamy okresowa, jesli istnieje taka liczba r>0, ze
dla kazdego argumentu z liczba z+kt, gdzie k jest dowolna liczba catkowita,
tez nalezy do dziedziny funkcji oraz f(z) = f(x + kt).

Definicja 6. Funkcje liczbowa f nazywamy okresowsa, jezeli istnieje taka

liczba T" > 0, ze:
1. Vyer(z € Dy & 2+ T € Dy),
2. Vaep, (f(z +1) = f(2)).

W niektérych podrecznikach warunek 1 jest zastapiony rownowaznym:
VzeR(CCE Df =x+T¢€ Df/\:E—TGDf).

Definicje 4 i 5 sa definicjami nadmiernymi, ale sa o wiele bardziej zro-
zumiale dla ucznia szkoty Sredniej, niz definicja 6.

Definicja 4 w sposob bardzo czytelny oddaje gtéwna idee funkcji okreso-
wej. Jest ona opisem geometrycznej intuicji tej funkcji. Warunek pierwszy
pozwala przesuwaé sie po osi argumentow z dowolnego punktu dziedziny
funkcji w prawo i w lewo o T' jednostek, a warunek drugi gwarantuje ,po-
wtarzalnos¢” wykresu funkcji przy takich przesunieciach. Nadmierno$é tej
definicji polega na zamieszczeniu warunku f(x—7T') = f(x), poniewaz wynika
on z warunkéw poprzednich. Jednakze wydaje sie, ze pominiecie tego wa-
runku w definicji moze powodowaé bledne uksztaltowanie sie pojecia funkcji
okresowej u stabszych uczniéw. Zauwazmy, ze definicja 6, ktéra jest defini-
cja minimalng, wprowadzita w blad nie tylko uczniow, ale takze niektérych
autoréw podrecznikow. W jednym z podrecznikow znajduje sie nastepujaca

definicja funkcji okresowej:
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Definicja. Funkcje f : X — Y nazywamy okresowa w zbiorze X, jesli
istnieje liczba t rézna od zera taka, ze dla kazdego x ze zbioru X, x+¢t € X

iflz+t)=flz).

Definicja ta rézni sie od definicji 6 tylko zastapieniem w warunku pierw-
szym réwnowaznoéci implikacja. Dla niedojrzalego matematycznie ucznia,
u ktérego nie jest jeszcze uksztaltowana poprawnie idea funkcji okresowej,
jest to subtelnos¢ trudna do zauwazenia. Konsekwencje jednak tej zamiany
sg bardzo powazne.

Rozwazmy funkcje f(z) = 1 okrelona na zbiorze J;—y(n,n+1— TL%)
Jest to funkcja stata obcieta do sumy przedzialéw, ktorych kazdy nastepny
jest troche dtuzszy od poprzedniego.

N |—=—
—_
=1+
O+
[\)
w
w
x A,

Oczywiscie dla T' = 1 mamy:

l.zeD=ux+T € Dy,

2. x€Dp= fla+T) = f(z)

Niewatpliwie jednak, podana funkcja nie jest funkcja okresowa w ogdlnie
rozumianym sensie.

Definicja 5 jest takze definicja nadmierna. Zamiast zaktadaé, ze k jest
liczba catkowita wystarczy w warunku pierwszym zalozy¢, ze k € {—1,1},
a w warunku drugim k& = 1. Jakze to jednak zubozy wymowe tej definicji.
Autorzy podrecznika wyszli ze stusznego moim zdaniem wniosku, ze daze-
nie do doskonatosci nie zawsze poptaca. W moim odczuciu definicja 5 jest

troche trudniejsza od definicji 4, poniewaz wymaga od ucznia zauwazenia,
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ze zalozenie k jest dowolng liczbg calkowitg pozwala na poruszanie sie po
osi argumentéw w obie strony. Nie zmniejsza to jednak w istotny sposéb
czytelnosci tej definicji.

Konkluzja z powyzszych rozwazan jest nastepujaca:

Uzywanie definicji nadmiernych w nauczaniu szkolnym nie jest
btedem, a czesto jest uzasadnione dydaktycznie. Jezeli chodzi
o definicje funkcji okresowej wydaje sie sensownym uzycie defi-
nicji 4 w klasach stabszych, definicji 5 w klasach lepszych, a do-
prowadzenie tych definicji do postaci definicji minimalnych zo-
stawitabym dla najlepszych uczniéw, ktérzy czuja potrzebe for-

malizowania matematyki.
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