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1. WPROWADZENIE

W ostatnich kilkunastu latach nastgpit dynamiczny rozwdj mozliwosci wy-
korzystania komputerdw i odpowiedniego oprogramowania w procesie dydak-
tycznym. Poczatkowo byta to mozliwos$¢ przygotowania wydrukéw komputero-
wych i réznorodnych materiatbw pomocniczych do zaje¢, nastepnie mozliwosci
prowadzenia wyktadéw z pomocg przygotowanych prezentacji oraz wykorzy-
stania pakietow biurowych i specjalistycznego oprogramowania na ¢wiczeniach
w pracowniach komputerowych. Obecnie w procesie nauczania przedmiotow
ilosciowych powszechnie wykorzystywane sg takie pakiety statystyczne jak
SPSS, Statistica oraz R a takze elementy pakietu Office - arkusz kalkulacyjny
Excel, edytor tekstu Word i program prezentacyjny Power Point.

Szczeg6lne mozliwosci w zakresie wykorzystania komputerow w dydaktyce
wystepujg w nauczaniu statystyki. Poza mozliwos$cig szybkiego przeprowadze-
nia ztozonych obliczen, w nauczaniu statystyki, bardzo pomocna okazuje sie
mozliwo$¢é przeprowadzania z pomocg komputera symulacji rzeczywistych do-
Swiadczen jak np. wielokrotne rzuty moneta, kostkg i duzo bardziej ztozonych
wielokrotnie powtarzanych eksperymentéw. Kilkanascie lat temu, aby wykonac
proste symulacje komputerowe konieczne byto przygotowanie specjalnego pro-
gramu. Obecnie nawet do$¢ ztozone projekty symulacyjne mozna przygotowaé
bez pisania programdw, a jedynie wystarczy postuzy¢ sie whudowanymi funk-
cjami arkusza kalkulacyjnego Microsoft Excel.

W artykule przedstawiono analize mozliwosci wykorzystania symulacji kompu-
terowych do wspomagania procesu nauczania przedmiotow statystyka, statystyka
opisowa i statystyka matematyczna. Wskazano programy, ktore sg wykorzystywane
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podczas zaje¢ prowadzonych w Akademii Ekonomicznej w Katowicach do
przygotowania i zaprezentowania symulacji komputerowych. Przedstawiono
wybrane przyktady symulacji komputerowych, ktére sg wykorzystywane na
réznych etapach procesu dydaktycznego, do prezentacji i wyjasnienia réznych
zagadnien statystycznych.

2. SYMULACJA KOMPUTEROWA 1JEJ ZNACZENIE
W ROZPOZNAWANIU | ROZUMIENIU PRAWIDELOWOSCI ZJAWISK
MASOWYCH

Wielokrotne wykonywanie identycznych doswiadczen czesto byto drogg do
poznawania praw rzgdzacych naturg. U podstaw odkrywania regut rachunku
prawdopodobienstwa byto zainteresowanie grami hazardowymi. W XVII wieku
de Mere obserwujac gry w kosci i aktywnie uczestniczac w tych grach na tyle
wypracowat intuicje, ze grajagc w kosSci potrafit wskazywac zdarzenia nieco bar-
dziej niz inne prawdopodobne (nie postugujac sie pojeciem prawdopodobien-
stwa), co pozwolito mu wygrac¢ fortune (P.L. Bernstein, 1997). Tenze de Mere
zwrocit sie do B. Pascala z prosbhg o pomoc w rozwigzaniu problemu podziatu
wygranej w niedokonczonej grze w kosci. Préby rozwigzania tego zagadnienia
czesto sg postrzegane jako pierwsze kroki w poznawaniu i rozwoju metod ra-
chunku prawdopodobieristwa. Wielu wybitnych naukowcow rzucato tysigce razy
monetg by zrozumie¢, potwierdzi¢ lub lepiej rozpoznac rzadzace naturg prawi-
dtowosci. O. Lange i A. Banasinski (1968) przytaczajg ze doSwiadczenia takie
przeprowadzali przyrodnik G. Buffon (4040 rzutdw monetg) oraz statystyk
K. Pearson (24 tysigce rzutdbw monetg). Na réznych uczelniach przeprowadzano
podobne doswiadczenia zmierzajgce do oceny czestosci otrzymywania ustalonej
strony monety. W XV111 wieku francuski przyrodnik G. Buffon obliczyt praw-
dopodobienstwo zdarzenia, ze igta o dtugosci / rzucona losowo na siatke linii
réwnolegtych odlegtych o a przetnie linie. Na tej podstawie M.P.S. Laplace
zaproponowat doswiadczalng metode szacowania liczby n. Jednak zaréwno przy
rzutach monetg jak i w doswiadczeniu z iglg dla oszacowania liczby a dla uzy-
skania zadowalajgcych wynikdw nalezy wykonaé bardzo duzg liczbe dosSwiad-
czen. Obecnie, wykorzystujagc mozliwosci techniczne, rzeczywiste doswiadcze-
nia mozna zastgpi¢ komputerowg symulacjg. Jeszcze kilkanascie lat temu prze-
prowadzenie prostej symulacji komputerowej wymagato napisania specjalnego
programu. Nadal jest to niezbedne przy przeprowadzaniu ztozonych symulacji,
ale jednoczes$nie wiele prostych symulacji o duzych walorach dydaktycznych
mozna przygotowa¢ wykorzystujagc podstawowe funkcje arkusza kalkulacyjne-
go. Zapoznanie studentdw z problematykag symulacji komputerowych jest row-



noczes$nie zachetg do opracowywania przez nich wiasnych projektéw symula-
cyjnych.

Symulacja to numeryczna procedura pozwalajgca na przeprowadzenie eks-
perymentu z wykorzystaniem komputera. Szczegdlnym rodzajem symulacji
komputerowej jest symulacja Monte Carlo - metoda symulacyjna wykorzystuja-
ca serie dosSwiadczen statystycznych. I.N. Kowalenko i in. (1989) okreS$lajg
Monte Carlo jako metode obliczeniowg, ktéra jest oparta na interpretacji proba-
bilistycznej szukanych wielkosci i wykorzystaniu realizacji doSwiadczen loso-
wych w celu oszacowania tych wielko$ci. T. Hodgson i M. Burke (2000) pod-
kre$lajag duze znaczenie symulacji komputerowych w rozwigzywaniu ztozonych
problemoéw, gdy trudne lub wrecz niemozliwe jest otrzymanie doktadnego roz-
wigzania analitycznego. Zauwazaja jednoczesnie, ze studenci czesto lepiej ro-
zumiejg pewne zagadnienia jesli zostalty one rowniez przedstawione symulacyj-
nie a nie tylko od strony teoretycznej. Wazng role zastosowania symulacji
w nauczaniu statystyki podkresla rdwniez J.D. Mills (2003). Zaznacza jednocze-
$nie, ze uzupetnienie wyktadu teoretycznego przyktadami symulacyjnymi moze
by¢ bardzo pomocne dla studentéw na réznych kierunkach studiow.

Z metodami symulacji nieodtgcznie zwigzane sg liczby losowe. Pierwsze ta-
blice liczb losowych opublikowat w 1927 roku L.H.C. Tippett, a nieco pdzniej
podobne tablice przedstawili R.A. Fisher i F Yates. C.R. Rao (1994) podkresla,
ze wytwarzanie liczb losowych to obecnie wielomiliardowy przemyst Swiatowy
wykorzystujgcy powazne badania naukowe i najnowsze szybkie technologie
komputerowe. Zwiekszajgce sie mozliwosci szerokiego zastosowania kompute-
réw i uzycia niezawodnych generatorow liczb losowych stworzyty nowe mozli-
wosci w zakresie symulacji komputerowych oraz doprowadzity do powstania
nowoczesnych metod statystycznych jak np. metody analizy podrdb bootstrap
czy jackknife.

Wraz z dynamicznym rozwojem mozliwosci komputerow w zakresie prze-
twarzania duzych ilosci informacji w ostatnich dziesiecioleciach nastepowat
ciggty wzrost znaczenia technik symulacji komputerowych w badaniach nauko-
wych. Symulacyjnie mozemy poréwnywac szybkosci r6znych procedur oblicze-
niowych, ocenia¢ obcigzenia i btedy Sredniokwadratowe ztozonych estymato-
row, konstruowa¢ przedziaty ufnosci dla szacowanych parametréw populacji,
rozpoznawac wiasnosci testéw statystycznych. Metody symulacji sg podstawg
metod analizy podréb jak bootstrap oraz jackknife. W dalszej czesci jednak
skoncentrujemy sie na mozliwosciach wykorzystania symulacji w procesie dy-
daktycznym, a w szczegOlnos$ci w nauczaniu tresci przedstawianych na przed-
miotach statystyka, statystyka opisowa i statystyka matematyczna.



3. SYMULACJE KOMPUTEROWE - NARZEDZIA DO WYKORZYSTANIA

Wiele prostych symulacji komputerowych mozna przeprowadzi¢ bez wyko-
rzystywania specjalistycznych programoéw. W najprostszym przypadku do prze-
prowadzenia symulacji komputerowych wystarczy wytgcznie dostep do sieci
internetowej oraz dowolna przeglgdarka stron internetowych. Projekty do prze-
prowadzenia symulacji ,,on-line” zamieszczone na stronach internetowych zwy-
kle majg charakter dydaktyczny. Ws$réd roznych pomocy dydaktycznych do-
stepnych na stronach internetowych Konczak G. (2007) wymienia réwniez takie
projekty, ktére majg charakter symulacji komputerowej.

Nieco wieksze mozliwosci w zakresie przeprowadzenia symulacji kompu-
terowych uzyskujemy wykorzystujagc powszechnie dostepny arkusz kalkulacyjny
Microstoft Excel (moze to réwniez by¢ inny arkusz kalkulacyjny). Mozliwos¢
generowania, z wykorzystaniem wbudowanych funkcji, wartosci z takich roz-
ktadéw jak jednostajny, normalny, chi-kwadrat i wiele innych pozwala nawet
osobom nie znajacym jezykOw programowania szybko opracowac¢ nawet dos¢
ztozone projekty symulacyjne. Moga to by¢ zaréwno symulacje o charakterze
dydaktycznym, jak réwniez pozwalajace rozwigzac rzeczywiste problemy staty-
styczne. Przykiad wykorzystania funkcji arkusza kalkulacyjnego Excel do loso-
wania podrob z pobranej probki, a nastepnie do estymacji wybranych parame-
trow i weryfikacji hipotez przedstawia D. Christie (2004). Autor ten zwraca
jednoczes$nie uwage na nie najlepsze wtasnosci generatora liczb losowych wbu-
dowanego w arkusz kalkulacyjny Excel. Fakt ten moze prowadzi¢ do zastrzezen
co do stosowania tego generatora w badaniach naukowych, ale jednoczesnie nie
dyskryminuje tego rozwigzania w zakresie dydaktycznym. J.R. Evans (2000)
przedstawia mozliwosci wykorzystania w dydaktyce projektow symulacyjnych
w arkuszu kalkulacyjnym oraz omawia dodatek do arkusza kalkulacyjnego
Excel - Crystal Ball (http://www.crystalball.com). Z wykorzystaniem tej aplika-
cji, rowniez osoby niezbyt biegle postugujace sie funkcjami arkusza kalkulacyj-
nego, bardzo szybko moga opracowaé¢ nawet ztozone projekty symulacyjne.
W obszernych arkuszach wynikowych przygotowywanych przez Crystal Ball
mozna otrzyma¢ symulacyjne oceny rdoznorodnych charakterystyk jak np. war-
to$¢ oczekiwana czy przedziat ufnosci dla nieznanego szacowanego parametru
populacji.

Znacznie wieksze mozliwosci opracowania projektow symulacyjnych daje
whbudowany w arkusz kalkulacyjny Excel jezyk VBA. Szczeg6lnie mozliwosé
wykorzystania petli, instrukcji warunkowych oraz zdefiniowania wiasnych
funkcji i procedur obliczeniowych stwarzajg z tego srodowiska dobre i po-
wszechnie dostepne narzedzie do opracowywania symulacji komputerowych. Ze
wzgledu na dostep do arkusza kalkulacyjnego na uczelniach te wtasnie narzedzia
(Excel i VBA) moga by¢ stosowane w projektach symulacyjnych o charakterze
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dydaktycznym. Przyktadowy program symulacyjny, wspomagajacy wprowadze-
nie zagadnienia regresji liniowej, napisany w jezyku VBA przedstawiaja
G.T. Jones i in. (2004). Student ma mozliwos$¢ okreSlenia parametrow liniowej
funkcji regresji a nastepnie wygenerowania obserwacji zgodnie z przyjetym
modelem. Na podstawie otrzymanych wartosci szacowane sg parametry modelu.
Uzytkownik ma mozliwo$¢ porownania wartosci parametrdw modelu regresji
liniowej oraz otrzymanych ich ocen.

Dostepny na licencji Open Source program R jest bardzo interesujgcym na-
rzedziem do przeprowadzania symulacji komputerowych. Uzytkownik ma moz-
liwos¢ wykorzystania generatorow warto$ci zmiennych losowych o réznych
rozktadach, instrukcji warunkowych ipetli. W Internecie dostepne sg réwniez
witryny pozwalajgce na obstuge programu on-line. W takim przypadku uzyt-
kownik nie musi na lokalnym komputerze instalowaé programu R lecz po
wprowadzeniu komend do okna przegladarki internetowej wysSwietlane sg
wszystkie rezultaty. Mozliwosci wykorzystania programu R on-line zapewnia
m.in. system EMILeA-stat (K. Cramer K. i in., 2004). Pakiet podstawowy moze
by¢ rozszerzany o pakiety zwiekszajace mozliwosci programu. W szczegélnosci
istnieje mozliwo$¢ korzystania z pakietow, ktére posiadajg specjalne funkcje
wspomagajace proces przeprowadzania analiz symulacyjnych. Za szczego6lnie
przydatne do zaznajomienia sie z ideg symulacji i opracowania projektéw symu-
lacji komputerowych nalezy uzna¢ pakiety rv oraz TeachingDemos. Pierwszy
z nich pozwala na definiowanie wektoréw losowych o réznych rozktadach. Na
tych wektorach mozna wykonywac r6zne operacje np. wyznacza¢ symulacyjnie
charakterystyki funkcji zmiennych losowych. Drugi z wymienionych pakietéw
zawiera wiele przyktadéw, ktére moga by¢ wykorzystane jako pomoc przy wy-
jasnianiu takich poje¢ jak np. centralne twierdzenie graniczne, moc testu, kon-
strukcja przedziatdw ufnosci czy metody analizy podrob.

Mozliwosci przeprowadzenia symulacji komputerowych zapewniajg row-
niez takie programy jak SPSS i Statistica, cho¢ nie sg to programy ukierunkowa-
ne na analizy symulacyjne. Oba wspomniane pakiety dajg uzytkownikowi moz-
liwos¢ korzystania z funkcji pozwalajgcych generowaé wartosci z wielu réznych
rozktadéw. Zar6wno w SPSS jak i w programie Statistica istnieje mozliwo$é
programowania w jezyku VBA, a wiec wykorzystania np. instrukcji warunko-
wych i petli.



4. WYBRANE PRZYKLADY PROJEKTOW SYMULACYJNYCH
WYKORZYSTYWANE W NAUCZANIU STATYSTYKI

Procedury generowania liczb losowych sg wykorzystywane do rozwigzywa-
nia ré6znorodnych problemoéow. R. Wieczorkowski i R. Zielinski (1997) wyroéz-
niajg trzy kategorie zagadnien, gdzie wykorzystuje sie liczby losowe:

- problemy zwigzane z przeprowadzaniem badan reprezentacyjnych,

- zadania numeryczne rozwigzywane metodg Monte Carlo,

- badanie réznych zjawisk i proceséw za pomocg ich komputerowej symu-
lacji (modelowania).

Zazwyczaj mowigc o symulacji mamy na mys$li problem zwigzany
z przeprowadzeniem wielu doswiadczen, jednak w szczegdlnych przypadkach
proces symulacji moze by¢ wykonany jeden raz lub kilkakrotnie. W celu uzy-
skania wystarczajgco dobrych ocen parametréw zazwyczaj niezbedne jestjednak
przeprowadzenie setek lub tysiecy doswiadczen.

Przyktady symulacji komputerowych, ktére moga by¢ pomocne w przed-
stawianiu i objasnianiu problemdw statystycznych moga by¢ wykorzystywane
na rézne sposoby:

- w formie prezentacji danego zagadnienia na wykiladzie, jako uzupetnienie
prezentowanych tresci teoretycznych,

- na ¢wiczeniach w pracowni komputerowej,

- poprzez udostepnienie plikéw z przygotowanymi projektami do przepro-
wadzenia symulacji, jako pomoc do indywidualnej pracy studenta.

Poza wymienionymi mozliwosciami wykorzystania przyktaddéw symulacji
komputerowych w nauczaniu statystyki mozna zachecaé studentow do samo-
dzielnych poszukiwan rozwigzan réznych rzeczywistych probleméw metodami
symulacyjnymi. To rozwigzanie moze by¢ szczegdllnie przydatne w ramach spe-
cjalnego przedmiotu, ktérego tematyka posSwiecona jest metodom symulacji
komputerowych lub w ramach spotkan kota naukowego.

W tabeli 1 przedstawiono wybrane przykitady symulacji komputerowych,
ktore sg wykorzystywane na zajeciach ze statystyki w Katedrze Statystyki Aka-
demii Ekonomicznej w Katowicach. Prezentowane na wyktadach przyktady sa
jedynie ilustracjag omawianego zagadnienia i uzupetnieniem przekazywanych
wiadomosci teoretycznych. Wprowadzaja one jednoczesnie studentéw w pro-
blematyke symulacji komputerowej. Cze$¢ z wymienionych w tabeli 1 przykia-
dow jest zamieszczona na dydaktycznej stronie Katedry Statystyki Akademii
Ekonomicznej w Katowicach pod adresem http://stat.ae.katowice.pl.
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Tabela 1

Wybrane przyktady zagadnien teoretycznych prezentowanych z wykorzystaniem przyktadow

Zagadnienie
Rozklady zmiennych loso-
wych.

Rozktady statystyk z préby

Warto$¢ oczekiwana
zmiennej losowej

Prawo wielkich liczb

Metoda bootstrap

Wyznaczanie rozktadow
ztozonych statystyk,
wyznaczanie kwantyli

Analiza wariancji

Symulacja rzeczywistych
proceséw

symulacyjnych

Symulacja komputerowa
Generowanie warto$ci z zadanego rozktadu. Sporzadzenie histo-
gramu, Ocena parametréw rozktadu. Metody generowania warto-
$ci z zadanego rozkfadu.
Konstrukcja histogramu obserwacji, $redniej i wariancji z préby.
Warto$¢ oczekiwana liczby oczek w jednym rzucie kostka.

Czesto$¢ wystepowania ,,0rzetka” w rzucie moneta.

Szacowanie pola figury.

Doswiadczenie Buffona z igla.

Ocena przedziatowa parametréw, weryfikacja hipotez statystycz-
nych.

Rozktad indekséw ekonomicznych z préby.

Test analizy wariancji. Symulacja testu przy dla réznych danych
wejsciowych.

Symulacja notowan gietdowych.

Symulacja proceséw demograficznych.

Na rys 1. przedstawiono opracowany w programie R projekt symulacyjny, ktéry
moze by¢ wykorzystany jako ilustracja centralnego twierdzenia granicznego. Uzyt-
kownik ma mozliwo$¢ wybrania postaci rozktadu zmiennej losowej. Dla wybranej
zmiennej losowej na podstawie przeprowadzonych symulacji wykreslane sg histo-
gramy dla $redniej z préby dla préb o liczebnosciach n = 1,2 oraz 10.

Na rys. 2 przedstawiono prezentacje symulacyjng, ktdra podobnie jak po-
przedni przyktad moze by¢ wykorzystana do zilustrowania centralnego twier-
dzenia granicznego. Dla réznych n (n = 10, 20, 50, 100, 1000 - liczba dosSwiad-
czen) uzytkownik ma mozliwos$¢ obserwacji czestosci wzglednej wystepowania
,»0rzetka” w rzucie monets.

Na rys. 3 przedstawiono projekt symulacji pozwalajgcej na wyznaczenie
rozktadu indeksu agregatowego cen wedtug formuty Laspeyresa. W tym przy-
ktadzie do przeprowadzenia symulacji wykorzystano dodatek Crystal Ball firmy
Oracle. Postugujac sie tym dodatkiem bez potrzeby pisania programu, a nawet
bez koniecznosci wprowadzania formut do komorek arkusza kalkulacyjnego
mozna przygotowa¢ nawet ztozone projekty symulacyjne. Dla danych wejscio-
wych Crystal Ball pozwala na wybor sposrod 22 dostepnych typéw rozkiadow
zmiennych losowych m.in. zero-jedynkowy, rdwnomierny, jednostajny, trojkat-
ny, normalny i logarytmiczno-normalny. Dla wybranego rozkitadu uzytkownik
ma mozliwo$¢ podania wartosci parametrow. Program wykonuje zadang liczbe
symulacji i w zadanej przez uzytkownika formie przedstawia obszerne rezultaty
przeprowadzonej symulacji.



Histogram n= 1 Histogram n= 2 Histogram n= 10

R

Ooxs
o O ©

S0
—r~~T~ 1 I r~i1 T 1 —'rrI T erI'~~1

00 02 04 06 08 10 oo 0.2 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 10

cu_

Rys. 1. Symulacyjna ilustracja centralnego twierdzenia granicznego



Rys. 2. Symulacja rzutu monetg - czesto$¢ wzgledna wyrzuconych ,,ortéw” w zaleznosci
od liczby doswiadczen

Przedstawione projekty symulacyjne sg tylko wybranymi przyktadami.
Gtownym celem przy opracowaniu tych przyktadéw jest utatwienie studentom
zrozumienia prezentowanych zagadnien teoretycznych.

5. ZAKONCZENIE

W ostatnich latach nastapit znaczny wzrost mozliwos$ci wykorzystania kom-
puterdw nie tylko w badaniach naukowych ale réwniez w procesie dydaktycz-
nym. Do przedmiotow, gdzie mozliwos¢ wykorzystania komputera i odpowied-
niego opracowania daje szczeg6lne mozliwosci ubogacenia procesu dydaktycz-
nego nalezy zaliczy¢ statystyke.

Proste przyktady symulacji komputerowych mogg by¢ uzupetnieniem pre-
zentowanych na wyktadzie tresci teoretycznych. Przygotowane pliki z okreslong
symulacjg mogg by¢ udostepniane studentom do umozliwienia im indywidual-
nego éwiczenia i zarazem poznawania idei symulacji Monte Carlo. Jednak gteb-
sze wprowadzenie w istote zagadnien symulacyjnych jest mozliwe jedynie
w ramach przedmiotu specjalnie poswieconego tym zagadnieniom. Wobec ro-
snagcych mozliwosci wykorzystania analiz symulacyjnych nie tylko w statystyce,
zdaniem autora, warto przedstawia¢ studentom przynajmniej w ramach przed-
miotéw do wyboru problematyke symulacji komputerowych.
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Rys. 3. Symulacyjnie uzyskany rozklad indeksu agregatowego z wykorzystaniem Crystal Ball (wersja trial)

Mezouoy ziofezio



Woprowadzanie metod symulacyjnych w procesie dydaktycznym pozwala
studentom lepiej zrozumie¢ omawiany materiat. Jesli student pozna mozliwosci
symulacji, to zapewne zacheci go to do poszukiwania rozwigzan ztozonych pro-
bleméw z wykorzystaniem metod symulacyjnych.
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Grzegorz Konczak
THE USE OF MONTE CARLO METHODS IN THE TEACHING OF STATISTICS

The power of computer simulation as a problem-solving is well known. The Monte Carlo
study can be used in parameter estimation, hypothesis testing and resampling methods, such as
bootstrap and jackknife.

The educational role of computer simulation is considered in the paper. The use of Monte
Carlo study can promote a deep conceptual understanding of statistics. The programs, which can
be used for preparation the simulation projects and the examples of educational computer simula-
tion are described in the paper.



