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Streszczenie. Celem artykutu jest zwrécenie uwagi na problemy optymalizacji portfela
inwestycyjnego, podejmowanej w warunkach niepewnosci i/lub formutowania ograniczen
z uzyciem warunkéw logicznych. Pokazano uzyteczno$¢ metod optymalizacji stochastycznej
i/lub algorytméw ewolucyjnych we wskazanych sytuacjach. Rozwazania teoretyczne zilustrowano
przyktadami empirycznymi dotyczacymi polskiego rynku papieréw warto$ciowych.

Stowa kluczowe: portfel inwestycyjny, optymalizacja deterministyczna, optymalizacja
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1. WSTEP

Dla potrzeb optymalizacji portfela inwestycyjnego najczesciej stosowa-
ne sg programy wykorzystujagce numeryczne (deterministyczne) algorytmy
(np. Solver w Excelu realizuje poszukiwanie ekstremum funkcji wediug
algorytmu GRG - wuogo6lnionej metody zredukowanych gradientdw; por.
np.: Fylstra, Lasdon, Watson i Waren 1998; Lasdon, Waren, Jain i Rat-
ner 1978). Dla wielu rodzajow probleméw optymalizacyjnych algorytmy
numeryczne sg narzedziem wystarczajaco efektywnym. Jednak ich stoso-
wanie nie gwarantuje znalezienia optimum globalnego. Ponadto moga
wystgpi¢ trudnosci ze znalezieniem rozwigzania, gdy ,optymalizowana”
funkcja nie jest gtadka. W takich sytuacjach warto siegnag¢ np. po al-
gorytmy genetyczne lub ewolucyjne. Dopuszczajg one dowolng postac
optymalizowanej funkcji i ograniczen, jednak z drugiej strony wymagajg
subiektywnej decyzji uzytkownika co do momentu zakonczenia procesu
optymalizaciji.

Zupetnie odrebng kwestig jest potraktowanie problemu optymalizacji
portfela jako optymalizacji stochastycznej. Oznacza to, ze oczekiwane stopy
zwrotu z poszczeg6lnych inwestycji sa okre$lone poprzez pewne rozkiady
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(niekoniecznie normalne). Funkcje kryterium takiego problemu moze stanowic
wowczas wybrany parametr rozktadu stopy zwrotu z portfela (oprécz
$redniej lub odchylenia standardowego moze to by¢ tez np. odpowiedni
percentyl). Rozwigzywanie takich problemow jest dos¢ skomplikowane
i czasochtonne, ale spektrum uzyskanych informacji jest bogatsze w porow-
naniu z wynikami optymalizacji deterministycznej.

W artykule pokazano zastosowanie algorytmu ewolucyjnego dla problemu
optymalizacji portfela z warunkami logicznymi oraz przyktad ilustrujgcy
zastosowanie optymalizacji stochastycznej portfela inwestycyjnego.

2. WYKORZYSTANIE ALGORYTMU EWOLUCYJNEGO
DO OPTYMALIZACIJI PORTFELA

Przedstawiony problem optymalizacyjny ma na celu wyznaczenie takiego
sktadu portfela inwestycyjnego, ktéry zapewni maksymalng czesto$¢ uzys-
kiwania stopy zwrotu wyzszej niz stopa zwrotu z portfela odniesienia
(w tym przypadku z indeksu WI1G20).

Sformutowanie problemu:
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gdzie:

X, - udziat i-tej spotki w portfelu (element wektora x);

rit - stopa zwrotu z i-tej spotki w okresie £

r\VIG20t - stopa zwrotu z indeksu WIG20 w okresie I.

Do rozwigzania tak sformutowanego problemu, w pierwszym etapie
prac, uzyto algorytmu GRG z dodatku Solver do Excela. Niewiarygodnos¢



otrzymywanych wynikéw potwierdzita wspomniane we wstepie trudnosci
obliczeniowe, zwigzane z tym algorytmem, wynikajagce z zastosowania
warunku (2). Niezbedne zatem okazato sie uzycie innego algorytmu, w tym
przypadku jednego z algorytmow ewolucyjnych, zaimplementowanego w pro-
gramie Evolutionary Solver (por. User Guide... 2000).

Algorytmy genetyczne i uogo6lniajagce ich idee programy ewolucyjne
stanowig obszerng klase niedeterministycznych metod optymalizacyjnych
(por. np. Michalewicz 1999). Ogo6lny schemat rozwigzywania zadan tymi
algorytmami jest nastepujacy:

a) w kazdej iteracji t generowana jest w spos6b losowy populacja
osobnikow, z ktorych kazdy przedstawia mozliwe rozwigzanie rozpatrywanego
zadania;

b) kazde rozwigzanie jest oceniane na podstawie pewnej miary ,dopa-
sowania” (jakosci);

c) w iteracji t+ 1 tworzona jest nowa populacja przez selekcje osob-
nikdw najlepiej dopasowanych i eliminacje osobnikéw najgorzej dopaso-
wanych;

d) cze$¢ osobnikéw nowej populacji ulega zmianie przez tzw. mutacje
i krzyzowanie.

Stosowanie algorytmdéw ewolucyjnych do rozwigzywania problemoéw
optymalizacji zwieksza szanse znalezienia optimum globalnego, nie wymaga
gtadkosci funkcji kryterium i ograniczeh. Jednak wykorzystywanie w tych
metodach probabilistycznych regut wyboru i przeglagdanie zbioréw potenc-
jalnych rozwigzan wydtuza czas ich dziatania oraz wymaga subiektywnej
decyzji uzytkownika o zakonczeniu procesu optymalizacji.

Do wyznaczenia rozwigzania optymalnego problemu opisanego wzorami
(D-(4) wykorzystano dane z Warszawskiej Gietdy Papierow Wartosciowych
w Warszawie. Byly to dzienne stopy zwrotu z okresu od 2 stycznia 2001 r.
do 28 czerwca 2002 r. (373 obserwacje), dla 15 spétek wchodzacych stale
w skiad indeksu W1G20 w tym okresie. Zatozono nastepujace parametry
dla dziatania programu obliczeniowego: wielko$¢ populacji - 70, praw-
dopodobienstwo mutacji - 0,1, czas obliczen - 30 minut. Nastepnie, dla
okresu od 1 lipca 2002 r. do 30 kwietnia 2003 r., zbadano jakos$¢ wy-
znaczonego portfela, pordwnujgc uzyskiwane z niego stopy zwrotu ze
stopami zwrotu indeksu WIG20. Wyniki badarn empirycznych zawiera
tabela 1. Pokazujg one, iz w pierwszym okresie wyznaczony portfel okazat
sie lepszy od indeksu WIG20 w ponad 65% przypadkéw, w okresie drugim
byto to niewiele gorzej (57,3%). Warto zauwazy¢, ze w obu okresach
parametry portfela (warto$¢ $rednia i odchylenie standardowe stopy zwrotu)
byty wyraznie lepsze od parametréw portfela reprezentowanego przez
WI1G20.



Poszukiwanie portfeli lepszych od W1G20, ale z wykorzystaniem spotek
wchodzagcych w sklad tego indeksu nie jest przypadkowe. Moze ono
bowiem prowadzi¢ do wyznaczenia efektywnych strategii inwestycyjnych,
polegajagcych na kupnie, w odpowiednich proporcjach, akcji spotek wcho-
dzgcych jednocze$nie w skiad portfela ,lepszego” od WIG20 i portfela
WIG20 oraz sprzedazy kontraktow terminowych na indeks WI1G20. Mozna
wowczas liczy¢, ze w przypadku wzrostu wartosci indeksu, zyski z zakupionych
akcji z nawigzka zrekompensujg straty na kontraktach. Analogicznie w przy-
padku spadku wartosci indeksu, zyski z krétkich pozycji na kontraktach
powinny przewyzszy¢ straty z akcji. Oczywiscie taka strategia jest tez
obarczona ryzykiem i wymaga przeprowadzenia wielu préb w celu wyznaczenia
portfela optymalnego (por. Zaton 2002), tak aby maksymalizowaé praw-
dopodobienstwo, ze portfel, ktéry w przesztosci byt lepszy od indeksu,
bedzie taki w przysztosci.

Tabela 1 Charakterystyka portfela maksymalizujacego czesto$¢ pokonania indeksu W1G20

Spotka w L[J)?)iti?;u Parametry

Agora 0,105797 Okres optymalizacji portfela 2.01.2001-28.06.2002

(373 obserwacje)
BRE 0,000400 Portfel WIG20
BPH - PBK 0,000565 Srednia stopa zwrotu w % 0,041 -0,092
BZWBK 0,196386 Odchylenie standardowe w % 1,483 1,736
Comarch 0,000709 Maksymalna czestos$é 0,652
Computerland 0,000654
Kety 0,053777
KGHM 0,016759 Okres testowania portfela 1.07.2002-30.04.2003

(209 obserwacji)
Orbis 0,000101 Portfel W1G20
PEKAO 0,210796 Srednia stopa zwrotu w % 0,053 0,032
PKNORLEN 0,100307 Odchylenie standardowe w % 1,285 1,469
PROKOM 0,000396 Obliczona czestos¢ 0,573
Softbank 0,011933
Swiecie 0,220438
TPSA 0,080982

Zrodio: obliczenia wiasne.



3. PRZYKLAD OF1YMALIZACIJI STOCHASTYCZNEJ PORTFELA

Do modelowania zjawisk w warunkach niepewnosci czesto wykorzys-
tuje sie metody symulacji stochastycznej (np. symulacje Monte Carlo).
W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ wiele przyktadéw zastosowan
symulacji stochastycznej w modelach finansowych (por. np. Winston
1999). W odniesieniu do portfeli inwestycyjnych, symulacje Monte Carlo
sg uzywane np. do wyznaczenia wartosci narazonej na ryzyko (Value-at-
Risk) (por. np. Jajuga, Kuziak i Papla 2000). Warto jednak zwrdcic
uwage, ze w takich przypadkach portfele majg juz ustalong strukture,
wyznaczong w sposob arbitralny lub w wyniku optymalizacji determinis-
tycznej. Zastosowanie optymalizacji stochastycznej prowadzi do wyznacze-
nia optymalnej struktury portfela dla okreslonej funkcji kryterium (np.
minimalizacji lub maksymalizacji wybranego parametru rozktadu stopy
zwrotu z portfela) i warunkéw ograniczajacych. Uproszczony schemat
optymalizacji stochastycznej (realizowanej przez program RiskOptimizer
wersja 1.0), wykorzystanej do optymalizacji portfela inwestycyjnego, przed-
stawia rysunek 1

Na procedure optymalizacji stochastycznej skitadajg sie dwie petle.
Mniejsza petla iteracyjna zwigzana jest z losowaniami warto$ci parametrow
stochastycznych modelu (rozktadow stop zwrotu dla poszczeg6lnych akcji).
Na podstawie wynikdw kolejnych losowan obliczana jest warto$¢ funkcji
celu (np. wybrany parametr rozktadu stopy zwrotu z portfela). Zakonczenie
tego procesu iteracyjnego uwarunkowane jest osiggnieciem zbieznosSci dla
funkcji celu (Srednia warto$¢ funkcji celu obliczona na podstawie np. 100
ostatnich losowan tylko w bardzo malym stopniu rézni sie od Sredniej
wartosci z poprzednich 100 losowan) lub osiggnieciem wyznaczonego przez
uzytkownika limitu ilosci iteracji. Otrzymana warto$¢ funkcji celu, bedaca
Srednig z wartosci obliczonych we wszystkich iteracjach (pojedynczej symulacji),
stanowi podstawe do optymalizacji w duzej petli i wyznaczenia nowych
wartosci zmiennych decyzyjnych (udziatéw poszczegdlnych akcji w portfelu).
Zakonczenie catej procedury jest oparte na zasadach podobnych do zakon-
czenia petli iteracyjnej. Dodatkowym Kkryterium moze by¢ jeszcze czas
trwania obliczen.



Rys. 1. Uproszczony schemat optymalizacji stochastycznej portfela inwestycyjnego
Zrédto: opracowanie wiasne.



Tabela 2 przedstawia wyniki przeprowadzonych optymalizacji stochas-
tycznych portfela inwestycyjnego. Przyktadowo wybrano akcje pieciu spétek
z roéznych branz, a analize oparto na danych dziennych z lat 2001-2002.
Przyjeto, ze stopy zwrotu z akcji tych spdtek byly okreSlone przez rozkiady
normalne (parametry tych rozktadéw oszacowano na podstawie proby).

Procedurg optymalizacji stochastycznej wyznaczono trzy portfele:

a) portfel o minimalnym odchyleniu standardowym - Min S;

b) portfel maksymalizujagcy warto$¢ piatego percentyla - Max Perc(0,05);

c) portfel maksymalizujgcy warto$¢ dwudziestego percentyla - Max
Perc(0,2).

Tabela 2. Charakterystyka portfeli uzyskanych w optymalizacji stochastycznej

Portfele optymalne

Wyszczeg6l- Dane dzienne i
nienie z okresu 2001-2002 R(portfela) > = 0,05, 0 <1 =1
i-i
stopa odchylenie
. P y sktad min max max
spotka zwrotu  standardowe ortfela s Perc(0.05 perc(0 2
Rw (%) Sw (%) p crc(0,05) erc(0,2)
Computerland -0,018 2,404 Computerland 0 0,025 0
Kety 0,040 1,477 Kety 0,504 0,497 0,506
PEKAO 0,104 2,064 PEKAO 0,204 0,235 0,327
PKNORLEN -0,029 1,969 PKNOR LEN 0,128 0,097 0,127
Swiecie 0,135 2,345 Swiecie 0,164 0,146 0,040
Zatozono normalno$¢ rozktadéw stép R(portfela) 0,059 0,059 0,056
zwrotu z powyzszych akcji (przyjeto
|z powyzszy i (przyje S(portfela) 1,129 1,147 1,191
wartosci R i S podane powyzej)
Perc(0,05) -1,807 -1,693 -1,762
Perc(0,2) -0,989 -0,953 -0,872

Zrodto: obliczenia wiasne.

W kazdym przypadku spetnione musiaty by¢ klasyczne warunki nieujem-
nosci udziatdw poszczeg6lnych spotek w portfelu i sumowanie sie tych
udziatdw do jednosci. Ponadto zgdano, aby stopa zwrotu z portfela byta
nie mniejsza niz 0,05%. W procesie obliczeniowym, przeprowadzonym
w programie RiskOptimizer wersja 1.0, wykonano 2000 symulacji (po 5000
iteracji kazda).

Warto zwroci¢ uwage, ze skiady optymalnych portfeli okazaly sie
stosunkowo zrdéznicowane, mimo ze typ funkcji kryterium byt w kazdym
przypadku podobny (minimalizacja ryzyka). Maksymalizacja wartosci wy-



branego percentyla odpowiada bowiem minimalizacji warto$ci narazonej na
ryzyko.

Przeprowadzajagc optymalizacje stochastyczng portfela, zaktadamy, ze
oczekiwane stopy zwrotu z poszczeg6lnych inwestycji sg okreSlone po-
przez pewne rozktady (niekoniecznie normalne). Optymalizacja stochas-
tyczna jest szczegllnie cenna, w sytuacji gdy zatozenie o normalnosci
rozktadow stép zwrotu z akcji nie jest spetnione i np. zastosowanie
podejscia wykorzystujagcego macierz wariancji - kowariancji do wyznacze-
nia wartosci narazonej na ryzyko jest utrudnione (por. np. Jajuga, Ku-
ziak i Papla 2000; Butler 2001). Moze to mie¢ znaczenie przede wszyst-
kim dla budowy portfeli krétkookresowych w sytuacji okreSlonych tren-
déw na rynku akcji, kiedy z duzym prawdopodobiefistwem mozemy spo-
dziewac sie, ze oczekiwana stopa zwrotu bedzie charakteryzowac sie asy-
metrycznym rozktadem.

4. ZAKONCZENIE

Podane przykiady optymalizacji portfeli inwestycyjnych wskazujg na
przydatno$¢ metod niedeterministycznych. W niektérych przypadkach metody
te mogg byc¢ alternatywa w stosunku do metod deterministycznych, w innych
za$ ich zastosowanie jest wrecz konieczne dla rozwigzania problemu op-
tymalizacyjnego. Zastosowanie metod niedeterministycznych stwarza moz-
liwosci znalezienia rozwigzan ztozonych probleméw optymalizacyjnych
uwzgledniajgcych np. rozbudowane warunki ograniczajgce i funkcje celu,
rozktady stop zwrotu inne niz normalne.
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Woijciech Zaton

NON-DETERMINISTIC METHODS IN PORTFOLIO OPTIMIZATION

Summary

The aim of this paper is to point out the problems concerning portfolio optimization
under uncertainty and/or including boolean-type constraints. Usefulness of stochastic optimization
methods and/or evolutionary algorithms is emphasized in these cases. Theoretical considerations
are supported by empirical results from the Polish stock market.



