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Streszczenie. Celem artykułu jest zwrócenie uwagi na problemy optymalizacji portfela 
inwestycyjnego, podejmowanej w warunkach niepewności i/lub formułowania ograniczeń 
z użyciem warunków logicznych. Pokazano użyteczność metod optymalizacji stochastycznej 
i/lub algorytmów ewolucyjnych we wskazanych sytuacjach. Rozważania teoretyczne zilustrowano 
przykładami empirycznymi dotyczącymi polskiego rynku papierów wartościowych.

Słowa kluczowe: portfel inwestycyjny, optymalizacja deterministyczna, optymalizacja 
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1. W STĘP

D la potrzeb optymalizacji portfela inwestycyjnego najczęściej stosow a­
ne są program y wykorzystujące numeryczne (deterministyczne) algorytm y 
(np. Solver w Excelu realizuje poszukiwanie ekstrem um  funkcji według 
algorytm u G R G  -  uogólnionej m etody zredukow anych gradientów; por. 
np.: Fylstra, Lasdon, W atson i W aren 1998; Lasdon, W aren, Jain i Rat- 
ner 1978). D la wielu rodzajów problem ów optymalizacyjnych algorytm y 
numeryczne są narzędziem wystarczająco efektywnym. Jednak ich stoso­
wanie nie gw arantuje znalezienia optim um  globalnego. P onad to  m ogą 
wystąpić trudności ze znalezieniem rozwiązania, gdy „optym alizow ana” 
funkcja nie jest gładka. W takich sytuacjach warto sięgnąć np. po al­
gorytm y genetyczne lub ewolucyjne. D opuszczają one dow olną postać 
optym alizowanej funkcji i ograniczeń, jednak z drugiej strony wymagają 
subiektywnej decyzji użytkownika co do m om entu zakończenia procesu 
optymalizacji.

Zupełnie odrębną kwestią jest potraktow anie problem u optymalizacji 
portfela jako  optymalizacji stochastycznej. Oznacza to, że oczekiwane stopy 
zwrotu z poszczególnych inwestycji są określone poprzez pewne rozkłady
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(niekoniecznie normalne). Funkcję kryterium takiego problemu może stanowić 
wówczas w ybrany param etr rozkładu stopy zw rotu z portfe la  (oprócz 
średniej lub odchylenia standardow ego może to  być też np. odpowiedni 
percentyl). Rozwiązywanie takich problem ów  jest dość skom plikow ane 
i czasochłonne, ale spektrum  uzyskanych informacji jest bogatsze w porów ­
naniu z wynikami optymalizacji deterministycznej.

W artykule pokazano zastosowanie algorytmu ewolucyjnego dla problemu 
optym alizacji portfela z warunkam i logicznymi oraz przykład ilustrujący 
zastosowanie optymalizacji stochastycznej portfela inwestycyjnego.

2. WYKORZYSTANIE ALGORYTMU EWOLUCYJNEGO 
DO OPTYM ALIZACJI PORTFELA

Przedstawiony problem  optymalizacyjny m a na celu wyznaczenie takiego 
składu portfela inwestycyjnego, który zapewni m aksym alną częstość uzys­
kiw ania stopy zw rotu wyższej niż stopa zw rotu z portfela odniesienia 
(w tym przypadku z indeksu WIG20).

Sform ułowanie problemu:
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gdzie:
x, -  udział i-tej spółki w portfelu (element w ektora x);
rit -  stopa zw rotu z i-tej spółki w okresie £;
r\VIG20t -  stopa zw rotu z indeksu W IG20 w okresie l.
Do rozw iązania tak sformułowanego problem u, w pierwszym etapie 

prac, użyto algorytm u G R G  z dodatku Solver do Excela. Niewiarygodność



otrzym ywanych wyników potwierdziła wspom niane we wstępie trudności 
obliczeniowe, zw iązane z tym algorytm em , wynikające z zastosow ania 
w arunku (2). Niezbędne zatem okazało się użycie innego algorytm u, w tym 
przypadku jednego z algorytmów ewolucyjnych, zaimplementowanego w pro­
gramie Evolutionary Solver (por. User Guide... 2000).

Algorytm y genetyczne i uogólniające ich ideę program y ewolucyjne 
stanow ią obszerną klasę niedeterministycznych m etod optymalizacyjnych 
(por. np. M ichalewicz 1999). Ogólny schemat rozwiązywania zadań tymi 
algorytm am i jest następujący:

a) w każdej iteracji t generowana jest w sposób losowy populacja 
osobników, z których każdy przedstawia możliwe rozwiązanie rozpatrywanego 
zadania;

b) każde rozwiązanie jest oceniane na podstawie pewnej m iary „d o p a­
sow ania” (jakości);

c) w iteracji t +  1 tw orzona jest nowa populacja przez selekcję osob­
ników najlepiej dopasow anych i eliminację osobników najgorzej dopaso­
wanych;

d) część osobników nowej populacji ulega zmianie przez tzw. m utację
i krzyżowanie.

Stosow anie algorytm ów  ewolucyjnych do rozw iązyw ania problem ów  
optymalizacji zwiększa szansę znalezienia optim um  globalnego, nie wymaga 
gładkości funkcji kryterium  i ograniczeń. Jednak wykorzystywanie w tych 
m etodach probabilistycznych reguł wyboru i przeglądanie zbiorów  potenc­
jalnych rozwiązań wydłuża czas ich działania oraz wymaga subiektywnej 
decyzji użytkow nika o zakończeniu procesu optymalizacji.

D o wyznaczenia rozwiązania optymalnego problem u opisanego wzorami 
(l)-(4 ) wykorzystano dane z Warszawskiej Giełdy Papierów  W artościowych 
w Warszawie. Były to  dzienne stopy zwrotu z okresu od 2 stycznia 2001 r. 
do 28 czerwca 2002 r. (373 obserwacje), dla 15 spółek wchodzących stale 
w skład indeksu W1G20 w tym okresie. Założono następujące param etry 
dla działania program u obliczeniowego: wielkość populacji -  70, praw ­
dopodobieństw o m utacji -  0,1, czas obliczeń -  30 m inut. Następnie, dla 
okresu od 1 lipca 2002 r. do 30 kwietnia 2003 r., zbadano jakość wy­
znaczonego portfela , porów nując uzyskiwane z niego stopy zw rotu ze 
stopam i zw rotu indeksu W IG20. W yniki badań  em pirycznych zawiera 
tabela 1. Pokazują one, iż w pierwszym okresie wyznaczony portfel okazał 
się lepszy od indeksu W IG20 w ponad 65% przypadków , w okresie drugim 
było to  niewiele gorzej (57,3%). W arto zauważyć, że w obu okresach 
param etry portfela (wartość średnia i odchylenie standardow e stopy zwrotu) 
były w yraźnie lepsze od param etrów  portfela reprezentow anego przez 
WIG20.



Poszukiwanie portfeli lepszych od W1G20, ale z wykorzystaniem spółek 
wchodzących w skład tego indeksu nie jest przypadkow e. M oże ono 
bowiem prowadzić do wyznaczenia efektywnych strategii inwestycyjnych, 
polegających na kupnie, w odpowiednich proporcjach, akcji spółek wcho­
dzących jednocześnie w skład portfela „lepszego” od W IG20 i portfela 
W IG20 oraz sprzedaży kontraktów  terminowych na indeks W IG20. M ożna 
wówczas liczyć, że w przypadku wzrostu wartości indeksu, zyski z zakupionych 
akcji z nawiązką zrekom pensują straty na kontraktach. Analogicznie w przy­
padku spadku wartości indeksu, zyski z krótkich pozycji na kontraktach 
powinny przewyższyć straty  z akcji. Oczywiście tak a  strategia jest też 
obarczona ryzykiem i wymaga przeprowadzenia wielu prób w celu wyznaczenia 
portfela optym alnego (por. Zatoń 2002), tak aby maksym alizować praw ­
dopodobieństw o, że portfel, który w przeszłości był lepszy od indeksu, 
będzie taki w przyszłości.

Tabela 1. Charakterystyka portfela maksymalizującego częstość pokonania indeksu W1G20

Spółka
Udział 

w portfelu
Parametry

Agora 0,105797 Okres optymalizacji portfela 2.01.2001-28.06.2002 
(373 obserwacje)

BRE 0,000400 Portfel WIG20

BPH -  PBK 0,000565 Średnia stopa zwrotu w % 0,041 -0,092

BZWBK 0,196386 Odchylenie standardowe w % 1,483 1,736

Comarch 0,000709 Maksymalna częstość 0,652

Computerland 0,000654

Kęty 0,053777

KGHM 0,016759 Okres testowania portfela 1.07.2002-30.04.2003 
(209 obserwacji)

Orbis 0,000101 Portfel W1G20

PEKAO 0,210796 Średnia stopa zwrotu w % 0,053 -0,032

PKNORLEN 0,100307 Odchylenie standardowe w % 1,285 1,469

PROKOM 0,000396 Obliczona częstość 0,573

Softbank 0,011933

Świecie 0,220438

TPSA 0,080982

Źródło: obliczenia własne.



3. PRZYKŁAD OF1YM ALIZACJI STOCHASTYCZNEJ PORTFELA

Do m odelow ania zjawisk w w arunkach niepewności często wykorzys­
tuje się m etody symulacji stochastycznej (np. symulacje M onte Carlo). 
W literaturze przedm iotu m ożna znaleźć wiele przykładów  zastosow ań 
sym ulacji stochastycznej w m odelach finansow ych (por. np. W inston 
1999). W odniesieniu do portfeli inwestycyjnych, symulacje M onte Carlo 
są używane np. do  wyznaczenia wartości narażonej na ryzyko ( Value-at- 
R isk) (por. np. Jajuga, K uziak  i Papla 2000). W arto  jed n ak  zwrócić 
uwagę, że w takich przypadkach portfele m ają już ustaloną strukturę, 
wyznaczoną w sposób arbitralny lub w wyniku optym alizacji determ inis­
tycznej. Zastosow anie optymalizacji stochastycznej prowadzi do wyznacze­
nia optym alnej struktury portfela dla określonej funkcji kryterium  (np. 
m inim alizacji lub m aksym alizacji w ybranego param etru  rozkładu  stopy 
zw rotu z portfela) i w arunków  ograniczających. U proszczony schemat 
optym alizacji stochastycznej (realizowanej przez program  RiskO ptim izer  
wersja 1.0), wykorzystanej do optymalizacji portfela inwestycyjnego, przed­
stawia rysunek 1.

N a procedurę optym alizacji stochastycznej składają się dwie pętle. 
M niejsza pętla iteracyjna związana jest z losowaniam i wartości param etrów  
stochastycznych m odelu (rozkładów stóp zwrotu dla poszczególnych akcji). 
N a podstawie wyników kolejnych losowań obliczana jest w artość funkcji 
celu (np. wybrany param etr rozkładu stopy zw rotu z portfela). Zakończenie 
tego procesu iteracyjnego uw arunkow ane jest osiągnięciem zbieżności dla 
funkcji celu (średnia w artość funkcji celu obliczona na podstaw ie np. 100 
ostatnich losowań tylko w bardzo małym stopniu różni się od średniej 
wartości z poprzednich 100 losowań) lub osiągnięciem wyznaczonego przez 
użytkow nika limitu ilości iteracji. O trzym ana w artość funkcji celu, będąca 
średnią z wartości obliczonych we wszystkich iteracjach (pojedynczej symulacji), 
stanowi podstaw ę do optymalizacji w dużej pętli i wyznaczenia nowych 
wartości zmiennych decyzyjnych (udziałów poszczególnych akcji w portfelu). 
Zakończenie całej procedury jest oparte na zasadach podobnych do zakoń­
czenia pętli iteracyjnej. D odatkow ym  kryterium  m oże być jeszcze czas 
trw ania obliczeń.



Rys. 1. Uproszczony schemat optymalizacji stochastycznej portfela inwestycyjnego 
Źródło: opracowanie wiasne.



Tabela 2 przedstawia wyniki przeprowadzonych optym alizacji stochas­
tycznych portfela inwestycyjnego. Przykładowo wybrano akcje pięciu spółek 
z różnych branż, a analizę oparto  na danych dziennych z lat 2001-2002. 
Przyjęto, że stopy zwrotu z akcji tych spółek były określone przez rozkłady 
norm alne (param etry tych rozkładów oszacowano na podstawie próby).

P rocedurą optymalizacji stochastycznej wyznaczono trzy portfele:
a) portfel o m inim alnym  odchyleniu standardowym  -  M in S;
b) portfel maksym alizujący wartość piątego percentyla -  M ax Perc(0,05);
c) portfel maksym alizujący wartość dwudziestego percentyla -  M ax 

Perc(0,2).

Tabela 2. Charakterystyka portfeli uzyskanych w optymalizacji stochastycznej

Wyszczegól­
nienie

Dane dzienne 
z okresu 2001-2002

Portfele optymalne
i

R(portfela) > =  0,05, 0 <  1, =  1.
i - i

spółka
stopa 

zwrotu 
R w (%)

odchylenie 
standardowe 

S w (%)

skład
portfela

min
S

max
Pcrc(0,05)

max
Perc(0,2)

Computerland -0,018 2,404 Computerland 0 0,025 0

Kęty 0,040 1,477 Kęty 0,504 0,497 0,506

PEKAO 0,104 2,064 PEKAO 0,204 0,235 0,327

PKNORLEN -0,029 1,969 PKNOR LEN 0,128 0,097 0,127

Świecie 0,135 2,345 Świecie 0,164 0,146 0,040

Założono normalność rozkładów stóp 
zwrotu z powyższych akcji (przyjęto 
wartości R i S podane powyżej)

R(portfela) 0,059 0,059 0,056

S(portfela) 1,129 1,147 1,191

Perc(0,05) -1,807 -1,693 -1,762

Perc(0,2) -0,989 -0,953 -0,872

Źródło: obliczenia własne.

W każdym przypadku spełnione musiały być klasyczne w arunki nieujem- 
ności udziałów poszczególnych spółek w portfelu i sum owanie się tych 
udziałów do jedności. Ponadto  żądano, aby stopa zwrotu z portfela była 
nie m niejsza niż 0,05% . W procesie obliczeniowym, przeprow adzonym  
w program ie RiskOptim izer wersja 1.0, wykonano 2000 symulacji (po 5000 
iteracji każda).

W arto  zwrócić uwagę, że składy optym alnych portfeli okazały się 
stosunkow o zróżnicowane, m im o że typ funkcji kryterium  był w każdym 
przypadku podobny (minimalizacja ryzyka). M aksym alizacja wartości wy­



branego percentyla odpow iada bowiem minimalizacji wartości narażonej na 
ryzyko.

Przeprow adzając optymalizację stochastyczną portfela, zakładam y, że 
oczekiwane stopy zwrotu z poszczególnych inwestycji są określone po­
przez pewne rozkłady (niekoniecznie normalne). Optym alizacja stochas­
tyczna jest szczególnie cenna, w sytuacji gdy założenie o norm alności 
rozkładów  stóp  zw rotu  z akcji nie jest spełnione i np. zastosow anie 
podejścia wykorzystującego m acierz wariancji -  kowariancji do  wyznacze­
nia wartości narażonej na ryzyko jest utrudnione (por. np. Jajuga, Ku- 
ziak i Papla 2000; Butler 2001). M oże to mieć znaczenie przede wszyst­
kim dla budowy portfeli krótkookresowych w sytuacji określonych tren­
dów na rynku akcji, kiedy z dużym prawdopodobieństwem  możemy spo­
dziewać się, że oczekiwana stopa zwrotu będzie charakteryzow ać się asy­
m etrycznym rozkładem.

4. ZAKOŃCZENIE

Podane przykłady optymalizacji portfeli inwestycyjnych wskazują na 
przydatność m etod niedeterministycznych. W niektórych przypadkach metody 
te m ogą być alternatyw ą w stosunku do m etod deterministycznych, w innych 
zaś ich zastosow anie jest wręcz konieczne dla rozw iązania problem u op­
tymalizacyjnego. Zastosow anie m etod niedeterministycznych stwarza m oż­
liwości znalezienia rozw iązań złożonych problem ów  optym alizacyjnych 
uwzględniających np. rozbudow ane warunki ograniczające i funkcje celu, 
rozkłady stóp zw rotu inne niż norm alne.
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Wojciech Zatoń

NON-DETERM INISTIC M ETHODS IN PORTFOLIO OPTIM IZATION

Summary

The aim of this paper is to point out the problems concerning portfolio optimization 
under uncertainty and/or including boolean-type constraints. Usefulness of stochastic optimization 
methods and/or evolutionary algorithms is emphasized in these cases. Theoretical considerations 
are supported by empirical results from the Polish stock market.


