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O  W Y ZN ACZAN IU LINII I M IARY UBÓSTW A

Streszczenie. Jednym ze sposobów pomiaru nierówności dochodowych jest metoda oparta 
na wykorzystaniu linii ubóstwa z. W artykule omawia się różne miary ubóstwa dla populacji. 
Rozważa się przypadek ciągły, przyjmując, że rozklad dochodów w populacji jest określony 
za pomocą dystrybuanty rozkładu logarytmiczno-normalnego. Miary ubóstwa dla populacji 
określa się po przyjęciu indywidualnych miar ubóstwa i linii ubóstwa oraz dystrybuanty 
rozkładu dochodów w populacji. Rozważa się szybkość reakcji łącznej miary ubóstwa dla 
populacji na zmianę linii ubóstwa z, miernik ten jest określony jako warunkowa wartość 
oczekiwana.

Słowa kluczowe: ubóstwo, indywidualna miara ubóstwa, względna linia ubóstwa.

W problemach badania ubóstwa m ożna wyróżnić kilka sposobów podejścia 
do zagadnienia jego pom iaru. Jednym  z nich jest koncepcja pom iaru 
nierówności dochodowych, oparta na wykorzystaniu linii ubóstwa z. Wyróżnia 
się m .in. następujące mierniki:

a) procent ubogich H  -  jest to stosunek liczby osób (m) o dochodach 
poniżej linii ubóstwa do liczby osób (N ) całej populacji, pomnożony przez 100:

я - 5 . ioo%, (i)

iloraz m nosi w literaturze także nazwę wskaźnika headcount',
N

b) luka pomiędzy przeciętnym dochodem ubogich i linią ubóstwa:

r m 1 "  x,
l  = h ~ n Z  1 -  <2>

m iernik L bywa określany jako  wskaźnik poverty gap-,
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c) m iara ubóstwa FGT,  zaproponow ana przez Fostera (1984):

(3)

d) m iara C HU,  zaproponow ana przez Clarka, Hemm inga i U lpha (1981): 

=  dla Ув(0 , 1); (4)
N  N ! _ i \  z

e) m iara W attsa (1968):

Ж =  ^  Ž  ln" : (5)
1У ł-1 Л<

0  m iara ubóstw a CDS (C onstant D istribution Sensitivity) jest zbliżona 
do m iary nierówności, wprowadzonej przez K olm a (1976):

CDS  =  4  dla А >  0. (6)
N ,7i N

M iara ubóstw a CDS jest zbliżona do m iary nierówności dochodowej, 
wprowadzonej przez K olm a (1976). T a  m iara była scharakteryzow ana przez 
Zhenga (2000a) jako  m iara ubóstwa, k tó ra  posiada stałą wrażliwość na 
rozkład nierów ności dochodow ych lub niechęci do ubóstw a. Powyższe 
miary powinny być obliczane, gdy posiadamy informacje dotyczące dochodów 
każdego elementu badanej zbiorowości. Zazwyczaj jednak m iary ubóstwa 
są wyznaczane na podstaw ie próby wylosowanej z badanej populacji, 
a otrzym ane wartości m iar są obarczone błędami pom iaru i próby.

Rozważmy teraz przypadek ciągły. Zakładam y, że rozkład dochodów 
w populacji Я  jest określony za pom ocą dystrybuanty F(x) dla x e (0 , oc). 
Niech z będzie linią ubóstwa, czyli takim poziomem dochodów , który dzieli 
populację П  na dwie podpopulacje: П,  zawierającą osoby o dochodzie 
x ^  z oraz П 2 -  skupiającą osoby, których dochód x )z .  Zazwyczaj definiuje 
się linię ubóstw a jako  określony procent (część) dochodu przeciętnego, 
który m oże być mierzony poprzez średni dochód dla populacji x n , lub 
medianę dochodów  Хце. Zatem przyjmuje się, że:

z = c x n  lub z =  c x n e dla c e (0 , 1).

Najczęściej w różnych badaniach przyjmuje się w artość param etru  с jako: 
0,4; 0,5; 0,6.



Niech p(x, z) będzie indywidualną m iarą ubóstwa dla osoby o dochodzie 
x i przyjętej linii ubóstw a z, spełniającą założenia:

1) P (x , z )  =  0 dla x > z ,  co oznacza, że m iara ubóstw a d la  osoby 
nieubogiej jest rów na zeru oraz wzrost dochodu osoby nieubogiej nie 
zmienia jej m iary ubóstwa;

ö p (jc z)
2) Px(x > z ) = x  ^  ® x  ^  z ’ co °d p °w iad a  założeniu, że m iara

ubóstwa nie wzrasta, gdy rośnie dochód osoby ubogiej; 
dp (jc z)

3) Pz(x > z) =  ^  co odpow iada warunkowi, że m iara ubóstwa

nie maleje, gdy rośnie wartość linii ubóstwa;
^2 p  ̂

4) pxx(x, z) =  —  >  0 dla x <  z, czyli m iara ubóstw a maleje w tem ­

pie coraz to wolniejszym, gdy wzrasta dochód osoby ubogiej.
B iorąc pod uwagę, podane powyżej, m iary ubóstw a d la populacji

i przyjętą linię ubóstw a z, m ożna określić następujące indyw idualne miary 
ubóstw a p(x, z) dla osoby o dochodzie x  <  z:

a) indyw idualna m iara ubóstwa, odpow iadająca wskaźnikowi headcount:

b) indywidualna m iara ubóstwa, odpowiadająca wskaźnikowi poverty gap :

c) indyw idualna m iara ubóstwa, odpow iadająca wskaźnikowi FGT:

d) indyw idualna m iara ubóstwa, odpow iadająca wskaźnikowi CHU\

e) indyw idualna m iara ubóstwa, odpow iadająca wskaźnikowi W attsa:

P(x, z) = 1;

p(x, z) = 1 (8)

(9)

(10)

p(x, z) =  ln —;
x OD



O indyw idualna m iara ubóstwa, odpow iadająca wskaźnikowi CDS:

p ( x , z) =  eX(z'x) — 1, dla A> 0 .  (12)

Indywidualne miary ubóstwa p(x ,  z), określone wzorami (7)—(12) spełniają 
założenia 1-4. Z wyjątkiem m iary (7) są one malejącymi funkcjami docho­
du x, ich wykresy różnią się jednak tempem spadku ich wartości, co 
ilustrują rysunki 1-4.

л

Rys. 1. Indywidualne miary ubóstwa p(x,  z) =  1 — -  (linia ciągła)
2

i p(x , 2) =  ln -  (linia przerywana) dla z — 500
x

Źródło: opracowanie własne

Rys. 2. Indywidualna miara ubóstwa p (x dla: /i =  2,5 (linia ciągła),

ß  =  3,5 (linia ........... ), ß = 5 (lin ia ...........), ß — 10 ( l in ia ----------) dla 2 =  500
Źródło: opracowanie własne



Rys. 3. Indywidualna miara ubóstwa p(x,  z) =  1 — f  j dla: у =  0,1 (linia ciągła),

у =  0,2 (linia ..........), у =  0,5 (linia ...........), у =  0,8 ( l in ia ---------- ) dla z =  500
Źródło: opracowanie własne

Rys. 4. Indywidualna miara ubóstwa p (x, z) =  el(,'x) — 1 dla: Я =  0,001 (linia ciągła),
A =  0,002 (l in ia ..........), A =  0,003 (linia ............ ), A =  0,004 ( l in ia ---------- ) dla z =  500

Źródło: opracowanie własne

Łączną m iarę ubóstwa P (F , z) dla populacji П, zależną od linii ubóstwa 
z oraz typu rozkładu dochodów , określonego przez dystrybuantę F (x ), 
definiuje się jako:

P (F , z) = p(x ,  z) d F (x ) . (13)



Przy w arunku: p (x ,  z) =  O dla x  ^  z m iara ubóstw a d la populacji P (F , z) 
przyjmuje postać:

m iary ubóstwa ze względu na zmianę linii ubóstwa z. Załóżm y, że funkcja 
pz(x, z) dla x  < z jest ciągła i ograniczona w przedziale (0, oc). D la danej 
dystrybuanty rozkładu dochodów  F(x)  w populacji definiuje się funkcję 
A (F, z) =  E (p 1(X ,  z)\ X < z ) ,  której wartości określają szybkość reakcji 
łącznej miary ubóstwa dla populacji P (F , z) na zm ianę linii ubóstwa z. 
Ponieważ p (x ,  z) =  0 dla x  ^  z, to:

Zm iana linii ubóstwa z o Az, przy tym samym rozkładzie dochodów , 
pow oduje p rzy rost łącznej m iary ubóstw a d la  populacji przeciętnie 
o A P ^ A ( F ,  z)Az.

Załóżmy, że dochody są zmienną losową X  o rozkładzie logarytmiczno- 
-normalnym:

(14)

(15)

X  ~ L N ( a, a), (16)

to znaczy funkcja gęstości jest postaci:

ч 1 r ( l n x - a ) 2, „
f ( x )  = —= e x p [ --------— j— ], dla x e (0 , + c o ) ,

a x J l n  2cra X s j ln
(17)

gdzie 0L = E ( l a X ) ,  o 2 = D2(\aX).
D la zmiennej losowej X  m am y następujące param etry rozkładu:

E ( X )  =  exp[a +  ^ff2], (18)

D2( X)  = ex p [2a +  o2] ■ (exp [o2] — 1). (19)



Biorąc pod uwagę przyjętą funkcję gęstości rozkładu dochodów , linię 
ubóstwa z i indywidualne m iary ubóstwa p (x ,  z), m ożna określić reakcję 
m iary ubóstw a dla populacji A (F, z) na zmianę linii ubóstwa z. I tak:

a) dla indywidualnej miary ubóstwa odpowiadającej wskaźnikowi head­
count:

A( F,  z) =  0; (20)

b) dla indywidualnej m iary ubóstwa, odpowiadającej wskaźnikowi poverty 
gap'.

A( F,  z ) = — — =  
z a y j ln

( l n x  —a)2 
e*p [ -------- 2 ^ -----]dx \  (21)

c) dla indywidualnej m iary ubóstwa, odpowiadającej wskaźnikowi F G T :

Z

^  <22)
o

d) dla indywidualnej m iary ubóstwa, odpowiadającej wskaźnikowi CHU:

< * >

o

e) dla indywidualnej m iary ubóstwa, odpowiadającej wskaźnikowi W attsa:

A ( F ,  z) =
1 1 ( l n x  — a)2 F (z )

- e x p [ --------=  (24)

0  dla indywidualnej m iary ubóstwa, odpowiadającej wskaźnikowi CDS:

Z

* tr  \ 1 f i  r ( l n x  — a)2 
( , Z > “ W S J x eXP[ --------2 ? ~ +  (25)



Zatem  aby stosować mierniki ubóstwa: FGT, С H U  i CDS, należy określić 
wartości dla param etrów  ß , y  i L  Informacje na tem at interpretacji tych 
parametrów znaleźć m ożna w pracach Zhenga (1997a, 2000b). Przyjęcie funkcji 
określającej rozkład dochodów  oraz indywidualnych m iar ubóstwa wymaga 
także określenia jej param etrów . Stąd ważnymi zagadnieniam i jest wybór:

a) postaci funkcji p(x ,  z) oraz oszacowanie jej param etrów  na podstawie 
próby;

b) typu m iary ubóstwa P( F,  z),  który może być dokonany po analizie 
własności tych m iar i relacji między nimi oraz prędkości ich reakcji A( F,  z) 
na zmianę linii ubóstwa z.

Zagadnienia te będą przedmiotem dalszych badań.
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Halina Klepacz, Elżbieta Żółtowska

ON EVALUATION OF POVERTY LINE AND ITS MEASURES

Summary

Among methods of measuring income inequalities there is one based on poverty line z. 
In the article, various poverty measures for population are discussed. A continuous case is 
taken into consideration, where income distribution for population is defined with use of 
cumulative lognormal distribution. Poverty measures for population are defined, assuming 
individual poverty measures, poverty line and income cumulative distribution for population. 
Reaction rate of the composite poverty measure versus poverty line z changes is examined, 
this factor being defined as a conditional expected value.


