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Streszczenie. Stabilność jest zjawiskiem wpływającym na modelowanie ekonomiczne. 
W artykule rozważamy stabilność jednego ze szczególnych przypadków ogólnego modelu 
Solowa. D okonana jest również prezentacja wyników oszacowań bazujących na danych 
dotyczących gospodarki Polski.
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1. W STĘP. ZAŁOŻENIA M ERYTORYCZNE

Niniejszy tekst stanowi ilustrację em piryczną teoretycznych analiz stabil­
ności z prac M ilo i Łazińska (2003) oraz M ilo i Zglińska-Pietrzak (1997). 
Przykład dotyczy gospodarki Polski z lat 1992-2002. Punktem  wyjścia 
badań jest zm odyfikowane równanie Solowa następującej postaci:

dk(t)  
- j j — = s - y ( t ) - ( n  +  X ) - k ( t ) ,  (1)

gdzie:
к = k( t )  -  w ielkość technicznego uzbrojenia pracy, będąca funkcją 

czasu; definicyjnie jest to iloraz wartości środków trwałych, używanych 
w procesie produkcyjnym  do wielkości pracy włożonej w ów proces;

y  = y ( t) -  wielkość wydajności pracy, będąca funkcją czasu; definicyjnie 
jest to  iloraz wartości produkcji tworzonej w procesie produkcyjnym  oraz 
wielkości pracy włożonej w ów proces;

s -  średnia (w badanym  okresie) krańcow a skłonność do oszczędności 
(inwestycji), in terpretow ana jako  udział dochodów  zaoszczędzanych przez 
gospodarstw a domowe;

n -  średnia (w badanym  okresie) stopa wzrostu zasobów sił pracy;
Я -  średnia wartość (w badanym okresie) współczynnika deprecjacji kapita­

łu, udziału wartości środków trwałych, zużywanych w procesie produkcyjnym.
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Równanie (1) różniące się od zaproponow anego przez Solowa (1956)
o efekt deprecjacji kapitału, stanowi integralną część opisanego przez niego 
m odelu wzrostu gospodarczego. We wspomnianym m odelu zakłada się, iż 
wartość produkcji jest funkcją czasu. D la szerszych potrzeb konieczne 
byłoby wzbogacenie rów nania (1) o kolejne, opisujące zmienianie się wartości 
produkcji. Celem niniejszego artykułu nie jest jednak pełna empiryczna 
analiza wzrostu gospodarczego, choć niewątpliwie jest ona ważna, lecz 
próba pokazania rachunków stabilnościowych dla jednorównaniowego modelu 
wzrostu. W tym celu dalej zakładać będziemy, iż у z m odelu (1) stanowić 
będzie wartość produkcji osiąganej w punkcie równowagi i równowagowymi 
są też proporcje wartości kapitału i produkcji. W celu ich wyznaczenia 
skorzystam y z docelowej wartości środków trwałych jak o  wartości funkcji 
produkcji.

2. RACHUNKI STABILNOŚCIOWE

Przyjmijmy oznaczenie:

t o

oraz załóżmy wielkość produkcji na poziomie wielkości osiąganej w punkcie 
równowagi:

y ( t )  = y-

Załóżmy też, że:

к (0) = kQ, k0> 0 .  (2)

Zatem  w chwili startowej posiadam y ustaloną, dodatn ią w artość środków 
trwałych. Przy powyższych założeniach, równanie (1) jest postaci:

k( t)  =  s -у — (n + X) ■ k.(t). (3)

Z teorii rów nań różniczkowych (Chądzyński 1994) wiadom o, że równanie 
(3) jest równaniem  różniczkowym zwyczajnym liniowym niejednorodnym  
pierwszego rzędu. Ogół rozwiązań rów nania (3) jest postaci:

k ( t)  = ( ^  ■ e(n+̂  ‘+ y) ■ e <л+д) ' ) y e R .  
n + A



K ażda z funkcji (określona dla ustalonej konfiguracji wartości (s, n, 
A, y)) należących do powyższej rodziny spełnia równanie (3). Stałą у wy­
znaczymy, korzystając z w arunków początkowych (2) oraz z twierdzenia 
C auchy’ego o istnieniu i jednoznaczności rozw iązania problem u C auchy’ego 
(Chądzyński 1994; Pelczar i Szarski 1987). D la t =  0 zachodzi:

L S ' y  .
k‘ = n + l + y ' 

skąd:

v - к  - - Z 2 -  
y ~ k° n +  A’

zatem poszukiwana przez nas funkcja dana jest wzorem postaci:

k (t) =  +  ko ' е~(п+Д)' ‘ — • е-<л+Я)-‘. (5)n + A n +  A

Z  rów nania (3) widać, że:

k ( t )  = O o k ( t )  = — —z • (6)
Tl ~t Á

Ze wzorów (5) i (6) możemy spróbować odnaleźć taki punkt startowy 
kQ (który oznaczać będziemy k’0) , dla którego spełnione jest (6):

n + A  n + A  n + A  n + A

Jedyną funkcją z rodziny (5), dla której zachodzi (7), jest funkcja stała 
postaci:

‘ ‘ « - „ f r  m

Rozważmy teraz funkcję, k tó ra „startu je” z punktu leżącego w bliskim 
otoczeniu punktu к'0. Jeżeli nasze rozwiązanie jest stabilne, to  lekko zaburzona 
funkcja nie pow inna istotnie oddalić się od niego.
Weźmy e >  0, połóżmy ô = e. M am y wtedy:



< 0 . (9)

Zauważm y, że:

(10)

bo:

Ograniczenie wyrażenia (10) zależy tylko i wyłącznie od znaku wyrażenia 
(n +  A). Jeżeli jest to  wyrażenie większe od zera, wówczas:

co kończy dowód stabilności naszego rozwiązania.
W innym przypadku, gdy (n +  A) jest mniejszy od zera, nie m ożna 

ograniczyć wyrażenia (10), co powoduje, iż jest ono rozbieżne i niestabilne.
Zakładając zatem, że wartość (n +  A) jest dodatnia, m am y zbieżność 

postaci:

Z nając w artości param etrów  s, n i A dla, np. gospodarki Polski, 
dokonać możemy szacunków proporcji, jakie występować powinny pomiędzy 
wartością środków trwałych a wielkością produkcji, aby proces wzrostu 
produkcji był stabilny.

(U)

3. OSZACOWANIA PARAMETRÓW RÓWNANIA

Oszacowano param etry (s, n, A, y) dla gospodarki Polski, korzystając 
z banku danych K atedry Ekonom etrii UŁ. D o dyspozycji mieliśmy 41 
danych kwartalnych za okres od drugiego kw artału 1992 r. do czwartego



kw artału 2002 r. W przypadku niektórych oszacowań rozm iar próby zmie­
niał się w m iarę dostępności danych. W ykorzystaliśmy klasyczną m etodę 
najm niejszych kw adratów  (G oldberger 1972) oraz pak iet kom puterow y 
E-views®. Szacowaliśmy powyższe param etry, korzystając z następujących 
równań:

a) param etr n, czyli stopę wzrostu zasobów pracy, oszacowano z równania 
postaci:

A Lt =  n -L ,  + ę u ,

gdzie:
L, -  wielkość zasobów pracy w okresie t; 
í i ,  -  składnik losowy;
AL, =  L t L,_ |j

b) param etr s, czyli krańcow a skłonność do oszczędzania (inwestycji) 
oszacowano z rów nania postaci:

/, =  S -y , +  Č 2„

gdzie:
I t -  wielkość realnych nakładów  inwestycyjnych oraz inw estyqi rozpo­

czętych w okresie t;
Y, -  wielkość produkcji (realnego PKB) w okresie t; 
f 2, -  składnik losowy;
c) param etr X, czyli stopień deprecjacji kapitału, oszacowaliśmy z równania 

postaci:

AK, = I t + X - K t + b t,

gdzie:
K t -  w artość kapitału fizycznego w okresie i;
I, -  wielkość realnych nakładów  inwestycyjnych oraz inwestycji rozpo­

czętych w okresie i;
£3I -  składnik losowy;
A K . ^ K - K ^ .
Oszacowania te wyglądają następująco dla param etru s, będącego krańcową 

skłonnością do  oszczędzania (inwestycji):



Dependent Variable: RJOINSQ
Method: Two-Stage Least Squares
Date: 11/04/03 Time: 14:33
Sample(adjusted): 1994:1 2003:1
Included observations: 37 after adjusting endpoints
Instrument list:

Variable Coefficient Std. Error í-Statistic Prob.

RGDP9b 0.106812 0.007183 14.87058 0.0000

R-squared 0.288067 Mean dependent var 11369.64
Adjusted R-squared 0.288067 S.D. dependent var 5511.883
S.E. of regression 4650.713 Sum squared resid 7.79E +  08
Durbin-W atson stal 1.975502

Zauważmy, że w powyższym przypadku otrzym ano stosunkow o wysoki 
stopień zależności pomiędzy zmiennymi objaśniającą i objaśnianą.

D la param etru n, będącego stopą wzrostu zasobów pracy, szacowania 
nie mogły być jednoznaczne. Spośród kilku możliwych definicji zasobów 
pracy (może to być ludność aktyw na zawodowo, pracujący, zatrudnieni itp.) 
ciężko jest wybrać tę, k tó ra  odpow iada naszemu pojęciu zasobów pracy. 
Zdecydowaliśmy się zatem arbitralnie na przyjęcie definicji zasobów pracy 
jak o  liczby osób aktywnych zawodowo (zgodnie z badaniam i BAEL). 
Oszacowania dla tego przypadku wyglądają następująco:

Dependent Variable: ÜPLOEQ 
Method: Two-Stage Least Squares 
Date: 11/04/03 Time: 14:37 
Sample(adjusted): 1992:3 2003:1 
Included observations: 41
Excluded observations: 2 after adjusting endpoints 
Instrument list:

Variable Coefficient Std. Error £-Statistic Prob.

PLOEQ 0.022137 0.024400 0.907255 0.3697

R-squared 0.000007 Mean dependent var 325.5122
Adjusted R-squared 0.000007 S.D. dependent var 2297.373
S.E. of regression 2297.365 Sum squared resid 2.11E +  08
Durbin-W atson stat 1.093729

Istotne jest spostrzeżenie, iż wartość odchylenia standardowego estym atora 
naszego param etru  jest wysoka. Oznacza to, iż nasze oszacowanie może 
sporo różnić się od oczekiwanej wartości tego param etru.



D la param etru  X, będącego współczynnikiem deprecjacji kapitału , osza­
cow ania przybierają postać:

Dependent Variable: DRPH
Method: Two-Stage Least Squares
Date: 11/04/03 Time: 14:56
Sample(adjusted): 1994:1 2000:4
Included observations: 28 after adjusting endpoints
D RPH  = RIO IN SQ  +  C(i) RPH
Instrument list:

Coefficient Std. Error i-Statistic Prob.

C (l) -  0.008279 0.010147 -0 .815870 0.4217

R -squared -  0.380652 Mean dependent var 7206.476
Adjusted R-squared -  0.380652 S.D. dependent var 19576.54
S.E. of regression 23002.66 Sum squared resid 1.43E +  10
Durbin-W atson stat 1.287656

Tu także zaskakuje nas wartość odchylenia standardow ego estym atora 
param etru  X. Powoduje to konieczność przyjęcia dla naszych rozważań 
solidnego m arginesu błędu. Znak param etru jest jak  najbardziej zgodny 
z oczekiwaniami i wcześniejszymi założeniami.

4. OBLICZENIA I WNIOSKI

D okonajm y zatem wyliczeń proporcji pom iędzy w artością środków  
trwałych a PKB:

fc(i) =  - ^ - - y  =  7,707606 -y , 
n + A

co zinterpretować m ożna, iż w punkcie równowagi wartość środków  trwałych 
osiągnie około 770% PKB.

Oznacza to, że stabilny układ ekonomiczny gospodarki Polski zmierzać 
powinien do sytuacji, w której wartość środków trwałych jest siedm iokrot­
nie większa od wartości PKB, osiągniętej przy w ykorzystaniu tych środ­
ków w produkcji. D odać należy, że w próbie stosunek ten przeciętnie 
wyniósł 4,456, jego m ediana wynosiła 4,36, odchylenie standardow e 0,49, 
m aksim um  -  5,465, a m inimum -  3,69. Zatem  aby osiągnąć wyliczoną 
przez nas w artość, należy zwiększyć wartość środków  trw ałych, zaan­
gażowanych w proces produkcyjny. Jest to możliwe jedynie dzięki zwięk­



szeniu nakładów  inwestycyjnych, co w dalszym  ciągu jest problem em  
w polskich warunkach.

Zauważyć należy, iż oszacowania dwóch ostatnich param etrów  obarczone 
są dużym błędem. Oznaczać to może, iż praw dopodobna jest sytuacja, 
w której m ianow nik wyrażenia (6) jest liczbą ujemną. Nie oznacza to 
jednakże, że w artość środków  trwałych pow inna być ujem ną wielokrotnością 
PKB. Zauważm y, iż kiedy m ianownik wyrażenia (6) jest liczbą ujemną, 
wówczas, na m ocy braku ograniczenia wyrażenia (10), rozwiązanie nasze 
jest niestabilne i rozbieżne.

Ekonom icznie oznacza to dla nas tyle, iż spadek stopy wzrostu zasobów 
pracy i osiągnięcie przez nią liczb ujemnych w połączeniu z wystarczająco 
dużym stopniem deprecjacji kapitału powodować może w gospodarce olbrzy­
mie wręcz szkody, których bezpośrednią konsekwencją jest brak możliwości 
znalezienia punktu  równowagi na ścieżce długookresowego wzrostu. M ożna 
uznać to za pewne przesłanie do elit rządzących i choć nie niesie ono nowej 
treści, pokazuje jednak dosadne skutki braku odpowiedniej polityki gospodar­
czej. Konieczne są w naszym kraju wysokie nakłady inwestycyjne oraz rozsąd­
na polityka rynku pracy, prowadząca do zwiększania się zasobów pracy.
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AN EMPIRICAL STABILITY OF THE SOLOW  GROW TH M ODEL

Summary

Stability is a phenomenon that has an influence on economic modeling. We consider 
stability of one of special cases of General Solow Model. The paper contains also results of 
estimation based on data of the Polish economy.


