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O WYKORZYSTANIU METODY WAZENIA DANYCH
DO ESTYMACJI KOWARIANCJI PRZY BRAKACH
ODPOWIEDZI

Streszczenie. Metoda wazenia danych w przypadku wystapienia brakéw odpowiedzi opiera
si¢ na przypisaniu zaobserwowanym warto$ciom badanej cechy odpowiednich wag kompensuja-
cych niekompletnosé danych w probie. W niniejszym opracowaniu podjgto probe zastosowania tej
metody do estymacji ztozonego parametru populacji jakim jest kowariancja dwoch cech. Zapropo-
nowano estymatory kowariancji wykorzystujace wazenie danych. Ich wlasnosci zbadano z wyko-
rzystaniem symulacji komputerowe;.
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I. WPROWADZENIE

Niekompletnos$¢ danych w probie statystycznej jest problemem z jakim spo-
tyka si¢ organizator kazdego badania statystycznego prowadzonego na duza
skale. Jego wystapienie pociaga za soba obcigzenie oszacowan parametrow po-
pulacji oraz utratg precyzji estymacji wynikajaca ze zmniejszenia liczebnosci
proby. Wiele wysitku poswigca sie ograniczeniu tych niepozadanych efektow.
Szerokie zastosowanie znajduja tu metody estymacji wykorzystujace zwigzki
pomigdzy warto$ciami cech pomocniczych i sktonnoscia poszczegolnych jedno-
stek populacji do uczestnictwa w badaniu statystycznym. Znaczaca grupe wsrod
nich stanowia tak zwane metody wazenia danych (ang. weighting adjustment
methods), polegajace na tworzeniu oszacowan parametrow populacji bedacych
kombinacjami liniowymi wartosci cechy poprzez przypisanie obserwacjom ce-
chy zarejestrowanym w niekompletnej probie odpowiednich wag réwnowaza-
cych zaréwno fakt probkowania populacji, jak tez niekompletnos¢ obserwacji
w niej. Wagi te tworzy sie czgsto jako odwrotnosci znanych prawdopodobienstw
inkluzji i szacowanych na podstawie dostepnej informacji o wartosciach cech
pomocniczych indywidualnych prawdopodobienstw odpowiedzi. Stosunkowo
niewiele uwagi poswiecono dotychczas w literaturze przedmiotu mozliwosciom
wykorzystania tego podejscia do estymacji bardziej ztozonych parametréw po-
pulacji, nie bgdacych liniowymi kombinacjami obserwacji cechy, takich jak
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wariancja, kowariancja, czy tez wspotczynnik zmienno$ci. W niniejszym opra-
cowaniu podjeto probe wypelnienia tej luki, poprzez konstrukcje opartych
o wazenie danych estymatoréw kowariancji oraz przez zbadanie ich wlasnosci
poprzez przeprowadzenie symulacji komputerowe;.

II. ESTYMACJA WARTOSCI GLOBALNEJ

Rozwazmy skonczong populacj¢ U o rozmiarze N i pewng ceche X przyjmu-
jaca dla poszczegdlnych jednostek populacji ustalone wartosci Xy,...,xy. Celem
badania jest estymacja wartosci globalnej t(X) = z X, cechy X. Niech s ozna-

ieU
cza probe losowana z populacji U z wykorzystaniem pewnego planu losowania
p(s) charakteryzujacego si¢ prawdopodobienstwami inkluzji rz¢du pierwszego
odpowiednio réwnymi T, = Zp(s) dla ieU oraz prawdopodobienstwami in-
kluzji drugiego rzgdu odpowiednio réwnymi 7t; = Zp(s) dla i#jeU. Przyj-
$31,]
mijmy, ze wskutek wystapienia brakow odpowiedzi wartosci badanych cech
obserwowane sg jedynie w pewnym podzbiorze s; proby s. Zbidr jednostek po-
pulacji dla ktérych nie uzyskano obserwacji cechy oznaczymy symbolem s,.
Podobnie jak Cassel i inni (1983) przyjmiemy, ze brak odpowiedzi jest zjawi-
skiem losowym i kazdemu mozliwemu podzbiorowi s, proby s odpowiada pew-
ne prawdopodobienstwo jego realizacji réwne q(si|s). Warunkowy rozktad
prawdopodobienstwa q(s;|s) nazwiemy rozkladem odpowiedzi (ang. response
distribution). Okresla on prawdopodobienstwa uzyskania odpowiedzi od kazdej
i-tej jednostki populacji wynoszace p;, = Z:q(s1 |s) dla ieU oraz prawdopo-
dobienstwa rownoczesnego uzyskania odpowiedzi od i-tej i j-tej jednostki popu-
lacji wynoszace py, = Zq(s1 |s) dlai#jeU. W przypadku petnej odpowiedzi,
$131,]

a wigc wtedy gdy pys= pijs= 1 dla i,jeU nieobcigzonym estymatorem wartosci
globalnej w populacji jest statystyka zaproponowana przez Horvitza i Thompso-
na (1952). Niestety, w przeciwnym wypadku estymator ten jest obciazony a jego
obcigzenie nie maleje wraz ze wzrostem liczebnosci proby (nie jest nawet
asymptotycznie nieobcigzony) co wykazali Nargundkar i Joshi (1975). W tej
sytuacji jako oszacowanie wartosci globalnej cechy X w populacji rozwaza si¢
statystyke (por. Lessler i Kalsbeek 1992):
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Leo=X

iMi

(1)

gdzie P, oznacza oszacowanie indywidualnego prawdopodobiefistwa odpowie-
dzi p;. Mozna wykazaé, ze gdyby oszacowania p, byly bezbledne, to powyzsza
statystyka bylaby nieobcigzonym estymatorem t(X). W praktyce niestety indy-

widualne prawdopodobienstwa odpowiedzi nie sa znane i zachodzi potrzeba ich
estymacji.

III. ESTYMACJA PRAWDOPODOBIENSTW ODPOWIEDZI

W najprostszym przypadku dla oszacowania prawdopodobienstw odpowie-
dzi mozna si¢ poshuzy¢ modelem, stanowiacym, iz udzielenie lub nie udzielenie
odpowiedzi przez dowolna i-tg i j-ta sposrdd jednostek wylosowanych do proby
to niezalezne zdarzenia losowe o jednakowym prawdopodobienstwie niezalez-
nym od proby s co mozna zapisa¢ formutami:

Y P =P; )
2
i,;ZU Piis = Pis " Pjs =P 3)

Estymator najwigckszej wiarogodnosci parametru p przyjmuje postac:

R 1 1
Punt =§zn_ “4)

W konsekwencji otrzymujemy estymator wartosci globalnej t(X) w postaci:

() =Y — (5)

ies, TP uNT

Bethlehem (1988) wykazal, ze przyblizone obciazenie tego estymatora wy-
znaczone poprzez rozwinigcie go w szereg Taylora z doktadno$cia do wyrazow
pierwszego rzgdu jest proporcjonalne do kowariancji pomigdzy prawdopodo-
bienstwami odpowiedzi i warto§ciami cechy badanej a ponadto wyznaczyt jego
przyblizong wariancjg.

Inny sposob konstrukcji oszacowan indywidualnych prawdopodobienstw
odpowiedzi opiera si¢ na wykorzystaniu zaleznosci pomigedzy wartosciami cech
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pomocniczych obserwowanymi w catej probie s, oraz prawdopodobienstwami
odpowiedzi. Moga one okazac si¢ przydatne do wyznaczenia doktadniejszych
oszacowan indywidualnych prawdopodobienstw odpowiedzi. W tym celu przy-
datny bedzie model regresji logistycznej (por np. Cassel i inni 1983), opisywany
formuta:

P (By.B;) = (1 +exp(B, +Blzi))_l (6)

gdzie zj,...,zy oznaczaja warto$ci pewnej cechy pomocniczej obserwowanej
w catej probie s, natomiast B i B; to nieznane parametry. Oceny B, i 3, tych

parametréw mozna uzyska¢ maksymalizujac funkcje wiarogodnosci (por. np.
Thiel 1979):

L(BmBl):Hpi(BOaB1)'H(1_pi(BO>B1)) (7)

ies, ies,

Rozwiazanie tak postawionego problemu mozna uzyskaé¢ z wykorzystaniem
metod iteracyjnych. W niniejszej pracy zastosowano do tego celu metod¢ naj-
WleSZCgO spadku Rosena (1969). Wykorzystujac uzyskane w ten sposob osza-

cowania [30 i Bl mozna skonstruowac¢ estymator indywidualnego prawdopodo-

bienstwa odpowiedzi p; w postaci:

Pirog = (1+ eXP(ﬁo + ﬁlzi))il 3

Stad estymator wartosci globalnej t(X) przyjmuje postac:

toa(X) = Z

ies, lplLOG

)

W pewnych sytuacjach wykorzystanie metod parametrycznych do szacowa-
nia indywidualnych prawdopodobienstw odpowiedzi napotyka trudnosci. Dzieje
si¢ tak wtedy gdy brak jest przestanek mogacych uzasadni¢ wybdr postaci mode-
lu i gdy zachodzi niebezpieczenstwo nietrafnej jego specyfikacji. Do szacowania
prawdopodobienstw odpowiedzi mozna wtedy wykorzysta¢ metody nieparame-
tryczne, a w szczegdlnosci estymatory jadrowe (por. np. Kulczycki (2005)), nie
wymagajace jawnego okreslania analitycznej postaci zaleznosci pomiedzy ce-
chami pomocniczymi i prawdopodobienstwami odpowiedzi. W niniejszym arty-
kule wykorzystano rozwazany wczesniej przez Giommiego (1987), estymator
jadrowy:
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Pikrn zexp[ J/Zexp[ i ) J (10)

gdzie stata h okreslana jest zwykle mianem parametru wygladzania lub szeroko-
$ci pasma (ang. bandwidth). Okresla ona z jednej strony czulo$¢ metody na lo-
kalne anomalie rozktadu prawdopodobienistwa odpowiedzi, a z drugiej strony
zréznicowanie uzyskiwanych ocen tego prawdopodobienstwa. Zwigkszenie war-
tosci h oznacza zatem zwiekszenie wariancji oszacowan wzgledem obciazenia,
a zmniejszenie skutkuje zmniejszeniem obcigzenia kosztem wzrostu wariancji.
Na potrzeby niniejszego artykulu przyjeto arbitralnie, ze h=1. W rezultacie
otrzymujemy kolejny estymator wartosci globalnej t(X) w postaci:

%KRN (X)= Z

ies, TiPikrN

(11)

IV. ESTYMACJA KOWARIANCJI

Rozwazmy dwie cechy X i Y przyjmujace w skonczonej populacji U odpo-
wiednio wartosci Xi,...,Xy Oraz yi,...,yn. Kowariancje cech X i Y mozna zapisaé
za pomocg formuty:

C(X, Y)—ﬁ (X ——ZX j[yl ——Zylj (12)

1eU ieU

Dla potrzeb estymacji parametru C(X,Y) w sytuacji gdy w badaniu staty-
stycznym wystgpuja braki odpowiedzi zapiszemy powyzsze wyrazenie W row-
nowaznej postaci:

C(X,Y)= ﬁ(Nlt(XY) ~N2t(X)t(Y)) (13)

gdzie t(X) = in , t(Y)= z y; oraz t(XY)= Z X,y; . W przypadku pehne;j
ieU ieU ieU

odpowiedzi jednym z powszechnie znanych sposobdw estymacji parametru

C(X.,Y) jest zastapienie nieznanych wartosci globalnych t(X), t(Y), t(XY) odpo-

wiednimi estymatorami Horvitza-Thompsona (por. np. Sérndal et al 1992).

W przypadku braku odpowiedzi estymator Horvitza-Thompsona nie jest jednak
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nawet asymptotycznie nieobcigzony, wskutek czego rowniez estymator kowa-
riancji bedzie si¢ charakteryzowal obciazeniem nie malejacym do zera wraz ze
wzrostem liczebnosci préby. Dlatego tez, w miejsce statystyk Horvitza-
Thompsona wykorzystamy omawiane wyzej estymatory wykorzystujace waze-
nie danych. Rozwazmy zatem nastgpujace trzy estymatory kowariancji:

Con (V) = (N (XY =Ny (O (V) (19
Cro0 (X V) = (N g (XY =N (Ol (V) (19)

CKRN<X,Y)=ﬁ(N1EKRN<XY>—NZ%KRN(X)fKRNW» (16)

gdzie statystyki EUNI (X), fUNI (Y) i EUNI (XY) sa odpowiednio estymatorami
wartosci globalnych t(X), t(Y) i t(XY) wyznaczanymi zgodnie z wzorem (5),
statystyki ELOG (X), ELOG (Y) i fLOG (XY) sa odpowiednio ich estymatorami

wyznaczanymi z wykorzystaniem wzoru (9), natomiast statystyki fKRN (X),
EKRN (Y) i fKRN (XY) sa odpowiednio ich estymatorami wyznaczanymi z wy-

korzystaniem wzoru (11).
VI. WYNIKI EKSPERYMENTOW SYMULACYJNYCH

Celem eksperymentéw symulacyjnych byto zbadanie wiasnosci stocha-
stycznych zaproponowanych strategii estymacji. W badaniach wykorzystano
dane uzyskane podczas spisu rolnego przeprowadzonego w roku 1996 w wybra-
nych gminach powiatu Dabrowa Tarnowska (gminy: Bolestaw, Greboszoéw
1 Radgoszcz). Dotyczyly one 2420 gospodarstw, ktore w symulacjach reprezen-
towaty badang populacje. Wykorzystano trzy obserwowane zmienne: sprzedaz
ogdlem gospodarstwa (X), pogtowie bydta (Y) i powierzchni¢ gospodarstwa (Z).
Szacowano kowariancje cech X 1 Y w populacji z wykorzystaniem cechy Z jako
pomocniczej dla celéw estymacji prawdopodobienstw odpowiedzi. Przyjeto, ze
prawdopodobienstwa te okreslone sg formuta (6) przy czym wartosci parame-
trow Bo 1 B1 przyjeto w kazdym eksperymencie arbitralnie. Przeprowadzono trzy
eksperymenty symulacyjne. W kazdym z nich przeprowadzono 10000-krotna
symulacje losowania dla liczebnosci proby n=40,80,...200.



O wykorzystaniu metody wazenia danych do estymacji kowariancji. .. 121

W pierwszym eksperymencie zbadano wtasnosci proponowanych estyma-
toréw w sytuacji gdy Bo=P;=0. Do porownania dokladnosci wykorzystano
wzgledny wskaznik efektywnosci, obliczany jako stosunek s$redniego bledu
kwadratowego danego estymatora, do $redniego btgdu kwadratowego estymato-

ra CUNI (X,Y). Wzgledne wskazniki efektywnos$ci estymatorow, ich obciazenia
oraz udzialy obciazen w MSE przedstawiono odpowiednio na rys. 1., 2. i 3. Es-
tymatory éUN] (X,Y) i CLOG (X,Y) cechuja si¢ zblizona doktadnos$cia. Esty-
mator éKRN (X,Y) jest doktadniejszy od dwdch pozostatych. Obciazenie es-
tymatorow jest ujemne. Jego warto$¢ bezwzgledna maleje wraz ze wzrostem
rozmiaru proby. Obcigzenie estymatorow CUNI (X,Y) oraz CLOG (X,Y) jest

kilkukrotnie mniejsze niz estymatora C wrn (X, Y), zwlaszeza dla duzych prob.
Udziat obcigzenia w MSE nie przekracza 1% dla CUNI (X,Y) oraz
CLOG (X,Y) oraz 2,5% dla éKRN (X,Y) awigc jest znikomy.

1,2
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08 s—7° ==t
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n

Rys. 1. Zalezno$¢ wzglednego wskaznika efektywnosci (eff) estymatorow kowariancji
od liczebnosci n proby s dla $,=0, ;=0
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Rys 2. Zaleznos¢ obciazenia (B) estymatorow kowariancji od liczebnosci n préby s dla =0,
oraz ;=0
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Rys 3. Zaleznos¢ udzialu (B*2/MSE) obcigzenia w $rednim btgdzie kwadratowym estymatorow
kowariancji od liczebnosci n proby s dla f,=0, ;=0

W drugim eksperymencie zbadano wlasnosci proponowanych estymatorow
kowariancji w sytuacji gdy ,=0 oraz ;= -1. Wzgledne wskazniki efektywnosci
estymatordw, ich obciazenia oraz udziat obciazen w MSE przedstawiono na rys.

4. 5.1 6. Estymatory CLOG (X,Y) oraz éKRN(X, Y) sa doktadniejsze od esty-
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matora CUNI (X,Y) w sensie sredniego btedu kwadratowego a ich przewaga

wzrasta wraz z rozmiarem proby. Obciazenie estymatora éLOG (X,Y) pozostaje
ujemne dla wszystkich badanych rozmiarow proby i co do wartosci bezwzgled-
nej maleje wraz z n. Estymator C\ (X,Y) charakteryzuje si¢ wyraznie wigk-

szym co do modutu, dodatnim obcigzeniem ktére wraz ze wzrostem n zmienia
si¢ minimalnie i raczej nieregularnie — jego zmiany trudno interpretowa¢ jako
wyrazng tendencje. Najwigksze co do warto$ci bezwzglednej, dodatnie obciaze-

nie zarejestrowano dla estymatora C,(X,Y). Wrasta ono wraz ze zwigksze-
niem n. Udzial obciazenia w MSE dla estymatora C,,;(X,Y) nie przekracza
1% i maleje wraz ze wzrostem n. Dla estymatora C .\ (X,Y) rosnie wraz ze

wzrostem n, utrzymujac si¢ w przedziale <1%, 5%>. Dla estymatora
Cuni (X, Y) szybko rosnie przekraczajac 35% dla n=200.

0,7
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0 . . . . .
40 80 120 160 200
n

Rys. 4. Zalezno$¢ wzglednego wskaznika efektywnosci (eff) estymatorow kowariancji
od liczebnosci n proby s dla By=0, f;=-1
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Rys 5. Zaleznos¢ obciazenia (B) estymatorow kowariancji od liczebnosci n préby s dla =0,

oraz f3;=-1
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Rys 6. Zaleznos¢ udzialu (B"2/MSE) obcigzenia w $rednim btedzie kwadratowym estymatorow
kowariancji od liczebnosci n préby s dla By=0, f,=-1

W trzecim eksperymencie zbadano wtasnosci proponowanych estymato-
row kowariancji w sytuacji gdy B¢=0 oraz f;=1. Wzgledne wskazniki efektyw-
no$ci estymatorow, ich obciazenia oraz udzialy obciazenia w MSE przedsta-
wiono odpowiednio na rys. 7, 8 oraz 9. Wzgledny wskaznik efektywnosci esty-

matora C, ;(X,Y) przyjmuje warto$ci znacznie wigksze od jedno$ci co ozna-
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cza ze estymator ten jest znacznie mniej doktadny od CUNI (X,Y). Wzgledny

wskaznik efektywnosci estymatora CKRN (X,Y) utrzymuje si¢ w przedziale
<0.92; 0.69> co oznacza ze estymator ten jest bardziej doktadny od estymatora
Cuna(X,Y), a przewaga w doktadnosci ro$nie wraz ze wzrostem rozmiaru pro-

by. Obciazenie wszystkich estymatorow jest w tym eksperymencie ujemne
i maleje co do modutu wraz ze wzrostem n. Najmniejsze wartosci bezwzgledne
a zarazem najszybszy spadek obcigzenia wraz z n zaobserwowano dla estymato-

ra CLOG (X,Y). Najwigksze warto$ci bezwzgledne obciazenia i jego najwol-
niejszy spadek zaobserwowano dla estymatora éUNI (X,Y). Tak wigc, estyma-
tor o najwigkszym $rednim bedzie kwadratowym charakteryzuje si¢ najmniej-
szym obciazeniem. Udzial obciazenia estymatora C,,;(X,Y) w jego $rednim

btedzie kwadratowym jest pomijalnie maly, i nie przekracza 4%. Dla pozosta-
tych estymatorow udzial ten wynosi od czterdziestu do dziewigédziesigciu pro-
cent i wzrasta wraz ze zwigkszaniem rozmiaru proby.

25
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Rys. 7. Zalezno$¢ wzglednego wskaznika efektywnosci (eff) od n dla B,=0, p,=1
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Rys 8. Zaleznos¢ obcigzenia (B) estymatoréw od liczebnosci n proby s dla By=0, oraz ;=1
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Rys 9. Zaleznos¢ udziatu (B*2/MSE) obciazenia w srednim btedzie kwadratowym estymatorow od
liczebnosci n proby s dla By=0, ;=1

V. PODSUMOWANIE

Wyniki symulacji wskazuja, ze wykorzystanie dostgpnych informacji o war-
tosciach cech pomocniczych moze w istotny sposdb poprawi¢ wlasnosci stocha-
styczne estymatorow kowariancji. Zarazem jednak trudno wsrdod badanych es-
tymatoréw wskazac taki, ktdry bylby lepszy od pozostatych pod kazdym wzgle-
dem. Z punktu widzenia obciazenia zdecydowanie najkorzystniej prezentuje si¢
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estymator oparty o model logistyczny. Jednak jego doktadno$¢ mierzona bledem
sredniokwadratowym zalezy wyraznie od rozktadu odpowiedzi, i w sytuacji gdy
sktonnos¢ respondentéw do odpowiedzi jest negatywnie skorelowana z badany-
mi cechami jest ona bardzo niska. Gdy mozna oczekiwaé wystepowania takich
zaleznosci godnym polecenia wydaje si¢ estymator kowariancji skonstruowany
z wykorzystaniem estymacji jadrowej. Uzyskane wyniki uzasadniajq dalsze ba-
danie tych strategii estymacji z wykorzystaniem metod analitycznych, oraz roz-
szerzenie dociekan na inne parametry populacji dajace si¢ przedstawié¢ jako
funkcje wartosci globalnych.
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Wojciech Gamrot

ON THE USE OF WEIGHTING ADJUSTMENTS TO ESTIMATE THE FINITE
POPULATION COVARIANCE UNDER NONRESPONSE

Abstract

The weighting adjustment method associates some weight compensating for sample nonre-
spondents with each responding unit. These weights are usually constructed as reciprocals of
individual response probabilities, estimated on the basis of available auxiliary information. In this
paper an attempt is made to apply the weighting adjustment method to estimate the complex popu-
lation parameter, namely the covariance between two population characteristics. A weighting
adjustment estimator is proposed. Its properties are examined in a simulation study.



