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WYBRANE METODY SZACOWANIA STAWEK
SKEADKI NETTO W UBEZPIECZENIACH
KOMUNIKACYJNYCH OC

Streszczenie. Podstawa dziatalnosci ubezpieczeniowej jest prawidtowe szacowanie skladek
ubezpieczeniowych. Skladki powinny by¢ tak oszacowane, aby towarzystwo nie ponosito strat
finansowych, natomiast ubezpieczony nie ptacit za duzo lub za mato.

W pracy przedstawiono dwie metody estymacji stawek sktadki dla sktadek netto wyznacza-
nych metoda zerowej uzytecznosci. W pierwszej metodzie do szacowania stawek sktadki wyko-
rzystano estymatory bayesowskie. W metodzie drugiej stawki sktadki oszacowano maksymalizu-
jac funkcje uzytecznosci, ktorej argumentem jest réznica miedzy sktadka i parametrem szkodowo-
$ci, przy warunku zachowania réwnowagi finansowej ubezpieczyciela. Badanie przeprowadzono
na danych rzeczywistych, pochodzacych z t16dzkiego towarzystwa ubezpieczeniowego.

Stowa kluczowe: stawka sktadki, system bonus-malus, estymacja bayesowska.

1. WSTEP

W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC klasyfikacja ubezpieczonych do
grup taryfowych odbywa si¢ na podstawie czynnikow a priori (obserwowalnych
czynnikow ryzyka takich, jak na przyktad rodzaj i rok produkcji samochodu,
pojemnos¢ silnika, wiek i pte¢ kierowcy) oraz czynnikow a posteriori (historia
szkodowosci kierowcy). Dlatego sktadki w ubezpieczeniach komunikacyjnych
OC sa wyznaczane w dwoch etapach. Pierwszy to obliczenie sktadki podstawo-
wej na podstawie czynnikow a priori, drugi etap to taryfikacja a posteriori (por.
Lemaire (1995)).

W pracy skoncentrujemy si¢ na drugim etapie nazywanym systemem bonus-
malus.

Systemem bonus-malus bgdziemy nazywa¢ metody wyznaczania indywidu-
alnych sktadek, uwzgledniajace liczbe szkod spowodowanych przez kierowce
w przesztosci. W kazdym systemie bonus-malus musi by¢ ustalona klasa starto-
wa, do ktérej trafiaja ubezpieczeni bez historii szkodowosci, wektor stawek
sktadki podstawowej oraz zasady przejs¢ migdzy klasami.

Roczna sktadka netto jest wyznaczana jako iloczyn sktadki podstawowej
obowiazujacej w klasie taryfowej (taryfikacja a priori) oraz wspolczynnika, be-
dacego szacowana procentowa stawka sktadki.
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W pracy nie uwzglednia si¢ dodatkowych zwyzek i znizek, charakterystycz-
nych dla poszczegolnych ubezpieczycieli.

W ubezpieczeniach komunikacyjnych zaktada sig, ze liczba szkdéd K w jed-
norodnym portfelu jest zmienna losowa o rozktadzie Poissona postaci

k
P(K:k):eﬂ%,(lpo, 1,2,..) (1)

gdzie A nazywamy parametrem intensywnosci szkod (por.Hossack (1999)).

Jezeli portfel jest niejednorodny, to parametr intensywnosci szkéd A jest
zmienng losowa o rozkladzie gamma z parametrami a i f , o funkcji gestosci
postaci

Y o P qo

J(A)= r@)

, a>0,>0,1>0 (2)
przy czym A = EA :% i DA :% . Wowczas liczba szkod w portfelu ma

rozktad ujemny dwumianowy postaci

ey [(kra=y g Y1)
pk_P(K_k)_[ L j[HﬂJ [HﬂJ, k=0,L,. 3)

Estymatory parametréw o i f, wyznaczone metoda momentow (por. Doman-
ski, Pruska(2000)) sa postaci:

k . k _ )

p S;—k S;—k

W ubezpieczeniowym systemie bonus-malus wyznacza si¢ sktadke a priori,
a nastepnie uwzglednia si¢ indywidualny parametr ryzyka nazywany stawka
sktadki (por. Lemaire (1995)). W pracy do wyznaczania indywidualnych para-
metrow ryzyka zastosowano dwie metody: metode I- wykorzystujaca estymatory
bayesowskie oraz metode II- Ferreiry.
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II. SZACOWANIE STAWEK SKLADKI ZA POMOCA METODY 1

Niech K bedzie zmienna losowa oznaczajaca liczbg szkod w roku j dla danej
polisy; (ki, ky,...,k;) wektorem obserwacji liczby szkod przez ¢ lat dla danej poli-
sy; F(4) bedzie dystrybuanta zmiennej losowej 4; A4,,,(k,k,,....k,) bedzie nie-
znanym parametrem szkodowosci w roku #+1 dla polisy opisanej wektorem ob-
serwacji (ky, k,....k;).

Nieznany parametr 4,,,(k,,k,,...,k,) mozna oszacowa¢ za pomoca estymato-
ra bayesowskiego na podstawie wektora obserwacji (ki, k,....k). Jezeli funkcja
straty jest kwadratowa to estymator bayesowski parametru A jest warunkowa
wartoscig oczekiwana rozktadu a posteriori i ma postaé

Ao ks k) = Ey[A ks k1 = [2dF (A, 0k, (5)
0

gdzie F (ﬂ,|k1 ,--.»k,) jest dystrybuanta warunkowa zmiennej losowej 4 przy zaob-
serwowanych warto$ciach (ky, ka,...,k;).
Zatozmy, ze rozklad liczby szkdd w portfelu jest ujemny dwumianowy. Pa-
rametr intensywnosci szkod A ma rozktad a priori gamma z parametrami o 1 f.
Z twierdzenia Bayes’a

X pre 7 dA

’ [(e)

[16,)
. kl,mkt):mP(kl,...ktM)dF(/%) s J m
IP(kl,...kt|/I)dF(/1) A [t temigy
0

1

[Tk, ?
J=1
~ Jera-l (P2 4o _/}ozl&-le-m

Dj‘ﬂvk+a—le—(t+ﬂ)id2 l—‘(0’2)
0

d (6)

Zatem rozktad a posteriori parametru A jest rozktadem gamma z parame-
trami @ =a +k oraz B =B +t.
Estymator bayesowski parametru A ma posta¢

a a+k
ﬂ“Hl(kls“"kz):E: ﬂ+l (7)
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Parametry a i f mozna wyznaczy¢ ze wzoru (4).
W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC indywidualna sktadka netto
w okresie #+1 wynosi:

P (kj,...k))=EX-EA-b,, (k,..k,) )]

gdzie P, (ki,...,k,) -indywidualna sktadka netto w okresie #+1, (EX)-warto$¢
oczekiwana pojedynczej szkody , (EA)-warto$¢ oczekiwana liczby szkdd,
b,.,(k,,...,k,) -stawka szacowanej sktadki.

Przyjmijmy, ze (EX) =1 oraz (EA) = %. Wowczas rownanie (8) ma postaé

a
B (ke ky) =z-b,+1(k1,...,k,) ()]

Stad kierowca, ktory po ¢ latach zglosit £ szkod, powinien placic¢ stawke sza-
cowanej sktadki rowna

bt+1(k19""kt) =

R ™

P (k..o k,)-100% (10)

Do szacowania indywidualnej sktadki netto zastosujemy zasadg zerowej
uzytecznosci.

Zasada zerowej uzytecznos$ci opiera si¢ na zatozeniu, ze oczekiwana uzy-
teczno$¢ zarobku ubezpieczyciela, gdy ryzyko A zostanie ubezpieczone za cene
P, rowna si¢ uzytecznosci poczatkowej rezerwy R ubezpieczyciela, czyli
u(Ry=E[u(R+P-2)].

Niech funkcja u(1) bedzie wyktadnicza funkcjq uzytecznosci postaci

u(i)z%(l—ed) 1)

gdzie ¢>0 jest parametrem okreslajacym awersje do ryzyka towarzystwa ubez-
pieczeniowego. Im wigksza jest awersja, tym wigksza jest sktadka. Jezeli funk-
cja uzytecznosci ma postac okreslong wzorem (11), to sktadka netto wynosi

P=Linm, () (12)
C

gdzie M, (c) = Ee* jest funkcja tworzaca momenty zmiennej losowej A.
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W przypadku ujemnego dwumianowego rozkladu liczby szkéd w portfelu
sktadka netto wynosi

o) e

| = I
p_zm!MAdﬂ%M—;mJe M)
(13)
:%h{l-éﬂ‘l} dia fi>e -1

Uwzgledniajac, ze & =a+k oraz ,é = [ +t, szacowana wedlug zasady
uzytecznosci indywidualna sktadka netto wynosi

Inf1-¢ -1
t+p
Na podstawie rownan (10) i (14) stawka szacowanej w systemie bonus- ma-
lus sktadki kierowcy, ktory po ¢ latach zglosit k szkod, wynosi

ln[l—ec_lj
t+p

1. SZACOWANIE STAWEK SKEADKI ZA POMOCA METODY 11

a+k
Pt+1(k1’--->kz) =

(14)

C

a+k
by Chprork) =2

-100% (15)
o C

Metoda ta jest oparta na wyktadniczej funkcji uzytecznosci i zatozeniu, ze
ubezpieczyciel ma awersj¢ do karania nadmiernymi sktadkami wszystkich kie-
rowcow w danej grupie portfela. Uwaza, Ze przeszacowana stawka sktadki jest
wiekszym biedem niz niedoszacowana stawka sktadki pod warunkiem, ze row-
nowaga finansowa ubezpieczyciela zostanie zachowana. Stawki sktadki szacuje
wigc maksymalizujac funkcj¢ uzytecznosci, ktorej argumentem jest réznica mig-
dzy sktadka i1 parametrem szkodowosci, przy warunku zachowania réwnowagi
finansowe;.

Niech dla danego ¢ liczba m+1 oznacza liczbg grup taryfowych w portfelu
(k=0,...,m); N, oznacza laczna liczbg roszczen w k-tej grupie taryfowej; N —

laczng sume¢ roszczen w portfelu, czyli N = ZNk. Oznaczmy przez
k=0

oy =P, (k,,....,k,) indywidualna sktadke netto w okresie #+1.
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Metoda II opiera si¢ na wyznaczeniu przysztych sktadek netto p; jako mak-
simum funkcji

1 & %l —e(a-
Z(p) =— 3N, [Hi-e I r (A k,) (16)
Nk:O OC
przy warunku
_ 1=
A=—>»N, 17
N;; Pk (17)

gdzie ¢ jest parametrem wyrazajacym awersje do ryzyka ubezpieczyciela.
Wykorzystujac funkcje Lagrange’a

L(p,a)= %éNk E[l - e“’“‘”)]dF(/1|k1,...,k,)+ a(%éNk -1 J (18)
= -

otrzymujemy
oL 1 & -
oa NkZ::,) Pk (19)
L 0oL, e dF (il k )= 2N, k=0,.m  (20)
Pk N N

Niech M(x) oznacza funkcj¢ tworzaca momenty rozktadu a posteriori para-
metru 4, okreslong wzorem

M (x)= Dj'e“dF(/qkl,...,k,) 1)
0

Uwzgledniajac wzory (20) i (21) mamy
M, (—c)=e T (22)

Wyznaczajac p; z rdbwnania (22) otrzymujemy indywidualng sktadke netto w
okresie #+1
1
pi=~(lna~InM,(-c)) (23)

C
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Uwzgledniajac wzory (10) 1 (23) stawka szacowanej sktadki metoda II wynosi

b, Ky k) = g%(lna —In M, (~¢))100% (24)

W przypadku ujemnego dwumianowego rozktadu liczby szkéd w portfelu
stawka szacowanej metoda I sktadki wynosi

bm(kl,...,k,):ﬁl 1n(a+k)+(a+,6’)1n(l— ¢ _IJ 100% (25)
ac p+t
IV. ZASTOSOWANIA

Przedstawione metody zastosowano do wyznaczania szacowanej stawki
sktadki na podstawie danych dotyczacych historii szkodowosci, pochodzacych
z towarzystwa ubezpieczeniowego dziatajacego na tédzkim rynku.

W tablicach 1 i 2 oszacowano stawki sktadek metoda I (uzywajac wzoru
(15)) oraz metoda II (uzywajac wzoru (25)). Parametry a i f rozkladu intensyw-
nos$ci szkod A oszacowano za pomoca wzoru (4).

Tablica 1. Stawki sktadki (w %) szacowane metoda I (M I) oraz metoda II (M II) dla ¢=0,4.

k 0 1 2 3 i wiecej
t MI MII MI MII MI MII MI MII
0 100 100
1 95 99 121 113 148 125 174 135
2 90 98 115 112 141 124 166 134
3 86 97 110 111 134 123 158 133
4 82 96 105 111 128 122 151 132

Zrédlo: Obliczenia wiasne.

Tablica 2. Stawki sktadki (w %) szacowane metoda I (M I) oraz metoda II (M II) dla c=1,65.

k 0 1 2 3 i wigcej
t MI MII MI MII MI MII MI MII
0 100 100
1 94 98 121 109 147 118 173 125
2 89 96 114 107 139 116 164 123
3 85 94 108 105 132 114 155 122
4 81 93 103 104 125 113 148 120

Zrodto: Obliczenia whasne.
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V. WNIOSKI

Szacowane stawki sktadki podstawowej rdznia si¢ znacznie. Metoda I jest
krytykowana, poniewaz wraz ze wzrostem k i ¢ coraz bardziej przeszacowuje
sktadki. Ma réwniez ograniczenia dotyczace parametru c. Metoda II zaburza
symetri¢ migdzy nadptata i niedoptata. Obciaza kierowcdw calego portfela nie-
wiele wyzszymi sktadkami, nie obciazajac tak dotkliwie kierowcow w klasach
o duzej liczbie szkdd k.
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Anna Szymanska

CHOSEN METHODS OF ESTIMATING NET PREMIUMS
IN CIVIL RESPONSIBILITY CAR INSURANCE

Abstract

The foundation of insurance activity is the correct estimation of insurance premiums. The
premiums should be estimated so that the insuring company would not incur losses and the insured
would not pay too much or too little.

In the paper two methods of estimating rates of premiums for net premiums defined by zero-
utility method are presented. In the first method to estimating premiums bayes estimators are used.
In the second method rates of premium are estimated by maximum utility function whose argu-
ment is difference between the premium and the parameter of damage with the condition to pre-
serve insurer’s finance balance. The investigation was carried on real data from a £6dZ insurance
company.



