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Streszczenie. W pracy zostang zaprezentowane najlepsze liniowe nieobcigzone predyktory
(ang. Best Linear Unbiased Predictors — BLUP) i empiryczne najlepsze liniowe nieobcigzone
predyktory (ang. Empirical Best Linear Unbiased Predictors — EBLUP), ich btedy sredniokwadra-
towe (ang. Mean Squared Errors — MSE) oraz estymatory MSE dla modelu Faya-Herriota (Fay,
Herriot (1979)). Model ten nalezy do klasy ogoélnych mieszanych modeli liniowych typu A, co
oznacza, ze jest on zakladany dla wartosci estymatorow bezposrednich charakterystyk
w domenach. Ponadto przyjmuje si¢, ze wartosci wariancji estymatoréw bezposrednich sg znane.
W artykule bedzie analizowany symulacyjnie z wykorzystaniem rzeczywistych danych wplyw
zastapienia nieznanych wariancji estymatoréw bezposrednich ich nieobciagzonymi estymatorami
i estymatorami otrzymanymi przy wykorzystaniu ogdlnych funkcji wariancji na obcigzenia predyk-
torow, warto§¢ MSE oraz obcigzenia estymatorow MSE. Ponadto bedzie uwzgledniony problem nie-
spelienia zalozen o normalnosci rozktadu sktadnikéw losowych specyficznych dla domen. Analiza
symulacyjna zostanie przeprowadzona w oparciu o dane dotyczace 8624 gospodarstw rolnych z powiatu
Dabrowa Tarmowska, ktore zostaty uzyskane w spisie rolnym w 1996 roku.

Stowa kluczowe: BLUP, EBLUP, model Faya-Herriota, estymatory MSE.

I. PODSTAWOWE OZNACZENIA

Populacja N-clementowa oznaczana przez € dzieli si¢ na D rozlacznych
podpopulacji €, (d=l,...,D) nazywanych dziedzinami badania lub domenami
o liczebnosciach N, (d=1....D) kazda. Z populacji wybierana jest (losowo lub
celowo) proba s o liczebnosci n. Czg$¢ wspolna d-tej domeny i proby bedzie
oznaczana przez s, = s M€, aliczebnos¢ tego zbioru przez n,. Zbidr elemen-
tow d-tej domeny, ktére nie znalazly si¢ w probie, bedzie oznaczany przez
Q,, =Q, —s, aliczebno$¢ tego zbioru przez N,, = N, —n, . Srednia warto$¢
badanej zmiennej w d-tej domenie oznacza bedzie przez 1, a wartos¢ globalna

badanej zmiennej w d-tej domenie przez 8, = N, .

* Dr, Katedra Statystyki, Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach.
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II. MODEL NADPOPULACJI

W pracy bedzie analizowany model Faya-Herriota, ktory skrotowo bedzie-
my oznacza¢ przez F-H (Fay, Herriot (1979)). Nalezy on do klasy modeli typu A
(zob. Rao (2003)), co oznacza, ze jest zaktadany dla wartosci estymatorow bez-
posrednich charakterystyk w domenach. Dodajmy, Zze modele typu B (Rao
(2003)) zaktadane sa dla zmiennych losowych, ktérych realizacjami sa wartosci
badanej zmiennej. Odnos$nie wartosci bezposredniego estymatora Sredniej

w domenie, oznaczanego przez fi,, zakladamy, ze
Hy=p,+e, (1)

gdzie u, = X§B+vd jest Srednia w domenie, X, wektorem warto$ci
p-zmiennych dodatkowych w d-tej domenie, B wektorem p nieznanych parame-
trow, e, jest bledem wynikajacym z planu losowania oraz e, i v, (d=1,...,D) sa
iid iid
niezalezne, przy czym e, ~N(0,W,) i v,~N(0,4) i przyjmuje si¢, ze wa-
riancje W, sa znane. Podkreslmy, ze zaprezentowany model jest szczegdlnym
przypadkiem nastepujacych modeli: ogdélnego modelu liniowego, ogdlnego mie-
szanego modelu liniowego oraz ogdlnego mieszanego modelu nadpopulacji
z blokowo-diagonalng macierza wariancji i kowariancji, przy czym zamiast

zmiennych losowych Y, (i=1,...,N) mamy /1, (¢=1,...,.D) oraz Vialy=1.

II1. NAJLEPSZY LINIOWY NIEOBCIAZONY PREDYKTOR

Dla znanego 4 i bez koniecznos$ci zatozen normalnosci rozktadéw sktadni-
kéw losowych, predyktor typu BLU sredniej w d-tej domenie oraz jego MSE
dane sa wzorami (Datta, Rao, Smith (2005), Datta, Lahiri (2000), Lahiri, Rao
(1995), Prasad, Rao (1990)):

2 = iy~ B, (4) i1, ~ x1B) @)

gdzie
B, (A=W, (4+W,)" 3)
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-1

0 _ - Bd(A) T S Bd(A) ~
p= (; W, dedj [; W, Xd/ud] (4)
MSE, (") = g1y (A) + g5, (4) (5)

gdzie
g (A) =AW, (A+W, )_1 (6)
b -1

2,,(A) =W (A+W,) X, (Z(A +W,)" xuxi] X, (7)

Stad, przy znanych liczebnosciach domen N, predyktor typu BLU wartosci

ABLUP __ ~ BLUP
0, =N,

globalnej 1 jego MSE dla modelu F-H dane sa wzorami:
i MSE{:(éfLUP):NdzMSEf(,&fLUP), gdzie ;""" dane jest wzorem (2),

a MSE P (,[tpr) dane jest wzorem (5). Dodajmy, ze prezentowane wyniki sa

przypadkami szczegolnymi twierdzenia Hendersona (1950).
IV. ESTYMACJA PARAMETROW MODELU NADPOPULACJI

Przy wyprowadzeniu postaci predyktora typu BLU zaktada sig, ze parametr
A modelu nadpopulacji jest znany. W praktyce jest on szacowany na podstawie
danych z proby. Ponizej przedstawione zostana wykorzystywane w praktyce
metody estymacji tego parametru.

Pierwszymi dwoma metodami szacowania parametru 4 s metody najwiek-
szej wiarygodnosci (ang. Maximum Likelihood) 1 metody najwigkszej wiarygod-
nosci z ograniczeniami (ang. Restricted Maximum Likelihood). Estymatory pa-
rametru 4 otrzymane tymi metodami przy zalozeniu normalno$ci rozkladu

zmiennych losowych oznacza¢ bedziemy odpowiednio przez A,, oraz A, .
Poniewaz rozwazany model nadpopulacji jest szczegolnym przypadkiem ogol-
nego modelu liniowego, mozna zastosowa¢ znane w literaturze procedury np.
Rao (2003) s. 100-102. Dodajmy, ze do iteracyjnego rozwigzania rownan nieli-
niowych, ktore pojawiaja si¢ w obu metodach, zostanie wykorzystany algorytm
wyrownujacy (ang. scoring algorithm), ktory jest rowniez prezentowany
w pracy Rao (2003) s. 100. Datta, Rao i Smith (2005) zwracaja uwage, ze w ich
rozwazaniach symulacyjnych algorytm ten charakteryzuje si¢ lepszymi wtasno-
$ciami niz algorytmy EM i Newtona-Raphsona. Algorytm ten rézni si¢ od meto-
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dy Newtona-Raphsona wylacznie uwzglednieniem zamiast hesjanu logarytmu
funkcji wiarygodno$ci wartosci oczekiwanej tej macierzy. Taka modyfikacja
zmnigjsza czas wykonywania jednej iteracji, ze wzgledu na prostsza formg war-
tosci oczekiwanej hesjanu w porownaniu z hesjanem, cho¢ liczba iteracji moze
wzrosnac.

Oprocz estymacji parametru 4 wspomnianymi dwoma metodami bedzie

By

rowniez rozwazana metoda Faya-Herriota (1979). Estymator A4,, parametru
A otrzymuje si¢ jako otrzymane w sposob iteracyjny rozwigzanie rownania:

L V(A Y -1=0 (8)
D-p

D
gdzie Y'Q(A)Y = Z(Wd +A4)" (i, —)c§|3)2 , B jest dane wzorem (4), p jest
d=1
liczbg parametrow wektora . Ponadto rozwazany bedzie estymator parametru
A uzyskany metoda zaproponowang przez Prasada-Rao (1990), ktory obliczany

jest ze wzoru max(0, /AlPR) gdzie:

Ap =(D-p)” {Z(ﬂd —x, (XTX) XY =D, (- (XTX)‘lxd)}
d=1 d=1
9)

af=col_,,(it,) i X=col_,, (x)). Podkreslmy, ze w przypadku stosowa-

nia estymatorow A, i IZIPR nie jest wymagana normalnos¢ rozktadu sktadni-
kéw losowych.

Nalezy przypomnie¢, ze w modelu F-H przyjmuje si¢, ze wariancje /i,
oznaczane przez W, sa znane nawet w przypadkach empirycznych (tj. gdy inne

nieznane parametry zastepowane sa wartosciami estymatorow). W praktyce,
zastgpuje si¢ je wartosciami estymatorow lub wartosciami estymatoréw po wy-
gtadzeniu (cho¢ przy wyprowadzeniach przyjmuje si¢, ze s one znane), CO mo-
ze jednak mie¢ wptyw na obcigzenia predyktordw i estymatoréw MSE oraz na
warto$¢ MSE. Problem ten bedzie studiowany w badaniu symulacyjnym. Ze

wzgledu na zatozenie niezaleznosci sktadnikéw losowych e, w badaniu symu-

lacyjnym domeny beda warstwami i wowczas estymatory W, dane beda wzo-

rami:
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Wy=—t—t—3 (1, -1,)’ (10)

Ponadto, jak podaja np. Lahiri i Rao (1995), czesto wygladza si¢ wartosci
estymatoréw wariancji z wykorzystaniem uogdlnionych funkcji wariancji. Opis
tej metody mozna znalez¢ w pracy Woltera (1985). Ponizej przedstawiamy jedna
z mozliwych technik, ktéra zostanie wykorzystana w tym artykule. Nalezy za-
uwazy¢, co podkresla rowniez Wolter (1985), ze brak jest teoretycznych uzasad-
nien postaci réznych funkcji wykorzystywanych do modelowania wariancji a ich
dobor ma charakter empiryczny. W opracowaniu oceny wariancji W, bedziemy

wygladza¢ wykorzystujac funkcje (Wolter (1985) s. 203):

log (W, 41, ) = @ - Blog(u,) (1)

gdzie @ i [ sa szacowane metodg najmniejszych kwadratow w oparciu o row-
nanie (11), gdzie W, i u, zastgpujemy odpowiednio Vf/d i f1,. Nastgpnie
w réwnaniu (11) o, i u, zastgpujemy ich ocenami i z (11) obliczamy wy-

gladzone wartosci wariancji W, , ktore bedziemy oznacza¢ przez W, , .

V. EMPIRYCZNE NAJLEPSZE LINIOWE NIEOBCIAZONE
PREDYKTORY I ICH BLEDY SREDNIOKWADRATOWE

Predyktory typu EBLU $redniej oraz wartosci globalnej w domenie dla mo-

~ EBLUP

delu F-H, ktére oznacza¢ bedziemy przez i, oraz édE BLUP " dane sa odpo-

wiednio wzorami (2) i N, [lfLUP, gdzie parametr A zastgpowany jest jednym

z omowionych w poprzednim rozdziale estymatoréw. Warto nadmienié, Zze pre-
dyktory typu EBLU pozostaja nieobcigzone, m.in. dlatego ze omawiane estyma-
tory parametru 4 sa parzystymi, niezmienniczymi ze wzgledu na przesuniecie

funkcjami fz, . Wowczas zachodzi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1. (Kackar i Harville (1981)). Rozwazmy predyktor typu
EBLU i zatézmy, ze spelnione sg zalozenia ogdlnego mieszanego modelu linio-
wego. Jesli spelnione sa trzy nastgpujace warunki:

(1) warto$¢ oczekwiana predyktora typu EBLU jest skonczona,
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(i1) A jest dowolnym estymatorem majacym wiasnos¢ parzystosci i niezmien-
niczo$ci wzgledem przesunigcia tj. 12[(—,[1[1) = 121(,[16,) i 121(,[1[1 +Xb) = le(ﬂd) dla
dowolnego b € R”,

(iii) rozktady e, 1 v, sa symetryczne wzgledem 0 (nieckoniecznie normalne),
woéwczas predyktor typu EBLU jest & -nieobciazony.

Zakladajac, ze (Datta, Rao, Smith (2005) s.186) wartosci X sg jednostajnie
ograniczone, wartosci X' V_*(A4)X (k=1,2,3) sa rzedu O(D) oraz ze W, sa
ograniczone od gory i od zera, MSE predyktora typu EBLU wartos$ci $redniej

w domenie dla modelu F-H mozna wyrazi¢ wzorem (Prasad, Rao (1990), Datta,
Labhiri (2000)):

MSE_ (""" (4)) = g,,(A) + g,,(4) + g,,(4) +o(D™) (12)

gdzie g,,(A) dane jest wzorem (6), g,,(A4) dane jest wzorem (7). Posta¢

g,,(A) we wzorze (12) zalezy od uzytego estymatora parametru 4. Dla estyma-

tora zaproponowanego przez Prasada i Rao (1990) przyjmuje postac:
2 3 2 S 2
G34(A) = aypp (A) =2W,; (A+W,) "D~ Z(A"'Wu) 5 (13)
u=l1

dla estymatoréow parametru A4 uzyskanych metoda najwigkszej wiarygodnos$ci
1 metoda najwiekszej wiarygodnosci z ograniczeniami (Datta, Lahiri (2000)):

830 (A) = Zyn (A) = G (A) =20 (A+ W) (Z(A +W, )_ZJ . (14)

u=1

a dla estymatorow F-H parametru 4 (Datta, Rao, Smith (2005)):

g3d(A) = &sarn (4= 2DWd2 (4+ Wd)73 (Z(A + Wd)lJ . (15)
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Blad $redniokwadratowy predyktora typu EBLU wartosci globalnej w do-
menie dla modelu F-H ma posta¢: MSE, (éfBLUP (121)) = N MSE < ( LT (21)) ,

gdzie MSE,( a5t (A)) ma posta¢ (12).
VI. ESTYMATORY BLED()W SREDNIOKWADRATOWYCH

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang estymatory MSE oznaczane

przez MSE p (T (1:1)) , ktore sa w przyblizeniu nieobciazone w nastgpuja-
cym sensie: FE, (MSA'ESE ("t (121)))— MSE, ([szLUP(gl)) =o(D™"). Datta
i Lahiri (2000) podaja nastepujaca posta¢ estymatora MSE predyktora typu
EBLU wartosci sredniej w domenie:

MSE, (™" (4)) = g,,(A) + g,,(A) +2g,,(A) —(B,(A)’b,(4)  (16)

gdzie b,(A) to asymptotyczne obciazenie estymatora A (z doktadnoscia do
sktadnika o(D ")), B,(A) dane jest wzorem (3).
Dla estymatorow IZIPR oraz IZIRE, ktére sa asymptotycznie nieobciazone

(tj. z doktadnoscig do sktadnika o(D™")) wzor (16) upraszcza si¢ do postaci
MgEg (,[lfBLUP ("aPR ) =8 (IZIPR )+ 8o (‘aPR )+285r (‘aPR) (17)
MSE, (4™ (44e)) = 814 (Ape) + 820 () + 28500 (Ape)  (18)
eHy RE 1a Age 24 \ AR 3dre \ARE

Poniewaz asymptotyczne obciazenie estymatora IZIML wynosi (Datta, Lahiri
(2000)):

b, (A)=—[§<A+Wu)2]_ z{(i(mwlxuxi j (§<A+W;)2xux§ ﬂ
(19)

w przypadku, gdy wykorzystujemy estymator /AIML , estymator MSE dany wzo-

rem (16) przyjmuje postac:
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MSEg (/}dEBLUP (leML ) = gla’("aML) + gzd("aML) +

+2g3dML(21ML)+(Bd(21ML))2[Z(AML+WJ2} x (20)

u=l1

X trKi(AML + WM)’1 xuxg ] (i(AML + Wu)’2 xuxz J]

u=1

Asymptotyczne obciazenie estymatora ,ZIFH dane jest wzorem (Datta, Rao,
Smith (2005)):

b, (A)=2[(D§<A+Wu>*j—(im+ij ](ﬁ(mvm*]
21)

A

Stad, gdy wykorzystujemy estymator A, , estymator MSE dany wzorem
(16) ma postac:

Mng (/A‘fBLUP(‘aFH ) =8 (":1FH )+ &4 (‘ZlFH )+ 28 (‘aFH )—2(B, (IaFH )* x

u=l u=1

{(Dfmm + WNJ - [i(AFH v Wu)lj }(iwm v W)J
(22)

Estymatory MSE predyktorow typu EBLU wartosci globalnej w domenie
dane sa nastgpujacym wzorem: MSE, (@777 (A4)) = N; MSE < ( £ (A)) .

Warto pokresli¢, ze (Lahiri, Rao (1995), Datta, Rao, Smith (2005)) estyma-
tory MSE uzyskane w przypadku, gdy estymacji parametru 4 metoda Prasada-

Rao oraz F-H charakteryzuja si¢ pewna odpornoscia na brak normalno$ci roz-
ktadu sktadnikéw losowych.

VII. ANALIZA MONTE CARLO

Zostang przedstawione wyniki analizy Monte Carlo przygotowanej
z wykorzystaniem pakietu R (R Development Core Team, 2007). Analizujemy
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dane dotyczace 8624 gospodarstw rolnych z powiatu Dabrowa Tarnowska, ktore
zostaty uzyskane w spisie rolnym w 1996 roku. W rozwazanym powiecie znaj-
duje si¢ D=79 miejscowosci, ktore beda traktowane jako domeny. Liczebnos$ci
domen wahaja sie od 20 do 610 gospodarstw rolnych. Ze wzgledu na zatozenie
niezaleznosci skfadnikow losowych e, zdecydowano si¢ na rozwazanie losowa-

nia warstwowego (w warstwach losowanie proste bez zwracania), gdzie war-
stwami sa domeny. Alokacja proby w warstwach jest w przyblizeniu proporcjo-
nalna — z kazdej warstwy losowanych jest ok. 10% elementow. Celem jest pre-
dykcja wartosci globalnej powierzchni zasiewdw (w arach) w domenach.
W modelu F-H za /[, przyjmujemy oceny $redniej powierzchnia zasiewow
(w arach) w domenach ($rednie arytmetyczne dla danych z proby w domenach).
Zmienna dodatkowa bedzie rzeczywista $rednia powierzchnia gospodarstwa
rolnego (w arach) w domenie. Model ze zmienna dodatkowa uwzglednia stala.
Warto$¢ wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona pomigedzy tymi charaktery-
stykami w rozwazanym zbiorze danych wynosi 0,5498.

Liczba iteracji w symulacji to M=5000. W kazdym kroku symulacji gene-
rowane sa wartosci £, zgodnie z modelem F-H. Za wartosci W, przyjmujemy:

Ny

2
N,-n, 1 it
W,=—d —d Ny |, 23
" N,n, Nd—lz(y’ "zly] -

i=1

gdzie wartosci y, sa wartosciami badanej zmiennej w rozwazanym zbiorze da-

nych. Wartosci skfadnikow losowych e, generowane sa niezaleznie zgodnie

z rozkladem N (0,\/@ ). Za warto$¢ parametru A w symulacji przyjmujemy
warto$¢ obliczang z wykorzystaniem metody najwiekszej wiarygodnosci z ogra-
niczeniami (przy zatozeniu rozktadu normalnego zmiennych losowych), przy
czym zamiast [, wykorzystujemy rzeczywiste warto$ci srednie w domenach
dostepne w rozwazanym zbiorze danych przyjmujac jednocze$nie zera za wa-
riancje W, estymatorow /1,. Wowczas skladniki losowe v, generowane sa
niezaleznie zgodnie z roktadami normalnym, jednostajnym i przesunigtym wy-
ktadniczym (tak aby wartos¢ oczekiwana wynosita 0) z wariancja A. Za P
przyjmujemy wartosci obliczone na podstawie danych z populacji zgodnie ze
wzorem (4), gdzie zamiast I, wykorzystujemy rzeczywiste wartosci $rednie
w domenach dostgpne w rozwazanym zbiorze danych przyjmujac jednoczesnie
zera za wariancje W, estymatorow /1, .
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W ponizszych tablicach zostang przedstawione wartosci roznych statystyk
uzyskane dla wszystkich 79 domen. Aby ograniczy¢ wielkos$¢ tablic wyniko-
wych zostang zaprezentowane wylacznie warto$ci minimalne (min), pierwszego
kwartyla (Q;), mediany (Me), $redniej arytmetycznej (Srednia), trzeciego kwar-
tyla (Qs) oraz maksymalne dla wynikdw uzyskanych dla wszystkich domen.
Skroty uzywane w kolumnach dotycza rodzaju uzytego estymatora parametru A:
PR — estymator Prasada-Rao, FH — Faya-Herriota, ML — estymator uzyskany
metoda najwigjszej wiarygodnosci, RE - estymator uzyskany metoda najwigjszej
wiarygodnosci z ograniczeniami. W kolumnach wprowadzono réwniez inform-
cje o rozkladzie sktadnikow losowych v, N- rozktad normalny, J — rozklad jed-
nostajny i W — przesuniety rozklad wykladniczy.

Omawiajac wartosci prezentowane w tablicy 1 warto zwroci¢ uwage, ze
réznice migdzy wartosciami funkcji  g,(.) sa znaczace 1 co wazne
Zaure(A) < &3y (A) < aini (A) = 3 (4). Poréwnujac jednak wartosci funkcji
g,(.) zprzyblizonymi wartosciami MSE okazuje si¢, ze roznice migdzy warto-
sciami funkcji g,(.) (a g;(.) sa nizszego rzedu od sumy pozostatych dwoch
komponentoéw przyblizonego MSE) maja mniejsze znaczenie.

Tablica 1. Wartosci funkcji g3(A) i przyblizonego MSE

PR FH ML, RE
min 8,955 484,368 3,020 478,433 2,560 477,973
Q 89,445 1795,923 30,163 1737,376 25,567 1732,836
Me 158,651 2818,701 53,502 2708,221 45,349 2699,655
$rednia 145,320 3032,170 49,006 2935,856 41,538 2928,388
Q; 211,743 4225,032 71,405 4070,569 60,524 4058,593
max 233,638 6365,049 78,789 6285,721 66,783 6279,570

Analizujac wartos$ci prezentowane w tablicy 2 nalezy podkresli¢, ze wybor
estymatora parametru A, estymacja parametrow W, a nawet rozktad sktadnikéw
losowych v, ma niewielki wptyw na wzgledne obcigzenia predyktorow, ktdre
we wszystkich omawianych przypadkach nie przekraczaja co do modutu 1,3%.
Przedstawione w tablicy 3 wzgledne wartosci pierwiastkow MSE o wartosciach
od ponad 5% do ponad 39% (m.in. w zalezno$ci od domeny) sugeruja koniecz-
nos¢ poszukiwania modeli charakteryzujacych si¢ lepsza jakoscia dopasowania.
Jednoczesnie, w rozwazanym badaniu najwigkszy wptyw na zmiany wartosci
wzglednej pierwiastka MSE miata ocena parametrow W, a sposdb estymacji
parametru A jak i rozktad sktadnikéw losowych v, mialy wplyw znacznie

mniejszy.
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Tablica 2. Wartosci wzglednych obciazen (w %) predyktorow typu EBLU
Est. A PR | ML RE | FH

znane Wd

N J W N J W N J W N J W
min  |-0,54 |-0,66 |-0,47 |-0,54 | -0,63 |-0,68 |-0,53 |-0,63 | 0,68 |-0,52 |-0,64 | 0,60
Q -0,09 |-0,14 |-0,08 |-0,10 | -0,14 |-0,11 |-0,10 |-0,14 | -0,11 |-0,10 |-0,14 | 0,08
Me 0,02 |-0,02 | 0,05 |-0,01 | 0,00 | 0,01 |-0,01| 0,00 | 0,02 |-0,02 |-0,00 | 0,04
$red. 0,05] 0,00 | 0,06 | 0,04| 0,00| 0,01 | 0,04| 0,01 | 0,01 | 0,04] 0,00 0,03
Qs 0,21] 0,16 | 0,19| 0,17| 0,15| 0,13| 0,16 | 0,15] 0,13 | 0,17 ] 0,15| 0,15
max 0,63 1,03] 0,82] 0,66| 1,01 | 0,75] 0,66 ] 1,01 | 0,78 | 0,63 | 1,00 | 0,84

szacowane Wd
min |-0,66 |-0,60 |-0,67 |-0,83 | -0,60 |-0,74 |-0,84 |-0,61 | 0,74 |-0,84 |-0,61 | —0,73
Q -0,06 |-0,11 |-0,09 |-0,08 | —0,12 |-0,13 |-0,09 |-0,12 | -0,12 |-0,08 |-0,12 | -0,12
Me 0,01 ] 0,02 | 0,06 |-0,01 | 0,01 | 0,03|-0,01| 0,02] 0,03| 0,00 0,02 | 0,04
sred. 0,081 0,03 | 0,06 0,06 | 0,03| 0,04| 0,06 0,03]| 0,04 | 0,06 | 0,03| 0,05
Qs 0,261 0,16 | 0,18 | 0,18 | 0,15| 0,18 | 0,18 | 0,15] 0,18 | 0,18 ] 0,15| 0,18
max 091 1,04] 0,75] 0,97 | 1,00| 091 ] 098] 1,00| 0,91 | 0,98 | 1,00 | 0,90
wygladzone, szacowane Wd
min |-1,23 |-0,73 |-0,70 |-1,21 | -0,69 |-0,72 |-1,22 |-0,70 | -0,72 |-1,23 |-0,72 | -0,70
Q -0,11 |-0,10 |-0,10 |-0,10 | 0,11 |-0,10 |-0,10 |-0,10 | -0,10 |[-0,11 |-0,10 | -0,10
Me -0,02 | 0,02 | 0,07 |-0,02| 0,02 | 0,04 |-0,02| 0,02| 0,04 [-0,02| 0,02 | 0,06
$red. 0,05] 0,03 | 0,07 | 0,05| 0,03| 0,06 0,05| 0,03] 0,06 0,05]| 0,03| 0,07
Q3 0,21]0,17| 0,20| 0,20 | 0,16 | 0,19| 0,19| 0,16 | 0,19 | 0,20| 0,17 | 0,19
max 1,13 1,00 | 0,83 | 1,08 | 1,00 | 0,76 | 1,10| 1,00 | 0,77 | 1,11 | 1,00 | 0,81
Tablica 3. Wartosci wzglednych RMSE (w %) predyktorow typu EBLU
Est. A PR | ML | RE | FH
znane Wd

N J W N J W N J w N J W
min 6,34 6,28 6,44 | 6,06 | 598 | 592 | 6,06 598 | 592 | 6,06 | 598 | 594
Q 12,51 [ 12,53 [ 12,51 [ 12,11 [ 12,09 [ 12,09 | 12,09 [ 12,08 | 12,08 | 12,11 [12,10 |12,08
Me 15,12 | 15,36 | 15,12 | 14,85 | 14,97 [ 14,84 | 14,85 | 14,97 | 14,83 | 14,85 | 14,98 | 14,83
$red. |15,57 | 15,60 | 15,54 | 15,16 | 15,17 | 15,10 | 15,15 [ 15,16 |15,09 [15,17 |15,19 |15,08
Q5 18,37 | 18,17 | 17,84 |17,88 |17,72 | 17,51 | 17,87 | 17,71 | 17,50 | 17,90 | 17,74 | 17,48
max | 28,83 129,78 129,45 |28,44 129,15 129,13 | 28,40 | 29,13 129,10 | 28,40 | 29,17 | 28,98

szacowane Wd
min 6,46 | 6,40 | 6,65| 6,08 6,02| 6,00 6,09| 6,03| 6,00 6,08 | 6,02 | 6,00
Q 13,20 | 13,25 [ 12,99 [ 12,66 | 12,63 [ 12,67 | 12,64 | 12,62 [ 12,59 | 12,65 | 12,63 |12,60
Me 15,62 | 15,95 | 15,75 | 15,79 | 15,74 | 15,88 | 15,89 | 15,78 | 15,98 | 15,82 | 15,77 | 1591
$red. 16,88 | 16,86 [ 16,84 [ 16,95 | 16,93 | 16,87 | 17,01 [ 16,98 | 16,93 | 16,97 | 16,95 | 16,88
Q3 19,41 [ 19,24 [ 19,26 |20,35 | 20,20 | 20,18 | 20,48 | 20,30 [20,23 | 20,38 |20,23 [20,16
max | 35,68 | 34,65 | 34,74 |37,43 | 36,05 | 36,67 | 37,52 | 36,14 | 36,76 | 37,39 | 36,02 | 36,64
wygladzone, szacowane Wd

min 7,69 7,56 | 747 | 794\ 7,77 7,71 | 7,81 | 7,65| 7,58 | 7,73 | 7,58 | 7,48
Q 12,73 | 12,77 | 12,64 [12,82 [12,79 | 12,75 | 12,74 | 12,75 | 12,65 | 12,70 | 12,74 | 12,62
Me 15,68 | 15,81 | 15,52 | 15,59 | 15,80 | 15,61 | 15,59 | 15,77 | 15,60 | 15,61 | 15,76 | 15,56
sred. 16,92 116,93 [ 16,84 | 16,74 | 16,74 | 16,66 | 16,78 | 16,78 | 16,70 | 16,83 | 16,84 | 16,74
Q3 20,58 (20,48 [20,43 [20,39 (20,29 (20,25 [20,46 |20,31 |20,36 (20,49 (20,37 20,35
max | 38,88 139,14 |37,84 |38,09 |38,29 136,98 | 38,54 | 38,73 | 37,43 | 38,73 138,96 |37,67
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Podsumowujac wyniki prezentowne w tablicy 4 warto zwréci¢ uwage, ze
w przypadku gdy parametry W, sa szacowane obcigzenia estymatorow MSE
moga by¢ bardzo wysokie. Dalej omawia¢ bedziemy wyniki wylacznie w sytu-
acji, gdy W, sa znane. Warto zauwazy¢, ze w przypadku modelu Faya-Herriota
(ze zmiennymi dodatkowymi) wykorzystanie estymatora Prasada-Rao moze
w niektorych domenach prowadzi¢ do wysokich obcigzen (wysoka warto$¢ mak-
simum). Pomijajac wyniki uzyskiwane w przypadku estymacji parametru 4 me-
toda Prasada-Rao, w przypadku znanych W, w zadnym z rozpatrywanych przy-
padkéw obcigzenie estymatora MSE nie przekroczylo co do modutu 10%. Po-
nadto, w przypadku gdy parametr 4 jest szacowany metoda Faya-Herriota esty-
matory MSE zazwyczaj charakteryzuja si¢ nizszymi obcigzeniami niz w przy-
padku estymacji parametru 4 innymi metodami. Warto rowniez podkreslic, ze
obcigzenia MSE uzyskane w przypadku jednostajnego rozktadu sktadnikow

losowych v, sa zblizone do przypadku, gdy v, maja rozktad normalny. Natomiast,
gdy v, maja przesunigty rozklad wykladniczy, obciazenia MSE sg wigksze.

Tablica 4. Wartosci wzglednych obciazen estymatoréow MSE (w %) predyktoréw typu EBLU

Est. A PR ML RE FH
N J W | N J W | N J [ W[ N T [ w
min 39| 2.6 47 33 32 95 32| 32 90 29 33 7.3
Q, 14 05 14 15 08 3.6 12| 06 32 12 1,1 22
Me 38 32| 52 03] 02 —1,1] 0,1 03] 08 00/ 03] 02
$red. s 43] 91 00/ 03] -16] 02| 04 -13] 02] 02] 05
Q, 6,1 57 96/ 12 12 07 15 13] o8] 16 12| 14
max 479 31,9 1093] 5.6 49 51| 58/ 500 50/ 55 47 5.1
min ~89,9] —90,2| —82,7] —96,2] —96,0] —96,1] —96,2] —96,0] —96,1| —96,2] —96,0] 96,1
Q, 26,9 —27,9] —14,1] -51,8] —52,7] =50,7| —52,2] —53,1] —51,5] —52,1] —53,1| 51,4
Me 13| 1,1 73] 20,8] —22,9] —20,5] —21,5] —23,2] —20,9] —21,5] —23,2| —20,7
$red. 570 16| 32.4] —14,6] —14,4] —149] —14,8] —14,5] —15,0] —15,8] —15.,6] —15,7
Q, 23.8] 25.4] 46,1 23,7] 25,1 22,7 234 24.7] 23,0 21,9] 23,1] 22,1
max 311,3 224,0] 785,8 106,8] 108,0] 105,3] 109,5| 110,7| 108,4] 104,7| 105,3] 105,6
min —89,5] —89,3] —89,7] —89,5] —89,3| —89,7| —89,7] —89,5| —89,9] —89,6] —89.4| 89,9
Q, 232 24,0] 232] 22,1 22,8] 23,0] —23,3] 24,00 242 232 242 238
Me 230 21,7 212 21,5 195 20,6] 21,1] 192] 203 21,8] 20,0/ 209
éred. 233 23,5 238 195 200] 19,0/ 200 205 19,6] 21,5] 21,9] 218
Q, 586] 59,1| 61,1] 504 53.6] 51,9] 52,00 549 53.4] 550 574 58,0
max 183,4] 181,4] 187,0] 170,9] 170,9] 177,9] 176,3| 176,0] 182,8] 180,3| 179,5] 186,2

Przejdzmy do wynikow dotyczacych stosunku MSE predyktoréw typu
EBLU do MSE predyktorow typu BLU dla przypadku modelu Faya-Herriota,
ktére nie sg prezentowane w tablicach wynikowych. W rozwazanym badaniu
symulacyjnym spadek doktadnos$ci predyktora ze wzglgdu na estymacjg¢ parame-
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tru A jest niewielki, ale w przypadku gdy dodatkowo szacowane sa parametry
W, spadek ten jest znacznie wigkszy. W przypadku, gdy v, maja rozktad nor-

malny i pomijajac sytuacje, gdy parametr 4 jest szacowany metoda Prasada-Rao
(co zazwyczaj prowadzi do gorszej efektywnosci predyktorow), $rednie wartosci
rozwazanych wspolczynnikow efektywnosci w przypadku modelu Faya-Herriota
nie przekraczaja: gdy W, sa znane 1,02 a gdy W, sa szacowane (lub szacowane
1 wygtadzane) 1,27. Podobne wyniki dotyczace efektywnosci uzyskano dla mo-

delu Faya-Herriota w przypadku, gdy skfadniki losowe v, maja rozktad jedno-

stajny. W tym przypadku $rednia efektywno$¢ , gdy parametry W, sa znane, jest
ponizej 1,02 (za wyjatkiem gdy parametr 4 jest szacowany metoda Prasada-Rao
— wowczas wynosi prawie 1,08). Gdy parametry W, sa szacowane, $rednia efek-
tywnos¢ jest ponizej 1,27, a gdy szacowane W, sa dodatkowo wygladzane —
ponizej 1,29. Dla modelu Faya-Herriota w przypadku, gdy sktadniki losowe v,

majq przesunigty rozktad wyktadniczy a parametry W, sa znane, $rednia efek-
tywnos¢ jest ponizej 1,01 (za wyjatkiem, gdy parametr 4 jest szacowany metoda
Prasada-Rao — wowczas nie przekracza 1,08). Gdy parametry W, sg szacowane
srednia efektywnos¢ jest ponizej 1,27, a gdy szacowane W, sa dodatkowo wy-
gladzane ponizej 1,28.

Podsumowujac wyniki symulacji, nalezy podkresli¢, ze szacowanie parame-
trow W, ma znaczacy wplyw zwlaszcza na efektywno$¢ estymatora i na obcia-
zenia prezentowanych estymatorow MSE (wyprowadzonych przy zatozeniu, ze
te parametry sa znane). Niezbedne wigc jest zaproponowanie alternatywnych
estymatorow MSE (np. jackknife, bootstrap) lub wyprowadzenie postaci (przy-
blizonych) MSE w sytuacji, gdy parametry W, sa szacowane i zaproponowanie
estymatoréw MSE.
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Tomasz Zqdlo

ON SOME PROBLEM OF PREDICTION OF DOMAIN TOTAL
UNDER FAY-HERRIOT MODEL

Abstract

In the paper BLUPs and EBLUPs, their MSEs and estimators of MSEs under Fay-Herrior
model (Fay, Herrior (1979)) are presented. This model belongs to the class of general linear mixed
model type A, what means that is assumed for direct estimates of domain characteristics. What is
more, it is assumed that variances of direct estimates are known. In the paper the influence of
replacing the variances by their unbiased estimates and by genereal variance function’s estimates
on biases of predictors, MSEs and biases of estimators of MSEs is studied in the simulation based
on the real data. The problem of nonormality of area specific random components is also included.



