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VWYBRANE VETCDY ANALIZY CENZUROWANYCH CZASOW
ZDATNOSCI PRODUKTOW

Streszczenie. Badanie czasu zdatnosci produktéw, z réznych powodéw, moze byé
ograniczone w czasie. W takich przypadkach moga pojawic si¢ tzw. obserwacje cenzurowane,
dla ktoérych nie sg znane doktadne czasy zdatnosci. Mozna powiedzie¢ jedynie, ze czasy
zdatnos$ci pewnych produktéw sg wieksze od ich czaséw monitorowania. Celem tej pracy
jest przedstawienie wybranych metod analizy cenzurowanych czaséw zdatno$ci obejmujacych:

- opisywanie czaséw zdatnosci;

- estymacje funkcji niezawodnos$ci, intensywnos$ci uszkodzenia oraz gestosci praw-
dopodobienstwa;

- dopasowywanie do danych rozktadéw zdatnosci;

- poréwnywanie czaséw zdatnosci dla dwdch lub wiekszej liczby partii produktéw;

- modele regresji.

Przedstawione metody poczatkowo byly rozwijane i stosowane w naukach medycznych
i biologicznych. Obecnie miedzynarodowe konwencje i unormowania wymagajg stosowania
metod statystycznych, np. w kontroli jakosci do badania czasu zdatnosci okreslonych
produktow. Ponadto podane metody statystyczne sg coraz czesciej stosowanym narzedziem
nie tylko w naukach spotecznych, ekonomicznych czy inzynierskich, lecz réwniez przez
zarzadzajacych firmami produkcyjnymi i ustugowymi, szczegélnie za$ przez zarzadzajgcych
firmami ubezpieczeniowymi.

Zakres przedstawionych w tej pracy metod statystycznych, dotyczacych danych
cenzurowanych, jest ograniczony do tych, ktére sg juz dostepne w pakietach statystycznych
i mozna je stosowa¢ z wykorzystaniem technik komputerowych. Ze wzgledu na szybki
rozwoéj i rozpowszechnianie oprogramowania specjalistycznego ograniczamy sie do tych
metod statystycznych, ktére sg dostepne w module ,Analiza przezycia i regresja dla
danych ucietych” pakietu STATISTICA oraz procedur ,Kaplan”, ,Lifetab” i ,Paramod”
pakietu STATGRAPHI1CS.

Prezentowane w tej pracy metody mozna zastosowa¢ do podstawowego problemu
poznawczego w badaniach inzynierskich dotyczacych analizy cenzurowanych czaséw
zdatnosci, jakim jest rozstrzygniecie - czy pewne zmienne towarzyszace wptywajg na czas
zdatno$ci badanego produktu. Metody te sg oparte na konstrukcji modelu regresji,
w ktérym czas zdatno$ci ma rozktad zalezny od innych zmiennych. Zmienne, od ktérych
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zalezy czas zdatnosci, sg oznaczone jako wektor kolumnowy z = [z,,z,,,]7, ktéry moze
oznacza¢, w zastosowaniach inzynierskich, warunki eksploatacji, konserwacji, przechowy-
wania, technologiczne itp. W tej pracy wektor ten nazywamy wektorem warunkow
eksploatacji produktu. Z kilku powodéw problemu badania zaleznosci czasu zdatnosci
produktu od warunkéw eksploatacji nie mozna rozwigza¢ stosujac proste techniki regresji
wielokrotnej. Po pierwsze, czas zdatnosci produktu przewaznie nie ma rozktadu normalnego
- co powaznie narusza zatozenie regresji wielokrotnej przeprowadzanej zwykla metoda
najmniejszych kwadratow. Po drugie, wystepuje problem wykorzystania obserwacji
cenzurowanych.

Stowa kluczowe: czas zdatnos$ci, cenzurowanie, testowanie, regresja, intensywno$é
uszkodzenia, statystyki, estymator, Statistica, Statgraphics.

I. ZALOZENIA | OZNACZENIA

Przyjmujemy, ze modelem probabilistycznym czasu zdatnosci produktu
pochodzgcego z pewnej populacji jest nieujemna zmienna losowa T typu
ciggtego. Niech /(£) oznacza gestos¢ prawdopodobienstwa. Dystrybuanta
F(t) i funkcja niezawodnosci S(t) sg okre$lone réwnosciami:

F(t) = P(TS$ t) = ff(x)dx, S(t) = P(T>1t) = ]Jf(x)dx (1)
0 r

Intensywnoscig uszkodzenia (hazard function) lub intensywnoscia utraty
zdatnosci produktu nazywamy funkcje h(t) okreslong jako granica:

ag = ,imgL«r<»+A.]r>0 2
A0 At

lloczyn h(t)At jest przyblizonym prawdopodobienstwem utraty zdatnosci
produktu w przedziale [i, f-b Ar), pod warunkiem, ze produkt byt zdatny
do chwili t. Intensywnos$¢ uszkodzenia ma szczeg6lne znaczenie w badaniu
rozktadu czasu zdatnosci produktu. Bezposrednio z okreslenia intensywnosci
uszkodzenia i prawdopodobiefnstwa warunkowego wynikajg nastepujace
wiasnosci:

h(t)z 0 3)

(4)

00

Jh(t)dt = oo
f



5(f) = exp” - Jh(u)du"j, t> 0 (6)

Z podanych wiasnosci wynika, ze funkcja intensywnosci uszkodzenia
stanowi w zastosowaniach jakosciowg informacje pomocng w wyborze modelu
czasu zdatnosci. Funkcja wystepujaca w wyktadniku wiasnosci (6) jest nazywa-
na funkcjg wiodgca. Funkcja ta jest oznaczana przez H(t), czyli dla £> 0

H(t) = jh(u)du (7)
0

Funkcja wiodgca jest miarg wyczerpywania sie ,zapasu zdatnosci”
produktu. Miedzy podanymi funkcjami zachodzg zwigzki (patrz Bo-
browski (1985)):

S(t) = exp(- tf(i))> H(t) =In™ (8)

Zaleznosci miedzy charakterystykami funkcyjnymi czasu zdatno$ci po-
zwalajg na uzyskiwanie odpowiednich informacji o czasie zdatnosci produktu
pochodzacego z danej ich populacji.

Obserwacje czasu zdatno$ci T nazywamy prawostronnie cenzurowang
lub krotko cenzurowang, jezeli T>M, gdzie M oznacza deterministyczny
lub losowy czas monitorowania zdatnosci produktu. Oczywiscie, jezeli

M, to w czasie monitorowania zdatnosci produktu zaobserwujemy
doktadny jego czas zdatnosci.

M. ESTYMACJA ROZKLADOW

Dla celéw prcdykcyjnych pozadana jest znajomo$¢é rozktadu czasu
zdatnosci produktéw pochodzacych z pewnej ich populacji. W zastosowaniach
inzynierskich do najczesciej stosowanych rozktadéw, w modelowaniu czaséw
zdatnosci, nalezg rozklady: wyktadniczy, liniowy intensywnosci uszkodzenia,
Weibulla i Gompertza. Zasadniczo funkcje intensywnosci uszkodzenia,
w szczego6lnosci przeksztatcenia logarytmiczne funkcji intensywnos$ci uszko-
dzenia, podanych rozktadow teoretycznych sg liniowymi funkcjami czaséw
zdatnosci lub logarytmdw czasdéw zdatnosci. Zatem funkcje intensywnosci
uszkodzenia mozna wyrazi¢ w kategoriach funkcji regresji liniowej:

- dla rozktadu wyktadniczego h(t) = l/a (9)
-dla rozkiadu liniowo-wyktadniczego h(t) = a+ 3t (10)



- dla rozkladu Weibulla ~O = 1 @D)
- dla rozktadu Gompertza h(t) = exp(a + Rt) (12)

Estymacja parametrow tych rozkladoéw jest oparta na metodzie regresji
liniowej wazonych najmniejszych kwadratow. Minimalizowana jest wielko$¢:

WSS = E(yy,(3;, —a —bxt)2) (13)

vt - wariancja estymatora intensywnos$ci uszkodzenia,

ht - szeroko$¢ i-tego przedziatu,

n, - liczba produktdw narazonych na utrate zdatnosci w i-tym przedziale.

W szczegdlnosci dla w, = 1 otrzymujemy niewazone najmniejsze kwadraty.

Wynik dopasowywania modelu do danych empirycznych mozna przed-
stawi¢ graficznie w postaci wykreséw funkcji niezawodnosci, gestosci praw-
dopodobienstwa lub intensywnosci uszkodzenia natozonych na ich empiryczne
odpowiedniki. Wykresy te pozwalajg na wizualng ocene jakosci dopasowania
modelu oraz na sumaryczne pordéwnanie pomiedzy grupami dla danych
pogrupowanych.

Jedng z najstarszych metod analizy danych cenzurowanych dotyczacych
czasu zdatnosci jest tzw. tablica trwania zdatnosci. Stanowi ona rozbudowang
tablice rozktadu liczebnosci. Przedziat obserwacji jest dzielony na przedzialy.
Dla kazdego przedziatu sg obliczane:

- odsetek monitorowanych produktow, ktore utracity zdatnos¢;

- odsetek monitorowanych produktéw, ktére nie utracity zdatnosci;

- skumulowany odsetek produktow, ktére nie utracity zdatnosci oraz
btedy standardowe tego estymatora;

- empiryczna gesto$¢ prawdopodobiefstwa bedaca oceng prawdopodobien-
stwa utraty zdatnosSci w danym przedziale obliczona na jednostke czasu
i blad standardowy tego estymatora;

- empiryczna intensywno$¢ utraty zdatnosci produktu i odpowiedni biad
standardowy tego estymatora.

Dla otrzymania rzetelnych oszacowan trzech gtéwnych funkcji, tj. nie-
zawodnosci, gestosci prawdopodobiefAstwa i intensywnosci uszkodzenia
zalecane jest za Lee (1980), aby minimalna wielko$¢ proby wynosita 30.
Oceny tablicy trwania zdatnosci oblicza sie wedtug standardowych formut
opisanych w literaturze: Lawless (1982), Lee (1980), Nelson (1982).
Dane stabelaryzowane okre$lajg trzy zmienne zawierajgce informacje o po-
czatkach przedziatow, liczbach obserwacji cenzurowanych i liczbach produk-
téw, ktoére utracity zdatnos¢ w kolejnych przedziatach czasowych.



Nieparametrycznej oceny empirycznej funkcji niezawodnosci mozna
dokona¢ stosujgc estymator Kaplana-Meiera (1958) limitu iloczynowego.
Estymatorem Kaplana-Meiera funkcji niezawodno$ci nazywamy statystyke

% -4 o r A (,4)

gdzie n to catkowita liczba monitorowanych czaséw zdatnosci, S(j) to stata,
ktora wynosi 1, jesli j-ty czas zdatnosci nie jest cenzurowany, a O, jesli jest
cenzurowany.

Przewaga metody limitu iloczynowego nad metodg tablic trwania zdatnosci
polega na tym, ze otrzymane estymatory nie zalezg od sposobu grupowania
danych na przedzialy czasowe. W przypadku danych pogrupowanych
wstepnej identyfikacji rozktadéw i interpretacji réznic pomiedzy funkcjami
niezawodnosci dla grup mozna dokona¢ na podstawie wykre$lenia es-
tymatorow Kaplana-Meiera empirycznych funkcji niezawodnosci dla anali-
zowanych grup. Jezeli przedzialy tablicy trwania zdatno$ci zawierajg po co
najwyzej jednej obserwacji, to metoda Kaplana-Meiera i metoda tablic
trwania zycia sg identyczne.

I1l. PODSTAWOWE TESTY DLA CENZUROWANYCH CZASOW ZDATNOSCI

Do podstawowych testdw poréwnania czasow zdatnosci produktow
pochodzacych z dwdch populacji przeprowadzanych na podstawie danych
zawierajacych obserwacje cenzurowane nalezg:

- uogolnienia Gehana testu Wilcoxona;

- test Coxa-Mantela;

- test F Coxa;

- test logarytmiczny rang;

- uogolnienie Peto i Peto testu Wilcoxona;

- test Mantela-Haenszela.

Statystyka Gehana jest obliczana za pomocg procedury M antela
(1967). Spos6b wyznaczania statystyki F-Coxa i Coxa-Mantela jest podany
przez Coxa (1972). Test log-rank i uog6lnienie Peto i Peto sg podane
przez Peto i Peto (1972). Efektywnos$¢ tych testow przy matych prdbach
nie jest do konca zbadana i rzetelne wyniki mozna uzyska¢ przy odpowiednio
duzych probach. Problem mocy tych testow jest przedstawiony przez Lee
(1980). Test Coxa-Mantela i test logarytmiczny rang sg mocniejsze od testu
Gehana, bez wzgledu na cenzurowanie, gdy préby sa pobierane z populacji
0 rozkiadzie wyktadniczym lub Weibulla. Test Mantela-Haenszela (1959)



stuzy do porownywania dwdch populacji, przy kontroli wplywu zmiennej
kategoryzujgcej. Test ten opiera sie na analizie tablic 2x2 podzielonych
wzgledem innej zmiennej kategoryzujacej. Test umozliwia okreslenie czy
dwie zmienne uwzglednione w tablicach 2x 2 sg ze sobg powigzane po
wykluczeniu wptywu zmiennej kategoryzujacej.

Testy dla wielu préb sg rozwinieciami:

- uogOlnienia Gehana testu Wilcoxona;

- uogOlnienia Peto i Peto testu Wilcoxona;

- testu log-rank.

Poréwnujac wiele prob, najpierw kazdemu czasowi zdatnosci przypisujemy
punkty za pomocg procedury Mantela (1967); nastepnie opierajgc sie na
sumach (dla kazdej grupy) tych punktéw obliczamy wartosci chi-kwadrat.
W przypadku tylko dwéch grup test ten jest rownowazny uog6lnieniu
Gehana testu Wilcoxona.

Idee konstrukcji testow przedstawiamy na przyktadzie modelu propor-
cjonalnej intensywnosci uszkodzenia. W modelu proporcjonalnej intensywnosci
uszkodzenia przyjmujemy zatozenie, ze iloraz warunkowych intensywnosci
uszkodzenia

h(t\%\)/h(t\z2) (15)

dla dwoch réznych warunkow eksploatacji produktu zIt z2 jest niezalezny
od czasu t. Klasa modeli czasow zdatnosci z ta wiasnoscig jest oznaczana
PH (proportional hazards). Dla tej klasy czaséw zdatnosci warunkowg
intensywno$¢ uszkodzenia produktu h(t|z), przy warunkach eksploatacji z,
mozemy przedstawi¢ w postaci

h(t\z) = ho(t)g(2) (16)

Wystepujaca w (16) funkcja hO(t) nazywa sie bazowag intensywnoscig
uszkodzenia. Bazowa intensywno$¢ uszkodzenia jest intensywnoscig uszko-
dzenia produktu, dla ktérego g(z) = 1. W ogdlnosci obydwie funkcje hO
i g moga zawiera¢ nieznane parametry. Model PH jest bardzo og6lny, gdyz
nie jest on oparty na jakichkolwiek zatozeniach dotyczacych rozkiadu czasu
zdatnosci produktu. Do klasy modeli PH nalezg m. in. rozktady: Weibulla,
wyktadniczy, log-normalny i gamma. W przypadku, gdy funkcja g zawiera
nieznane parametry Bu ..., Bm, warunkowg intensywnos$¢ uszkodzenia przy
warunkach eksploatacji z zapisujemy w postaci

h(tjz) = ho(t)g(z; BU ..., R j (17)

Przyktadowo warunkowa gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej
T o rozktadzie Weibulla ma postac:



\,t>0 (18)

a warunkowa intensywnos$¢ uszkodzenia przy danych warunkach eksploatacji
z przyjmuje postac

(19)

gdzie @jest parametrem skali zaleznym od warunkdw eksploatacji z, a y jest
parametrem ksztaltu tego rozktadu. Warunkowa warto$¢ oczekiwana oraz
warunkowa wariancja czasu zdatnosci T sg funkcjami zaleznymi od warunkdéw
eksploatacji produktu:

E(T|z) = cc(n)l(/y)ly, Var(T\z) = <2(r)(2r(2ly) - (1/y)r2(1/y))ly (20)

lloraz intensywnosci uszkodzenia przy réznych warunkach eksploatacji
z = Zj, z = z2 jest nastepujacy:

(21)

i jak wida¢ nie zalezy od czasu t, czyli rozktad ten nalezy do klasy
rozktadéw PH.

Szczegéblnie uzyteczng klasg modeli czaséw zdatnosci typu PH sg modele
Coxa. Modele PIJ Coxa sg to modele czasow zdatnosci, ktorych intensywnosc
utraty zdatnosci mozna przedstawi¢ w postaci:

/j(t|zi, zm)  hO(t) sexp(/?jZj H... + Bnzm) (22)

gdzie funkcja h jest intensywnoscig uszkodzenia przy danych wartosciach
m zmiennych kodujacych przypadek (zu z2, .., zj i czasu zdatnosci t.
Czynnik hO(t) jest intensywnoscia bazowa. Parametry Bu Bm sg wspot-
czynnikami regresji.

hunkcja wiarogodnos$ci dla modeli z proporcjonalnymi intensywno$ciami
uszkodzenia ma postac

LRi>  Bm ho{t)) =
= nCVOexpfer +..+zjy SAi)XEli-+- +I"W)i'(SAi)ct,Z,, +- +1-))1- A



gdzie i, jest obserwowanym czasem zdatnosci albo czasem cenzurowanym
dla i-tego produktu, jest zmienng wskaznikowg, przyjmujacg wartos¢ 1,
jezeli t( jest czasem zdatno$ci oraz 0, jezeli t, jest czasem cenzurowanym.
Przyjmujac dla funkcji wiarogodnoS$ci szczegblng postaé, otrzymamy peiny
parametryczny model PH. Na przyktad dla bazowej intensywnosci

hot) = y«-I(t/<*y-1 (24)

otrzymujemy w peini sparametryzowany model Weibulla czasu zdatnosci.
W konstrukcji testu nie zakladamy zadnej szczegélnej postaci dla funkcji
intensywnosci. Oczywiscie, jesli dane pochodzg ze szczegdlnego modelu, np.
Weibulla, to stosujagc ogdlne podejscie zamiast odpowiedniego parametrycznego
modelu, traci sie na efektywnosci.

Dla przejrzystosci przesledzimy najpierw idee konstrukcji testdbw na
przyktadzie modelu PH Coxa dla dwoch populacji produktéw. W tym
przypadku jest rozwazana hipoteza zerowa

HO:S1(t) = S(t) (25)

0 réwnosci funkcji niezawodnos$ci dla dwoch populacji. Z zatozenia warun-
kowa funkcja niezawodnosci ma postac:

S(tjz) = ap«*» . * +. . +**> (26)

gdzie /i = [/?, ..., lijr jest wektorem parametréw zwigzanych z warunkami
eksploatacji z.

W przypadku dwoch populacji do weryfikacji hipotezy zerowej sg
wykorzystane obserwacje czaséw zdatnosci produktéw z zaznaczeniem za
pomocg zmiennej z przyjmujacej wartosci 0 lub 1, z ktérej populacji
produkt pochodzi. W przyjetym modelu PH Coxa intensywnos$ci uszkodze-
nia produktéw eksploatowanych w dwdéch roznych warunkach przyjmujg
postac

MO=V0, MO=MX* 27)
1 rozktady czasow zdatno$ci sg identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy R = 0.
Jest to rownowazne zatozeniu, ze S2(0 = i sprawdzenie, czy R = 0

oznacza testowanie postawionej hipotezy zerowej przeciw hipotezie alter-
natywnej

HA:S2(t) = Sk(t)* dla 5*1 (28)

zwanej rodzing Lehmanna czasow zdatnosci.



Niech Nj, N2 bedg liczebnosciami prob pochodzacych z dwoch populacji
produktow eksploatowanych w dwdéch réznych warunkach i W2 oraz
niech N = Nj + N2. Dopuszczamy obserwacje cenzurowane. W dalszym
ciggu dwie préby traktujemy jako jedng prébe taczna, przy czym korzystamy
z dodatkowej zmiennej z, zwanej zmienng fikcyjng, do kodowania informacji,
z ktorej populacji obserwacja pochodzi. Przyjmujemy konwencje, ze jezeli
obserwacja pochodzi z pierwszej préby, to z= 0, jezeli z drugiej proby, to
z=1. Niech r()<... <t oznacza k rdznych zaobserwowanych czaséw
zdatnosci w tacznej probie oraz niech dt oznacza liczbe niezdatnych produktéw
w chwili t(i), natomiast du oraz d2i oznaczajg liczby niezdatnych produktéw
w chwili i) eksploatowanych w warunkach Wt albo W2. Ponadto niech
nu i n2i oznaczajg odpowiednio zmniejszajace sie liczebnosci monitorowanych
czaséw zdatnosci produktow, tj.

nj, = Card{le{]....... N}: ji=1, 2 (29)
gdzie tj, oznacza czas zdatnosci /-tego produktu z j-tej proby.
Niech nu+ n2 = n, i du +d2 = d,. Przy przyjetych oznaczeniach i zato-
zeniach logarytm wiarogodnosci dla parametru R

log L(I) = BRI, dZ — loginy + n2id) (30)

Stad

(1)

(32)

Z roéwnania wiarogodnosci U(B) = 0 mozna otrzymac¢ estymator parametru
B. Whnioski dotyczace parametru 8 mozna uzyska¢ stosujac metode ilorazu
wiarogodnosci, przyjmujac, ze

PKNiBJiIB)-1) lub U(B)~N(0, I(R)) (33)
W szczegolnosci, przy zatozeniu hipotezy HO:R = 0, statystyka

z= W0
(my?2

ma w przyblizeniu standaryzowany rozktad normalny.



W tescie poréwnania czaséw zdatnosci produktéw eksploatowanych
w m réznych warunkach definiujemy wektor m —1 zmiennych zerojedynko-
wych z = [zl,..., zm_ j] kodujagcy numer populacji, z ktorej obserwowany
produkt pochodzi. Wektor z= 0 oznacza, ze obserwacja pochodzi z m-tej
populacji, natomiast wektor [0, 0, 1,0, (Q]dlai=1 m—1 oznacza, ze
obserwaga pochodzi z i-tej populacji. W modelu Coxa czaséw zdatnosci mamy

Si(0 = So(0\ ... = SO(t)im  Sm(t) = SO(t), gdzie &, = expli,
(35)

Test rownosci m rozktadéw czasdéw zdatnosci jest rownowazny temu, ze
[Bu =m=Bm~i] = 0 » Stuzy on do wykrywania odstepstw od réwnosci m roz-
ktadéw typu Pil. Zakladamy, ze obserwacje czaséw zdatnosci dotyczg
ustalonej liczby N = N1 -I-.. + Nmproduktow eksploatowanych w m réznych
warunkach. Cze$¢ obserwacji moze by¢ cenzurowana. Obserwacje dokonuje
sie z zadang dokladnoscig A. Niech t()<... < i@} bedg czasami zdatnosci
wszystkich badanych produktéw. Ponadto niech

- n, = card{le{\, > oznacza liczbe produktéw zdatnych do
chwili t(i);

dt = card{le {1, ..., N}:t(i-u <t < i0=0;
ni = card{le Wr:t, > i(i)} oznacza liczbe produktow eksploatowanych
w warunkach Wr, ktore sg zdatne do chwili i)

- dn = card{le Wr:t(i_G< ti)< i()}, i(@= 0 oznacza liczbe produktow
eksploatowanych w warunkach Wr, ktére utracity zdatno$¢ w i-tym przedziale
czasowym.

Elementy wektora pochodnych oraz macierzy informacyjnej przyjmujg
postac:

(36)

1,(0) = ;Zdizn(6r>-~1 r>s=  e>m- 1 (32)

gdzie b,, =1 dla r= s lub 0 dla r ®s jest deltg Kroneckera. Jezeli hipoteza
R =0 jest prawdziwa, to statystyka U = [17(0), £/m_i(0)]7 jest zbiezna
do wielowymiarowego rozktadu normalnego z wektorem wartosci oczeki-
wanych p = o i macierzg kowariancji 1(0). Do sprawdzenia hipotezy 8 = o
o rownosci wszystkich funkcji niezawodnosci produktow eksploatowanych
w roznych warunkach, przeciw hipotezie alternatywnej bedacej zaprzeczeniem
hipotezy zerowej mozna wykorzysta¢ statystyke Url(0)-1U majacg w przy-
blizeniu rozktad X(m-i)» Test mozna przeprowadza¢ wtedy, gdy wskaznik



cenzurowanych czaséw zdatnosci w prébie jest maty. W przeciwnym przypad-
ku sprawdzanie hipotezy odbywa sie z wykorzystaniem macierzy informacyjnej

, Mo m- ] (38)

Test m populacji byt omawiany przez kilku autoréw z réznych punktow
widzenia. Pierwszym, ktory zaproponowal przedstawione podejscie, byt
Mantel (1967).

IV. MODELE REGRESJI DLA CENZUROWANYCH CZASOW ZDATNOSCI

Niech T bedzie ciggta zmienng losowa reprezentujgcg czas zdatnosci
pewnego produktu. Niech z = [zlt ..., zj bedzie wektorem warunkéw eks-
ploatacji, tj. wektorem zmiennych stowarzyszonych z badanym czasem
zdatnosci. Przy wprowadzonych oznaczeniach warunkowg intensywnos$¢
uszkodzenia produktu dla modelu ciggtego czasu zdatnosci produktu I mo-
zemy przedstawi¢ réwnoscia

~§(ijzr (35)

Do podstawowych modeli regresji stosowanych w analizie cenzurowanych
czasOw zdatnosci naleza:

a) model regresji wyktadniczej,

b) normalny model regresji liniowej,

c) logarytmiczno-normalny model regresji liniowej,

d) model proporcjonalnej intensywnosci uszkodzenia Coxa,

e) model PH Coxa za zmiennymi warunkujgcymi zaleznymi od czasu.

Model regresji wyktadniczej. Jest to model parametryczny, w ktorym
zaktadamy, ze czas zdatno$ci badanych wyrobdw ma rozktad wyktadniczy
uwarunkowany wartosciami zmiennych Zj, z2, ..., zm Warunkowa gesto$¢
prawdopodobiefAstwa tego modelu wyrazana jest wzorem

[(t1z) = 0- lexp r>0 (40)

Wektor z okres$la warunki eksploatacji produktu, parametr 0 wyraza
warunkowy oczekiwany czas zdatnosci



a=E(TIz)

Mozliwe sg rézne postaci funkcyjne dla parametru 0. Dla celéw prak-
tycznych bardzo uzyteczng postacia jest

Or=exp (Rlz1+ .. + Bmem (42)

Adekwatnos$¢ tego modelu ocenia sie na podstawie funkcji logarytmu
wiarogodnosci dla modelu z wszystkimi estymatorami parametrow (Zj)
i logarytmu wiarogodnosci modelu, w ktorym do wszystkich zmiennych
objasniajacych podstawimy zero (!<). Jeden ze sposobdw sprawdzenia
zatozenia wyktadniczosci modelu podany przez Lawlessa (1982) polega
na wykresleniu resztkowych czaséw zdatnosci wzgledem standardowej
wykladniczej statystyki pozycyjnej a. Jesli zatozenie wyktadniczosci jest
spetnione, wszystkie punkty na wykresie powinny utozy¢ sie w przyblizeniu
wzdtuz linii prostej. Model regresji dotyczacy czasu zdatnosci dla cen-
zurowanych danych o rozktadzie wyktadniczym jako pierwsi opisali Feig1l
i Ze len (1965). Algorytm otrzymywania estymatoréw najwiekszej wiarogod-
nosci wykorzystuje metode Newtona-Raphsona i jest przedstawiony w pracy
Lagakos i Kuhns (1978).

Modele normalnej i log-normalnej regresji liniowej. W modelach tych
zaktadamy, ze czas zdatno$ci lub logarytm czasu zdatnosci ma rozktad
normalny. Czas zdatnoSci mozna woéwczas przedstawi¢ jako:

T—a+ Blzl + B22+ ... + Bmem+ £ (43)

i zastosowaé metody typowej regresji wielokrotnej. Normalny model regresji
jest szczego6lnie przydatny, poniewaz wiele zbioréw danych mozna przeksztatcié
tak, by daly aproksymacje rozkiadu normalnego. W tym sensie jest to
bardzo og6lny w petni parametryczny model. Oszacowania parametréw dla
wielu réznych ukrytych rozktadéw przezycia sa rozwazane przez Schne-
idera (1986). W celu otrzymania estymatoréw najwiekszej wiarogodnosci
dla parametréw modelu jest stosowany algorytm minimalizacji wartosci
oczekiwanej omoéwiony przez Coxa i Oakesa (1984).

W przypadku danych pogrupowanych mozna zastosowac analize wars-
twowg do testowania hipotezy, czy identyczne modele regresji sg wiasciwe
dla roznych grup, tzn. czy zalezno$¢ miedzy zmiennymi warunkujgcymi
a zdatnoscig jest identyczna w réznych grupach. Analiza ta polega na
dopasowaniu odpowiedniego modelu regresji oddzielnie w ramach kazdej
grupy. Suma logarytméw wiarogodnosci tych analiz odzwierciedla logarytm
wiarogodnosci modelu z réznymi wyrazami wolnymi i réznymi wspoétczyn-
nikami regresji w roznych grupach. Nastepnie jest dopasowywany model
regresji do wszystkich danych, tj. z pominieciem przynaleznosci do grupy



i jest obliczany logarytm wiarogodnosci tego catkowitego dopasowania.
Ro6znica miedzy logarytmami wiarogodnosci jest wykorzystana do testowania
istotnosci np. za pomoca statystyki chi-kwadrat.

Model PH Coxa. W og6lnym modelu PH Coxa nie czyni si¢ zadnych
zatozen co do ksztattu bazowej funkcji intensywnosci uszkodzenia. Poniewaz
zachodzi réwnos¢

S(t\x) = exp (—JI*h(u lz)duj (44)

wiec dla klasy modeli PH warunkowa funkcja niezawodnosci, przy warunkach
eksploatacji z, wyraza sie wzorem:

S(t\z) = SO(t)"*(,,ft+M,+H-w 45)
gdzie

SO(t) = exp~- JQO(u)duj = exp (- HO(t)) (46)

jest bazowa niezawodnoscig, a funkcja HO(t) jest bazowg funkcjg wiodaca.
Chlebowska (1999) wykazata, ze funkcje niezawodnosci z rodziny PH
sg uporzadkowane, tj. dla dwoch produktéw eksploatowanych w warunkach
Zj, z2 dla wszystkich t albo S(r|zj) ~ S((t|z2), albo odwrotnie. Podstawowym
zadaniem, jakie sie tu pojawia, to estymacja wektora parametrow R i bazowej
funkcji niezawodnosci na podstawie danych uzyskanych z cenzurowanej
obserwacji czaséw zdatnosci n produktdw, z uwzglednieniem m réznych
warunkdéw eksploatacji Wx, W2, Wm W modelach PH zmienne stanowigce
warunki eksploatacji majg muitiplikatywny wplyw na intensywno$¢ uszko-
dzenia.

Przypus¢my, ze obserwacja czas6w zdatnosci n produktow daje probe
losowg ztozong z k réznych czaséw i()<...<tf) i n—k czaséw cen-
zurowanych. Zbior

= @?)

przedstawia zbiér tych produktow, ktére byly zdatne i obserwacje ich
czasOw zdatnosci nie sg cenzurowane. Do estymacji wektora parametrow
R Cox (1972) zaproponowat funkcje:

L(I3,. AJ - n ailPEZ‘A+ "+*>»A] ®
11 £exp (ZQMi + ...+ Zmy

leRi



gdzie [zlu z,J jest wektorem warunkéw eksploatacji produktu, ktory
stracit zdatnos¢ w chwili t((). Funkcja Coxa nie zalezy od funkcji hO(t) i jest
wykorzystywana do wyznaczania estymatora /. Funkcja Coxa nic jest
funkcjag wiarogodnosci w zwyklym sensie, ale jest traktowana, jakby nig
byta. W szczegélnosci przy odpowiednich warunkach maksymalizacja funkcji
Coxa prowadzi do estymatora /? asymptotycznie normalnego z macierzg
kowariancji wycstymowang za pomocg macierzy drugich pochodnych zlogaryt-
mowanej funkcji Coxa.

Z powodu zaokraglen, grupowania danych lub dyskretnego monitorowania
czasOw zdatnosci obserwacje dotyczace zmiennych ciggtych moga zawieraé
powtdrzenia. Jesli jest wiele powtdrzen, to parametry modelu mozna
estymowa¢ metodami dyskretnymi lub oprzeé sie na informacjach po-
grupowanych w modelu ciggtym. Jesli wystepuje relatywnie mato powtdrzen
obserwacji, to do estymacji parametrow jest stosowana tzw. zmodyfikowana
funkcja Coxa

(49)

gdzie dt jest liczbg czaséw zdatnosci réwnych (), natomiast sy jest sumg
warunkow eksploatacji zt] dla tych produktow. Jezeli przez D, oznaczymy
zbiér tych produktow, ktére utracity zdatno$é w chwili t(i)), to dt = cardDI oraz

Sij NZn, i —1, k, j—1 ..., m (50)

Jesli nie wystepujg powtdrzenia, tj. dt= 1dlai= 1, ..., n, to zmodyfikowana
funkcja Coxa (49) sprowadza sie do zwyklej funkcji Coxa (48). Pierwsze
pochodne zlogarytmowanej zmodyfikowanej funkcji Coxa przyjmujg postac:

Elementy macierzy informacyjnej sg postaci:



gdzie r, s= 1, m. Do rozwigzania uktadu réwnan uproszczonej wiarogod-
nosci czastkowej

3logL/5/2r=0 (r = 1....m) (53)

jest wykorzystywany algorytm Breslowa oparty na metodzie Newtona-Raph-
sona podany w ksigzce Lawless a (1982). Obliczenie wartosci oczekiwanej
In(fl) nie jest mozliwe bez znajomos$ci mechanizmu cenzurowania obserwaciji,
a nawet jezeli mechanizm ten jest znany, ich wyznaczenie moze by¢ trudne
lub pozostaé wrecz niemozliwe. Najprostszym podejsciem jest przyjecie
zatozenia, ze wektor ocen parametréw /5 ma rozktad normalny z wektorem
wartosci oczekiwanych B i macierzg kowariancji I1($)-1. Na wilasnosci
asymptotycznej normalnosci estymatorow najwiekszej wiarogodnosci jest
oparta statystyka Walda majgca rozktad chi-kwadrat. Wnioskowanie moze
by¢ réwniez oparte na metodach ilorazu wiarogodnos$ci. Trzecia mozliwos¢
wnioskowania oparta jest na wektorze

(54)

ktory dla duzych prob ma w przyblizeniu rozktad normalny z wektorem
wartosci oczekiwanych 0 i macierzg kowariancji I(R).

Obliczajgc wielkosci zlogarytmowanej funkcji Coxa, jej pochodne i skia-
dowe macierzy wygodnie jest uporzadkowaé czasy zdatnosci i cenzurowane
czasy od najwiekszego do najmniejszego i zastosowa¢ zmienng wskazujaca,
czy obserwacje sg czasami zdatnos$ci, czy cenzurowanymi czasami. Obserwacje
cenzurowang oznaczamy gwiazdkg. Gdy wszystkie czasy s rozne, to
uporzadkowane czasy mozna zapisa¢ w sposob:

P @4} (@), {tO)i} (55)

gdzie {tyj,} jest zbiorem cenzurowanych czasow z przedziatu [fw, iu_TI})
i dla wygody przyjmujemy, ze i(0)= 0 i t{k+l) = oo. Poniewaz zbhior 4,
w chwili t() zawiera zbior Ri+l w chwili t(i+l) plus te produkty, ktore
utracity zdatno$¢ lub obserwacje czasu zdatno$ci zostaty przerwane
w [r(i), t(i+i)), wiec funkcja Coxa i jej pochodne mogg by¢ obliczone
rekurencyjnie poczynajgc od Rk i konczac na Rr

Model PH Coxa ze zmiennymi warunkujacymi zaleznymi od czasu.
W wersji podstawowej modelu PH Coxa przyjmujemy, ze wektor z okreslajacy
warunki eksploatacji jest ustalony i znany dla kazdego monitorowanego
produktu. Uogdlnieniem tego modelu jest przyjecie zatozenia, ze wektor
z jest zalezny od czasu. Piszemy wowczas z = z(r).



Intensywnos$¢ uszkodzenia w chwili t przyjmuje teraz postac
h(t|zI(i), zn(t)) = ho(t)expect)/*! +... + zm{t)Bm) (56)

Zmienna z(t) moze byé stochastyczna lub deterministyczna. Model Pil
Coxa ze zmiennymi warunkujgcymi zaleznymi od czasu stosujemy dla
danych skategoryzowanych. Model ten pozwala dopasowac intensywnosc
uszkodzenia oddzielnie dla kazdej grupy przy uzyciu analizy warstwowej.
W ten sposob z gory dopuszcza sie rozne funkcje intensywnosci awarii
w kazdej z grup. Zalozenie proporcjonalnosci moze nie by¢ spetnione.
Zmienne warunkujgce mozna zdefiniowa¢ jako funkcje czasu. Na przyktad
badajgc dwie populacje tego samego wyrobu otrzymanego przy zastosowaniu
réznych technologii mozna zastosowa¢ zmienng grupujacg probe na dwie
grupy wprowadzajgc kody 1 i 0 wskazujgce, ktorg technologia byt produ-
kowany wyréb (patrz Statistica for Windows (1997), Vol. Ill1). Szacowaniu
poddawany jest wdéwczas nastepujacy warunkowy model proporcjonalnej
intensywnos$ci uszkodzenia:

h(t\z) = ho(t) mexp (/%1Z+ B2 In ) (57)

Warunkowa intensywno$¢ uszkodzenia w chwili t jest funkcjg zmiennej
warunkujacej i czasu. Model ten mozna wykorzysta¢ do testowania zatozenia
proporcjonalnosci. Jezeli parametr R2 jest istotny statystycznie, np. jest co
najmniej dwa razy taki, jak jego btgd standardowy, to mozna powiedziec,
ze wptyw zmiennej warunkujacej na czas zdatnos$ci zalezy od czasu i w kon-
sekwencji, zatozenie proporcjonalnosci nie jest spetnione.

W celu odzwierciedlenia odpowiedniego przeksztatcenia zmiennej wa-
runkujacej jest stosowana zmodyfikowana wiarogodno$¢ czastkowa. Czes-
ciowa funkcja najwiekszej wiarogodnosci dla parametrow [ jest teraz
postaci:

m .. L - (58)
IZR_eXP @zn(h9RI + —+ zIm(hl))Rm)

Wiarogodno$¢ czastkowa dla danego zbioru parametrow jest sumag
geometryczng wiarogodnosci przypadkéw. Aby obliczy¢ wiarogodnos$¢ dla
danego uktadu parametréw dla kazdego przypadku i, muszg zosta¢ uwzgled-
nione wszystkie przypadki z czasami przezycia wigkszymi lub réwnymi, jak
ten dla przypadku i. Zatem modele dopasowania ze zmiennymi warunkujacymi
zaleznymi od czasu mogg wymaga¢ rozbudowanych obliczen, szczegdlnie
wtedy, gdy zbior danych zawiera wiele przypadkdéw.



Zmienne warunkujace zalezne od czasu sg definiowane za pomocg
wyrazen arytmetycznych niekoniecznie zawierajgcych odwotania do czasu.
Mozna okresli¢ kilka funkcji dwoch lub wiecej zmiennych objasniajacych.
Moze to by¢ wygodng metodg do oceny modeli dla danych zebranych
w eksperymencie wieloczynnikowym. Dla kazdego czynnika mozna w zbiorze
danych utworzy¢é zmienng w celu zdefiniowania pozadanych kontrastow.
Okres$lajgc zmienne warunkujgce dla modelu regresji PH, mozna wpisac
odpowiednie mnozenia definiujgce cztony interakcyjne. Na przyktad zatozmy,
ze czynniki A i B majg po dwa poziomy. Wszystkim jednostkom przydzielono
wartosci —1 albo + 1 odpowiednich zmiennych kodujacych w zaleznosci
od przypisanego poziomu czynnika. Przy takim kodowaniu zmienne A i B mo-
zna okresli¢ jako zmienne warunkujace, a iloczyn AB jako zmienng towa-
rzyszacg do testowania interakcji miedzy tymi czynnikami w eksperymencie.
W niektorych przypadkach mozna postawi¢ hipoteze, ze efekt jednej lub
wiecej zmiennych warunkujgcych na intensywno$¢ uszkodzenia jest funkcjg
nieciagtay w czasie. Na przyktad mozemy okresli¢c zmienng warunkujaca
zalezng od czasu jako z (T~"t0), gdzie(T<iO) jest wyrazeniem logicznym.
Parametr przy tej zmiennej warunkujgcej zaleznej od czasu odnosi sie do
efektu zmiennej z jedynie do czasu tO, np. czasu gwarancji produktu.

Whnioski. Podane modele regresji pozwalajg uzyskiwaé estymatory para-
metrow metoda najwiekszej wiarogodnosci. Model PH Coxa oraz model
regresji wyktadniczej sg szacowane za pomocg metody iteracyjnej New-
tona-Raphsona. Parametry najwiekszej wiarogodnosci dla modeli regresji
normalnej i log-normalnej sg szacowane za pomocg algorytmu minimalizacji
wartosci oczekiwanej. Ogo6lna istotno$¢ modelu regresji jest oceniana za
pomocg testu chi-kwadrat obliczanego na podstawie logarytmdéw wiarogod-
nosci odpowiedniego modelu zerowego oraz modelu dopasowanego. Do
oceny adekwatnosci modelu mozna wykorzysta¢ asymptotyczne btedy stan-
dardowe oraz empiryczng macierz kowariancji estymatoréw parametrow.
Wstepnej oceny adekwatno$ci modelu mozna dokona¢ na podstawie rézno-
rodnych wykresow. W przypadku modeli PH mozna wykresli¢ funkcje
niezawodnos$ci dla réznych wartosci zmiennych niezaleznych. Dla modelu
regresji wyktadniczej mozna wykresli¢ reszty wzgledem wykladniczej statystyki
pozycyjnej, reszty wzgledem przewidywanych czaséw zdatnosci oraz reszty
wzgledem zlogarytmowanych wartosci obserwowanych czaséw zdatnosci.
Dla modelu normalnego i log-normalnego mozna wykresli¢ wykresy rozrzutu
wartosci obserwowanych wzgledem prognozowanych czaséw zdatnosci,
wartosci przewidywanych czaséw zdatnosci wzgledem resztkowych czasow
zdatnosci oraz normalny wykres prawdopodobienstwa reszty. W przypadku
danych nie cenzurowanych do dopasowania dowolnego rodzaju modelu
regresji mozna stosowa¢ metody estymacji nieliniowej. Jesli czasy zdatnosci



sg traktowane jako zmienne binarne, to do badania ciggtych imiennych
objasniajgcych mozna zastosowa¢ modele regresji probit i logit. Jesli istnieje
mozliwo$¢ kategoryzacji czasow zdatnosci do dwoch lub wiekszej liczby
przedziatow, to do oceny powigzania réznych kategoryzujgcych zmiennych
niezaleznych mozna wykorzysta¢ ogdlny model log-liniowy.

V. PODSUMOWANIE

Przedstawiony przeglad wybranych metod analizy danych dotyczacych
cenzurowanych czaséw zdatnosci produktdw obejmuje tablice czasu zdatnosci,
metody parametryczne, nieparametryczng metode estymacji Kaplana-Meiera
limitu iloczynowego oraz modele regresji. Zwrdcona jest uwaga na mozliwosci
wizualizacji wynikéw estymacji i komputerowe wspomaganie przedstawionych
analiz. Daje to czesto starym metodom nowe mozliwosci zastosowan.
Podkres$lona jest szczegOlna rola, jakg w zastosowaniach inzynierskich
odgrywajg rozktady wyktadniczy, liniowy intensywnosci uszkodzenia, Weibulla
i Gompertza. Wskazane sg testy poréwnania czaséw zdatnosci dla danych
cenzurowanych.

W zwigzku z ograniczonymi mozliwosciami stosowania zwyktych technik
regresji wielokrotnej, w analizie czasow zdatnos$ci z cenzurowanymi obserwa-
cjami, omowione sg szczegOlne modele regresji. Podane modele regresji
pozwalajg uzyskiwaé estymatory parametrow metoda najwiekszej wiarogod-
nosci.

Metody analizy cenzurowanych czaséw zdatno$ci maja szerokie mo-
zliwosci  praktycznych zastosowan, tym bardziej ze w obliczeniach mo-
zemy skorzystaé z pakietow statystycznych, takich jak STATISTICA
(1997), STATGRAPHICS (1993) i in. W szczeg6lnosci przedstawione
metody statystyczne mozna zastosowaé w kontroli jakosci do badania
czasu zdatnosci lub wyznaczaniu okresu gwarancji przez okreslone pro-
dukty.
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Karol Andrzejczak

SELECTED METHODS OF ANALYSIS OF CENSORED LIFETIMES OF GOODS

(Summary)

The study of goods lifetimes, for various reasons, might be time-restricted. In such cases
the so called censored observation might appear, for which the exact lifetimes are not known.
We only might say that lifetimes of certain goods are longer than the monitoring time. The
aim of this work is to describe selected methods of censored lifetimes analysis, comprising:

- lifetime description,

estimation of survival function, hazard function and probability density,

- fitting distributions to lifetime data,

- comparison of lifetimes for two or more lots of goods,

- regression models.

The described methods were at first developed and applied for medical and biological
sciences. Nowadays, international conventions and regulations demand the application of
statistical methods e.g. in quality control for the study of lifetime of certain goods. Moreover,
statistical methods are frequently used as a tool in social sciences, economics and engineering,
and also by managements ol various companies, especially insurance companies.

The range of the statistical methods for censored data described in this work is limited
to those present in statistical packages. Due to a rapid development of statistical software we
limit our methods to those present in the Survival Analysis module of STATISTICA, and
such procedures like: Kaplan, Lifetab and Paramod of STATGRAPHICS.



