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Opinia o rozprawie doktorskiej Pani mgr Emilii Fraszka-Sobezyk
,, Uogdlnione modele Coxa-Rossa-Rubinsteina wyceny opcji z parametrami

zmieniajqcymi si¢ w czasie i ich formuly graniczne”

Praca sktada sie ze wstgpu i szesciu rozdzialow i probabilistycznego Dodatku.
Dolaczony jest starannie przygotowany wykaz oznaczen i formut oraz do$¢ bogaty wykaz
literatury. Za zasadnicza czg$¢ nalezy uznaé pigé pierwszych rozdzialow. Rozdzial 6. zawiera
prosty model jednokrokowej zmiany ceny akcji. Zasadnicza czg$¢ rozprawy dotyczy
uogolnien stynnego dyskretnego modelu rynku C.R.R. (czyli Coxa-Rossa-Rubinsteina). Jest
to rynek zawierajacy jeden rodzaj ryzykownego papieru wartosciowego i jeden rodzaj
bezryzykownych obligacji. W sensie matematycznym, jest to prosty, elegancki,
kombinatoryczny model gry. Nalezy znalez¢ strategie zawsze realizujaca pewien cel, przy
grze jednego gracza przeciwko naturze. W sensie ekonomicznym jest to najprostszy model, w
ktérym mozna sformutowaé i rozwigza¢ problem wyceny opcji typu europejskiego poprzez
strategie replikujaca. Poj awia sie elegancki wzor dajacy taka wyceng. Gdy gra ma wiele
krokow pojawia sig¢ stynne przejécie graniczne, dajace dokladnie rozwiazanie stochastycznego
r6wnania rozniczkowego Blacka-Scholesa. [stniejaca literatura, na przyklad prace profesora
Fukasza Stettnera i wspotpracownikow dotyczace modelowania kosztow za transakcje,
zaskakuje jednak zlozonoécia obliczen. Integralng czedcia uogdlnien tej elementarnej teorii sa
bardzo dtugie rachunki i poszukiwanie odpowiednich notacji.

Podobnie jest w przypadku omawianej rozprawy, gdzie zasadnicza cze$¢ zajmuje 90
stron. Z drugiej strony zasadnicza role w tej teorii odgrywa interpretacja i znaczenie
poszczegblnych wynikéw. To z kolei pozwala catkiem krotko omoéwié zawartoS¢ pracy oraz
jej rolg w ogblnym rozwoju teorii.

Rozdziat 1. jest eleganckim wyktadem teorii C.R.R. Dopracowane 53 oznaczenia.
Wyjasnione sg delikatnosci zwiazane ze stosowaniem Centralnego Twierdzenia Granicznego

(pomijane w innych znanych mi wykladach).



Rozdzial 2. zawiera naturalne uogdlnienie teorii C.R.R. na przypadek, gdy logarytmy
cen akcji maja niezerowy dryft rzedu stopy procentowe; obligacji. Przejscie graniczne
prowadzi do naturalnego uog6lnienia wzoru Blacka-Scholesa, Twierdzenie 2.2. Opisane s
przypadki graniczne (dla bardzo duzych lub bardzo matych parametrow opisujacych rynek w
czasie ciaglym). Jeden z nich demonstruje naturalny brak arbitrazu (punkt c str. 23). Jest tak,
gdy do zera dazy o’, czyli wariancja logarytmu dhugookresowej zmiany cen akcji. W tym
momencie prosta kombinatoryczna teoria staje si¢ niebanalna. Uwagi 0 interpretacji
ekonomicznej sa stuszne (lepsze niz w innych znanych monografiach), ale i tak wymagajq
dalszej pracy.

Rozdzialy 1. i 2. warto omowi¢ wraz z Dodatkiem. Zawiera on bardzo porzadne i
przemy$lane zebranie potrzebnych faktow z rachunku prawdopodobienstwa i analizy.

Rozdzialy 3., 4. i 5. to najistotniejsza cze$é pracy. Rozpatruje sig W nich modele
C.R.R., w ktorych stopa procentowa obligacji i parametr o dla cen akcji zmienia si¢ skokowo
miedzy dhugimi przedziatami czasu. Precyzyjne przejécie graniczne daje eleganckie
uog6lnienie formuty Blacka-Scholesa (Twierdzenie 3.3 str. 52; Twierdzenie 4.2; Twierdzenie
5.3). Rachunki sa zaskakujaco dhugie. W poréwnaniu z wezesniejszymi pracami na ten temat
([15] Nguyen Van Huu i Tran Trong Nguyen (2001), [16] Natalia Kan (2005)) praca daje
nowy opis sytuacji, gdy parametry rynku zmieniaja si¢ skokowo, nie za$ w sposob ciagly.
Metoda dowodu jest inna i dtuzsza. Autorka bazuje na wstgpnym udowodnieniu jednostajnej
(wzgledem poczatkowej ceny akeji) zbieznosci wycen C.R.R. do wyceny B.S. Zaczyna wigc
od wyniku, ktéry sam w sobie jest godny odnotowania. Dostrzezona jest konieczno$¢ uzycia
nieréwnosci Bernsteina. Nalezy podkresli¢, ze tak przeprowadzone pracochionne
rozumowanie rozstrzyga wigcej niz zostato uchwycone we wspomnianych podsumowujacych
twierdzeniach 3.3, 4.2, 5.3. Rozwazmy kolejne diugie przedziaty czasu [0 T1], [T1, T2] 5ees
[Ti.1, Ti]. Niech parametry rynku beda inne dla kazdego przedziatu. Jezeli przedzialy
podzielimy kolejna na nj, nz, ..., Ni chwil handlowania, to granica wielokrotna, dla formuty
C.R.R. C(ny, ..., nj), bgdzie rowna formule C, uogdlniajacej naturalnie formute B.S. Granicg
bierzemy dla n; —, 1y —>, Nj —>0 i zalozenie n; = ... =n; =n nie jest potrzebne. I to jest
warto$¢ przeprowadzonego rozumowania.

Nie mam zastrzezen do rachunkéw. Mam nadal uwagi co do precyzji interpretacji
krotkookresowych wariancji Oy’ (w rozdziale 1., a tym samym W rozdziatach 2., 3.,4.,5.),

cho¢ praca jest tu bardziej przemy$lana niz znane mi monografie. System notacji tez wymaga



dalszych przemyslen, skoro rozumowanie zatamuje si¢ w rozdziale 5. dla i=4 jako liczby

okresow o odmiennych parametrach.

Reasumujac, pracg trzeba rozpatrywa¢ jako ciekawy etap badania relacji pomigdzy
ciagtymi i dyskretnymi modelami stochastycznymi. W dtugich rachunkach ukryte sa ciekawe
spostrzezenia (uzycie Centralnego Twierdzenia Granicznego w wersji Lapunowa, uzycie
nieréwnosci Bernsteina).

Praca powinna by¢ uznana za spetniajaca wymogi rozprawy doktorskiej. Wnoszg o

dopuszczenie mgr Emilii Fraszka-Sobczyk do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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