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Recenzja rozprawy doktorskiej

magister Emilii Fraszki-Sobczyk

pt. UOGOLNIONE MODELE COXA-ROSSA-RUBINSTEINA
WYCENY OPCJI Z PARAMETRAMI ZMIENIAJACYMI SIE
W CZASIE 1 ICH FORMUELY GRANICZNE

Praca doktorska pani Emilii Fraszki-Sobczyk zawiera kilka modyfikacji klasycznego
modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina (w skrécie, modelu CRR) polegajacych na uzales-
nieniu wielkodci wzrostu i spadku cen aktywéw od czasu oraz analizie przej$é gra-
nicznych, w wyniku ktérych uzyskuje sie wzory na wycen¢ opcji kupna typu euro-
pejskiego uogélniajace stawny wz6r Blacka-Scholesa. Recenzowana rozprawa ma 115
stron maszynopisu. Sktada si¢ ze wstepu, szesciu rozdziatéw, dodatku i bibliografii
zawierajace]j 18 pozycji. Praca jest napisana poprawnie pod wzgledem stylistycznym,
Jezykowym i redakeyjnym.

Pierwszy rozdzial zawiera opis modelu CRR, podstawowe twierdzenie CRR o wy-
cenie opcji metoda replikacji oraz wzér Blacka-Scholesa uzyskany ze wzoru CRR w
wyniku przejscia do nieskoriczonogei z liczbg zmian sktadu portfela w przedziale o
dtugosci T' przy kalibracji (parametryzacji) CRR wielkogci wzrostu lub spadku ceny
w jednym podprzedziale i ich prawdopodobieristw. Szkoda, ze napotkamy w nim na
pewne drobne niecistosci, ktére utrudniajg zrozumienie tematu (patrz uwagi kry-
tyczne 1-13).

W rozdziale drugim Autorka zaproponowala nastepujaca kalibracje modelu dwu-
mianowego
0 wesio). demfi). e
gdzie n jest liczbg podprzedziatéw przedziatu [0, 7] o jednakowej dtugosci, d,, i u,, sq
wielkosciami spadku lub wzrostu ceny akcji wzrostu w kazdym z podprzedziatéw, p
za$ jest dowolng liczba rzeczywistg. Autorka wyprowadza wzér na cene opcji kupna
typu europejskiego i podaje jej postaé graniczng przy n dazacym do nieskoficzonogci.
Uzyskane rezultaty opublikowano w roku 2014 w czasopi$mie Bulletin de la Société
des Sciences et des Lettres de £6ds

Niestety, trudno mi uznagé wyniki drugiego rozdziatu za oryginalny wktad Autorki,
gdyz kalibracja (1) i jej konsekwencje byly badane przez Jarrowa i Rudda w roku
1983, a ich praca jest omawiana w wielu ksigzkach i artykutach, np. Etheridge (2002)
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A Course in Financial Calculus, Cambridge University Press, str. 46; Bellallah (2010)
Derivatives, Risk Management and Value, World Sci., str. 350; Leisen i Reimer ( 1996)
Binomial models for option valuation - ezamining and improving convergence, Ap-
plied Mathematical Finance, str. 319-346; Chance (2008) A Synthesis of Binomial
Option Pricing Models for Lognormally Distributed Assets, Journal of Applied Fi-
nance, str. 38-56. Warto dodaé, ze kalibracje CRR i Jarrowa-Rudda nie sg jedynymi
znanymi w literaturze.

Przejde teraz do oméwienia wynikéw zamieszczonych w rozdziatach 3-5, ktére za-
wieraja zasadniczg i niewatpliwie najciekawszg czesé rozprawy doktorskiej. Przedsta-
wig problem docelowy, do ktérego rozwigzania Autorka dochodzi w kilku etapach.
Rozwazmy m okreséw, np. miesigcy. Kazdy z tych okreséw dzielimy na n réwnych
czgSci (np. dni) i zaktadamy, ze w kazdej z n czeéci i-tego okresu zwrot R;, z ak-
¢ji moze wynie$¢ u;, = exp(o;/\/n) (wzrost ceny) lub l;,, = exp(—o;/\/n) (spadek
ceny) niezaleznie od tego co dziato si¢ w przesztodci, gdzie o; > 0. Stopa wolna od
ryzyka réwna sig r; w i-tym okresie, tzn. inwestujac w banku jednostke pienig¢zng na
poczatku i-tego okresu uzyskamy na koricu tego okresu kwote exp(r;).

Przez R; () oznaczmy zwrot w okresie i, przy zalozeniu, ze prawdopodobiefistwo
wzrostu rowna sie Pin> & spadku ¢f, =1 — Din» gdzie

pi., = _eri/n - di,n
wn o )
ui,n - di,n

dlai=1,2,...,m. Oczywiscie,

ad; L
Ry = Ri1Ria... R = exp (%; Vi,j) ’

gdzie V; ; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi oraz V; ; przyjmuje wartogé 1 lub —1
odpowiednio z prawdopodobiefistwem Pin i qin

Oznaczmy przez S;_; cene akcji na poczatku okresu i. Niech Céz)(So) bedzie mi-
nimalna kwota na poczatku pierwszego okresu, ktéra pozwoli na konstrukcje strate-
gii samofinansujacej sig i replikujacej wyptate (S, — K )* na koricu okresu m, gdzie
a® = max(a,0). Zgodnie z modelem CRR, aby zreplikowaé wyptate (S,, — K)* trzeba
mie¢ na poczatku okresu m kwote

Ot = €7 3= (1)) 0"t i - B
k=0

=g ™m E[(Sm—lRm,(n) - K)+|Sm_1].

Aby mie¢ gwarancj¢ posiadania kwoty Cm-1,n(Sm-1) na poczatku okresu m — 1 na-
bywamy opcje na poczatku okresu m — 2, ktéra wyplaci t¢ kwote i bedzie kosztowata
zgodnie z modelem CRR

Cm-2n(Sm-2) = €™ E[Crn-1,0(Sm-1)|Sm—a]
= e—(Tm—1+7'm) E[(Sm—2Rm—1,(n)]?'m,(n) . K)+|Sm—2]-

Powtarzajac powyzsze rozumowanie w kolejnych okresach (indukcja wsteczna) docho-
dzimy do wniosku, ze zreplikujemy wyplate (S, — K )*, gdy na poczatku pierwszego



okresu bedziemy posiadaé¢ kwote
(2) Con (S0) = " B(SoRm) — K)*,

gdzie Sy jest znang liczbg, r = 2i=1Ti 0raz Ry = Ry myRany - . . R (n)-
W rozdziatach 3-5 udowodniono trzy najwazniejsze twierdzenia rozprawy. Pierwsze
dotyczy granicznej postaci ceny C’é)’::)(So), gdy n — oo, tzn. wykazano, ze

dim, Gi7(S0) = C§™ (S0) = Sog(dy) — Ke~p(d-),

gdzie ¢ oznacza dystrybuante standaryzowanego (standardowego) rozkladu normal-
nego N(0,1), zaé

d:h - 2 )
o
gdzie 0 = /37, 07 (tw. 5.4 na str. 90). Jak wiadomo,
3) Co™ (o) = € "E(SoX - K)*

gdzie In X jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym z warto$cig oczekiwanag r — "72
i wariancjg 0. Gdy parametry r; i o; nie zaleza od i (nie zmieniajg sie w okresach),
cena C{™ (Sp) jest ceng Blacka-Scholesa.

Drugim wynikiem jest twierdzenie o zbieznogci jednostajnej ceny C(gfz) do 0(5’"’,
tzn.

n—oo

lim sup IC((,TZ)(So) - C(gm)(SO)l =0
So>0

(patrz tw. 3.1.2, str. 26, dla m = 1). Udowodniono réwniez, ze dla kazdego € > 0
istnieje ng € N takie, ze dla kazdego n > ng i Sp >0

IG5 (So) = C§™(So)| < (1 + Sp)

(tw. 4.1 na str. 60 dla m = 2, tw. 5.1 na str. 79 dla m = 3 i tw. 5.3 na str. 90 dla
m = 4 z oszacowaniem £(1 + 35p)).

Dowody sa zawile i polegaja na bardzo pomystowym uzyciu szeregu oszacowan
1 twierdzen, m.in. nieréwnosci Bernsteina, twierdzenia Skorochoda, twierdzeri o aprok-
symacji i twierdzenia Lapunowa. Nie watpie, ze wyniki z rozdziatéw 3-5 doczekaja
si¢ publikacji.

W koncowym szostym rozdziale rozprawy zakltada sig, ze ceny Sy dlat = 1,2,...,T
84 wyznaczone ze wzoru rekurencyjnego Sy(w;) = a(w;)Sp—1(wi) + b(w;)Sy—2(w;), gdzie
wi € = {wy,ws}, za$ wspolezynniki a(w;), b(w;) sa znane, zatem mamy do czy-
nienia z modelem dwustanowym jednookresowym — w chwili ¢ = 0 nabywamy opcje,
a w chwili 7" nastepuje jej rozliczenie przy dwéch mozliwych wartoéciach ceny: Sr(w;)
lub Sp(ws). Autorka bada, dla jakich wspotezynnikéw a i b model bedzie wolny od
arbitrazu, gdy 7' dazy do nieskoficzonogci. Uwazam, Ze jest to najstabszy rozdzial
pracy doktorskiej, gdyz determinizm ceny koficowej z punktu widzenia chwili ¢ = 1
jest nie do pogodzenia ze standardami spotykanymi w literaturze. Ponadto, nie ro-
zumiem co nowego wnosi on do jednookresowego modelu CRR (rozwazanego po raz
pierwszy przez Sharpe’a w 1978 roku), w ktérym dwie mozliwe wartosci ceny St sa
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dowolne z zalozenia. Wyniki umieszczone tym rozdziale rozprawy zostaty opubliko-
wane w roku 2011 w czasopi$mie Bulletin de la Société des Sciences et des Lettres de
Lodz (wspétautor dr hab. Michat Jerzy Marczak).

Uwagi krytyczne. Swoje uwagi ponumeruje, aby tatwiej byto odwotywaé sie do nich
w razie potrzeby.

L. (str. 6) W definicji 1.1 znajdujemy dziwny zapis t € NN¢t...

2. (str. 6) Drzewo zmian cen na rys. 1.1 powinno koriczy¢ si¢ dwiema galeziami
w dwoéch miejscach.

3. (str. 7) W definicjach 1.2, 1.3 i innych, przyjmuje sig, ze gracz podejmuje réwniez
decyzj¢ o zmianie sktadu portfela w chwili T, gdzie T jest chwilg wygasniecia waznosci
opcji. Po co zmieniaé sktad portfela w chwili 7°?

4. (str. 7) W definicji 1.3 brak informacii o s. By¢ moze umieszczanie w nawia-
sach komentarzy dotyczgcych pojecia ,chwila” na str. 7 i dalszych stronach roz-
prawy, wnosi istotng informacje, ale mnie tego typu ob Jjasnienia raczej przeszkadzaty.
W czwartej linii interpretacji powinno byé¢ S(t + 1) = sd.

5. (str. 8, Def. 1.6) Wycena opcji kupna typu europejskiego Cr(s) oznaczona jest
literg C(s). Czy mam przez to rozumieé, ze jak we wzorze na Cy liczba s nalezy do
zbioru {sod”, ..., sou”}? Ten sam blad powielony jest we wzorze

Po(s) = ao(0) + Bo(s) - S(s)

oraz w interpretacji definicji 1.6.

6. (str. 8) W opisie wzoru (2): liczba s nie nalezy do zbioru {sod”, ..., souT}.

7. Na str. 8 i w dalszej czesci rozprawy pojawia si¢ numeracja wzoréw, ktéra utrud-
niala mi czytanie pracy, tzn. najpierw znajdujemy wzér (1.1) potem wzory (1), (2),
a na str. 9, wzor (1.2.1). Na str. 22 mamy wzér (1)), na str. 27 wzér (*), na str. 30,
wzor (1), na str. 34, dwa wzory (0), na str. 36 wzor (3.3.1.0) itd.

8. (str. 11) Nie rozumiem Uwagi 1.2.

9. (str. 11) Czy kalibracja modelu CRR polega na dopasowniu parametréw do
danych rynkowych, czyli na analizie statystycznej rynku?

10. (str. 13) W twierdzeniu 1.4.1 zadanie »Ponadto, zaktada si¢, ze o nie zalezy od
t”jest zbedne, gdyz Autorka powotuje sie wezesniej na podrozdziat 3.2.1 wzér (0).

11. (str. 13) Na tej stronie i na innych stronach rozprawy, Autorka uzywa nie-
fortunnego sformutowania o ,zbieznosci modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina do modelu
Blacka-Scholesa”, gdy chodzi o ,zbieznoéé formuty Coxa-Rossa-Rubinsteina do for-
muty Blacka-Scholesa” .

12. (str. 14, tw. 1.4.3.) Zbedne wstawki o P(S, = k), E(S,) i D*(S,). Czy miara P
we wzorze P(Ap;) = p, jest inna miarg niz P, we wzorze Po(Sn = k) = ...7 Zginal
pierwiastek we wzorze na gestoéé rozktadu normalnego.

13. (str. 17) Co oznacza zwrot wempiryczne prawdopodobiefistwo” ?

14, (str. 22 i dalsze) Zapis komentarzy we wzorach w postaci nawiaséw nie jest
zbyt czytelny.

15. (str. 26) Brak czgsci catkowitej (funkcja podloga) we wzorze na k.

16. (str. 90, tw. 5.4) Brak ¢ we wzorze (5.4.1).
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17. (str. 90, tw. 5.4) Zmienna losowa R; (n) jest zbiezna wedltug rozktadu do zmiennej
e przy n — oo, gdzie Y; ma rozklad normalny o wartoéci oczekiwanej r; — 0?/2
i wariancji o co jest znanym faktem udowodnionym w modelu CRR (1979), a takze
na str. 32-33 niniejszej rozprawy. Poniewaz zmienne Rimy dla i = 1,2,...,m sa
niezalezne, wiec ich iloczyn Ry jest zbiezny wedtug rozktadu do zmiennej X = eY,
gdzie Y ma rozktad normalny z wartoscia oczekiwang r — 0%/2 i wariancja o2 oraz

T=Zﬁ17i102=22—_103'

Ze wzorbw (2) i (3) i z tozsamosci (z — K)* =z — K + (K — z)* dostajemy

|C5m (So) = C§™(So)| = €|, E(R(m) — X) + E(K — SyR(n))* — B(K — S,X)*|
(4) < Sol0n| + |An(So)],

gdzie oy = e (ER@m) — EX) i An(So) = e (E(K — SyRen))* — B(K — SoX)*).
Poniewaz funkcja  — (K — 2)* jest ograniczona i ciggla oraz ciag R, jest zbiezny
wediug rozkladu do zmiennej X, wiec lim,_q |AL(So)| = 0 dla kazdego Sy > 0.
Wykazemy, ze 6, — 0, gdy n — oco. Zmienne Ri (n) sa niezalezne, zatem wystarczy
wykazaé, ze ER; ;) — Ee¥i = e, gdy n — oo dla dowolnego i. Dowéd tego faktu
jest zamieszczony na str. 33-34 (Lemat 3.2.2) recenzowanej rozprawy. Podsumowujac,
dla kazdego Sy > 0, C&?(S’o) — C{™(S,), gdy n — oco.

18. (str. 90, tw. 5.3) Funkcje A,(s) = e " (E(K — $Rny))*t — E(K — sX)*) mozna
zapisaC w postaci A,(s) = F(s) — F,(s), gdzie F(s) = e"(K — E(K — sX)*) i
Fu(s) = e (K — E(K — sRy))*). Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajory-
zowanej, wynika, ze funkcje F' i F), sa ciagle, gdyz (K - sZ)* < K dla dowolnej
nieujemnej zmiennej losowej Z. Ponadto, F' i F), sq niemalejace i ograniczone oraz
lim 0 An(s) = 0 i limg_g A, (s) = 0, co jest réwniez konsekwencja tw. Lebesgue’a.
Z twierdzenia Pélya (patrz punkt 22) wynika, ze cigg funkcyjny (A,(-)) jest zbiezny
jednostajnie do funkcji réwnej tozsamodciowo zero. Dobierzmy dla dowolnego € > 0
takg liczbg ng aby |A,(s)| < €1 ]0,| < € kazdego n > ng i s > 0. Wtedy z (4) wynika,
ze

IC5 (So) = CS™(So)| < €(Sp + 1).

19. (str. 26, tw. 3.1.2) Ze wzoréw (2) i (3) i z tozsamodci (z—K)*+ = z—K+(K-z)*
otrzymujemy wzor

CE (o) = C§™ (S0) = Sobs + An(Sp),

gdzie 6, i Ap(Sp) zdefiniowano w punkcie 17. Ciag funkeyijny fn(8) 1= 80, + An(s),
n 2 1, jest punktowo zbiezny do funkeji f(s) = 0 dla kazdego s > 0. Jest on réwniez
zbiezny jednostajnie, ale jedynie w przypadku, gdy 0, = 0 dla prawie wszystkich n,
gdyz lims oo fr(s) = lims—o0(sd,) i funkcje f,, sg ciggle.

20. (str. 98) Zdanie zaczynajace sie od stéw »Racjonalnie jest przyjaé ...”jest dla
mnie niezrozumiate, gdyz Autorka najpierw zaklada, ze a; > 0 i by > 0, a nastepnie
rozwaza przypadek a? = —4b,.

21. (str. 102) Brak pierwiastka we wzorze na gestogé rozktadu normalnego.

22. (str. 103-105, Twierdzenie 1 i 2, Diniego) Nie zamieszczono odsytaczy do li-
teratury, co moze sugerowaé, ze sy to nowe wyniki. Czy jest tak w istocie? Moim
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zdaniem, Twierdzenia 1 i 2 nie nawigzujg do twierdzenia Diniego, a sa zmodyfiko-
wang wersja twierdzenia Polya zamieszczonego w ksigzce Chowa i Teichera (1988)
Probability Theory: Independence, Interchangeability, Martingales, Lemat 3 na str.
265. W twierdzeniu Diniego, z punktowej zbieznosci monotonicznego cigg funkcji cig-
glych do funkeji cigglej na zbiorze zwartym wynika zbieznosé¢ jednostajna (patrz np.
Kryszewski W. (2009) Wyktad analizy matematycznej, UMK).

23. (str. 115) W bibliografii zamieszczono 18 pozycji, w tym zaledwie dwie ksigzki
([6] i [18]) z fachowej literatury w jezyku angielskim. Zabrakto kilku podstawowych
pozycji z matematyki finansowej, ktére sg juz cenione na catym $wiecie, np. nie jest
cytowana ksigzka Musieli i Rutkowskiego (2005) Martingale Methods in Financial
Modelling, Springer.

Na koniec tej listy krytycznych uwag pozwolg sobie na matq refleksje. Wydaje sie,
ze napisano juz wszystko, co mozna byto napisaé¢ na temat wyceny opcji kupna typu
europejskiego w modelu z czasem dyskretnym. Baza MathScience zawiera ponad 300
prac matematycznych na ten temat, nie liczac kilku tysiecy prac i ksigzek z finans6w
niezamieszczonych w tej bazie. Autorka podjeta si¢ karkotomnego zadania wymysle-
nia czego$ oryginalnego, wigc nie dziwi mnie, ze mogta niekiedy nie sprostaé¢ temu
wyzwaniu.

Powyzsze uwagi nie zmieniajg mojej pozytywnej oceny recenzowaniej pracy. Jej
Autorka wykazata sie $mialoscia, pomystowoscig i swoboda w postugiwaniu sie za-
awansowanymi metodami rachunku prawdopodobiefistwa, zwlaszcza przy badaniu
asymptotyki modelu.

Podsumowujac uwazam, Ze recenzowana rozprawa spetnia ustawowe i zwyczajowe
wymagania stawiane pracom doktorskim z matematyki. Wnosze o jej przyjecie
i o dopuszczenie pani magister Emilii Fraszki-Sobczyk do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.

M [Cadusilia

Marek Kaluszka



