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i symboli

Wykaz skrotéw, oznaczen

zbior liczb naturalnych (z zerem)

zbioér liczb naturalnych dodatnich

zbior liczb catkowitych

zbiodr liczb rzeczywistych

zbidr liczb rzeczywistych dodatnich

k-wymiarowa przestrzeni Euklidesowa (RF = R x
.. X R)

przestrzen prob

o-ciato

filtracja

filtracja generowane przez proces stochastyczny
(X ()yer

miara probabilistyczna

proces stochastyczny

proces Lévy’ego

proces podporzadkowany

skompensowany proces podporzadkowany

proces Wienera

proces Wienera z dryfem



Wykaz skréotéw, oznaczen i symboli

GH(M’ a? /67 67 ]/)
NIG(u, a, 8, 0)
VG(u,o,v,0)

proces Poissona

skompensowany proces Poissona

ztozony proces Poissona

skompensowany ztozony proces Poissona

proces wariancji chwilowej

proces wariancji scatkowanej

proces wariancji aktualnej

proces ceny aktywa finansowego

proces logarytmu ceny aktywa finansowego (proces
logarytmicznych cen)

proces zwrotow logarytmicznych

proces Ornsteina-Uhlenbecka o rozktadzie stacjo-
narnym D

proces Ornsteina-Uhlenbecka o procesie prowadza-
cym Lévy’ego ukrytym w tle o rozktadzie D dla
zmiennej losowej Z(1)

proces prowadzacy Lévy’ego ukryty w tle
rozktad normalny o éredniej p i wariancji o2
uogdblniony rozktad Gaussa

rozktad Gaussa

rozktad gamma

dodatni rozktad hiperboliczny

rozktad odwrotny gamma

temperowany rozktad stabilny

rozktad log-normalny

uogolniony rozktad hiperboliczny

rozktad normalny odwrotny Gaussa

rozktad variance gamma



Wstep

W centrum wielu zagadnien finanséw jest zmienno$¢ aktywéw finansowych. O fun-
damentalnym znaczenie zmiennosci w teorii finanséw swiadczy ich rola w klasycznej
teorii portfela zaproponowanej przez Markowitza, modelach wyceny opcji, czy po-
miarze ryzyka metoda wartosci zagrozonej (Value at Risk). Zmienno$¢ jest obcenie
réowniez przedmiotem handlu na rynkach finanowyc m.in poprzez kontrakty termi-
nowe na zmienno$¢ implikowang oraz kontrakty typu variance swap. Prawdopodob-
nie najlepiej znaczenie zmienno$ci finansach zostalo podsumowane przez Andersen
i Bollerslev (1998), ktérzy stwierdzili krotko: ,,Zmienno$¢ przenika finanse” (” Vola-
tility permeates finance”).

Zmienno$¢ na rynkach finansowych rozumiana jest jako miara niepewnosci co
do zmian cen badanego aktywa. Zmiennos¢ nie jest bezposrednio obserwowana, ale
moze by¢ aproksymowana przez rozne mierniki, z ktérych najbardziej popularnymi
sg odchylenie standardowe i wariancja stop zwrotu z aktywéw. Jednak juz wcze-
sne prace Mandelbrot (1963) i Fama (1965) wskazywaly, ze tak mierzona zmien-
no$¢ nie jest stala w czasie. Rowniez dla Fishera Blacka i Myrona Scholes tworcow
modelu wyceny opcji europejskich zatozenie jednorodnej w czasie zmiennosci byto
nierealistycznym, ale wygodnym zalozeniem upraszczajacym. W artykule Cohen i
in. (1972) pisali: ,,...istnieje dowdd niestacjonarnosci wariancji. Wiecej pracy po-
winno zosta¢ poswiecone, aby przewidywaé¢ wariancje na podstawie dostepnej infor-
macji” (”...there is evidence of non-stationarity in the variance. More work must be
done to predict variances using the information available”). Co wiecej jak zauwazyt

Mandelbrot (1963): ,wieksze zmiany maja tendencje do nastepowania po duzych



Wstep 4

zmianach, a mate zmiany po matych” ("large changes tend to be followed by large
changes (...) and small changes tend to be followed by small changes™). Zjawisko
to jest teraz powszechnie nazywane grupowaniem zmiennosci. W celu uchwycenia
tego zjawiska zostaly sformutowane dwie klasy modeli: uogélnione autoregresyjne
z warunkowa heteroskedastycznoscia (generalized autoregressive conditional hetero-
skedasticity, GARCH) oraz stochastycznej zmiennosci (stochastic volatility, SV).

Obie te klasy umozlwiaja odwierciedla¢ obserwowane wtasnoéci finansowych sze-
regow czasowych, ale w spos6b odmienny modeluja zmienno$é. W przypadku model
GARCH oraz ich uogélnien, zmiennos¢ definiuje si¢ jako wariancje warunkows, ktora
wyznacza sie jako deterministyczng funkcje poprzednich wariancji warunkowych i
kwadratéw poprzednich obserwacji. Natomiast cechg charakterystyczna modeli SV
jest to, ze zmiennos¢ ceny instrumentu finansowego traktowana jest jako oddzielny
proces stochastyczny, nazywany wariancja chwilowa lub natychmiastowa (instanta-
neous volatility). Oznacza to, ze zmienno$¢ ma osobne zrédlo losowosci niz ceny
instrumentu. Dzieki temu modele SV sa bardziej elastyczne w zakresie opisu ewo-
lucji zmiennosci w czasie niz modele GARCH, jednak przy tym sg duzo trudniejsze
w estymacji. Modele SV majg rowniez te przewage, ze stanowia naturalne uogélnie-
nie modelu Blacka-Scholesa, w ktorym zmienno$¢ nie jest stalym parameterem, ale
oddzielnym procesem stochastycznym. Podejscie to zostalo zapoczatkowane przez
prace Hull i White (1987). Niemniej powszechnie uwaza sie, ze historia modeli SV
jest dtuzsza (Shephard i Andersen, 2009). Po raz pierwszy tego typu modele zostaty
przedstawione pracy Clark (1973), w ktdrej cena instrumentu jest procesem stocha-
stycznym, w ktérym czas jest oddzielnym procesem modelujacym losowy napltyw
informacji.

Literatura dotyczgca modeli SV jest bardzo bogata. Do najbardziej znanych
nalezg modele, w ktorych logarytm procesu wariancji chwilowej jest gaussowskim
procesem Ornsteina-Uhlenbecka i klasa modeli statej elastycznosci wariancji (con-
stant elasticity of variance, CEV), ktérej najbardziej znanym przedstawicielem jest
model Hestona (Heston, 1993). Niegaussowskie modele stochastycznej zmiennosci
zaproponowane przez Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) sa pod wieloma wzgle-

dami wyjatkowe. Nie jest to jeden model, ale raczej cala klasa modeli oparta na
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catkowicie nowym podejsciu do opisywania ewolucji zmiennosci w czasie. Procesem
wariancji chwilowej jest niegaussowski proces Ornsteina-Uhlenbecka, dla ktérego
stochastyczne réwnanie rézniczkowe ma rozniczke wzgledem niemalejacego procesu
Lévy’ego. Ta nietypowa postaé procesu wariancji chwilowej ma wiele istotnych dla
modelowania zmiennosci wlasciwosci: proces wariancji chwilowej jest dodatni bez
koniecznosci dodatkowych transformacji, ma Scisle stacjonarny rozktad oraz nieza-
lezng od wyboru rozktadu stacjonarnego funkcje autokorelacji. Ponadto mozna doko-
na¢ dyskretyzacji procesu wariancji chwilowej bez koniecznoéci stosowania schemtu
dyskretyzacji Eulera lub Milsteina co pozwala na uniknieciu bledu dysketyzacji. Na
podstawie tak skonstruowanego procesu wariancji chwilowej Barndorff-Nielsen i She-
phard (2001b) pokazali réwniez jak mozna budowaé bardziej zaawansowane modele
pozwalajace odtwarza¢ bardziej subtelne wtasnosci finansowych szeregéw czasowych
miedzy innymi dtuga pamieé, czy skorelowanie pomiedzy zmiennoscig a stopami
zwrotu, zwane ,efektem dzwigni”. Niegaussowskie modele stochastycznej zmienno-
Sci typu Ornsteina-Uhlenbecka zostaty z powodzeniem zastosowane w matematyce
finansowej, m.in. do wyceny opcji w stylu europejskim (Nicolato i Venardos, 2003),
opcji azjatyckich (Shi i Yang, 2014), opcji barierowych (Li i Linetsky, 2015), swapow
(Benth i in., 2007; Habtemicael i SenGupta, 2016; Issaka i SenGupta, 2017), wyceny
opcji za pomoca transformacji Essechera (Hubalek i Sgarra, 2009), optymalizacji
portfeli inwestycyjnych (Benth i in., 2003).

Zastosowanie niegaussowskich modeli SV typu Ornsteina-Uhlenbecka ogranicza
problem wspolny wszystkim modelom stochastycznej zmiennosci — sa trudne w es-
tymacji. W modelach SV, w tym takze niegausswoskim typu Ornsteina-Uhlenbecka,
zazwyczaj nie mozna wyznaczy¢ funkcji wiarygodnosci w postaci analitycznej, po-
niewaz wymagatoby to policzenia skomplikowanej wielowymiarowej catki. W kon-
sekwencji wnioskowanie w oparciu o metoda najwickszej wiarygodnosci nie jest
mozliwe. Powstata bardzo obszerna literatura na temat estymacji niegaussowskich
modeli stochastycznej zmiennosci Ornsteina-Uhlenbecka, ale w duzej mierze opiera
sie na wnioskowaniu bayesowskim. Zastosowanie metod opartych na probkowaniu
Monte Carlo tancuchami Markowa (Markov Chain Monte Carlo, MCMC) pozwala

na ominiecie problemu wyznaczania wartosci funkeji wiarygodnosci. Tylko nieliczne
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prace podejmuja problem estymacji od strony klasycznego wnioskowania (Lind-
berg, 2008; Hubalek i Posedel, 2011; Taufer i in., 2011). Na gruncie klasycznego wnio-
skowania rowniez mozna zastosowa¢ metody estymacji, ktére opierajg si¢ na twier-
dzeniu Bayesa: filtry Kalmana i filtry czasteczkowe. Juz w pierwszej pracy poswie-
conej niegaussowskim modelom stochastycznej zmienno$ci Ornsteina-Uhlenbecka
(Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b) wskazali, ze mozna uzy¢ filtréw Kalmana
i czasteczkowych do estymacji standéw procesu wariancji aktualnej (dyskretyzacji
procesu wariancji chwilowej). Oba podejécia wiaza sie z pewnymi trudnosciami. W
przypadku filtru Kalmana nalezy przedstawi¢ model w postaci liniowej co nie za-
wsze jest mozliwe, a estymacja parametréw odbywa sie poprzez przyjecie zatozenia
o normalnosci sktadnikéw losowych co w przypadku niegaussowskich modeli sto-
chastycznej jest zatozeniem upraszczajacym. Filtry czasteczkowe choé¢ pozwalaja na
estymacje stanu w przypadku modeli nieliniowych i nigaussowskich nie mozna za-
stosowacé bezposrednio do estymacji parametrow.

Gléwnym celem rozprawy jest przedstawienie niegaussowskich modeli stocha-
stycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka oraz opracowanie i zastosowanie
metod opartych na filtrach Kalmana i filtrach czasteczkowych do estymacji warian-
¢ji aktualnej i parametréow tych modeli.

W ramach wymienionego celu gtéwnego rozwazane sa nastepujace cele szczegd-

lowe:

e przeglad i oméwienie stosowanych niegaussowskich modeli stochastycznej zmien-

nosci typu Ornsteina-Uhlenbecka

e propozycja estymacji parametréw niegaussowskich modeli stochastycznej zmien-

nosci typu Ornsteina-Uhlenbecka za pomocg metody iterowanej filtracji

e przedstawienie wynikow badan empirycznych dotyczacych modelowania zmien-

nosci szeregdéw czasowych pochodzacych z polskiego rynku finansowego.

Metoda iterowanej filtracji zostalta zainicjowana w Ionides i in. (2006), a jej teo-
retyczne uzasadnienie zostato przedstawione w Ionides i in. (2011). W iterowane;
filtracji estymatory parametrow uzyskuje sie wykonujac sekwencje filtracji na prze-

strzeni stanow poszerzonej o wektor zmiennych w czasie parametrow, zmniejszajac
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z kroku na krok zmiennos¢ parametrow, tak aby w rezultacie otrzymaé oszacowa-
nie parametru maksymalizujgce logarytm funkcji wiarygodnosci modelu ze statymi
parametrami. Metoda iterowanej filtracji zostata wykorzystana w szeregu prac gtéw-
nie w kontekscie modeli ekologicznych i epidemiologicznych (Bhadra i in., 2011; Roy
i in., 2013; Blackwood i in., 2013), ale takze do estmacji parametréw w modelu
stochastycznej zmiennosci ze stochastycznym parametrem mierzacym efekt dzwigni
Bret6 (2014). Zastosowanie metody iterowanej filtracji w modelach niegaussowskich
modeli stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka zostato zainicjowane
w pracach Szczepocki (2019a) oraz Szczepocki (2019b). W tej pracy zostanie za-
stosowane do bardziej ogélnych przypadkéw m.in. ztozenia proceséw zmiennosci i
modeli uwzgledniajacych efekt dzwigni.

W oparciu o powyzsze cele pracy sformutowano nastepujace hipotezy badaw-
cze rozprawy. Pierwsza hipoteza postuluje, ze niegaussowskie modele stochastycznej
zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka pozwalaja na odtworzenie obserwowanych
wtasnosci finansowych szeregow czasowych. Hipoteza druga okresla, ze mozna do-
braé¢ rozktady stacjonarne proceséw wariancji chwilowej dla szeregdéw stép zwrotu
z wybranych instrumentéw finansowych pochodzacych z polskiego rynku finanso-
wego 1 rynku walutowego. Hipoteza trzecia zaklada, ze metoda iterowanej filtracji
pozwala na skuteczng estymacje parametréow dla niegaussowskich modeli stocha-
stycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka.

Prace ujeto w czterech rozdziatach. W pierwszym rozdziale przedstawione zo-
staly definicje i wlasnosci rozwazanych w pracy proceséw stochastycznych, gtéwnie
proceséw Lévy’ego i Ornsteina-Uhlenbecka. Przyblizono twierdzenia o reprezenta-
cji proceséw Lévy’ego, wykorzystywane w dalszej czesci podklasy proceséw Lévy’ego
oraz podstawowe wlasnosci proceséw Ornsteina-Uhlenbecka. Rozdzial drugi poswie-
cony zostal modelom stochastycznej zmiennosci opartym na niegaussowskich pro-
cesach Ornsteina-Uhlenbecka. Omoéwiono szczegdtowo wlasnosci podstawowego mo-
delu, a nastepnie przedstawiono rozszerzenia tego modelu pozwalajace na uchwyce-
nie zaleznosci dtugookresowych w procesie zmiennosci oraz korelacji pomiedzy pro-
cesem obserwacji i procesem zmiennosci, co pozwala na modelowanie efektu dzwigni.

W rozdziale trzecim omoéwiono zagadanie estymacji niegaussowkich modeli stocha-
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stycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka. Punktem wyjscia, a zarazem takze
odniesienia sg filtry Kalmana i estymacja metoda quasi-najwiekszej wiarygodno-
Sci. Nastepnie przedstawione zostanie estymacja procesu zmiennosci za pomocy fil-
tréw czasteczkowych i estymacja parametréw niegaussowskich modeli stochastycznej
zmiennosci za pomoca metody iterowanej filtracji. Czwarty rozdzial pracy obejmuje
przyktady modelowania zmiennosci na podstawie szeregéw czasowych pochodzacych
z polskiego rynku finansowego.

Prace uzupetniaja trzy dodatki oznaczone kolejno literami A, B i C. W pierwszym
przedstawiono zastosowane w pracy rozktady stép zwrotu. W dodatku B przedsta-
wiono kody w jezyku programowania R umozliwiajace symulacje niegaussowskich
modeli stochastycznej zmiennosci oraz kolejne generacje czasteczek w filtrze cza-
steczkowym. Dodatek C zawiera metody symulacji proceséw logarytmu cen w nie-

gaussowskich modelach stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka.



Rozdziat

Pojecia podstawowe

1.1 Uwagi wstepne

W ponizszym rozdziale przedstawione zostang podstawy matematyczne nieguassow-
kich modeli stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka. Pierwszy pod-
rozdziat stanowi przeglad podstawowych terminéw zwigzanych z procesami stocha-
stycznymi wykorzystywanymi w dalszej czesci pracy. Drugi podrozdzial poswiecony
jest procesom Lévy’ego, ktore leza u podstawy rozwazanych procesow stochastycz-
nej zmiennosci. Oméwione zostana twierdzenia o reprezentacji proceséw Lévy’ego
oraz najwazniejsze przyktady proceséw Lévy’ego. W podrozdziale 1.4 omoéwione zo-
stang dwie wazne podklasy proceséw Lévy’ego: procesy podporzadkowane i procesy
o rozktadach samorozktadalnych. Procesy podporzadkowane, to niemalejace procesy
Lévy’ego, ktére moga stanowi¢ model ,czasu operacyjnego”, czyli opisywaé ewolu-
cje czasu dla pewnego innego procesu stochastycznego. Rozktady samorozktadalne
beda w dalszej czesci pracy stanowily rozktady stacjonarne rozwazanych proceséw
wariancji chwilowej. Ostatni podrozdzial po$wiecony zostal procesom Ornsteina-

Uhlenbeka.

1.2 Procesy stochastyczne

Dla potrzeb niniejszej pracy bedziemy przez (€2, 3, P) oznaczaé przestrzen probabi-

listyczng zupetna. Zbiér €2, to zbiér wszystkich zdarzen elementarnych zwany takze
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przestrzenia prob. Zbior ten zawiera wszystkie mozliwe wyniki obserwacji. Rodzina
podzbioréw X zbioru € jest o-ciatem (co oznacza, ze do ¥ nalezy zbiér pusty, dopel-
nienie dowolnego zbioru nalezace go > réwniez nalezy do zbioru Y oraz przeliczalna
suma zbioréw nalezacych do X réwniez nalezy do X). Elementy tej rodziny nazy-
wacé bedziemy zdarzeniami. Natomiast P jest miara probabilistyczna okreslona na -
wyznaczajaca prawdopodobienstwo zajscia zdarzen nalezacych do rodziny . Prze-
strzen probabilistyczna (2, 3, P) jest zupelna, czyli dla dowolnych B C A | warunek
P (B) = 0 implikuje P (A) = 0.

Ponadto przestrzen probabilistyczna bedziemy zazwyczaj rozwazaé z pewng fil-
tracja, czyli niemalejaca rodzina o—cial okreslajaca jak zmienia sie nasza wiedza o

zajsciu zdarzen z rodziny X w czasie.

Definicja 1.1.
Filtracjg przestrzeni (2, %,P) nazywamy rodzing o—cial (Xs),cp C X spetniajgcg
nastepujgcy warunek: ¥y C Xy C X dla 0 < s < t,s,t € T.

W przypadku filtracji zbiér indekséw T jest nieujemnym podzbiorem liczb rze-
czywistych R. Moze natomiast by¢ dyskretny lub ciggty, ograniczony lub nie, w za-
leznoéci od kontekstu. W dalszej czeci pracy bedziemy zakladaé, ze rozwazane prze-

seT
(usual conditions, por. Schountens (2003, str. 12) oraz Latata (2011, str. 18)):

strzenie probabilistyczne z filtracja (Q, P, (%) ) beda spetnia¢ warunki zwykle

1) X, zawiera wszystkie zbiory miary 0 rodziny X,
2) (Xs),er filtracja jest prawostronnie ciagta, tzn. ¥, = N, Xs.

Definicja 1.2.

Niech (Q,%,P) bedzie przestrzeniq probabilistyczng, (E,E) przestrzenig mierzalng.
Procesem stochastycznym nazywamy rodzing zmiennych losowych (X (t)),cqp indek-
sowanych parametrem t € T okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (2,3, P) o

warto$ciach w zbiorze E.

W dalszej czesci bedziemy zaktadaé, ze zbidr wartosci £ jest zbiorem liczb rze-

czywistych R. Natomiast za £ przyjmowac¢ bedziemy o-ciata zbioréw borelowskich

B(R).



Rozdziat 1. Pojecia podstawowe 11

Zauwazmy, ze proces stochastyczny (X (t)),.r mozna réwniez traktowac jako od-
wzorowanie dwoch zmiennych X : Q x T — R. Dla ustalonego t € T funkcja
t — X(-,t) jest zmienng losowa. Natomiast przy okresleniu zdarzenia elementar-
nego w € Q funkcje w — X(w,-) nazywamy trajektoria (lub realizacja) procesu
X.

Zbiér indekséw T interpretuje sie jako czas. W przypadku, gdy T jest zbio-
rem przeliczalnym (np. zbiorem liczb naturalnych) to proces stochastyczny nazywa
sie procesem z czasem dyskretnym. Dla proceséw z czasem dyskretnym bedziemy
przyjmowaé zapis: X; = X (t). W przypadku, gdy T jest przedziatlem zawartym w
zbiorze liczb rzeczywistych R (np. T = [0, +00)), to proces stochastyczny nazywany
jest procesem z czasem cigglym. W dalszej czesci pracy zaktadamy, ze T = N lub

T = [0, +00).

Definicja 1.3.
Dwa, procesy stochastyczne (X(t)),er @ (Y (t)),er nazywamy:

1) wariantami (modyfikacjami), jezeli Vier P (X () =Y (1)) =1,
2) nierozréznialnymi, jezeli P (Vier X (1) =Y (t)) = 1.

Warunek nierozréznialnosci jest silniejszy niz modyfikacji: jezeli dwa procesy sa
nierozréznialne to sg réwniez modyfikacjami, natomiast implikacja odwrotna nie
jest zawsze prawdziwa (Latata, 2011, str. 14). Szczegdlna role w dalszej czesci pracy

beda odgrywaly modyfikacje procesu majace ciggle trajektoriel.

Definicja 1.4.
Filtracje (Eg(>te’]l‘
dla dowolnego t € T zachodzi warunek ¥ = o (X, : s < 1).

nazywamy generowang przez proces stochastyczny (X (t)),cr jezeli

Filtracje generowana przez proces stochastyczny nazywa sie rowniez filtracja na-
turalng procesu stochastycznego. Mozna ja interpretowaé¢ w nastepujacy sposédb:
X jest zbiorem informacji dost¢pnej na podstawie obserwacji procesu (X (t)), . do

momentu ¢t € T (Jakubowski i in., 2003, str. 73).

teT

!Twierdzenie o istnieniu takich wariantéw mozna znalezé w Latala (2011, str. 14).
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Definicja 1.5.
Proces stochastyczny (X (t)),cp nazywamy zgodnym z filtracjq (3;),cr (lub adaptowa-
nym do filtracji (X¢),cp) jesli zmienna losowa X (t) jest mierzalna wzgledem o-ciata

Y dla dowolnego t € T.

Proces stochastyczny (X (t)),cp jest zgodny z filtracja (3;),.r wtedy i tylko wtedy,
gdy ¥ € ¥; dlat € T (Latala, 2011, str. 17). Oznacza to réwniez, ze kazdy proces
(X(t)),er jest zgodny z filtracja naturalng. Jest to réwniez najmniejsza filtracja, do
ktérej proces jest adoptowany (Jakubowski i in., 2003, str. 73).

Procesy stochastyczne, podobnie jak w przypadku zmiennych losowych, mozna
takze charakteryzowaé za pomocg momentéw, z tg réznica, ze w przypadku zmien-
nych losowych momenty sg liczbami rzeczywistymi, a w przypadku proceséw sto-

chastycznych funkcjami.

Definicja 1.6.
Wartoscig oczekiwang procesu (X (t)),cr nazywamy funkcje mx przyporzedkowugjgcy,

kazdemu t € T wartosé¢ oczekiwang zmiennej losowej X (t), czyli funkcje
mx(t) =E(X(t), teT.
Wariancjq procesu (X (t)),cq nazywamy funkcje postaci
vx(t) = Var (X (t)) = E(X(t) — mx(t))*, teT.

Funkcjq korelacyjng procesu (X (t)),cr nazywamy funkcje postaci

Ry (ti,t2) = E(X(1)X(t2)), ti.to € T.
Funkcjq kowariancji procesu (X (t)),cp nazywamy funkcje postaci

kx (t1,t2) = E[(X(t1) — mx(t1)) (X (t2) — mx(t2))], t1,t2 € T.
Dla dowolnych t¢,t, € T, dla funkcji kowariancji zachodzi réwnosé
kx (t1,t2) = Rx (t1,t2) — mx(t1)mx(t2).

Wartosé oczekiwana i wariancja procesu stochastycznego zaleza od jednowymiaro-
wych rozktadow prawdopodobienstwa, natomiast funkcje korelacji i kowariancji za-

leza od dwuwymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa procesu stochastycznego

(X (t)>t€'11“
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W dalszej czesci pracy wazng role odgrywaé bedg procesy stacjonarne. Sg to
procesy niezmiennicze wzgledem przesunie¢ czasu. Wyrdzniamy dwa typy stacjo-

narnosci: $cista (wezsza) i stabg (szersza).

Definicja 1.7.

Proces stochastyczny (X (t)),cp nazywamy $cisle stacjonarnym (stacjonarnym w wez-
szym sensie), jezeli dla dowolnego {ti,ts,....,t,} C T i dla kaidego h takiego ze
tivn € T (i =1,...,n) n-wymiarowe rozktady prawdopodobienstwa wektoréw losowych

(X (t1) X (L) ... X(t)]" oraz [X(t1on) X(tasn) .. X(tnsn)]” sq takie same.

Dla $cisle stacjonarnego procesu stochastycznego rozktady jednowymiarowe maja
identyczng posta¢ dla dowolnego t € T, natomiast rozktady dwuwymiarowe zaleza
tylko od réznicy momentéw t, — t1, gdzie ty,ty € T. Jezeli (X (t)),.r jest procesem
stacjonarnym, to jednowymiarowy rozktad X (¢) dla dowolnego t € T nazywany jest

rozkltadam stacjonarnym tego procesu.

Definicja 1.8.
Proces stochastyczny (X (t)),cr nazywamy stabo stacjonarnym (stacjonarnym w szer-
2

szym sensie), jezeli E|X(t)]* < +oo dla dowolnego t € T oraz dla dowolnych

t1,to € T zachodzqg warunki
1) mx(t) = mx(t2),
2) kx (ti,t2) = kx (t1 — ta, to — ta) = kx (t1 — t2,0).

Procesy stacjonarne w wezszym sensie sa rowniez procesami stacjonarnymi w
szerszym sensie. Natomiast odwrotna implikacja nie jest prawdziwa .
W przypadku proceséw stacjonarnych funkcje kowariancji i korelacji procesu

upraszczaja sie do funkcji jednej zmiennej:

Fix (1) = kx (i = 15,0)  Rx () = Rx (t1 — 12,0), (1.1)
gdzie 7 = t; —to. Zmienna 7 przyjmuje wartosci catkowite, gdy proces jest z czasem
dyskretnym lub z rzeczywiste, gdy jest rozwazany z czasem ciggtym. Zmienng 7
mozna utozsamic¢ z opdznieniem w czasie dwéch zmiennych losowych X (¢ + 7) oraz

X(t).
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W przypadku procesow stabo stacjonarnych zamiast funkcji korelacji czesciej
korzysta sie z jej unormowanej wersji zwanej funkcjg autokorelacji lub krétko auto-

korelacja procesu.

Definicja 1.9.
Funkcjq autokorelacji procesu stabo stacjonarnego (X(t)),er o funkcji korelacyjnej

Rx (1) nazywamy funkcje )

_ Bx(7)
rir) = Var (X(0))’

gdzie T € Z, gdy T =N lub T € R, gdy T = [0, +00).

(1.2)

Wazna koncepcja w analizie procesow stochastycznych jest ,, pamieé¢ procesu” sto-
chastycznego. Termin ,,pamie¢ procesu” odnosi sie do zwigzku pomiedzy zmiennymi
(X(t)) i (X(t+ 7)), ktore oddziela pewien dlugi okres czasu 7. Wyrdznia si¢ dwa
przypadki: procesy z krétka (short memory, short range dependency) lub z diuga

pamiecia (long memory, long range dependency).

Definicja 1.10.
Niech (X(t))

pamiec, jezeli

et bedzie procesem stabo stacjonarnym. Wowczas (X (t)),or ma krotkg

+oo
[ Ir()lar < +oo,

w przypadku, gdy T =N lub
+oo
> r(r)| < 4o,

T=—00

gdy T = [0,400). Natomiast (X (t)),cy ma dlugg pamigc, jezeli
+o0
[ Ir()lar = +oo,

w przypadku, gdy T =N lub
+00

> (M) = +oo,

T=—00

gdy T = [0, +00).
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Pojecie pamieci procesu nie jest jednoznaczne w literaturze?.
Kolejna wazng klasa sa procesy Markowa, dla ktérych przyszta wartosé zalezy
tylko od wartosci terazniejszej, a nie od catej przesztosci procesu. Formalnie okresla

to nastepujaca definicja.

Definicja 1.11.

Proces stochastyczny (X (t)),cp nazywamy procesem Markowa, jezeli dla dowolnego
ciggu indeksow ti,to, ...ty bty €T, 0 <ty <ty < ... <t, < tyi1, dowolnych war-
tosci x1,xg, ...,x, € R oraz dla dowolnego zbioru borelowskiego B € B (R) zachodzi

warunek

P (X (tp1) € BIX (£) = 20 X (tno1) = Tpty s X (1) = 1) =
= P(X (tas1) € BIX (tn) = z).

Waznym pojeciem w teorii procesow Markowa jest prawdopodobienstwo przej-

Scia.

Definicja 1.12.

Prawdopodobiernistwem przejécia procesu Markowa (X (t)),op 2e stanu x w momencie
s do zbioru stanu B € B (R) w chwili t > s nazywamy funkcje przypisujgce czwdrce
(z, s, B,t) wartosé

P(x,s,B,t) = P(X(t) € B|X(s) =z) dlat>s

1p(x) dlat=s

Funkcja 15(+) jest indykatorem zbioru B, czyli funkcja:

1 dlaxzeB
1p(z) =

0 dlaxzéB
Dla ustalonych z, s, t, (t > s) funkcja P (z,s,-,t) jest rozktadem prawdopodo-
bienstwa. Jezeli rozktad ten jest absolutnie ciagly wzgledem miary Lebesgue’a na

R, to posiada gestosé¢, ktéra nazywana jest gestoscig przejécia (transition density).

2Praca Kaarakka (2015) zawiera oméwienie réznych definicji pamieci procesu stochastycznego.

Definicja 1.10 jest zgodna z m.in. Piontek (2004), Gierej (2008), Kaarakka (2015).
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Prawdopodobienstwo przejscia pozwala na rozrdznienie wsrod procesow Mar-

kowa proceséw jednorodnych i niejednorodnych.

Definicja 1.13.
Proces Markowa (X (t)),cq nazywamy jednorodnym (o stacjonarnych przyrostach,),
jezeli dla dowolnych momentéwt > s (t,s € T) prawdopodobieristwo przejscia zalezy

jedynie od roinicy T =1t — s
P(z,s,B,t) =P (z,0,B,t —s) =P (z,B,7).
Proces Markowa, ktory nie jest procesem jednorodnym nazywamy niejednorodnym.

Proces Markowa o stacjonarnych przyrostach nie musi by¢ by¢ procesem stacjo-
narnym. Aby tak byto musi spelnia¢ dodatkowe warunki, ktore okresla nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 1.1. (Sobczyk, 1990, str. 55) Warunkiem konicznym i dostatecznym,

aby proces Markowa (X (t)),or byt procesem scisle stacjonarnym jest, aby
1) proces X byt jednorodnym procesem Markowa

2) istnial rozklad niezmienniczy Py dla calej przestrzeni standw, tzn. taki rozktad
prawdopodobieristwa Py, dla ktorego dla dowolnego B € B (R) ¢ dla dowolnego
7>0

Py (B) = /P (x, B,7) Py (dz), (1.3)

3) proces niezmienniczy Py byl rozkladem poczqtkowym procesu X .

W modelowaniu finansowych szeregdéw czasowych wazna role petnia procesy ma-
jace punkty nieciggtosci w trajektoriach, potocznie zwane skokami. Do modelowania

ich wykorzystuje sie procesy typu cadlag i caglag.

Definicja 1.14.
Proces stochastyczny (X (t)),5, nazywamy prawostronnie cigglym z lewostronnymi
granicami (Tight continuous with left limits, w skrécie RCLL, fr. continue a droite,

limite a gauche, w skrocie cadlag) jezeli istnieje zbior Qy € X, P(Qy) = 1 taki
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ze dla kazdego w € Qq trajektoria w — X (-,w) jest ciggla prawostronnie oraz ma
skonczone granice lewostronne.

Proces stochastyczny (X (t)),cp nazywamy lewostronnie cigglym z prawostron-
nymi granicami (left continuous with right limits, LCRL, fr. continue a gauche,
limite a droit, caglad) jezeli istnieje zbior Qo € 3, P(Qo) = 1, taki ze dla kazdego
w € Qg trajektoria w — X (-, w) jest ciggla lewostronnie oraz ma skoriczone granice
prawostronne.

Przestrzenie wszystkich procesow adoptowanych typu cadlag oraz caglad bedziemy

oznaczac odpowiednio przez D i L.

Rozréznienie pomiedzy procesami typu RCLL i LCRL ma istotne znaczenie, po-
niewaz zmienna t jest interpretowana jako czas. Zatem granica z lewej strony jest
»przed”, a granica z prawej strony ,po” danym zdarzeniu. Jezeli proces RCLL ma
skok w momencie ty, to skok nie jest mozliwy do przewidzenia poprzez obserwacje
procesu do momentu ¢y — skok trajektorii jest zdarzeniem nieprzewidywalnym. Nato-
miast, gdyby proces mial trajektorie ciggta z lewej strony, to obserwujac trajektorie
procesu w kierunku ¢y mogtby przewidzie¢ wartos¢ procesu w momencie tg.

Niech proces stochastyczny (X (t)),., bedzie typu cddldg. Oznaczmy przez AX (t) =
X(t) — X(t—), gdzie X(t—) = Sli)I? X(s) to granica lewostronna. Granica jest do-
brze okreslona z definicji procesu cadlag. Proces (AX(t)),, nazywany jest procesem
skokéw zwiazanym z procesem (X (t)),-

W modelowaniu zmienno$ci cen instrumentéw finansowych z czasem ciagtym
konieczne jest okreslenie co jest zmiennoscig procesu stochastycznego w przedziale
czasu. Jako miare zmiennosci przyjmuje sie zazwyczaj wariacje kwadratowsg (Doman

i Doman, 2009, str. 155).

Definicja 1.15.
Wariacjq kwadratowq procesu (X (t)),-, na przedziale [0,t] wzgledem ciggu podziatow

(I1,),,en Mazywamy granice (zbiezno$é wg prawdopodobieristwa)

plim [X];" = [X],, (1.4)

n——+oo

gdzie
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(IL,),,en Jest ciggiem podziatow [0,t] takim, Ze srednice podzialow zbiegajq do zera:

lim diam (II,) = 0.

n——+oo

Jezeli, granica 1.4 istnieje dla dowolnego ciagu podzialéw, to mozna wykazaé
(por. Karandikar i Rao (2014)), ze warto$¢ tej granicy jest niezalezna od wyboru
ciagu podziatu. Wowczas granice t¢ nazywa sie wariacja kwadratowa procesu (X (1)),
na przedziale [0,t]. Jezeli wariacja kwadratowa procesu stochastycznego (X (t)),-,
jest okreslona dla dowolnego t > 0, to moze by¢ traktowana réowniez jako proces sto-
chastyczny ([X](t)),=,. Wystarczy przyjac, ze dla dowolnego ¢ > 0: [X](t) = [X],
oraz [X] (0) = 0 (Karandikar i Rao, 2014). Potrzebne jest jednak dodatkowo zaltoze-
nie, aby okresli¢ trajektorie procesu, poniewaz granice w definicji 1.15 sa wyznaczone
prawie na pewno dla dowolnego ¢, co nie pozwala okresli¢ ich wartosci tacznie dla
nieskoriczonej liczby punktéw. Zazwyczaj wybiera si¢ wariant procesu ([X] (%)),
prawostronnie ciagly z lewostronnymi granicami (RCLL) (Karandikar i Rao, 2014)
i tak bedziemy tez przyjmowac¢ w dalszej czesci pracy.

Kolejnymi rozwazanymi w tej pracy klasami procesow stochastycznych sa mar-

tyngaly i semimartynagaly:.

Definicja 1.16.
Proces X = (X(t)),er adaptowany do filtracji (3;),cp. nazywamy:

e martyngalem, jezeli E[X (t)|Xs] = X (s) prawie na pewno, dla wszystkich s <
t;s,t €T,

e podmartyngatem, jezeli E[X(t)|2s] = X(s) prawie na pewno, dla wszystkich
s<t;s,t €T,

e nadmartyngatem, jezeli E[X(t) 3] < X(s) prawie na pewno, dla wszystkich
s<t;s,t €T.

Definicje martyngaléw, podmartyngatéw i nadmartyngatow zaktadaja, ze proces
stochastyczny X = (X (1)), jest rozwazany wraz z pewng filtracjg 3 = (3;),cp 1
miara probabilistyczna P. Powinno si¢ zatem méwié o (X, P)-martyngatach. W ma-

tematyce finansowej zazwyczaj jednak rozwaza sie proces stochastyczny X z pewna
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filtracja X = (¥;),r oraz miarg probabilistyczng [P i szuka takiej miary proba-
bilistycznej Q, dla ktorej proces X z filtracja ¥ jest martyngatem. Wowczas dla
podkreslenia roli miary Q proces X nazywa sie Q-martyngatem, a miare Q miarg
martyngatowa procesu X. Metoda ta jest stosowana w martyngatowej wycenie in-
strumentéw pochodnych (Jakubowski i in., 2003, str. 74).

Martyngaty sg powszechnie wykorzystywane do modelowania zjawisk finanso-
wych. Inwestowanie w instrumenty finansowe w matematyce finansowej rozwaza sie
jako specyficzne ,,gry losowe”. Wiaze sie, to z interpretacja martyngatéw jako mo-
delu ,,gry sprawiedliwej”. Jedli przyjmiemy proces (X (t)),.r jako wyniki pewnej gry,
to martyngaty mozna traktowac jako model , gry sprawiedliwej”, gdyz Srednia war-
to$é procesu w chwili ¢, gdy znany jest caly przebieg procesu do chwili s(s < t),
jest rowny X (), czyli wyniku w grze do momentu s. Miare martyngatowa Q jest
w literaturze finansowej nazywana prawdopodobienstwem neutralizujacym ryzyko
(risk-neutral probability) (Jakubowski i in., 2003, str. 46).

Wazna role petnia réwniez semmimartyngaty, poniewaz jest to najszersza klasa
proceséw stochastycznych, dla ktérych mozna zdefiniowaé catke stochastyczna (Prot-
ter, 2005, roz. 4). Do ich okreslenia potrzebne sa najpierw pewne definicje pomoc-

nicze.

Definicja 1.17.

Zmienng losowg T : Q@ — TU{+o00} nazywamy momentem stopu wzgledem filtracji
(X4),er jesli dla dowolnego t € T spetnia nastepujgcy warunek {w € Q: 7(t) <t} C
2.

Z momentami stopu zwigzane sg procesy stochastyczne zwane procesami zatrzy-

manymi.

Definicja 1.18.

Niech 7 : Q — TU{+o0} bedzie momentem stopu wzgledem filtracji (3;) Niech

teT"
(X(t));er bedzie procesem stochastycznym adoptowanym do filtracji (X;),cq. Wow-
czas proces stochastyczny (X7(t)),cp okreslony wzorem X7(t) = X (min {¢,7}) na-

zywamy procesem zatrzymanym w T.

Momenty zatrzymania sg czesto wykorzystywane do uogélniania pewnych wta-
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snosci procesow stochastycznych na przypadek, w ktorym zadana wlasnos$é jest
spetniona jedynie lokalnie. Jezeli mamy pewna klase procesow I, to klasa proce-
sow lokalnych IC,. jest taka rodzina procesow, dla ktorych istnieje ciag momentdw
stopu (7,),,ey Tosnacy i rozbiezny do +oo taki, ze procesy (X7(t)),.p naleza do K
(Jakubowski i in., 2003, str. 88). Jedna z najwazniejszych klas lokalnych jest klasa

martyngatéw lokalnych.

Definicja 1.19.

Proces stochastyczny (X (t)),er nazywamy martyngatem lokalnym wzgledem filtracji
(X4) ey Jezeli jest adaptowany do filtracji (3;),cp oraz istnieje cigg momentow stopu
(Tn)pen TOSNGCY i TOZbiCZNY do +00 taki, Ze 1., X7 (t) jest martyngatem dla dowolnego

n € N.

Kazdy martyngat jest lokalnym martyngatem, poniewaz jako ciag momentow
stopéw wystarczy przyjac (Tn),ey = (7),en - Natomiast twierdzenie odwrotne nie
jest prawdziwe — mozna wskaza¢ martyngaty lokalne, ktére nie sa martyngatami

(Jakubowski i in., 2003, str. 88).

Definicja 1.20.
Proces stochastyczny (X (t)),er adaptowany do filtracji (X;),or, ktory mozna zdekom-

ponowac na sume

X(t)=M(t)+ At), t€T

gdzie (M(t)),er @ (A()),er 5@ odpowiednio: martyngatem lokalnym i procesem ad-
optowanym wzgledem filtracji (3),cp o lokalnie ograniczonym wahaniu, przy czym
trajektorie procesu (A(t))tGT sq prawostronnie ciggle z lewostronnymi granicami

(cadlag), nazywamy semimartyngatem wzgledem filtracji (X;),cr-

Semimartyngaty sa szczegélnie wazne w zagadnieniach analizy stochastycznej.
Po pierwsze, stanowia najszersza klase procesow, dla ktorych okreslona jest catka
stochastyczna Ito. Po drugie, kazdy martyngat, podmartyngat i nadmartyngat typu
cadlag jest réwniez semimartyngatem. Ponadto, wariacja kwadratowa jest okreslona
dla dowolnego semimartyngatu. Odpowiednie twierdzenia mozna znalez¢ w Protter

(2005, roz. 4).
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W dalszej czesci pracy rozwazane beda stochastyczne rownania rézniczkowe wzgle-
dem procesow Lévy’ego. W tym celu zddefiniowana zostanie catka stochastyczna
wzgledem semimartyngatu®. Jest to szeroka klasa proceséw stochastycznych obej-

mujaca takze procesy Lévy’ego?.

Definicja 1.21.
Proces stochastyczny (H(t))t>0 nazywamy prosto przewidywalnym (simply predicta-
ble), jezeli mozna go przedstawié w postaci

n

H(t) = H(0)Lgoy(t) + > H(i) Lz rp ) (1),

i=1
gdzie 0 = 1 < 11 < ... < 7, < 00 jest ciggiem momentow zatrzymania i H;
jest mierzalna wzgledem 7. Przestrzen wszystkich procesow prosto przewidywalnych

oznaczymy przez S.

Mozemy teraz okresli¢ catke z procesu prosto przewidywalnego wzgledem procesu

cadlad

gdzie (X7),., jest procesem zatrzymanym w 7.

Przeksztatcenie Ix(H) : & — D jest liniowe i nie zalezy od wyboru reprezen-
tacji procesu H. Mozna pokazaé, ze zbior S jest gesty w zbiorze L z topologia
ucp (jednostajnie zbieznie wedtug prawdopodobiefistwa na zbiorach zwartych, uni-
form convergence on compacts in probability) okreslona nastepujaco: ciag proceséw
(Hp(t));s0> m = 1,2, ... zbiega w topologii ucp do procesu (H (1)), jezeli dla dowol-
nego t > 0 sup |H,(s) — H(s)| zbiega wedtug prawdopodobienstwa do 0. Oznacza,
to ze kaZdyOEif)tces typu caglad moze by¢ jednostajnie aproksymowany poprzez ciag
procesow prosto przewidywalnych.

Zaktadajac dodatkowo, ze proces (X(t)),, jest semimartyngatem mozna poka-

zaé, ze przeksztatcenie Ix(H) : Syep — Dyep jest ciagtle.

3Przedstawiony zarys teorii catki stochastycznej oparty jest na pracy Behme (2011). Precyzyjne
opracowanie stochastycznych réwnan rownan rézniczkowych w oparciu o semimartyngaly zawieraja

monografie Cont i Tankov (2004), Protter (2005), Applebaum (2009).
4Twierdzenie 1.4.
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Definicja 1.22.
Dla dowolnego semimartyngatu (X (t)),, ciggle przeksztatcenie Ix(H) : Lugp —
Dyep bedgce rozszerzeniem przeksztalcenia Ix(H) @ Syepy — Duep nazywamy catkq

stochastyczng.

Dla ustalonego procesu (H(t)),., typu cdglid catke stochastyczng Ix(H) be-
dziemy zapisywac

Ix(H) = / HAX. (1.5)

W przypadku,gdy chcemy wyznaczy¢ warto$é procesu Iy (H) w pewnym momencie

t > 0 bedziemy uzywac notacji

jH(s)dX(s).

1.3 Procesy Lévy’ego

Procesy Lévy’ego stanowig jedna z najwazniejszych klas proceséw stochastycznych.
Procesy te zostaly nazwane od nazwiska wybitnego matematyka francuskiego Paula
Pierre’a Lévy’ego (1886-1971), ktéry pierwszy studiowal ich wlasnosci w latach trzy-
dziestych XX w. Wiele powszechnie stosowanych procesoéw stochastycznych jest spe-
cjalnymi przypadkami proceséw Lévy’ego, na przyktad procesy Wienera, Poissona,
ztozony Poissona, a-stabilne. Procesy Lévy’ego sa tak wygodnym narzedziem do
modelowania zjawisk zaréwno ekonomicznych jak i przyrodniczych, poniewaz ich
trajektorie moga by¢ interpretowane jako ciagly ruch przerywany skokami warto-
Sci (punktami nieciagtosci). Szczegélowe informacje o procesach Lévy’ego mozna
znalez¢ w monografiach Janicki i Izydorczyk (2001), Schountens (2003), Cont i Tan-
kov (2004), Kliber (2013).

Definicja 1.23.

Proces stochastyczny (L(t)),s, nazywamy procesem Lévy’ego, jezeli
1) P(L(0)=0) =1,

2) dla dowolnego skoniczonego podzbioru zbioru indeksow {to, t1,ts, ..., 1, } takiego,

2e0 <t <ty < ...<t, zmienne losowe L(ty), L(t1) — L(to), ..., L(t,) — L(ts—1)
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sq¢ niezalezne,

3) dla dowolnych 0 < t; < ty rozklady prawdopodobieristwa L(ty) — L(ty) oraz
L(ty — t1) sq jednakowe,

4) proces stochastyczny (L(t)),s, jest ciggly wedtug prawdopodobieristwa, tzn. dla
dowolnego € >0 it > 0 zachodzi liLI%IP’ (|L(s) — L(t)| > €)= 0.

Pierwszy warunek definicji oznacza, ze proces Lévy’ego z prawdopodobienstwem
1 ma poczatkows wartos¢ rowng zero. Drugi warunek definicji to niezaleznosé przy-
rostéw, co oznacza, ze dla dowolnych dwéch przedziatéw czasowych [to, 1], [ta, t3],
ktére sie nie naktadaja (cho¢ moga mie¢ wspdlny brzeg) przyrosty L(t1) — L(to)
oraz L(t3) — L(ty) sa niezalezne. Whasno$¢ ta mozna uogélni¢ na dowolng skonczona
liczbe przedziatéw. Trzeci warunek oznacza, ze rozktad przyrostu zalezy jedynie od
dtugodci przedziatu. Przyrosty o tej samej dlugosci maja te same rozklady (proces
ma stacjonarne przyrosty). Ostatni warunek oznacza, ze momenty nieciaglosci pro-
cesu Lévy’ego sg niedeterministyczne, to znaczy pojawig sie w losowych momentach
czasu. Prawdopodobienstwo, ze w ustalonym punkcie ¢ pojawi sie skok jest rowne 0.
Nie oznacza to jednak, ze trajektorie procesu Lévy’ego sg ciagte. Dla dowolnego pro-
cesu Lévy’ego (L(t))t>0 mozna skonstruowac wersje procesu z prawostronnie ciggta
z lewostronnymi granicami, ktéra jest takze procesem Lévy’ego (Schountens, 2003).
W dalszej czesci pracy bedziemy zaktada¢ o procesach Lévy’ego ze sa wtasnie tak
dobranymi wariantami.

Zauwazmy, ze dowolny proces Lévy’ego (L(t)),5, jest okreslony poprzez pewien
rozklad jednowymiarowy zmiennej losowej L(t), gdzie t > 0. Istotnie, rozwazmy L(t)

i ustalmy liczbe naturalng n > 1. Wowczas

L(t) = {L(t) ) (t”; 1)} + [L (t”; 1) ) <t" -~ 2)] R [L (2) - L(g)l)

Z niezaleznosci i stacjonarnosci przyrostéw wynika, ze rozktad zmiennej losowej L(t)

jest identyczny z rozktadem sumy n zmiennych losowych o tym samym rozkltadzie
prawdopodobienstwa. Rozktady prawdopodobienstwa, ktore mozna przedstawié jako
sume niezaleznych zmiennych o takim samym rozktadzie nazywane sa nieskonczenie

podzielnymi.



Rozdziat 1. Pojecia podstawowe 24

Definicja 1.24.

Rozklad prawdopodobienstwa Fx zmiennej losowej X nazywamy nieskoriczenie po-
dzielnym, jezeli dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieje n niezaleinych zmien-
nych losowych X1, ..., X, o identycznych rozktadach takich, ze X 4 X1+ ...+ X,

. d . > P
gdzie = oznacza rownosé wedtug rozktadow.

Przyktadem rozktadu nieskonczenie podzielnego jest rozktad normalny. Wystar-
czy przyjaé, ze zmienne losowe Xi,..., X,, maja rozklad normalny N (u/n,o?/n)
wéwezas zmienna losowa X = X, + ... + X,, ma rozklad normalny N (p, 0?). Przy-
ktadem rozktadu, ktéry nie jest nieskonczenie podzielny jest rozkitad jednostajny
Cont i Tankov (2004), str. 69.

Ze wzoru 1.6 wida¢ zatem, ze dla kazdego procesu Lévy’ego rozktad jednowymia-
rowy L(t) dla dowolnego t > 0 jest rozktadem nieskonczenie podzielnym. Oznacza
to réwniez, ze rozktad zmiennej losowej L(t) dla dowolnego ¢ > 0 mozna wyznaczy¢
ze znajomosci rozkltadu w dowolnym innym momencie czasu, w szczegdlnosci z roz-
ktad dla L(1). Zachodzi takze zwiazek odwrotny: z kazdym rozktadem nieskonczenie

podzielnym mozna zwigzaé proces Lévy’ego. Opisuje to nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2. (Sato, 2014, tw. 1.1) Niech (L(t)),-, bedzie procesem Lévy’ego.
Wéwczas dla kazdego t > 0 rozklad zmiennej losowej L(t) jest nieskoriczenie po-
dzielny. Odwrotnie, dla dowolnego rozkladu nieskoniczenie podzielnego Fy istnieje

proces Lévy’ego (L(t)),5, taki Ze L(1) ~ F,.

7 twierdzenia 1.2 wynika Sciste powigzanie rozktadéw nieskonczenie podzielnych
i proceséw Lévy’ego. W dalszej czesci pracy piszac o rozktadzie brzegowym procesu
Lévy'ego (L(t)),s, bedziemy mieli na mysli rozktad prawdopodobiefistwa dla L(1).
Oméwimy teraz kilka najwazniejszych przyktadéw procesow Lévy’ego. Pierw-
szym i najcze$ciej wykorzystywanym w modelowaniu zjawisk ekonomicznych jest

proces Wienera.

Definicja 1.25.
Proces Lévy’ego (W (1)), dla ktorego przyrosty W(ty) — W(t1) (dla dowolnych
0 < t1 < tg) majg rozklad normalny z wartoscig oczekiwang 0 i wariancjg réwng

o2 (ty — t1) nazywamy procesem Wienera z parametrem dyfuzji o. W przypadku, gdy
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parametr o jest rowny 1, proces Wienera nazywamy standardowym.

W literaturze mozna sie réwniez z innymi okresleniami tego procesu: ruch Browna,
proces Gaussa. Z definicji procesu Wienera wynika rozktad procesu dla dowolnego

t > 0: W(t) ~ N (0,0%t). Jednowymiarowa funkcja charakterystyczna procesu Wie-

w0 = (“5).

nera dana jest wzorem

Proces Wienera ma prawie wszystkie trajektorie ciagte i dla kazdego procesu
Wienera mozna wybra¢ modyfikacje procesu z ciagly trajektoria. W dalszej cze-
Sci bedziemy postugiwac si¢ wariantami procesu Wienera z ciggtymi trajektoriami.
Mozna rowniez wykazac, ze prawie kazda trajektoria procesu Wienera ma nieogra-
niczone wahania na dowolnym przedziale oraz prawie wszystkie trajektorie procesu
Wienera sa nigdzie nier6zniczkowalne (Jakubowski i Sztencel, 2001, str. 312). Waria-
cja kwadratowa procesu Wienera jest deterministycznie réwna [W] () = ot (Cont
i Tankov, 2004, str. 270). Proces Wienera rozwazany wraz z filtracja generowana
przez ten proces jest martyngatem (Jakubowski i Sztencel, 2001, str. 313), zatem w
dhugim okresie proces Wienera nie ma tendencji ani do wzrostu ani do spadku. Na
rysunku 1.1 przedstawiono wykres przyktadowej trajektorii standardowego procesu
Wienera.

Kolejnym przyktadem procesu Lévy’ego jest proces Wienera z dryfem, zwany

takze arytmetycznym ruchem Browna.

Definicja 1.26.

Procesem Wienera z dryfem (z parametrami dryfu p @ dyfuzji o) nazywamy proces
Lévy’ego (W(t))t%), dla ktérego prayrosty W (ty) — W(ty) (dla dowolnych 0 < t; <
ta) majg rozklad normalny z wartoscig oczekiwang u(ts — t1) i wariancjg réwng

Uz(tg — tl)

Kazdy proces Wienera z dryfem (W(t))t>0 mozna przedstawi¢ w postaci

=

W(t) = ut +0*W(t), t =0,

gdzie (W(t)),, jest standardowym procesem Wienera. Wida¢ zatem, ze arytme-

tyczny ruchem Browna ma réwniez trajektorie (prawie wszystkie) ciagle, ale nier6z-
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Rysunek 1.1: Trajektoria standardowego procesu Wienera.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

niczkowalne. Przykladami procesu o niecigglych trajektoriach jest proces Poissona

i ztozony proces Poissona.

Definicja 1.27.

Proces Lévy’ego (N(t)),5q, dla ktérego przyrosty N(ta) — N(t1) (dla dowolnych 0 <
t1 < ta) majg rozkltad Poissona z wartoscig oczekiwang A (ta — t1) nazywamy pro-
cesem Poissona. Parametr A > 0 jest ustalong stalg zwang intensywnos$cig procesu

Poissona.

Proces Poissona w momencie ¢ ma funkcje rozktadu prawdopodobienstwa

= _A)\—k

plk) = B(N(1) = k) = ™7,

dlak=0,1,2,...

Rozktad ten przyjmuje z dodatnim prawdopodobienstwem wartosci naturalne, a tra-
jektorie procesu Poissona sg niemalejace i przedziatami state. Skoki procesu Poissona
majg wartos¢ 1, a moment pojawienia sie kolejnego punktu nieciggtosci jest zmienng
losowa o rozkladzie wyktadniczym z parametrem A (co oznacza $redni czas pomie-

dzy skokami réowny 1/ jednostki czasu). Proces Poissona mozna zatem zapisa¢ w
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postaci
N(t) = 1. (1.7)

Pamietajac, ze AN(t) = 1 (gdy pojawia sie skok) lub AN(t) = 0 (w przeciwnym

przypadku), mozna zauwazy¢, ze
AN() = [AN(D)] = (AN ().

W konsekwencji proces Poissona mozna zapisa¢ w postaci

N@:iAMﬂ (1.8)

Cho¢ suma we wzorze przebiega wszystkie liczby rzeczywiste z przedziatu od [0, ], to
sktada sie tylko ze skonczonej ilosci sktadnikéw réznych od zera. Ponadto zachodzi

warunek

IN] () = X (AN(0)* = S AN() = N ()

i=1
Zatem, wariacja kwadratowa procesu Poissona (N (%)), jest réwniez procesem sto-
chastycznym tozsamym z procesem (N (t)),., (Kliber, 2013, str. 20).

Wartosé¢ oczekiwana procesu Poissona (N(t)),., z parametrem intensywnosci A
jest réwna E (N (t)) = At dla t > 0. Zatem, proces Poissona wraz z filtracja genero-
wang przez ten proces nie jest martyngatem, poniewaz ma tendencje do wzrostu w

czasie. Rozwaza sie jednak skompensowany proces Poissona dany wzorem

ktéry wraz z generowana przez ten proces filtracja jest martyngatem (Cont i Tan-
kov, 2004, str. 65). Na rysunku 1.2 przedstawiono przykltadowe trajektorie procesu
Poissona i skompensowanego procesu Poissona. Wybrana warto$¢ parametru inten-

sywnosci A = 5, oznacza, ze na jednostke czasu przypada srednio 5 skokow.

Definicja 1.28.
Ztozonym procesem Poissona o parametrze intensywnosci X nazywamy proces sto-

chastyczny postaci
N(t)

Nt => Y, (1.9)
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gdzie (N(t)),s, jest procesem Poissona, Y1,Ys, ... sq niezaleznymi zmiennymi loso-

wymi o takich samych rozkladach (independent and identically distributed, i.i.d.):
Y1,Ys, ... ~iad. Fy.

Poréwnujac wzory (1.7) oraz (1.9) tatwo zauwazy¢, ze proces Poissona jest spe-
cjalnym przypadkiem ztozonego procesu Poissona, dla ktérego skoki sa determi-
nistycznie réwne 1. Wzér (1.8) mozna analogicznie uogdlnié¢ dla ztozonego proces

Poissona do postaci

N(t) = iAN(t). (1.10)

Podobnie jak w przypadku wzoru (1.8) suma we wzorze (1.10) cho¢ przebiega wszyst-
kie liczby rzeczywiste s € [0, ], to sktad sie tylko ze skoriczonej ilosci elementéw, dla

ktorych AN (t) # 0. Skoki te maja rozktad
AN(t) ~ Fy.

Czas oczekiwania na kolejne skoki ztozonego procesu Poissona jest réwniez zmienng
losowa o rozktadzie wyktadniczym z parametrem A. Oznacza to, ze na jednostke
czasu $rednio przypada A skokdw.

Jezeli rozktad Fy ma skonczona wartos¢ oczekiwang i wariancje, to mozna wyzna-
czy¢ warto$¢ oczekiwana i wariancje ztozonego procesu Poissona (N (1)), 1 wynosza
one odpowiednio E (N (t)) = MEY] oraz Var (N (t)) = AtVarY;. Mozna woéwczas

takze wyznaczy¢ skompensowany ztozony proces Poissona

N(t) = N(t) — tAEY;,
ktory wraz z filtracja generowang przez ten proces jest martyngatem.

Na rysunku 1.2 przedstawiono trajektorie ztozonego procesu Poissona i skompen-
sowanego ztozonego procesu Poissona, dla ktérych rozktad skokow Fy- jest rozktadem
normalnym standardowym.

Procesy Lévy’ego majg punkty niecigglosci zwane skokami. Nie zawsze jednak
ilos¢ skokéw w jednostce czasu jest skonczona jak w przypadku procesu Poissona
czy ztozonego procesu Poissona, ale zawsze jest co najwyzej przeliczalna. Z cigglosci

wedtug prawdopodobiefistwa procesu Lévy’ego (definicja 1.23 [p. 4)]) wynika ze
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(a) Proces Poissona
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(b) Skompensowany proces Poissona
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Rysunek 1.2: Trajektoria procesu Poissona z parametrem intensywnosci A = 5 (a) oraz

odpowiadajgca temu procesowi trajektoria

skompensowanego procesu Poissona (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

(a) Ztozony proces Poissona
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Rysunek 1.3: Trajektoria zlozonego procesu Poissona z parametrem intensywnosci

A = 2 ze skokami o rozkladzie normalnym standardowym (a) oraz odpowiadajaca temu

procesowi trajektoria skompensowanego zlozonego procesu Poissona (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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dla ustalonego t > 0 zachodzi warunek AL(t) = 0 (prawie na pewno). Oznacza to
jednak tylko, ze proces Lévy’ego nie ma ustalonych deterministycznie momentéw
nieciggtosci. Dla dowolnego ¢t > 0 suma

>_AL(s)

s<t
jest dobrze okreslona (zawiera co najwyzej skonczong ilos¢ elementéw), ale moze
nie by¢ zbiezna (Iacus, 2011, str. 135). Mozna okresli¢ miare, ktéra bedzie mierzyta

intensywnos¢ pojawiania si¢ skokéw procesow Lévy’ego.

Definicja 1.29.
Funkcje i : Q@ x B(R) — R nazywamy miarg losowq, jezeli:

1) dla kazdego w € 2, pu(w,-) jest miarg na (R, B (R)),
2) dla kazdego A € B(R), p(-, A) jest funkcjg mierzalng.

Dla ustalonego ¢ > 0 mozna okresli¢ nastepujaca miare losowa okreslajaca liczaca
liczbe skokéw procesu (L(t)),s, o wielkosci A wystepujacych do czasu t:
pf(wit, A) = #{0< s <t: AL(w,s) #01 AL(w,s) € A} => 14 (AL(w,s)),
- (1.11)
gdzie funkcja 14 jest indykatorem zbioru A. Na rysunku 1.4 przedstawiona przykta-
dowa trajektori¢ ztozonego procesu Poissona oraz odpowiadajacy mu proces skokow.
Miara losowa dla tego procesu dla zbioru A = [0,5, 1] i t = 2 przyjmuje wartos¢ 2.
Miara zadana wzorem (1.11) dla ustalonego ¢ > 0 jest zmienna losowa (definicja
1.29 [p. 2]), zatem mozna wyznaczy¢ jej wartos¢ oczekiwang dla t = 1. W ten sposéb
powstaje funkcja przypisujaca zbiorom A € B(R) pewna nieujemna liczbe rzeczy-
wista. Funkcje tg nazywamy miarg Lévy’ego. Precyzyjnie okresla to nastepujaca

definicja.

Definicja 1.30.
(Cont i Tankov, 2004, str. 88) Miarg Lévy’ego procesu (L(t)),, nazywamy miare
v okreslong na przestrzeni mierzalnej (R, B (R)) nastepujgco

v(A)=E (i (1,4)) = (Z Ly <AL<w,s>>) ,

s<1
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(a) Ztozony proces Poissona (b) Skoki zlozonego proces Poissona
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Rysunek 1.4: Trajektoria zlozonego procesu Poissona z parametrem intensywnosci
A =0, 1 ze skokami o rozkladzie normalnym standardowym (a) oraz odpowiadajaca temu

procesowi trajektoria procesu skokéw wraz zaznaczonym zbiorem [0,2] x [0,5, 1] (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

przyjmujgc dodatkowo v ({0}) = 0.

Miara Lévy’ego okresla oczekiwang liczbe skokéw o okreslonej wielkosci A w
przedziale czasowym o dtugosci 1. Miara ta jest o-skonczona, ale nie jest miarg pro-
babilistyczna, poniewaz nie spelnia warunku unormowania (Papapantoleon, 2008).

Spelnia natomiast nastepujacy warunek (Cont i Tankov, 2004, str. 91):
/min {1, |x|2} v(dz) < 4o0.
R

Na podstawie wtasnosci miary Lévy’ego mozna rozrézni¢ dwa rodzaje procesow

Lévy’ego, co przedstawia ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.3. (lacus, 2011, tw. 3.18.7) Dla dowolnego procesu Lévy’ego (L(t)),s,

o mierze Lévy’eqo v zachodzi jeden z dwoch warunkow:

1) jezeliv (R) < +o00, to niemal wszystkie trajektorie procesu Lévy’ego majq skon-
czong ilosé skokéw na kazdym przedziale zwartym (proces ma skoriczong ak-

tywno$¢é (finite activity)),
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2) jezeli v (R) = +o00, to niemal wszystkie trajektorie procesu Lévy’ego majq nie-
skoriczong ilo$é skokow na kazdym przedziale zwartym (proces ma nieskoriczong

aktywnosé (infinite activity)).

Przyktadem procesu Lévy’ego o skorniczonej aktywnosci jest proces Poissona.
Oczekiwana warto$¢ pojawienia sie skoku o wielkosci 1 jest rowna parametrowi in-
tensywnosci A. Miara Lévy’ego procesu Poissona przyjmuje zatem postaé v (A) =
Alg3(A). Przyktadami proceséw o nieskonczonej aktywnosci sg procesy gamma i
odwrotny Gaussa przedstawione w dalszej czesci rozdziatu.

W przypadku, gdy proces Lévy’ego ma nieskoriczong aktywnosé, nalezy zwroécié
uwage na mate skoki: suma wszystkich skokéw co do wartoéci bezwzglednej mniej-
szych od dowolnego ¢ > 0 nie jest zbiezna. W kontekscie miary Lévy’ego oznacza
to, ze dla dowolnego zbioru otwartego A zawierajacego 0, miara Lévy’ego przyjmuje
warto$¢ v(A) = +o0o. Mozna jednak w takim przypadku ,podzieli¢” miare Lévy’ego
na dwie czesci v = vy +14. Pierwsza cze$¢ wydziela obszar wokét 0, na przyktad prze-
dzial (—1,1), tj. 11(A) = v (AN (—1,1)). Druga czes¢ mierzy skoki co do wartosci
bezwzglednej réwne co najmniej 1: v5(A) = v (AN ((—o0, 1] U [1,+00))). Pierwszy
sktadnik miary jest granicg ciggu skompensowanych ztozonych proceséw Poissona,
a drugi sktadnik okresla pewien ztozony proces Poissona. Doktadniej okresla to na-

stepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.4 (Dekompozycja Lévy’ego-Ito). (Cont i Tankov, 2004, tw. 3.7)

Dowolny proces Lévy’ego (L(t)),-, mozna zdekomponowac na trzy sktadniki:
L(t) = L'(t) + L*(t) + L*(t)

gdzie:

L(t), to proces Wienera z dryfem,

L3(t) jest ztozonym procesem Poissona odpowiadajgcym za skoki o wielkosci wickszej
niz 1,

L3(t) jest martyngatem bedgcym granicg (prawie na pewno) skompensowanych zto-
zonych procesow Poissona

L*(t) = lim L5(t),

e—0+
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o mierze v°(A) = v (AN ((—1,—€) U (¢,1))) odpowiadajecych za skoki o wielkosci
(—1,—€) U (e, 1).

Z dekompozycji Lévy’ego-Ito wynika, Zze kazdy proces Lévy’ego (L(t)),., jest
semimartyngatem. Poréwnujac twierdzenie 1.4 z definicjg 1.20 widaé, ze jako mar-
tyngat lokalny M (t) nalezy przyja¢ proces L3(t) + L?(t), a jako A(t) proces L'(t).
Kolejne twierdzenie charakteryzuje dowolny proces Lévy’ego za pomoca funkcji cha-

rakterystycznych.

Twierdzenie 1.5 (Reprezentacja Lévy’ego-Chinczyna). (lacus, 2011, tw. 3.18.7)
Dla dowolnego procesu Lévy’ego L = (L(t)),>, jednowymiarowa funkcja charaktery-

styczna tego procesu przyjmuje postac

o1 ica :
() = exp (t1 (¢)) = exp [t (mé — 50 ¢+ / (e =1 = iCallmar ) v (dx))] ,
R
(1.12)
gdzie p € R, 0 > 0, natomiast v jest o-skoriczong miarg na (R, B (R)) spefniajocq

/min{l,x2} v(dr) < 400 oraz v ({0})=0.

Odwrotnie, kazda funkcja jednowymiarowa funkcja charakterystyczna postaci (1.12)

wyznacza pewien proces Lévy’ego.

Funkcja 1 (¢) ze wzoru (1.12) jest nazywana eksponenta charakterystyczna pro-
cesu Lévy’ego (L(?)),s,- Ponadto, zgodnie z twierdzeniem 1.2 LZ L(1) jest zmienna
losowsg o rozktadzie nieskoriczenie podzielnym. Funkcja charakterystyczna tej zmien-

nej losowej jest zatem postaci

vz (¢) = exp (¢ (€)) -

7 reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna wynika, ze kazdy proces Lévy’ego moze skta-
da¢ sie z trzech komponentéw: czesci liniowej deterministycznej (dryfu), procesu
Wienera z parametrem dyfuzji o (te dwa sktadniki tacznie okreslaja proces Wie-
nera z dryfem) oraz czesci czysto skokowej opisanej przez miare Lévy’ego v(dx).
Zatem kazdy proces Lévy’'ego mozna scharakteryzowaé¢ poprzez trojke Lévy’ego:

(u,0,v(dx)), gdzie p jest wspdlezynnikiem dryfu, o odchyleniem standardowym
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procesu Wienera (parametrem dyfuzji), v(dz) jest miara Lévy’ego mierzaca inten-
sywnos¢ pojawiania si¢ skokow. Z twierdzenia 1.5 wynika takze odwrotna zalez-
noé¢: kazda tréjka charakterystyczna Lévy’ego (i, o, v(dx)) okresla pewien proces
Lévy'ego (L(t)),0-

Proces Wienera ma w reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna postaé (0,1,0), proces
Wienera z dryfem (y, 0,0), proces Poissona (0,0, Adg1y), gdzie 641y jest deltg Diraca
skoncentrowang w 1. Natomiast dla ztozonego procesu Poissona z intensywnoscig A

i rozktadem skokéow Fy trdjka charakterystyczna przyjmuje postaé (0,0, A Fy (dx)).

Definicja 1.31.
Jezeli miara Lévy’ego v jest absolutnie ciggla wzgledem miary Lebesque’a, to jej

pochodng Radona—Nikodyma wzgledem miary Lebesque’a, to jest funkcje

_ v(dz)

u(z) e

nazywamy gestosciqg Lévy’ego miary v.

Kolejne dwa przyktady procesow Lévy’ego ktore zostang wykorzystane w dalszej
czesci pracy maja nieskonczong aktywno$é i przyrosty odpowiednio o rozktadzie

gamma oraz odwrotnym Gaussa (inverse Gaussian)®.

Definicja 1.32.
Procesem gamma nazywamy proces Lévy’ego (L(t)),s,, taki Ze dla kazdego t > 0

zmienna losowa L(t) ma rozktad gamma Ga(vt, o).

Tréjka charakterystyczna procesu gamma przyjmuje postaé (Schountens, 2003)(s. 52

(Z (1 —exp(—a)),0,vexp (—ax) xl]l(07+oo)(:v)dx) (1.13)

Proces gamma jest czystko skokowy (tzn. bez sktadnika gaussowskiego), o nie-
skoriczonej aktywnosci. Ze wzoru (1.13) wynika, ze gesto$é Lévy’ego procesu gamma
jest postaci

v —Qx
u(z) = —€ T Lo ().

SWzory na gestosé, funkcje charakterystyczne oraz momenty dla rozkladéw gamma, odwrotnego

Gaussa oraz uogélnionego odwrotnego rozktadu Gaussa znajdujg sie¢ w podrozdziale 2.5.



Rozdziat 1. Pojecia podstawowe

35

Miara Lévy’ego procesu gamma jest skoncentrowana na dodatniej potosi, zatem

skoki procesu gamma sa dodatnie. Poniewaz parametr dryfu jest nieujemny, to tra-

jektorie procesu gamma sa nieujemne i niemalejace (prawie na pewno).

Parametry: — Ga(1/2,1/2)— Ga(1,1/2)— Ga(3,1/2)

(a) Gestosé rozktadu gamma

(b) Gestosé Lévy’ego procesu gamma

1,51
0,50
1,01
= e
0,25 1 s
0,5
0,00 T T L d 0/0 T L— T d
0,0 2,5 2,0 7,5 10, 0,0 2,5 2,0 7.5 10,
(¢) Proces gamma
60 L
10 —
\3 '________“——*—-"‘H
201 —
0,0 2,5 5,0 7.5 10,1

Rysunek 1.5: Gestosci rozkladu gamma (a), gestosci Lévy’eg procesu gamma (b) oraz

symulacje trajektorii procesu gamma (c) odpowiadajace trzem rozkladom gamma

Ga(v, ).

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Definicja 1.33.
Procesem odwrotnym Gaussa nazywamy proces Lévy’ego (L(t)),s,, taki ze dla kaz-

dego t > 0 zmienna losowa L(t) ma rozklad odwrotny Gaussa 1G (6t vt?).

Proces odwrotny Gaussa ma w reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna nastepujaca

tréjke charakterystyczna
—3/2
(22200000, 22 exp (%) Vol

gdzie ®n(-) jest gestoscia rozkladu normalnego standardowego. Proces odwrotny
Gaussa podobnie jak proces gamma jest niemalejgcym, nieujemnym, czystko skoko-
wym procesem.

Rozktadem, ktory uogdlnia zaréwno rozktad gamma jak i odwrotny Gaussa jest
uogdlniony odwrotny rozktad Gaussa GIG(v,d,~). Uogélniony odwrotny rozktad
Gaussa jest réwniez rozkladem nieskoriczenie podzielnym. Mozna z nim zwiazaé

proces Lévy’ego.

Definicja 1.34.
Proces Lévy’ego (L(t)),,, dla ktérego przyrosty L(t+s)— L(t) (dla dowolnycht > 0
oraz s > 0 ) majg rozktad o funkcji charakterystycznej (para ((;v,0,7))° nazywamy

uogolnionym odwrotnym procesem Gaussa.

Uogdlniony odwrotny proces Gaussa ma gestosé Lévy’ego postaci (Barndorff-

Nielsen i Shephard, 2001b)

u(z) = iexp(—va/Q) (; / exp(—;52xz)g(z)dz + max {0,1/}) , (1.14)

gdzie
2

9(@) = == (3 (VD) + N2 (V2w)

gdzie J, i N, sg funkcjami Besella odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju. Uogdl-

niony odwrotny proces Gaussa jest procesem o nieskoniczonej aktywnosci.
Uogdlniony odwrotny rozktad Gaussa pelni bardzo wazna role w modelowaniu

stop zwrotu jako rozktad miksujacy (mizture distribution) w normalnych mieszani-

nach érednio-wariacyjnych (normal mean-variance mixture) dla uogdlnionego roz-

ktadu hiperbolicznego. Przedstawia to ponizsze twierdzenie.
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Parametry: — 1G(1,1/2)— I1G(1,1)— IG(3,1)

(a) Rozklad IG(1,1/2) jako moment dojscia (b) Gestosé rozktadu IG
1,00
14 0,75 1
=
=0,50
0 e
0,25
T T T T T T ()7()() T T T T 1
0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
X X
(C) Gestosé Lévy’ego procesu I1G (d) Proces IG
1,51 —
30 pa
1.0 T
20 A I
= = S s
= NI -
0.5 101 : _
."4,_;‘" __,_.—/—'_’.
T —
0,0 . . . S SH— . . .
0 1 2 3 4 ) 0,0 2,5 5,0 7,5 10,0
X t

Rysunek 1.6: Rozklad IG(1,1/2) jako moment dojscia do poziomu § = 1 procesu
Wienera z dryfem v = 1/2 (por. podrozdzial 2.5) oraz gestosci rozktadu IG (b), gestosci
Lévy’eg procesu IG (b) oraz trajektorie procesu IG (d) odpowiadajace trzem rozkladom

odwrotnym Gaussa IG(9,).

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Twierdzenie 1.6. (Breymann i Lithi, 2013) Jezeli zmienng losowg X mozna za-
pisaé w postaci

X=p+We+vWZ, (1.15)

gdzie: Z ~ N(0,1), W ~ GIG(v,6,7), to zmienna X ma rozklad uwogdlniony hiper-
boliczny®. W szczegdlnoscei, gdy W ~ IG(8,7) to X ma rozklad normalny odwrotny
Gaussa NIG (Normal Inverse Gaussian), a gdy W ~ Ga(v,a) to X ma rozklad
VG (Variance Gamma). Ponadto, rozklad warunkowy X|W = w jest rozkladem
normalnym postaci

X|W ~ N(p+ we,w). (1.16)

Uogdlnionego rozktad hiperboliczny ma poétciezkie (semi-heavy) ogony (Schoun-

tens, 2003, str. 65), w szczegblnosci
fGH ($’Og,ﬁ,(5,y)N |$|VileXp<<:F>a+ﬂ)x)a l'-):IZOO,

gdzie ~ oznacza proporcjonalnos¢ z doktadnoscia do multiplikatywnej statej. Wta-
snos¢ ta oraz mozliwos¢ uwzglednienia asymetrii rozktadu powoduje bardzo do-
bre dopasowanie do obserwowanych empirycznie stop zwrotu, m.in. Eberlein i Kel-
ler (1995) oraz Prause (1999) pokazali doskonate dopasowanie do dziennych loga-
rytmicznych stop zwrotéw zarowno dla pojedynczych spotek jak i portfeli spotek na
podstawie danych pochodzacych z wiodacych niemieckich spotek. Z twierdzenia 1.6
wynika zatem, ze uogélniony odwrotny rozktad Gaussa mozne petnié role rozktadu
stacjonarnego dla procesu wariancji pozwalajac uzyska¢ w rezultacie modele o bar-
dzo dobrym dopasowaniu do empirycznie obserwowanych rozktadéw stép zwrotu.
Roéwniez rozktady VG oraz NIG cechuja sie bardzo dobrym dopasowanie do dzien-
nych logarytmicznych stop zwrotéw i byty wielokrotnie stosowane do modelowania
zjawisk finansowych (por. Madan i Seneta (1990); Madan i in. (1998) dla rozktadu
VG oraz Barndorff-Nielsen (1997); Albrecher i Predota (2004) dla NIG).

5Wzory na gestosé, funkcje charakterystyczna oraz momenty dla uogélnionego odwrotnego roz-

ktadu hiperbolicznego, NIG oraz VG znajduja sie w dodatku A.
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1.4 Podklasy proceséw Lévy’ego

Wazna podklase proceséw Lévy’ego stanowia procesy podporzadkowane (subordina-
tor, por. Feller (1977, str. 310) oraz Kliber (2013, str. 60)). Sa to procesy stosowane
do modelowania czasu dla pewnego innego procesu stochastycznego (tzw. zrandomi-
zowane czasy operacyjne Feller (1977), str. 310). Proces stochastyczny modelujacy
ewolucje czasu musi by¢ niemalejacy, aby czas nie mogt sie ,cofa¢”. Warunek ten

spetniaja procesy podporzadkowane.

Definicja 1.35.
Procesem podporzqdkowanym nazywamy proces Lévy’ego (Z(t)),s, o niemalejgcych

(prawie na pewno) trajektoriach.

Przyktadem procesu podporzadkowanego jest proces Poissona, poniewaz proces
ten ma trajektorie przedziatami state, ktére skokowo rosng o jednostke. Procesem
podporzadkowanym moze by¢ takze ztozony proces Poissona, pod warunkiem, ze
skoki majg miare Lévy’ego skoncentrowana na dodatniej poétprostej. Przyktadami
proceséw podporzadkowanych o nieskonczonej aktywnosci sa procesy gamma i od-
wrotny Gaussa. Natomiast proces Wienera nie jest procesem podporzgdkowanym,
poniewaz dla tego procesu prawdopodobienstwo wzrostu w dowolnej jednostce czasu
jest takie same jak spadku i wynosi 1/2. Kolejne twierdzenie opisuje posta¢ funkeji

charakterystycznej dla procesu podporzadkowanego.

Twierdzenie 1.7. (Applebaum, 2009, tw. 1.53.15) Jednowymiarowa funkcja cha-

rakterystyczna procesu podporzgdkowanego (Z(t)),-, dana jest wzorem

+oo
v (() =exp [t (ui(—i— /(eicx - 1)V(dx))] : (1.17)

gdzie p = 0. Miara Lévy’ego v procesu podporzgdkowanego (Z(t)),-, spetnia ponadto
warunek

v ((—00,0)) = 0. (1.18)

Oduwrotnie, kazda funkcja charakterystyczna postaci (1.17) z miarg Lévy’ego spelnia-

jacq warunek (1.18) wyznacza pewien proces podporzqdkowany (Z(t)),-
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7 twierdzenia 1.7 wynika, ze procesy podporzadkowane nie majg sktadnika gaus-
sowskiego (w reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna drugi sktadnik ma wartosé 0). Do-
datkowe warunki dla miary Lévy’ego zapewnia nieujemnos¢ skokéw trajektorii.

Zastosowanie proceséw podporzadkowanych do modelowania czasu dla pewnego

innego procesu stochastycznego przedstawia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.8. (Cont i Tankov, 2004, tw. 4.3) Dla dowolnej miary Lévy’ego v
i dowolnego 1 € R istnieje proces Lévy’ego (L(t)),, 2z miarg Lévy’ego v, taki Ze dla
dowolnego t > 0

L(t)=pZ(t)+ W (Z(1)), (1.19)

dla pewnego procesu podporzqdkowanego (Z(t)),s, oraz niezaleznego od tego procesu

porzqdkowanego procesu Wienera (W (t)),s, wtedy i tylko wtedy, gdy
1) miara Lévy’ego v ma gestosé u(x)
2) u(z)e ™M = u(—x)et”
3) funkcja f(x) = u(\/z)e MV* jest scisle monotoniczna na przedziale (0, +00).

W matematyce finansowej twierdzenie 1.8 wykorzystuje sie do modelowania ewo-
lucji w czasie cen przeksztatconych przez funkcje logarytmiczna (wéwcezas przyrosty
sa logarytmicznymi stopami zwrotu). W tym przypadku, proces podporzadkowany
interpretuje sie jako ,rynkowa skale czasu” (Kliber, 2013, s. 60). Proces ewolucji
czasu (Z(t)),s, jest losowy, poniewaz rynek reaguje na naptyw informacji raz szyb-
ciej, raz wolniej. Nie mozna jednak z géry przewidzie¢ szybkosci reakcji rynku. Za-
uwazmy ponadto, ze specjalnym przypadkiem wzoru (1.19) dla Z(t) = t jest stan-
dardowy model Blacka-Scholesa, w ktérym cena podlega geometrycznemu ruchowi
Browna, a logarytmiczne stopy zwrotu maja rozktad normalny (Kliber, 2013, s. 60).

Twierdzenie 1.8 jest odpowiednikiem twierdzenia 1.6 dla proceséw stochastycz-
nych. Zgodnie z twierdzeniem 1.8, gdy jako procesy czasu operacyjnego wykorzy-
stuje sie procesy gamma oraz odwrotny Gaussa, to jako model logarytmu cen postaci
(1.19) otrzymuje sie odpowiednio proces VG oraz normalny odwrotny Gaussa NIG.

Kolejng wazng podklasa proceséw Lévy’ego sa procesy o rozktadach samorozkta-

dalnych (self decomposable).
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Definicja 1.36.
Rozklad jednowymiarowej zmiennej losowej X nazywamy samorozktadalnym jezeli

dla dowolnego c € (0, 1) istnieje zmienna losowa X'© niezalezna od X, taka ze
4 (0)
X =cX + X', (1.20)

Proces Lévy’ego (L(t)),so, dla ktorego rozktad brzegowy L(1) jest rozktadem samo-

rozktadalnym nazywamy procesem samorozktadalnym.

Zgodnie ze wzorem (1.20) zmienna losowa ma rozklad samorozkladalny, jezeli
da sie ja przedstawi¢ w postaci sumy przeskalowanej w dot wersji tej zmiennej oraz
pewnej niezaleznej zmiennej rezydualnej. Warunek z definicji 1.36 mozna rownowaz-
nie zapisa¢ w postaci funkcji charakterystycznych. Zmienna losowa X ma rozktad
samorozktadalny doktadnie wtedy, gdy jej funkcje charakterystyczng mozna dla do-

wolnego ¢ € (0,1) zapisa¢ w postaci

ox(C) = ex(cC)pe(C), (1.21)

gdzie ¢, nalezy do pewnej rodziny funkcji charakterystycznych {¢.: ¢ € (0,1)}.
Kazdy rozktad samorozkladalny jest rozktadem nieskonczenie podzielnym, ale
nie kazdy rozktad nieskonczenie podzielny jest samorozktadalny. Opisuje to naste-

pujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.9. (Sato, 1999, wniosek 15.11) Miara Lévy’ego v procesu samroz-
ktdalnego (L(t)),~, ma gestos¢ postaci

gdzie: k : R — RY jest funkcjg o ograniczonym wahaniu, malejgcg na (0,+00) @

rosngcg na (—o0,0).

Przyktadami rozktadéw samorozktadalnych sa m.in rozktad normalny, t-Studenta,
gamma, odwrotny Gaussa (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b).

Rozktady samorozktadalne sg interesujace w zastosowaniach ekonomicznych, po-
niewaz sa rozkladami granicznymi wystandaryzowanych sum pewnych (niekoniecz-

nie identycznych) niezaleznych zmiennych losowych. Niech X7, X5, ... bedzie ciagiem
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niezaleznych zmiennych losowych. Oznaczmy przez S,, = >°;_; Xj. Zalézmy, ze ist-

niejg ciggi: centrujacy (cn),oy oraz skalujacy (by) takie ze b,S, + ¢, zbiega

neNs
(wedtug rozkladu) do pewnej zmiennej losowej X. Wéwezas zmienna X ma roz-
ktad samorozktadalny (Carr i in., 2007). Poczatkowo rozklady bedace granica pew-
nych wystandaryzowanych sum badali Lévy (1937) oraz Chinczyn (1938) (za: Carr
iin. (2007)). Ten drugi nazwal te klase rozkladéw jako klase L (Carr i in., 2007).
Klasa L jest identyczna z klasa rozktadéw samorozkladalnych (twierdzenie wraz z
dowodem przedstawia Sato (1999, twr. 15.3)).

Rozktady samorozktadalne stanowig istotne uogdlnienie centralnego twierdze-
nie granicznego, w ktérym czynnik skalujacy moze byé rézny od 1/y/n. Jest to
istotne, poniewaz ceny aktywoéw finansowych interpretuje si¢ zazwyczaj jako zagre-
gowane sumy niezaleznych transakcji i uwolnienie od czynnika skalujacego 1/v/n
(prowadzacego do modeli gaussowskich) doprowadza do ogélniejszej klasy modeli
samorozktadalnych (Trabs, 2014). Ma to szczeglne zastosowanie w przypadku wy-
ktadniczo wazonych Srednich ruchomych, czesto stosowanych w przypadku analizy
finansowych szeregéw czasowych (Carr i in., 2007). W rozdziale drugim rozklady sa-
morozktadalne zostana wykorzystane jako rozktady stacjonarne proceséw wariancji

chwilowe;j.

1.5 Proces Ornsteina-Uhlenbecka

Proces Ornsteina-Uhlenbecka zostat zaproponowany przez dwoch holenderskich fizy-
kéw Leonarda Ornsteina (1880-1941) i George’a Uhlenbecka (1900-1988) w pracy do-
tyczacej ruchu czasteczki w ptynie (Uhlenbeck i Ornstein, 1930). Proces Ornsteina-
Uhlenbecka jest procesem taczacym wiele istotnych z punktu widzenia zastosowan
wtasnoéci: ma stacjonarne przyrosty, jest gaussowski i markowski. Ponadto jest uwa-
zany za ciagly odpowiednik dyskretnego procesu autoregresyjnego rzedu pierwszego
AR(1). Proces Ornsteina-Uhlenbecka znalazt liczne zastosowanie w fizyce (Blom-
berg, 2017), biologii (Beaulieu i in., 2012), oraz ekonomii. W tej ostatniej najbar-
dziej znane jest zastosowanie procesu Ornsteina-Uhlenbecka do modelowania stop
procentowych (Vasicek, 1977). Wazna role proces Ornsteina-Uhlenbecka petni réw-

niez w modelowaniu zmiennosci instrumentéw finansowych, jako proces modelujacy
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zmienno$é (Stein i Stein, 1991) lub logarytm zmiennosci (Wiggins, 1987).

Definicja 1.37.
Proces stochastyczny X = (X(t)),», nazywany jest procesem Ornsteina- Uhlenbecka,

jezeli jest rozwigzaniem nastepujgcego stochastycznego réownania rézniczkowego
dX(t) = Mp — X (t))dt + odW(2). (1.22)

gdzie p,0 € R0 > 0 sg parametrami, natomiast W = (W (t)),5, jest standardowym

procesem Wienera.

Wartos$¢ poczatkowa X procesu X jest zmienna losowa (mozliwie stata), nieza-
lezna od procesu Wienera W.

Rozwiazanie réwnania (1.22) jest postaci
t
X(t) = X(Oe M +p(1-eN) +o / e M=) g (5) (1.23)
0
Warunkowa wartosé¢ oczekiwana procesu Ornsteina-Uhlenbecka jest rowna ¢ > s

E[X(£)| X (s) = o) = woe ) 4 pu (1= e2079) (1.24)

natomiast warunkowa wariancja przyjmuje postac

o2 (1 _ 672)\(1575))
2

Var [X (t)| X (s) = xo] = (1.25)

Parametr © mozna interpretowac¢ jako dltugookresows wartosé srednig procesu.
Ze wzoru (1.23) wynika, ze wraz z czasem (gdy t — +00) proces ,zapomina” o po-
czatkowej wartosci i dazy do u. Parametr A mierzy szybkosé ,zbiegania” do dtugo-
okresowej $redniej (i jednoczesnie ,zapominania” wartosci poczatkowej). Natomiast
parametr o odpowiada za zmiennos¢ procesu.

Proces Ornsteina-Uhlenbecka jest jednorodnym procesem Markowa. Ma stacjo-
narne i niezalezne przyrosty o rozkladzie normalnym z warunkows wartoscig ocze-
kiwana dana wzorem (1.24) i warunkowa wariancja dana wzorem (1.25). Rozkta-
dem niezmienniczym (spetiajacym warunek (2) twierdzenia 1.1) procesu Ornsteina-
Uhlenbecka jest rozktad normalny z wartoscia oczekiwang p i wariancja g (gra-

niczne wartosci przy t — 400 we wzorach odpowiednio (1.24) i (1.25)). Przyjmujac
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jako wartos¢ poczatkowa procesu Ornsteina-Uhlenbecka X, zmienng losows o roz-
ktadzie niezmienniczym Xy ~ N (p, %) otrzymujemy stacjonarny proces Ornsteina-
Uhlenbecka (por. twierdzenie 1.1). Natomiast przyjmujac zalozenie, ze prawie na
pewno X(0) = 0, to otrzymujemy proces Ornsteina-Uhlenbecka bedacy szczegdl-
nym przypadkiem procesu Lévy’ego.

Na rysunku 1.7 przedstawiono trzy przyktadowe trajektorie procesu Ornsteina-
Uhlenbecka. Wida¢ wyraznie, ze trajektoria powracajg do dtugoterminowej wartosci
sredniej. Kolorem zielonym zaznaczono trajektorie stacjonarnego procesu Ornsteina-
Uhlenbecka, dla ktorej wartos¢ poczatkowa procesu wylosowano z rozktadu nie-

zmienniczego. Przerywang linig zaznaczono dtugookresowa warto$é¢ srednia procesu.

3 Poczatkowa wartos¢:
XO = 37
9 - XO ~ N(/L[ ;ng)
| XO = 73
i A
r'\"‘/ /N‘RN 'Iuk\"wﬁ
=0 Wi
= W
-1
-2
-3

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t

Rysunek 1.7: Trajektorie trzech réznych proceséw Ornsteina-Uhlenbecka o tych
samych parametrach = 0, A = 0,01, 0 = 0,05, ale réznych wartosciach poczatkowych.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Zauwazmy, ze korzystajac ze wzoru (1.23) mozna rozszerzy¢ na rézniczke wzgle-

dem dowolnego procesu Lévy’ego. Przedstawia to ponizsza definicja.

Definicja 1.38.
(Sato, 1999, Definicja 17.2) Procesem Ornsteina- Uhlenbecka wzgledem procesu Lévy’ego
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L = (L(t)),so nazywamy proces X = (X(t)),s, okreslony nastepujgco
t
X(t) = X(0)e M +p(1—e™)+ / e AL (s). (1.26)
0

Okreslony przez definicje 1.37 proces Ornsteina-Uhlenbecka jest specjalnym przy-
padkiem definicji 1.38, w ktérym procesem Lévy’ego jest proces Wienera ze wspot-
czynnikiem dyfuzji 0. W dalszej czesci proces Ornsteina-Uhlenbecka z definicji 1.37
nazywany bedzie gaussowskim procesem Ornsteina-Uhlenbecka, a proces zdefinio-
wany przez definicje 1.38 uogdlnionym procesem Ornsteina-Uhlenbecka.

Kazdy uogolniony proces Ornsteina-Uhlenbecka ma modyfikacje bedaca proce-
sem z prawostronnie ciggtym z lewostronnymi granicami, bedaca rowniez uogdlnio-
nym procesem Ornsteina-Uhlenbecka (Sato, 1999, uwaga 17.3).

Uogdlniony proces Ornsteina-Uhlenbecka moze przyjmowaé zaréwno dodatnie
jak i ujemne wartosci. Natomiast w modelowaniu zmienno$ci istotne jest, aby proces
zmiennosci byt nieujemny. Konieczng nieujemnos¢ mozna uzyskac¢ poprzez nieliniowa
transformacje np. wyktadnicza (modele stochastycznej zmiennosci typu exp-OU) lub
podnoszenie do drugiej potegi. Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zapropono-
wali odmienne rozwigzanie: uzycie dodatnich niegaussowskich proceséw Ornsteina-
Uhlenbecka. Pozwala to na unikniecie nieliniowych przeksztatcen co znacznie utatwia

wykorzystanie do wyceny instrumentéw pochodnych.

Definicja 1.39.
Dodatnim niegaussowskim procesem Ornsteina-Uhlenbecka nazywamy proces X =
(X(t));sq okreslony nastepujgco

X(t) = X(0)e ™ + / e A=) q7(s), (1.27)

gdzie A > 0. Warto$é poczgtkowa X (0) jest zmienng losowq o rozkladzie skoncentro-

wanym na dodatniej pélosi, niezaleing od procesu podporzgdkowanego Z = (Z(t)),s-

Dodatni niegaussowski proces Ornsteina-Uhlenbecka mozna réwnowaznie zapisac¢

w postaci stochastycznego réwnania rézniczkowego

dX(t) = - AX(t)dt + dZ (1), X (0) > 0.
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Wtasnosci dodatniego niegaussowskiego procesem Ornsteina-Uhlenbecka oraz ich
zastosowanie do modelowania zmiennosci instrumentéw finansowych zostang przed-

stawione w rozdziale 2.



Rozdziat

Niegaussowskie modele zmiennosci
stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka

2.1 Uwagi wstepne

Modele stochastycznej zmiennosci (Stochastic Volatility, SV) sa jednym z podstawo-
wych narzedzi stosowanych do uchwycenia zmiennosci instrumentéw finansowych.
Sa uzywane zaréwno w matematyce finansowej jak i ekonometrii finansowej. Modele
SV wykorzystuje sie gtownie do wyceny instrumentéw pochodnych i wyznaczania
ekspozycji instrumentow finansowych na ryzyko rynkowe.

Cechg wspolng modeli SV jest to, ze zmiennos¢ ceny instrumentu finansowego
jest oddzielnym procesem stochastycznym. Oznacza to, ze zmiennoS¢ ma osobne
zrodto losowosci niz ceny instrumentu. Jest to gléwna réznica pomiedzy modelami
SV, a klasa modeli autoregresywnej warunkowej heteroskedastycznosci (Autoregres-
sive Conditional Heteroscedasticity, ARCH), dla ktérych wariancja btedu losowego w
danym okresie jest funkcjg kwadratéw wartosci cen w okresach poprzednich. Ozna-
cza to,ze w modelach ARCH ich uogdlnieniach (klasa modeli GARCH) wariancja
procesu ceny instrumentu w okresie t przy danym zbiorze informacji ¥, ; gene-
rowanym przez historie procesu do momentu ¢t — 1 jest funkcja deterministyczna.

Natomiast w przypadku modeli SV oddzielne zrédto losowosci powoduje, ze warian-
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cja procesu ceny instrumentu w okresie ¢ przy danym zbiorze informacji ;1 jest
zmienna losowa Doman i Doman (2009), str. 176.

Dodatkowe Zrodto losowosci istotnie zwicksza elastycznosé modeli SV do opisu
ewolucji zmienno$ci w czasie, ale z drugiej strony bardzo utrudnia estymacje pa-
rametréw i wyznaczenie prognoz zmiennosci. Dlatego modele SV cho¢ historycznie
starsze (za pierwsza prace uznaje sie Clark (1973)) i rozwijane w latach osiemdzie-
sigtych XX wieku réwnolegle z modelami ARCH/GARCH, dlugo pozostawaly w
cieniu tych drugich. Dopiero szybki rozwdj metod estymacji modeli SV w latach 90.
XX wieku spowodowat wzrost zainteresowania modelami stochastycznej zmienno-
Sci. Obecnie modele SV stanowia standardowe narzedzie matematyki finansowej i
ekonometrii.

7 punktu widzenia matematyki finasnowej modele SV sa wazne, poniewaz umoz-
liwiajg przezwyciezy¢ jedno z istotnych niedociggnie¢ powszechnie stosowanego przez
praktykéw do wyceny opcji europejskich modelu Blacka-Scholesa. Model ten zaktada
stato$¢ parametru zmiennosci, co jest zatozeniem nierealistycznym, sprzecznym z ob-
serwowanymi wtasnosciami finansowych szeregdéw czasowych. Ponadto, powoduje to
obciazenie modelu: wartosci teoretyczne wyznaczone w modelu réznig si¢ istotnie
od obserwowanych rzeczywiscie. Zgodnie z modelem Blacka-Scholesa zmienno$¢ im-
plikowana powinna by¢ wielkoScig stata, niezalezng od terminu wygasniecia opcji.
W rzeczywistosci obserwuje sie natomiast efekt ,,usmiechu zmiennoéci”, czyli struk-
tury czasowej zmiennosci implikowanej (Piontek, 2003). Modele SV stanowia na-
turalne uogoélnienie modelu Blacka-Scholesa, w ktérym zmiennos¢ jest oddzielnym
procesem stochastycznym. Podejscie to zostalo zapoczatkowane przez prace Hull i
White (1987) i weszto do kanonu wyceny instrumentéw pochodnych.

W literaturze rozwaza si¢ wiele modeli stochastycznej zmiennosci, ale wickszos¢
propozycji jest rozwinieciem dwoch modeli. Pierwszy z nich, jest to model, w kto-
rym logarytm procesu wariancji chwilowej jest gaussowskim procesem Ornsteina-
Uhlenbecka

dno? (t) = =X (Ino? (t) — ) dt + sdW (2), (2.1)

gdzie W = (W (t)),5, jest procesem Wienera. W tym modelu stochastycznej zmien-

nosci stochastyczne rownanie rézniczkowe opisuje dynamike w czasie logarytmu pro-
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cesu wariancji chwilowej, poniewaz gaussowski proces Ornsteina-Uhlenbecka moze
przyjmowaé¢ wartoéci ujemne, a zmiennoéé z natury rzeczy musi byé nieujemnal.
Réwnanie (2.1) posiada rozwiazanie (por. wzér (1.23)). Model stochastycznej zmien-
nosci okreslony przez réwnanie (2.1) ma liczne zalety, m.in jest markowski, gaussow-
ski, ma stacjonarne przyrosty. Ma jednak istotng wade ograniczajaca jego wykorzy-
stanie: nie mozna wyznaczy¢ calki stochastycznej z wariancja chwilowej w postaci
analitycznej (bez wprowadzenia btedu dyskretyzacji np. poprzez schemat Eulera,
czy Milsteina?), co utrudnia zastosowanie do wyceny opcji egzotycznych.

Model ten rozwazany byt w kontekécie wyceny opcji eurposjkich przez Wig-
gins (1987), Chesney i Scott (1989), Melino i Turnbull (1990). Zastosowanie dys-
kretyzacji Eulera prowadzi do modelu stochastycznej zmiennosci z czasem dyskret-
nym rozwazanym przez Taylor (1982). Model Taylora zyskal popularno$¢ i stal sie
przedmiotem licznych prac ekonometrycznych: m.in Harvey i in. (1994) zapropono-
wali estymacje metoda quasi najwiekszej wiarygodnosci (Quasi-mazimum likelihood
estimate, QMLE) za pomoca filtréw Kalmana, Jacquier i in. (1999) oraz Kim i
in. (1998) podejscie bayesowskie z wykorzystaniem algorytméw MCMC (Markov
Chain Monte Carlo). Zaproponowano tez liczne modyfikacje modelu Taylora, m.in.
korelacje sktadnikéw losowych (Jacquier i in., 1999), grube ogony rozkltadu warun-
kowego cen (np. t-Studenta) (Jacquier i in., 1999), skokami procesu cen (Eraker i
in., 2003).

Drugim modelem jest model statej elastycznosci wariancji (constant elasticity of

variance, CEV)
do? (1) = —A (0> (t) — ) dt +< (0> (1) AW (1),  dz1/2.  (22)

Proces CEV znany wczesniej z zastosowania do modelowania cen instrumentéw fi-

nansowych (Cox, 1975) zostal zaproponowany do modelowania stochastycznej zmien-

1Stein i Stein (1991) oraz Schébel i Zhu (1999) rozwazali model stochastycznej zmiennogci, w
ktérym wariancja chwilowa jest gaussowskim procesem Ornsteina-Uhlenbecka, argumentujac, ze
przy odpowiednio dobranych parametrach prawdopodobienstwo przyjecia wartosci ujemnych jest

bardzo male.
20 wptywie dyskretyzacji na obciazenie estymatoréw mozna znalezé w Iacus (2009, str. 124-

126)). Obciazenie to utrudnia poprawne oszacowanie cen instrumentdéw oraz wrazliwosci opcji na

zmiane czynnikéw, tzw. greckie wspdlczynniki (Broadie i Kaya, 2006).



Rozdziat 2. Niegaussowskie modele zmienno$ci stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 50

nosci przez Meddahi i Renault (1998). Dla dowolnej warto$ci parametru d nie ist-
nieje rozwiazanie réwnania (2.2). Nie mozna takze symulowaé trajektorii procesu
wariancji chwilowej i jej calki stochastycznej bez wprowadzania btedu dyskretyza-
cji. Dwa specjalne przypadki modelu CEV rozwazane byty juz weze$nie jako modele
stochastycznej zmiennoéci: dyfuzyjny model ARCH (ARCH diffusion) zapropono-
wany przez Nelson (1990) (d=1) oraz model Hestona (Heston, 1993) (d=1/2). Ten
pierwszy moze by¢ interpretowany jako graniczny przypadek modeli GARCH, gdy
odstep pomiedzy kolejnymi obserwacjami dazy do 0. Rozktad stacjonarny procesu
wariancji chwilowej (UQ(t))t>0, to odwrotny gamma (inverse gamma) o (4\/¢?) + 2
stopniach swobody. Model ten mimo atrakcyjnej interpretacji ma stabe dopasowanie
do danych empirycznych. Wynika to z faktu, ze model ten zalezy jedynie od trzech
parametrow, ktére dodatkowo nie mogg byé¢ dobierane swobodnie, bo taczy je zalez-
no$¢ okreslajaca stopnie swobody rozktadu (Barndorff-Nielsen i Shephard, 1998).

W przypadku modelu Hestona rozwiazaniem réwnania (2.2) jest proces pier-
wiastka kwadratowego (square root process), znany z zastosowania do modelowania
krétkoterminowych stép procentowych jako model CIR od nazwiska autorow Coxa,
Ingersolla i Rossa (Cox i in., 1985). Dla procesu pierwiastka kwadratowego warun-
kowy rozktad o (A(n + 1)) |o? (An) jest niecentralnym rozktadem y?. W modelu
Hestona proces wariancji chiwlowej moze by¢ skorelowany z procesem cen, co umoz-
liwia modelowanie obserwowanego efektu dzwigni, czyli ujemnej korelacji cen in-
strumentéw finansowych i ich miernikéw zmiennosci. Doktadna (bez wprowadzania
btedu dyskrtyzacji) symulacja procesu pierwiastka kwadrtowego jest trudna i byta
przedmiotem licznych prac, m.in. Broadie i Kaya (2006), Zhu (2008), Glasserman
i Kim (2011). Tym niemniej ze wzgledu na mozliwo$¢ wyceny opcji europejskich
z poziomu funkcji charakterystycznej (np. poprzez zastosowanie szybkiej transfor-
maty Fouriera Carr i Madan (1999)) model Hestona stal sie jednym z najbardzie;
popularnych modeli stochastycznej zmiennosci.

W rozdziale tym przedstawione zostana modele stochastycznej zmiennosci oparte
na dodatnich niegaussowskich procesach Ornsteina-Uhlenbecka, ktére w dalszej cze-
Sci pracy postuza do modelowania zmiennosci dla danych pochodzacych z polskiego

rynku finansowego i rynku walutowego. Przedstawiona teoria opiera sie gtdwnie na
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trzech artykutach Bandorffa-Nielsena i Shepharda (Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b),
Barndorff-Nielsen i Shephard (2002), Barndorff-Nielsen i Shephard (2003)) w kt6-

rych zostaly zainicjowane wykorzystanie dodatnich niegaussowskich proceséw Ornsteina-
Uhlenbecka do modelowania zmienno$ci cen instrumentéw finansowych. Ponadto
przedstawione zostang zaproponowane w literaturze modyfikacje i uogélnienia oraz
powiazania z estymatorami wariancji zrealizowanej opartymi na danych sréddzien-

nych (intraday).

2.2 Model stochastycznej zmiennosci Bandorffa-

Nielsena i Shepharda

Modele stochastycznej zmiennoéci oparte na dodatnich niegaussowskich procesach
Ornsteina-Uhlenbecka zostaly zaproponowane przez Bandorffa-Nielsena i Shepharda
w artykule Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b), ale cze$ciowe wyniki byty publiko-
wane wezesniej (np. w Barndorff-Nielsen i Shephard (1998) oraz Barndorff-Nielsen
i Shephard (1999)). Od nazwiska autoréw w dalszej czesci model bedzie oznaczany

w skrécie jako BNS.

Definicja 2.1.
Podstawowym modelem stochastycznej zmienno$ci Bandorffa-Nielsena i Shepharda
(BNS) nazywamy model stochastycznej zmiennosci okreslony przez nastepujgce sto-

chastyczne rownania rozniczkowe
dinS(t) = (u+ Bo?(t)) dt + o()dW(2), I S(0) =0, (2.3)

do?(t) = —Ao*(t)dt +dZ(\t), o*(0) >0, (2.4)

gdzie p, 3 € R, A € Ry. Proces Wienera W = (W (1)), jest niezalezny od procesu
podporzgdkowanego Z = (Z(At)),0>.

Réwnanie (2.3) opisuje dynamike logarytmu procesu cen (S(t)),5,- W dalsze;

czedel pracy bedziemy przyjmowaé zapis Y (t) = In S(¢) dla logarytmu procesu cen

3Rozwazane procesy stochastyczne sa okreélone na przestrzeni probabilistycznej (2, %, P) i ad-

aptowane wzgledem pewnej filtracji (3;),cqp-
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i proces (Y (t)),s, nazywac logarytmicznym procesem cen. Proces ten jest obserwo-
wany w rownych odstepach czasu o dtugosci A =t, —t,_1, dlan =1, ...,. Woéwczas

przyrosty logarytmicznego procesu cen to zwroty logarytmiczne z okresu n:

nA
Y = / dY (1) = Y (nA) — Y (nA). (2.5)

(n—1)A
Pojedynczy okres n o dtugosci A moze oznacza¢ np. godzine, dzien, tydzien lub
miesiac.

W réwnaniu (2.3) parametr p jest dryfem, a parametr [ jest interpretowany
jako premia za ryzyko. Ze wzgledu na rolg jaka proces (Z(Mt)),., peni w réwnaniu
(2.4) nazywany jest prowadzacym procesem Lévy’ego ukrytym w tle (background
driven Lévy’ego proces, BDLP). Jest to proces podporzadkowanym zatem zgodnie z
definicja 1.35 jest nieujemny i niemalejacy.

Rozwigzanie réwnania (2.4) dane jest wzorem

o2 (t) = o?(0)e N + / =94 Z(\s) (2.6)

Proces wariancji chwilowej jest Scisle dodatni i ograniczony z dotu przez deter-
ministyczng funkcje o?(0)e=*. Wynika to z faktu, ze proces BDLP jest niemale-
jacy i 02(0) > 0. Ujemny znak przed parametrem A\ zapewnia, ze proces wariancji
chwilowej jest procesem powracajacym (mean-reverting) do $redniej 0. Dodatniosé
nieguassowskiego procesu Ornsteina-Uhlenbecka pozwala na modelowanie wariancji
bezposrednio, bez uciekania sie do nieliniowych transformacji, np. logarytmicznej
(jak w przypadku modelu SV danego wzorem 2.1).

Trajektorie wariancji chwilowej ewoluuja w czasie tylko na dwa sposoby: albo
maleja wyktadniczo wedtug stopy A albo pojawia si¢ punt nieciaglosci (skok tra-
jektorii do géry). Pierwsza mozliwo$¢ zwiazana jest z sytuacja, gdy proces BDLP
jest w pewnym okresie staty (dZ(At) = 0). Wéwczas réwnanie (2.6) sprowadza sie
tylko do czesci deterministycznej, ktorej rozwigzaniem jest funkcja eksponencjalna.
Tym wieksza wartos¢ parametru A, tym szybciej proces wariancji chwilowej maleje
pomiedzy skokami. Punkty niecigglo$ci procesu zmiennosci chwilowej odpowiadaja,
punktom nieciggtoéci procesu (Z(Mt)),.,. Zauwazmy, ze przyjeta posta¢ wariancji

chwilowej jest zgodna z obserwowanymi faktami dotyczacym zjawisk finansowych:
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pojawienie sie nowej informacji na ryku powoduje nagly wzrost zmiennosci, ktéra
potem maleje stopniowo wraz z uptywem czasu. Przeskalowanie czasu w procesie
BDLP powoduje uniezaleznienie rozktadu brzegowego procesu zmiennosci chwilowej
od parametru A i $cista stacjonarno$¢ procesu wariancji chwilowej. Szczegdly, tej
zalezno$ci zostang opisane w twierdzeniu 2.1. Wtasnosci procesu wariancji chwilo-
wej przedstawia rysunek 2.1, gdzie wybrano proces BDLP o skonczonej aktywnosci

(proces ma skoniczong iloéé skokéow w skoriczonym przedziale czasu).

Twierdzenie 2.1. (Wolfe, 1982) Jesli D jest rozkladem samorozkladalnym, to ist-
nieje Scisle stacjonarny proces (02(t)),so @ proces Lévy’ego (Z(t)),, takie, Ze dla

kazdego t > 0 zmienna losowa o*(t) ma rozklad D oraz
¢
o2(t) = 02(0)e > + / e NE=9d 7 (\s),
0

dla dowolnej X > 0.
Oduwrotnie, jezeli $cisle stacjonarny proces (02(t))t20 o rozktadzie stacjonarnym
D i proces Lévy’ego (Z(t)),5, dla dowolnej A > 0 spetniajq stochastyczne réwnanie

rozniczkowe

do?(t) = =Aa?(t)dt + dZ(\t),
to rozktad D jest samorozktadalny.

W konsekwencji proces wariancji chwilowej okreslony przez réwnanie (2.4) ma
Scidle stacjonarny rozktad samorozktadalny D, jedli tylko 02(0) ma rozktad D. W
dalszej czesci pracy bedziemy zakladaé, ze 0(0) ma rozklad D, a proces wariancji
chwilowej jest scisle stacjonarny. Twierdzenie 2.1 pozwala poprzez uzyci dodatnich
niegaussowskich procesow Ornsteina-Uhlenbecka na zastosowanie szerokiej klasy
rozktadow samorozktadalnych do modelowania wariancji chwilowej, m.in. rozkta-
déw gamma, odwrotnego Gaussa, log-normalnego, temperowanego rozktadu stabil-
nego 4. Twierdzenie 2.1 nie jest ograniczone wylacznie do rozkladéw samorozkladal-

nych skoncentrowanych na dodatniej pétosi. Dodatnio$¢ procesu wariancji chwilowe;j

4Przeglad rozkladéw samorozktadalnych, ktére mogg petnié role rozkladu stacjonarnego zosta-

nie przedstawiony w podrozdziale 2.5.
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(a) Proces wariancji chwilowej
0,8

0,61

0,0-1— : :
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t
(b) Prowadzacy proces Lévy’ego ukrytym w tle (BDLP)
21 —
2 r'
N
O L T : T

0 50 100 150 200

t
Rysunek 2.1: Trajektoria procesu wariancji chwilowej o rozktadzie brzegowym gamma
z parametrem ksztaltu v = 1 oraz parametrem skali 1/a = 1/3 (a) oraz odpowiadajacy

mu proces Lévy’ego ukryty w tle (BDLP) z parametrem A = 0,01 (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

wynika z dodatkowego zatozenia przyjetego przez Bandorffa-Nielsena i Shepharda:
przyjecia jako procesu prowadzacego w tle procesu podporzadkowanego.

Z twierdzenia 2.1 wynika takze mozliwos¢ modelowania wariancji chwilowej albo
poprzez wybor rozktadu stacjonarnego D i dobranie odpowiedniego procesu BDLP
albo poprzez wybranie procesu BDLP i dopasowanie odpowiedniego procesu wa-
riancji chwilowej. W pierwszym przypadku dla procesu (o2 (t));>o stosuje si¢ notacje
D-OU, a w tym drugim OU-D. Rysunek 2.1 przedstawia proces wariancji chwilo-
wej o rozktadzie stacjonarnym gamma, co w skrocie mozna zapisa¢ jako Ga-OU.
Konstrukcja procesu wariancji chwilowej poprzez okreslenie procesu BDLP naktada

pewne ograniczenia na wybér procesu podporzadkowanego (Z(t)),.,. Zgodnie ze
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wezesniejszag uwaga proces BDLP musi by¢ procesem podporzadkowanym, aby za-
pewni¢ nieujemnos¢ procesu wariancji. Ponizszy warunek zapewnia stacjonarnosé

procesu Ornsteina-Uhlenbecka.
Twierdzenie 2.2. (Wolfe, 1982) Proces (0%(t)),, bedacy rozwigzaniem réwnania
do?(t) = —Ao?(t)dt + dZ(\t),
jest procesem stacjonarnym wtedy i tylko wtedy, gdy proces (Z(t)),, spetnia warunek
E[ln(1+|Z(1)])] < +o0. (2.7)

Sprawdzajac, czy dany proces podporzadkowany moze by¢ BDLP dla pewnego
procesu wariancji chwilowej mozna takze zweryfikowa¢ warunek na miare Lévy’ego

procesu (Z(t)),s-

Twierdzenie 2.3. (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b) Zatézmy, ze (Z(t)),s, jest
procesem. podporzadkowanym z miarg Lévy’ego W (dx) oraz gestoscig Lévy’ego w(x).
Okreslmy funkcje u : R™ — R dang wzorem

“+o00

u(z) = /w(TfL‘)dT. (2.8)

Jezeli

/ooln 2 W (de) < 400 (2.9)

to réownanie

t
o2 (t) = o2(0)e N + / e NE=94Z(\s),
0

okre$la stacjonarny proces, dla ktorego gestosé Lévy’ego jest dana przez funkcje u

zdefiniowang wzorem (2.8).

Przyktadem procesu, ktéry moze peti¢ role BDLP jest proces gamma. Proces
ten jest procesem podporzgdkowanym oraz spelnia warunek z twierdzenia 2.3. Aby
to pokazaé wystarczy skorzystaé ze wzoru na gesto$¢ Lévy’ego procesu gamma (por.
wzor (1.13)) oraz prostej nieréwnosci Inz < x (prawdziwej dla z > 0):

+oo +oo 1

+o00

1
[mawae) = [ e < [ rerde <o <8 < oo,
1 1

T (0% o
1
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Niegaussowski proces Ornsteina-Uhlenbecka, dla ktorego procesem BDLP jest
procesem gamma mozna zapisa¢ jako OU-Ga. Podobnie mozna wykazaé, ze roz-
ktad odwrotny Gaussa moze zarowno petié¢ role rozktadu stacjonarnego procesu
wariancji chwilowej (IG-OU), poniewaz jest rozkladem samorozkladalnym jak i roz-
ktadu zmiennej losowej Z(1) dla procesu BDLP (OU-IG), poniewaz proces odwrotny
Gaussa spelnia twierdzenie 2.3.

Do przesledzenia zwiazkéw pomiedzy procesem wariancji chwilowej i procesem
BDLP mozna postuzy¢ sie funkcja generujaca kumulanty. Dla dowolnej zmiennej
losowej X funkcja generujaca kumulanty nazywamy logarytm naturalny funkcji ge-

nerujacej momenty
Cx(s) :lnE(eSX) =In Mx(s), dlas € R,

gdzie My jest funkcjg generujacej momenty®.
Funkcje generujace kumulanty zmiennych losowych Z(1) i 0(t) (dla dowolnego
t > 0) laczy nastepujaca zalezno$¢ (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b):

dCo-Q(t)(S)

Cza)(s) = s P

W konsekwencji

Cg(l) = nC’Z}g(t), dlat > 0.
w szczegolnosci zachodza rownosci
E[Z(1)] =E[o*(t)] oraz Var[Z(1)] = 2Var (1)) .

Oznacza to, ze wartos¢ oczekiwana i wariancje rozktadu stacjonarnego procesu

wariancji chwilowej mozna wyznaczy¢ z rozktadu procesu BDLP i na odwrét.

SKumulanty C% otrzymuje si¢ jako rozwiniecie funkeji generujacej kumulanty w szereg Mac-

laurina
> s™
_ § n
n!
n=1
Kumulanty mozna wyznaczy¢ takze bezposrednio ze wzoru

dnCX(S)
ds™

Cy =

s=0
Kumulanty sa $ciéle powigzane z momentami zmiennej losowej X. W szczegdlnosci pierwsze dwie

kumulanty odpowiadaja wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej X.
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Kolejne powigzania pomiedzy procesem wariancji chwilowej i procesem BDLP
mozna znalez¢ na gruncie gestosci Lévy’ego. Oznaczmy przez w i u gestosci Lévy’ego
(o ile istnieja) odpowiednio dla proceséw (Z(t)),5 i (0°(t)),5- Jezeli dodatkowo

funkcja u jest rézniczkowalna, to zachodzi réwnosé
w(z) = —u(r) — zu'(x). (2.10)

Relacje pomiedzy gesto$ciami Lévy’ego mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia pro-
cesu BDPL w przypadku procesu wariancji chwilowej o rozktadzie gamma (Ga-OU).

Gestos$¢ Lévy’ego procesu gamma dana jest wzorem

—O{il?l

u(z) = ge (0,00) ().

Zatem zgodnie ze wzorem (2.10) gesto$¢ Lévy’ego rozktadu procesu BDPL jest réwna

w(z) = —u(zr) — 2/ (z) =
= —ge_o‘xl(opo) (x) —x <—$V2€_ax1(0,00)(x) - ge_o‘x(—a)l(opo) (x)) -

=vae e (r) =1vg(x),

gdzie g(x) jest gestoscia rozktadu wykladniczego z parametrem «. Oznacza to, ze
BDLP dla modelu Ga(v,a)-OU jest zlozonym procesem Poissona z parametrem
intensywnosci v oraz wyktadniczym rozktadem skokéw z parametrem «. Po prze-

skalowaniu czasu parametrem A otrzymujemy

N(Xt)

Z(A\) = > Y, (2.11)

n=1

gdzie (N(At)),5, jest procesem Poissona o intensywnosci A v, natomiast Y3, Y5, ...

jest ciggiem niezaleznych zmiennych o rozktadzie wyktadniczym z parametrem a.
Wr6émy do réwnania (2.3). Proces logarytmiczny cen mozna zapisaé w postaci

t

Y(t) = / dY (s) = ut + 8 / o (u)du + / o2 (u)dW (u). (2.12)

0

Parametr p jest dryfem, czyli stata tendencja, ktéra moze pojawiaé¢ sie w loga-

rytmicznym procesie cen. Parametr 3, ktory interpretuje sie jako premia za ryzyko,
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powoduje asymetrie Y () od dryfu ut, ktéry jest symetrycznie skoncentrowany wzgle-
dem ut, gdy 5 = 0.

Proces stochastyczny (0>*(t)),-, okreslony jako

o2 (t) = / o (u)du (2.13)

nazywany jest wariancja scatkowana (integrated variance).
W przypadku, gdy = = 0, to wariacja kwadratowa (definicja 1.15) logaryt-

micznego procesu cen jest réwna wariancji scatkowanej:
Y] (t) = o™ (1), (2.14)

bez wzgledu na wybdr procesu wariancji chwilowej - rownos¢ jest prawdziwa dla do-
wolnego modelu stochastycznej zmiennos$ci, niekoniecznie typu Ornsteina-Uhlenbecka.
Jako miare zmiennosci cen rozwazanych z czasem ciggltym wariacja kwadratowa (lub
w niektérych pracach zwrotéw cen) zostala wprowadzonego w pracach Andersena i
in. (1999) i Andersen i in. (2001). Estymatorem wariacji kwadratowej sa estymatory
wariancji zrealizowanej. Szerzej zostanie to przedstawione w podrozdziale 2.6.
Wazna wlasnosciag w modelu BNS jest mozliwo$¢ wyznaczenia wariancji scatko-

wanej w postaci jawnego wzoru

o?(u)du = /t (UQ(O)G_M + /ue_A(“_s)dZ()\s)) du =

0 0

/

= /t (UQ(O)e’A“) du—l—/t (e’\“/ueAst()\s)> du =
1
A

o (t) =

0 0

(o ey [ (1 N azian -
— /1\ (0‘2(0) — 02(0)6_M) - /1\ (Z(/\t) - /6_Mt_s)dz()\3)) =

t
1
=3 (02(0) + Z(A\t) — a?(0)e™™ — /e_’\(t_s)dZ(/\s)) =
0
1
=3 (Z(\t) = o*(t) + 0*(0)) . (2.15)
Cho¢ procesy BDLP i wariancji chwilowej majg punkty niecigglosci, to ich kom-

binacja liniowa, czyli wariancja scatkowana jest ciagta. W literaturze taka sytuacja
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nazywana jest wspot-skokami (co-breaks, por. Hendry i Massmann (2007)). Na ry-
sunku 2.2 przedstawiono przyktad trajektorii wariancji scatkowanej odpowiadajacej

procesowi wariancji chwilowej przedstawionemu na rysunku 2.1.

Proces wariancji scatkowanej

40 4

30 1

0.2* (t)

20 1

10 1

0 50 100 150 200
t

Rysunek 2.2: Trajektoria procesu wariancji scatkowanej odpowiadajacej procesowi

wariancji chwilowej przedstawionemu na rysunku 2.1.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wariancja scatkowana petni w modelu BNS role ,,czasu operacyjnego” dla loga-

rytmu procesu cen. Przedstawia to nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.4. (Barndorff-Nielsen i Shephard, 1998) Dla procesu wariancji scai-
kowanej w modelu BNS (definicja 2.1) istnieje proces Wienera (W(t))t>0 na prze-
strzeni probabilistycznej z filtracja (Q, 3, P, (Es)se'ﬂ‘) taki ze

/ o ()AW (t) = W (o™(1)) (2.16)

Twierdzenie to wynika z twierdzenia Dubins-Schwarza o reprezentacji ciagltego
martyngatu lokalnego jako ,czasu operacyjnego” dla pewnego procesu Wienera (por.
Rogers i Williams (1996), str. 96). Stosujac twierdzenie 2.4 do wzoru (2.12) otrzy-

mujemy
t

Y(t) = / dY (s) = ut + o™ (t) + W (0% (1)) (2.17)
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Wzor (2.17) ma wiele konsekwencji. Po pierwsze, wariancja scatkowana pelni
w modelu BNS role ,czasu operacyjnego” dla procesu logarytmu cen. Po drugie,
umozliwia wyznaczenie rozktadu warunkowego i bezwarunkowego powszechnie sto-
sowanych w matematyce finansowej stop zwrotow. Logarytmiczna stopa zwrotu w
n-tym okresie trwajacym A > 0 dana jest wzorem

nA
Y = / dY (1) = Y (nA) — Y (nA) =
(n—1)A
nA nA

—pd+ B [ Fnas [ waw() -

(n—1)A (n—1)A

= pA+ B (0¥ (nA) = 0® (nA)) + /(02 (nA) — 02 (nA)U, (2.18)

gdzie U jest zmienng losows o rozkladzie normalnym standaryzowanym. W ostat-
niej rownosci, we wzorze 2.18, wykorzystano, ze proces standardowy Wienera ma
przyrosty o rozktadzie normalnym o zerowej wartosci oczekiwanej i odchyleniu stan-
dardowym rownym pierwiastku przyrostu czasu.

Przyrosty wariancji scatkowanej w przedziale czasu n dhugosci A postaci
02 = (nA) — o* (nA) (2.19)

Barndorff-Nielsen i Shephard nazwali wariancja aktualna w okresie n. Ze wzoréow
(2.15) oraz (2.19) wynika, ze wariancja aktualna w okresie n ma prosta forme liniowe;
kombinacji przyrostéw procesu BDPL i procesu wariancji chwilowej
1
=y [Z(nA) = Z(A(n = 1)A) = (6*(And) = *(An — 1)A))| . (2.20)

Réwnowaznie wzér (2.20) mozna zapisa¢ jako

1 _
=5 (1= e (A(n = DA) + 120 — M1n (2.21)
gdzie sktadowe wektora losowego 1, = [, nzn]T wyznacza si¢ ze wWzorow:
AA
Nn = €4 / e’dZ(s). (2.22)

0
oraz

Tiom = / d7(s), (2.23)



Rozdziat 2. Niegaussowskie modele zmienno$ci stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 61

Podstawiajac (2.19) do wzoru (2.18) otrzymujemy

Yn = PA + Bo? + \/%U.

Rozktad warunkowy logarytmicznych stép zwrotu y,, pod warunkiem wariancji ak-

tualnej ai przyjmuje zatem postac
Yn ’ai ~ N (,uA + Bo2, Ji) . (2.24)

W rozdziale trzecim réwnanie (2.24) zostanie zastosowane do zapisania modelu BNS
w reprezentacji przestrzeni stanu, co pozwali na wykorzystanie filtrow Kalmana i
czasteczkowych do estymacji parametréw w tym modelu. Natomiast wzory (2.20),
(2.22) oraz (2.23) umozliwiaja generowanie kolejnych generacji czasteczek w filtrze
czasteczkowym.

Bezwarunkowy rozktad logarytmicznych stép zwrotu nie jest dokladnie znany.
Ze wzoru (2.24) wynika, ze y, jest normalng mieszaning $rednio-wariacyjnyna, co
powinno pozwoli¢ uzyskaé rozktady logarytmicznych stop zwrotu o wtasnosciach ob-
serwowanych empirycznie: asymetrycznych i o grubych ogonach (por. Piontek (2002,
str. 108)). Pewna przestanka co do rozktadu logarytmicznych stép zwrotu jest twier-
dzenie 1.6 zastosowane dla wzoru (2.24): gdyby wariancja aktualna o miatby uogél-
niony odwrotny rozktad Gaussa, to bezwaunkwy rozktad logarytmicznych stép zrotu
byltby uogélnionym rozktadem hyperbolicznym. Jest to rozktad, ktory cechuje bar-
dzo dobre dopasowanie do obserwowanych empirycznie logarytmicznych stop zwrotu.
Natomaist do klasy uogélnionych rozktadéw odwrotnych Gaussa nalezy m.in. roz-
ktad gamma i odwrotny Gaussa. Nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze rozkltad o2 nie
jest doktadnie znany. Mozna przypuszczaé, ze jako dyskretyzacja wariancji chwilo-
wej dla okresu o dtugosci A, powinien mie¢ rozktad zblizony do rozktadu stacjonr-
nego wariancji chwilowej®. Druga przestanka stanowi poréwnanie wzoru (2.17) z
twierdzeniem 1.8. Procesem podporzadkwanym jest wtedy wariancja scatkowana’.
Barndorff-Nielsen i Shephard (2003) zbadali rozktady wariancji scatkowanej w za-

leznosci od wyboru rozktadu stacjonarnego wariancji chwilowej i wykazali, ze w

6Taka teze, ale bez dowodu stawia Benth (2011). W pracy tej autor jako rozklad o2 przyjmuja

rozktad stacjonarny procesu wariancji chwilowe;j.
"Dodatkowy wyraz wolny pA nie wpltywa znaczaco na teze twierdzenia 1.8 — powduje jedynie

przesuniecie w prawo rozkladéw o pA (Schountens, 2003, str. 67).



Rozdziat 2. Niegaussowskie modele zmienno$ci stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 62

przypadku, gdy rozktadem stacjonarnym jest rozktad gamma lub odwrotny Gaussa,
to cho¢ wariancja scatkowana nie ma wowczas doktadnie takiego samego rozktadu
jak wariancja chwilowa, to ogony rozktadéw maja doktadnie ta sama postaé. Suge-
ruje to zgodnie z twierdzeniem 2.17, ze bezwarunkowy rozktad stép zwrotu bedzie
miat podobne ogony jak rozktad VG lub NIG w przypadku, gdy rozktadem stacjo-
narnym wariancji chwilowej jest odpowiednio rozktad gamma lub odwrotny Gaussa.
Na podstawie powyzszych rozwazan mozna przypuszczaé, ze cho¢ rozktad bezwa-
runkowy stop zwrotu w modelu BNS nie jest doktadnie znany, to powinien stanowié¢
dobre przyblizenie obserwowanych empirycznie stop zwrotu.

Na rysunku 2.3 przedstawiono rozktad empiryczny wariancji aktualnej wyzna-
czony za pomocg estymatora jadrowego® (kolor czerwony) oraz gestosé rozktadu
gamma (kolor niebieski). Przyktad ilustruje dobre dopasowanie rozktadu wariancji
aktualnej do rozktadu teoretycznego wariancji chwilowej uzyskany przy duzej liczbie
obserwacji.

Nastepnym faktem empirycznym obserwowanym dla logarytmicznych zwrotow
jest zjawisko dazenia ich rozktadow bezwarunkowych do rozktadu normalnego przy
zwiekszaniu skali jednostki czasu (por. Kliber (2013, str. 51)). Okazuje sig, ze model
BNS spehia ta wlasnosé¢, przy dodatkowym zalozeniu, ze proces wariancji chwilowej

jest ergodyczny®. Wowezas

12
—o“*(t) =
Lo™ (1)

~ | =

t—+o00

t
/ o?(u)du — &.
0
Zachodzi wéwczas nastepujaca zbieznosé (wedtug rozktadu):
—-1/2 ot B2k d
2 (Y (t) = ut — Bo™ (t)) o N(0,6). (2.25)

Co oznacza, ze bezwarunkowe rozktady stép zwrotu wraz ze wzrostem czasu po-
miedzy obserwacjami zbiegaja do rozktadu normalnego. Podobna wtasno$¢ udowod-

niono dla modeli klasy ARCH (Diebold, 1988, str. 12-16).

8Zastosowano jadro gaussowskie i parametr wygtadzany wyznaczony zgodnie z regula Silver-

mana (Silverman, 1986).
9Procesem ergodycznym nazywamy proces stabo stacjonarny, dla ktérego wartosci parametréw

statystycznych po zbiorze realizacji (czyli warto$é srednia, wariancja i funkcja autokorelacji) sa

réwne wartoSciom tych parametréw z jego dowolnej realizacji czasowej Wong (1976, str. 66).
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(a) Proces wariancji chwilowe; (b) Rozklad empiryczny wariancji aktualnej

Gestosc:

0.6- Est. jadrowy

31 — Ga(2,10)
GO’/ 1 24
S
0,21 14

0,0-

0 250 500 750 1000 0,0 0,2 0,4 0,6
t

Rysunek 2.3: Trajektoria procesu wariancji chwilowej o rozkladzie brzegowym gamma
z parametrem ksztaltu v = 2, parametrem skali 1/a = 1/10, parametrem A = 0,01 (a)
oraz rozklad empiryczny wariancji aktualnej: estymator jadrowy gestosci (kolor
czerwony) oraz gestosé rozkladu gamma (kolor niebieski) z parametrem ksztaltu v = 2

oraz parametrem skali 1/a = 1/10 (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

W modelu BNS wartos¢ oczekiwana i wariancja wariancji scaltkowanej, aktu-
alnej oraz logarytmicznych stop zwrotu zaleza od parametréw rozktadu wariancji
chwilowej. W celu uzaleznienia sie od wyboru rozktadu stacjonarnego mozna przejsé
na parametry zwigzane z warto$cig oczekiwang, wariancja i autokorelacja procesu
wariancji chwilowej.

Zal6ézmy, ze proces wariancji chwilowej ma wartos¢ oczekiwang & oraz wariancje
w?. Wéwezas istnieje takze funkcja autokorelacji procesu wariancji chwilowej r i
przyjmuje postac

r(t) = e M. (2.26)

Wartosé¢ oczekiwana i wariancje procesu wariancji scatkowanej mozna wyznaczy¢ ze

WZOrow

E (o™ () =&, Var (0™(t)) = 207 r™ (1), (2.27)
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gdzie

Wowecezas

r(t) = /\12 (e—A\tl—l—i-)\t) . (2.28)

Zatem

Var (02*(15)) = 2w2;2 (e”\m’”)‘t) .

Korzystajac ze wzoréw (2.27) mozna wyznaczy¢ takze warto$¢ oczekiwana i wa-

riancje procesu wariancji aktualnej

E (02) =¢A, Var (Ji) = 2w r™(A) = 2;2 (e_AA_H’\A) . (2.29)

oraz kowariancje
cov(or, o0, ) = w” (r*(s+A) — 2r™(s) + (s — A)).

Warto$¢ oczekiwana i wariancja wariancji scatkowanej i aktualnej zalezg od wartosci
parametréw £ i w? oraz parametru persystencji \, a nie zalezg od wyboru rozkladu
stacjonarnego. Podobna zaleznos¢ przechodzi na logarytm procesu cen oraz logaryt-

miczne stopy zwrotu:

EY (@) = (n+ Bt

2 2 k% 62&)2 =t
Var (Y (1)) = t&+ 282w r (t):t£+7<e —1+Mt).
oraz
E (yn) = BAL + pA,
2 2 k% 262("]2 —Alt
Var (y,) = A& + 25w r (A):A§+T(e "—1+)\t).

Kolejng wtasnoscia istotng z punktu widzenia zgodnosci modelu BNS z obserwo-
wanymi faktami empirycznymi dotyczacymi cen sg autokorelacje wariancji aktualnej
oraz kwadratéw logarytmicznych stop zwrotu. W praktyce obserwuje sie, ze stopy

zwrotu z instrumentéw bazowych sg nieskorelowane, natomiast kwadraty i wartosci
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absolutne stép zwrotu maja bardzo powoli malejaca autokorelacje Kliber (2013, str.

51)). W modelu BNS stopy zwrotu sa nieskorelowane:

cor (yna yn-‘rs) = 07

dla s =1,2,3,.... Natomiast dla kwadratow stép zwrotu zachodzi

e M) = (e A=A = op (%2” y72L+(571)) et (2.30)

cor (y2,y2.,) = ¢
dla s =1,2,3, ..., gdzie:

(1 — e*’\A)2
= 0.
6 (e — 14+ MNA) +2A2%(¢/w)?

CcC =
Podobnie mozna wyznaczy¢ funkcje autokorelacji dla wariancji aktualne;j
cor (ai, UZJrs) = de M0 = gemARETDmAL — oop (0121, ‘772&(571)) e (2.31)

dla s =1,2,3, ..., gdzie

d= <1_€7m)2 .
2(e5 _ 11 \A)

Pomiedzy stalymi ¢ i d ze wzoréw (2.30) i (2.31) zachodzi nier6wnosé 1 > d >

c. Funkcje autokorelacji dla wariancji aktualnej i kwadratéw logarytmicznych stop
zwrotu implikujg, ze o2 oraz y? maja postaé¢ procesu ARMA(1,1), przy czym maja
wspélny parametr autoregresji e 2, ktéry dla typowych wartogci parametru (A €
(0,1)) i dhugosci przedziatu (0 < A < 1) przyjmuje warto$¢ bliska 1. Parametr
éredniej ruchomej wyznacza sie numerycznie'®. Parametr éredniej ruchomej co do
wartosci bezwzglednej jest wigkszy dla y2 niz dla o2. W konsekwencji korelogram
dla y? znacznie gorzej niz w przypadku o2 pokazywalby (zmienno$¢ aktualna jest
nieobserwowana, mozemy tylko wyznaczy¢ jej oszacowanie), ze proces generujacy
dane jest postaci ARMA(1,1). Na rysunku 2.4 zalezno$ci pomiedzy sktadnikami
AR(1) a parametrem $redniej ruchomej MA(1) odpowiednio dla 2 (a) i 2 (b). Na
obu wykresach przedstawiono punkt dla A = 11 A = 0, 1, co oznacza sktadnik AR(1)

o wartosci w przyblizeniu réwnym 0, 905. Odpowiada to w przypadku zmiennosci

10Model ARMA(1,1) ma funkcje korelacji postaci r(s) = ar(s — 1), s > 2, gdzie a jest parame-
trem skladnika autokorelacji, natomiast parametr 8 odpowiadajacy éredniej ruchomej wyznacza sie

numerycznie rozwiazujac réwnanie 7(1) = (a+ £)/(1 + 82 +2a3) (por. Maddala (2008, str. 588)).
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aktualnej wartosci sktadnika MA(1) réwnego w przyblizeniu 0, 268, a dla kwadratow
stop zwrotu —0, 782.

Malejgca wyktadniczo funkcja autokorelacji dla kwadratéw stop zwrotu zazwy-
czaj nie jest zgodna z obserwowanymi wtasnosciami finansowych szeregéw czaso-
wych. Wielu autorow sugeruje, ze funkcja autokorelacji dla kwadratéw stop zwrotu
powinna przyjmowaé raczej postaé¢ funkeji potegowej o ujemnym wyktadniku (por.

Gopikrishnan i in. (2000), Cont (2007), Kliber (2013, str. 52)).

(a) Wariancja aktualna o2 (b) logarytmiczne stopy zwrotu y,,
0,268

0,267 -

= = =

[\ [\ [\

(@) D D

=~ ot D
!

sktadnik MA(1)
sktadnik MA(1)

L
)
D
&

)

0,262

0,261 -

o

05 06 07 08 09 10 0, 06 07 08 09 10
sktadnik AR(1) sktadnik AR(1)

Rysunek 2.4: Zalezno$é pomiedzy parametrem autoregresyjnym AR(1) a parametrem
éredniej ruchomej MA (1) odpowiednio dla o2 (a) i y2 (b), przy czym zaznaczono punkt
dlaA=1iAx=0,1.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

2.3 Zlozenie proceséw zmiennoSci

Podstawowy model stochastycznej zmiennosci BNS mimo wielu wtasnosci zgodnych
z obserwowanymi empirycznie szeregami czasowymi, posiada pewne ograniczenia.
Jednym z nich jest struktura typu ARMA(1,1) dla autokorelacji kwadratéw loga-
rytmicznych st6p zwrotu opisana wzorem (2.30). Cho¢ taka sama strukture korelacji

ma powszechnie uzywany model GARCH(1,1), a takze model stochastycznej zmien-
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nosci CEV!! to jednak uwaza sie to za wade, a nie zalete. Proces ARMA(1,1) jest
procesem z krotka pamiecig. W szcezegdlnosei dla funkeji autokorelacji kwadratéw

stoép zwrotu w modelu BNS zachodzi

+o0 AA

SNIOIED SRR e
1_6/\A ’

§=—00 §=—00

Natomiast obserwacje finansowych szeregdéw czasowych sugeruja, ze kwadraty stop
zwrotu moga charakteryzowaé sie dluga pamiecia (por. Kliber (2013, str. 52)).
Autokorelacja kwadratéw logarytmicznych stop zwrotu maleje poczatkowo szybko,
a potem od pewnego momentu duzo wolniej, zachowujac wartosci istotnie rézne
od zera nawet dla bardzo dlugich opdznien. Wyklucza to funkcje autokorelacji w
postaci przeskalowanej funkcji wyktadniczej. Lepsze dopasowanie uzyskuje sie wy-
korzystujac przeskalowane funkcje potegowe. Sa to funkcje autokorelacji odpowiada-
jace procesom o dtugiej pamieci. Czes¢ autorow kwestionuje istnienie dtugiej pamieci
i wystepujace anomalie wiaza z niestacjonarno$cia szeregéw czasowych (Mikosch i
Starica, 2000). Inni autorzy wskazuja na niedoskonatosci procedur testowania dtu-
giej pamieci i uwazaja istnienie dtugiej pamieci za kwestie otwarta (Cont, 2005).
Nie zawsze takze badania empiryczne potwierdzaja istnienie dtugiej pamieci (Gie-
rej, 2008).

W celu uzyskania bardziej zblizonej z obserwacjami funkcji autokorelacji dla kwa-
dratéw stop zwrotéw (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b) zaproponowali zlozenie

(superposition) kilku proceséw zmiennosci w postaci sumy.

Definicja 2.2.
Ztozeniem procesow Ornsteina-Uhlenbecka o rozktadzie stacjonarnym D nazywamy

proces wariancji chwilowej (0°(t)),~, powstaly jako suma

o*(t) = ot (2.32)

p=1
niezaleznych dostatnich niegaussowskich procesow Ornsteina-Uhlenbecka o stacjo-

narnych rozktadach nalezZgcych do jednej rodziny rozktadow samorozktadalnych D

'Model stochastycznej zmiennoéci CEV, ma taka sama postaé funkeji autokorelacji dla procesu
wariancji chwilowej co model BNS. Jezeli w modelu CEV skladniki losowe procesu cen instrumentu
finansowego i zmiennosci sa nieskorelowane, to postaé¢ autokorelacji kwadratéw logarytmicznych

stop zwrotu jest dokladnie taka sama jak w modelu BNS (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b).
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zamknietej ze wzgledu na splot i spetniajgcymi dla p =1, ..., P stochastyczne rowna-

nia rozniczkowe
do2(t) = —A\o?(t)dt + dZ,(M\t),  0%(0) > 0, (2.33)
gdzie (Z1(Mit))isg s - (Zp(APL)),50 S0 niezaleznymi procesami podporzqdkowanymi.

Ztozenie proceséw Ornsteina-Uhlenbecka o rozkladzie stacjonarnym D mozna w
skrécie zapisaé jako proces D —supOU p. Identyfikacja modelu wymaga, aby przyjac
dodatkowe zatozenie dla parametréw Aq, ..., Ap np. A\ < Ay < ... < Ap.

Liniowa postaé zlozenia (2.32) oraz zalozenie o niezaleznosci proceséw BDLP

powoduje ze wariancje scatkowane i aktualne sg réwniez sumami

P P
oM (t) = 05*(75), or=> ain.
p=1 p=1

Przyktadami rodzin rozktadéw samorozktadalnych zamknietych ze wzgledu na
splot sa gamma i odwrotny Gaussa. Natomiast rodzina uogdlnionych rozktadéw
odwrotnych Gaussa nie jest zamknieta ze wzgledu na splot poza tymi dwoma szcze-
gélnymi przypadkami. Jezeli X, ~ Ga(v,,a), dlap = 1,...,n, to suma X <X, +
Xy, ..., Xp ma rozktad Ga( 5:1 Vp, ). Podobnie mozna pokaza¢ w przypadku roz-
ktadu odwrotnego Gaussa: jezeli X, ~ 1G(d,,7), dlap =1,...,n, to suma X £ X1+
X, ..., Xp ma rozktad IG(Z]I::l dp, 7). Dodatkowo przyjmujac dla rozkladu gamma
v =31, v, oraz w, = v, /v oraz dla rozkladu odwrotnego Gaussa 6 = 3, 0, oraz
w, = §,/0 otrzymujeny

EX, = wy,¢ oraz Var(X,) = w,w? (2.34)

gdzie EX = £ oraz Var(X) = w?. Pozwala to na skonstruowanie procesu D—supOUp
o rozktadzie stacjonarnym gamma lub odwrotny Gaussa, dla ktorych kazda ze skta-
dowych proceséw zlozenia (a}% (t))t>0 ma taki sam stosunek wartosci oczekiwanej do

wariancji rozktadu stacjonarnego §p/w§ jak suma (02(75)>t>0 dana wzorem (2.32):

p
& _ wl €
w}% wpw?  w?

W konsekwencji mozna otrzymac proces D — supOUp o takim samym o rozktadzie

co D — OU, ale o bogatszej strukturze autokorelacji procesu wariancji chwilowe;j.
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Funkcja ta przyjmuje dla ztozenia (2.32) postaé
P P
r(t) = wyrp(t) =) wye el (2.35)
p=1 p=1
gdzie wagi wy, ..., wp s nieujemne i sumujg si¢ do 1. W konsekwencji funkcja auto-

korelacji kwadratow stép zwrotow przyjmuje postac

P
cor (yfw yrZLJrs) = Z Cpei)\A(571)7 (236)
p=1
gdzie

wp/)\f) (1 — e_/\PA)2
P G W N (e — 1+ A + AN €7 (5

Nalezy zwréci¢ uwage, ze kwadraty stép zwrotu dla proces wariancji chwilowej
supOU maja nadal krétka pamie¢, poniewaz ich funkcja autokorelacji jest skonczong
sumg funkcji autokorelacji o skonczonych sumach. Natomiast funkcja autokorelacji
dana wzorem (2.36) ma duzo lepsze dopasowanie do empirycznej funkeji auokore-
lacji niz model bez ztozenia. Badania empiryczne z wykorzystaniem modelu BNS
wskazuja, ze z reguly ztozenie dwdch procesow zmiennosci dostarcza odpowied-
nie dopasowanie do danych empirycznych (por. Griffin i Steel (2010) oraz Taufer
iin. (2011)). Procesy te mozna nastepujaco interpretowac: pierwszy o duzej warto-
Sci parametru A odpowiada za duze, ale rzadkie skoki zmiennosci, natomiast drugi
(o mniejszej wartosci parametru \) za male, ale czestsze skoki zmiennosci. Jest
to zgodne z oberwacjami m.in Alizadeh i in. (2002) oraz Lebaron (2001), ktérzy
zaproponowali uzycie modeli stochastycznej zmiennosci o dwéch sktadnikach (nie
bedacych niegaussowskimi procesami Ornsteina-Uhlenbecka): jednym odpowiadaja-
cym za dlugookresowa, a drugi za krotkookresows dynamike zmiennosci. Podobnie,
na istnienie dwoch czynnikéw w zmiennosci stop zwrotu, jednego o bardzo krotkiej,
a drugiego o dtugiej persystencji wskazali Andersen i in. (2002).

Na rysunku 2.5 przedstawiono wykresy funkcji autokorelacji dla pojedynczej
funkcji wariancji chwilowej oraz dla ztozenia dwoch i trzech funkcji zmiennosci. Dla

uproszczenia przyjeto A = 1 oraz réwne wagi.
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r(t)=et
— () = let 4 Lo
0,751 r(t) = Lewt 4+ L0t 4 1o—0ou
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0,00+
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Rysunek 2.5: Funkcje autokorelacji dla jednego procesu zmiennoéci o parametrze A = 1
(kolor czerwony), dwéch proceséw o parametrach A = 1 oraz A = 0, 1(kolor zielony) i
trzech proceséw zmiennosci o parametrach A =1, A = 0,1 oraz A = 0,01 (kolor

niebieski). Dla uproszczenia zapisu przyjeto A = 1.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) wskazali réwniez, ze mozna uogdlni¢ ztoze-
nie skonczonej ilo$ci proceséw zmiennosci na przypadek ztozenia nieskoniczonej ilosci,
co pozwala uzyskac funkcje autokorelacji procesu wariancji chwilowej z dtugg pamie-
cia. Zwiekszajac liczbe sktadnikéw we wzorze 2.32 mozna w granicy przy P — 400
otrzymac proces ciggtego ztozenia procesow zmiennosci, dla ktérego funkcja auto-

korelacji przyjmuje postac
r(t) = (1+ M) >, (2.37)

gdzie H € (%, 1) jest parametrem dlugiej pamieci. Griffin i Steel (2010) zapropono-
wali, aby ztozenie proceséw zmiennosci w niegaussowskich modelach stochastycznej

zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka zapisa¢ w postaci

o2(1) = / o2 (H)dF(N), (2.38)

gdzie F' jest rozkladem prawdopodobienstwa, ktéry Griffin i Steel (2010) nazwali

rozktadem miksujagcym. Funkcja autokorelacji procesu (02(t))t>0 przyjmuje wowczas
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postaé

r(t) = /eXp (—Alt]) dE(N). (2.39)
Wybér rozktadu determinuje postaé¢ funkcji autokorelacji. W szczegdélnoscei rozktad
dyskretny o skonczonej liczbie punktéw z dodatnim prawdopodobienstwem prowa-
dzi do funkcji autokorelacji postaci 2.35. Natomiast rozktad gamma o parametrze

ksztattu a 1 skali ¢ prowadzi do funkcji autokorelacji postaci

r(t) = (1 + |;|> - (2.40)

co odpowiada wzorowi (2.37) dla A =1/¢ oraz H =1 — 5.

2.4 Efekt dzwigni

Kolejne rozszerzenie podstawowego modelu stochastycznej zmiennosci BNS polega
na uwzglednieniu w modelu ,,efektu dzwigni”, czyli ujemnej korelacji pomiedzy war-
tosciami stop zwrotu i miernikami ich zmiennosci. Obserwacja szeregéw finansowych,
szczegblnie gietdowych, wskazuje, ze zachowanie inwestorow jest niesymetryczne, to
znaczy inaczej zachowuja sie w przypadku pojawienia si¢ korzystnej i niekorzystnej
informacji. Okazuje sie, ze w odpowiedzi na ,,zte informacje” wzrost zmiennoéci jest
wigkszy niz w przypadku ,dobrych informacji”. Wigksza zmienno$¢ w przypadku
niekorzystnej informacji implikuje takze wieksze prawdopodobienstwo wystgpienia
skrajnie ujemnych wartosci stop zwrotu niz skrajnie dodatnich wartosci w przypadku
korzystnej informacji.

Efekt dZzwigni po raz pierwszy pojawit si¢ w badaniach ekonomicznych za sprawa
pracy Black (1976). Black zauwazyt, ze zmiennos¢ rosnie, gdy cena aktywa spada.
Zaproponowal nastepujace wyttumaczenie: spadek cen akcji danej spotki powoduje
identyczny spadek kapitatu wtasnego spotki; jednoczesnie rynkowa cena dtugu pozo-
staje niezmieniona, co powoduje wzrost wspotcezynnika zadtuzenia do kapitalu wta-
snego (debt-to-equity ratio) tzw. ,,dZzwigni finansowej”. Teoretyczne uzasadnienie ,e-
fektu dZwigni” w obrebie twierdzen Modigiliani-Millera (fundamentalnych twierdzen
dotyczacych finanséw przedsiebiorstw) zostato przedstawione w Christie (1982).
Efekt dzwigni zostal uwzgledniony w uogoélnieniach modelu GARCH m.in EGARCH
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(Nelson, 1991) i GJR-GARCH (Glosten i in., 1993) oraz w modelach stochastyczne;

zmiennosci opartych o transformacje logarytmiczna Ornsteina-Uhlenbecka (Jacquier
iin., 1999), czy modelu Hestona (Heston, 1993).

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zaproponowali uwzglednienie efektu dzwi-
gni w modelu BNS zaréwno w modelu bez ztozenia jak i ze ztozenia proceséow wa-

riancji chwilowej.

Definicja 2.3.
Modelem stochastycznej zmiennosci Bandorffa-Nielsena i Shepharda z efektem dZwi-
gni nazywamy model stochastycznej zmiennosci, w ktorym proces logarytmicznych

cen (Y (t)),5, spelnia nastepujgce réwnanie
dY (t) = (p+ Bo>(1)) dt + a(t)dW (1) + pdZ(Xt), Y (0) =0, (2.41)

gdzie (Z(At))t>0 jest skompensowanym procesem podporzgdkowanym postaci

Z(\) = Z(\t) —E(Z(\))

gdzie i, B, p € R, X € Ry, natomiast proces wariancji chwilowej (02(t))t>0 jest

zdefiniowany zgodnie z definicjqg 2.1 modelu BNS.

Parametr p mierzy site korelacji pomiedzy stopami stép zwrotu a ich zmienno-
Scig i zgodnie z teorig powinien przyjmowac¢ wartosci ujemne. Kolejng konsekwencja,
uwzglednienia efektu dzwigni jest niecigglos¢ trajektorii procesu logarytmoéow cen.
Za punkty nieciagtoéci odpowiada wprowadzony we wzorze (2.41) sktadnik dZ(At).

Efekt dzwigni wpltywa na witasnosci logarytmicznych stéop zwrotu. Warunkowy

rozkltad logarytmicznych stop zwrotu przyjmuje postaé
Yn ~ N (uA + Bo2 + pzn, 03) : (2.42)

gdzie
z, = AA”_D A7 — MAE (Z(1)) = Z(\An) — ZOA(n — 1)) — AAE,

(n
¢ =TFE(c%(t)) = E(Z(1)). Ponadto efekt dZzwigni przejawia sie w skorelowaniu stop
zwrotu z kwadratami stép zwrotu i autokorelacji kwadratow stép zwrotu
cov (yn, yiJrs) =K (ynyiJrs) = pfige’)‘A(S’l), (2.43)

K2 “AA(s—
cov (u2,yn4s) = (W + p2u3> e M) (2.44)
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gdzie ko oraz ugz sa odpowiednio kumulantg drugiego rzedu i momentem trzeciego
rzedu zmiennej losowej Z(1).

Uwzglednienie efektu dzwigni zgodnie ze wzorem (2.41) przejawia sie m.in. w
ujemnej zalezno$ci pomiedzy zwrotami i kwadratami zwrotéw, przy czym kwadraty
stép zwrotu uwaza sie za najprostszg miarg zmiennosci procesu logarytmu cen.

Wyktadnicza wzgledem opéznienia postaé zaleznosci (2.43) i (2.44) jest taka
sama jak modelu QARCH (quadratic ARCH) zaproponowanym przez Sentana (1995).
Ponadto ze wzgledu na wystepowania we wzorze (2.44) parametru ps wynika, ze
asymetria prawostronna (lewostronna) procesu BDPL powoduje wzrost (spadek)
autokorelacji kwadratow stop zwrotu. Zazwyczaj procesy BDPL majg prawostronng
asymetrie (np. procesy BDPL dla proceséw wariancji chwilowej Ga-OU oraz 1G-
OU).

Efekt dzwigni mozna takze uogélni¢ na przypadek ztozenia p procesow wariancji
chwilowej pozwalajac, aby z kazdym skompensowanym procesem BDPL zwigzany

byt osobny parametr p;.

Definicja 2.4.
Modelem stochastycznej zmienno$ci Bandorffa-Nielsena i Shepharda ze zloZeniem
procesow zmiennodci i efektem dzZwigni nazywamy model stochastycznej zmiennosci,

w ktérym proces logarytmu cen (Y (t)),5, spetnia nastepujgce réwnanie

dY(t) = (u + 502(t)> dt + o(t)dW(t) + XP: ppdZ,(M\pt)., InS(0) =0, (2.45)

p=1
gdzie proces wariancji chwilowej (02(t))t>o jest zlozeniem proceséw wariancji chwi-
lowej (07(t)),50 + -+ (03(1)) 1= 290dnie z definicjq 2.2 oraz (Z_p()\pt))t>0 dla p=1,...,P

sq skompensowanymi procesami podporzqgdkowanymsi postaci

Zp(/\t) = Zp(/\pt) —E (Zp()‘pt)) )
gdzie (v, B, p1,....,pp €ER A, ., Ap € Ry

Model stochastycznej zmiennosci ze ztozeniem proceséw zmiennoéci i efektem
dzwigni jest najbardziej ogélnym i najbardziej elastycznym modelem stochastycznej

zmiennosci z zaproponowanych przez Bandorffa-Nielsena i Shepharda w poczatkowe;j



Rozdziat 2. Niegaussowskie modele zmienno$ci stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 74

pracy Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b). Model ten pozwala zaréwno skonstru-
owaé proces wariancji majacy bardziej realistyczng strukture korelacji i uchwycic¢
efekt dZzwigni. Posta¢ réwnania (2.45) pozwala przypisaé¢ kazdemu z skompensowa-

nych proceséw BDPL oddzielnego parametru p,,.

2.5 Rozktady stacjonarne procesu wariancji chwi-

lowej

Niegaussowskie procesy Ornsteina-Uhlenbecka pozwalaja na zastosowanie szerokiej
klasy rozktadéw samorozktadalnych do modelowania rozktadu stacjonarnego procesu
wariancji chwilowej. Jednak nie wszystkie rozktady samorozktadalne moga zostaé
uzyte jako rozktad stacjonarny procesu wariancji chwilowej, poniewaz klasa ta obej-
muje rowniez rozktady o nosniku funkcji gestosci obejmujacym caly zbior liczb rze-
czywistych. Z natury zjawiska zmiennosci wynika, ze jej rozktad stacjonarny powi-
nien by¢ nieujemny. Przyktadami rozktadéw samorozktadalnych, ktore nie moga by¢
uzyte sa rozktady normalny oraz normalny odwrotny Gaussa NIG. Ponizej zostannie
przedstawione przeglad rozktadow jakie moga by¢ uzyte jako rozklad stacjonarny
w niegaussowskich modelach stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka.
Niegaussowskie modele stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka mozna
réwniez tworzy¢ przez wybor prowadzacego procesu Lévy’ego ukrytego w tle (BDLP)
(por. twierdzenie 2.2). W pracach James i in. (2013) oraz James i in. (2018) roz-
wazany byt przypadek, w ktorym procesem BDLP byt proces gamma, a w pracy
Zhang (2011) proces temperowany stabilny.

1. Uogdblniony odwrotny rozktad Gaussa GIG

Uogolniony odwrotny rozkltad Gaussa GIG(v,d,7) (Generalized Inverse Gaus-
sian) ma funkcje gestosci dana wzorem
B v 52 -1 2
(7/ ) v—1 exp (_ T + Y :C) ’

fGIG(fl?) = mz B

gdzie § > 0,7 > 0, v € R, K,(z) jest zmodyfikowana funkcja Bessela trzeciego

rodzaju.
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Funkcja charakterystyczna uogdlnionego odwrotnego rozktadu Gaussa przyjmuje

1 2\ ? 2
wafc(C;v,é,v):K(M (1—7?) Ky<5v 1—;§>.

Specjalnym przypadkami rozktadu uogélnionego odwrotnego Gaussa sa rozktad
gamma (GIG(v,0,v2a) = Ga(v, a)), rozktad odwrotny Gaussa
(GIG(—1/2,0,v) = IG(6,7)), dodatni rozktad hiperboliczny GIG(1,6,v) = PH(J,7)
oraz odwrotny gamma GIG(—v,v2a,0) = IGa(v, ).

postac

Momenty rozktadu GIG(v,d,~y) mozna wyznaczaé ze wzoru

5\* K,y (57)
Y _ (Y v+k\07Y
E(X)_<7> 07 dla k€ Z,.

Rozktad GIG zostal po raz pierwszy uzyty przez Good (1953). Blaesild (1978)
podal wzory na momnety i kumulanty rozktadu GIG. Samorozktadalno$é rozktadu
GIG udowodnit Halgreen (1979). Barndorff-Nielsen (1978) jako pierwszy przedstawit
uogdblniony odwrotny rozktad Gaussa jako rozktad miksujacy w normalnych miesza-
ninach $rednio-wariacyjnych dla uogélnionego rozktadu hiperbolicznego.

Uzycie tego rozktadu w niegaussowskich modelach stochastycznej zmiennosci
ogranicza to, ze rozklad ten poza specjalnymi przypadkami (rozktady odwrotny
Gaussa i gamma) nie jest zamkniety ze wzgledu na splot i nie mozna proceséw supOU
o stacjonarnym rozktadzie uogélnionym odwrotnym Gaussa zgodnie z definicja 2.2.

Uogdlniony odwrotny rozklad Gaussa zostal wykorzystany jako rozktad stacjo-
narny procesu wariancji chwilowej w pracy Gander i Stephens (2007b) w estymacji
za pomoca metod Monte Carlo opartych na tancuchach Markowa w badaniu do-
tyczacym spétek pochodzacych z amerykanskiego rynku finansowego. Ponadto w
pracy Taufer i in. (2011) przedstawiono jak wykorzystaé¢ uogdlniony odwrotny roz-
ktad Gaussa jako rozktad stacjonarny procesu wariancji chwilowej w metodzie em-
pirycznych funkcji charakterystycznych, ale w badaniu empirycznym (kurs indeksu

S&P500'?) zastosowano tylko specjalny przypadek: rozklad odwrotny Gaussa.

128&P500 to indeks gietdowy, w sktad ktérego wchodzi 500 przedsigbiorstw o najwigkszej kapi-
talizacji, notowanych na New York Stock Exchange i NASDAQ.
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2. Rozklad gamma

Rozktad gamma Ga(v, ) ma gesto$¢ dana wzorem

v
v

fea (z;v,0) = FO(ZV):C “lexp (—ax) 1(0,400) (),

gdzie I'(+) oznacza funkcje gamma.

Parametr v jest nazywany parametrem ksztaltu, natomiast 1/« parametrem
skali. Specjalnymi przypadkami rozktadu gamma sa rozktady wykladniczy (v = 1),
Erlanga (v € N) oraz Chi-kwadrat (o = 1/2,v = k/2,k € N). Rozktad odwrotny
gamma jest specjalnym przypadkiem rozktadu Pearsona III typu.

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X o rozktadzie gamma przyjmuje
postaé )

Ve (G v, a) = <1 — ZC) .
!

Wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozkladzie gamma Ga(v, «v)

sg réwne odpowiednio
EX =2 oraz Var(X) = %
o a

Rozklad gamma jest zamkniety ze wzgledu na sploty: jezeli X, ~ Ga(v,, a), dla
p=1,....,n, to suma X L X, 4 Xy + ... + Xp ma rozktad Ga(zll;l vy, ). Moze by¢
wykorzystany do tworzenia proceséw supOU zgodnie z definicja 2.2.

Nicolato i Venardos (2003) podali analityczne wzory na wycene opcji europejskich
w niegaussowskich modelach stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka
z rozkladem stacjonarnym procesu wariancji chwilowej gamma. Nicolato i Venar-
dos (2003) przedstawili rowniez wyniki kalibracji modelu do europejskich opcji
kupna dla kursu indeksu S&P500.

Niegaussowskie procesy Ornsteina-Uhlenbecka o rozktadzie stacjonarnym gamma
sg jedynymi rozpatrywanymi w literaturze procesami tego typu o skonczonej ilosci
skok6w w jednostce czasu (skoniczonej aktywnosci).

Rozktad gamma jest najczesciej wykorzystywanym rozktadem stacjonarnym pro-
cesu wariancji chwilowej w niegaussowskich modelach stochastycznej zmiennosci

typu Ornsteina-Uhlenbecka. Zostal uzyty w miedzy innymi nastepujacych pracach:
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Roberts i in. (2004), Gander i Stephens (2007b) (jako jeden ze specjalnych przy-
padkéw rokztadu GIG), Frithwirth-Schnatter i Sogner (2009), Griffin i Steel (2010)

(w modelu z ciggtym zlozeniem proceséw zmiennosci) w estymacji za pomoca me-
tod Monte Carlo opartych na taiicuchach Markowa, Hubalek i Posedel (2011) w
estymacji za pomoca funkcji estymujacych, Benth i in. (2017) w kalibracji modelu
kontraktéow na certyfikatach do emisji dwutlenku wegla (UE ETS) notowanymi na

gietdzie Nord Pool'®.

3. Rozklad odwrotny Gaussa
Rozktad odwrotny Gaussa IG(0,7) ma gesto$¢ dana wzorem

5 B a4+ ~2%z
fra (z;0,7) = NeT exp (67) 3/2 exp (—27> 1(0,400)(T)-

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X o rozktadzie odwrotnym Gaussa

przyjmuje postac

¢1c (¢;0,7) = exp [—5 <\/ —2i¢ + % — 7)} :

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozktadzie odwrotnym

Gaussa 1G(d,7) sa réwne odpowiednio
EX = ° oraz Var(X) = %
Y Y

Nazwa rozktadu pochodzi od procesu Wienera, zwanego rowniez procesem Gaussa.
Niech (W(t))t>0 bedzie standardowym procesem Wienera z dryfem ~ i parametrem
dyfuzji o = 1. Wowczas czas osiggniecia przez ten proces wartosci 0 > 0 jest zmienng,
losowa o rozktadzie IG(9, ).

Rozktad odwrotny Gaussa jest zamkniety ze wzgledu na sploty: jezeli X, ~
IG(0p,7), dlap =1,...,n, to suma X 2L X1+ Xo+...+ Xp ma rozklad IG(X0 1 6p.7).
Moze by¢, podobnie jak rozktad gamma, wykorzystany do tworzenia procesow su-
pOU zgodnie z definicja 2.2.

Nicolato i Venardos (2003) podali analityczne wzory na wycene opcji europejskich

w niegaussowskich modelach stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka

13Gietda Nord Pool (Nordic Energy Pool) jest zaliczana do najbardziej rozwinigtych gietd energii

elektrycznej na $wiecie.
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z rozkladem stacjonarnym procesu wariancji chwilowej odwrotnym Gaussa oraz
przedstawili wyniki kalibracji modelu do europejskich opcji kupna dla kursu indeksu
S&P500.

Proces odwrotny Gaussa zostal wykorzystany jako rozklad stacjonarny procesu
wariancji chwilowej w nastepujacych pracach: Gander i Stephens (2007b) w esty-
macji za pomoca metod MCMC w badaniu dotyczacym spétek pochodzacych z
amerykanskiego rynku finansowego, Lindberg (2008) w aproksymacji zmiennosci za
pomoca wielkosci obrotu i estymacji metoda najwiekszej wiarygodnosci w badaniu
dotyczacym stép zwrotu z akeji sptolki Ericsson B notowanej na sztokholmskiej
gietdzie OMX Stockholmsborsen, Taufer i in. (2011) do estymacji metoda empirycz-
nych funkcji empirycznych dla modelowania zmiennosci indeksu S&P500, Benth i
in. (2017) w kalibracji modelu kontraktéw na certyfikatach do emisji dwutlenku

wegla (UE ETS) notowanymi na gietdzie Nord Pool.
4. Dodatni rozktad hiperboliczny

Dodatni rozktad hiperboliczny PH(0, ) (Positive Hyperbolic) ma funkcje gestosci
dang wzorem
(+4/9) ( a4 729:>

fru(x) = mexp 5

gdzie 6 > 0, v > 0, K;(x) jest zmodyfikowana funkcja Bessela trzeciego rodzaju.
Funkcja charakterystyczna dodatniego rozktadu hiperbolicznego PH(4,v) przyj-

muje postac

1 2\ ? 2i

Momenty rozktadu PH(4, v) mozna wyznaczaé ze wzoru
A )
E(X*") = () Ben0) g pez,.
v Ky (d7)
Dodatni rozktad hiperboliczny zostal zastosowany jako rozktad stacjonarny pro-

cesu wariancji chwilowej jedynie w pracy Gander i Stephens (2007b) jako specjalny

przypadek uogélnionego odwrotnego rozktadu Gaussa.
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5. Rozklad odwrotny gamma

Rozktad odwrotny gamma IGa(v, o) ma funkcje gestosci dana wzorem

fica (v,0) = e~ ™ exp (02 ™) D s ),

gdzie I'(+) oznacza funkcje gamma. Parametr v jest nazywany parametrem ksztaltu,
natomiast « parametrem skali.

Funkcja charakterystyczna rozktadu odwrotny gamma IGa(v, o) przyjmuje po-

Y16q (G v, a) = W!ﬁ (N/—4z’ac> .

Wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozkladzie odwrotnym

staé

gamma [G(d,y) sa réwne odpowiednio

«

EX = , dla v>1
v—1
oraz
Var(X) - dla v >2
ar = a UV .
(v =102 -2)

Rozktad odwrotny gamma jest $cisle zwigzany z rozktadem gamma: jezeli zmienna

losowa X ma rozktad gamma Ga(v, @), to zmienna losowa + ma rozktad IGa(v, ).
Rozktad odwrotny gamma jest rozktadem Pearsona V typu.

Rozktad odwrotny gamma podobnie jak dodatni rozktad hiperboliczny zostat
wykorzystany jako rozktad stacjonarny procesu wariancji chwilowej jedynie w pracy

Gander i Stephens (2007b).
6. Temperowany rozklad stabilny

Temperowany rozktad stabilny o parametrach 0 < x < 1, v, @ > 0 ma funkcje

gestosci dang wzorem

fTS (.ﬁE, R, U, Oé) = euafY\n,u<:U> €xp (_al/ﬁx/z) H(O,Jroo) (.T),

gdzie

—l/n +o00 _1)j—l T —kr—1
fyw(z) = sin(jrm)0(jr + 1)275 11 ( 7 )
1 K

J=1
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jest gestodcig dodatniego k-stabilnego rozktadu'4. Nazwa rozktadu wynika z tego,
ze rozklady te powstaja przez ,wygaszanie” (,temperowanie”) ogonéw rozkltadu k-
stabilnego (Kliber, 2013, str. 159). Temperowane rozklady stabline zaproponowat
Tweedie (1984). Hougaard (1986) wykorzystal je w analizie przezycia.

Specjalnym przypadkiem rozktadu stabilnego jest rozktad odwrotny Gaussa
TS(1/2,7,1/0) = IG(d,7), a granicznym przypadkiem przy £ — 0 jest rozktad
gamma.

Funkcja charakterystyczna temperowanego rozktadu stabilnego T'S(k, v, @) dana
jest wzorem

ors (G K, v, a) = exp {VO& —v (al/” — 22’()”} :

Wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o temperowanym rozktadzie

stabilnym 7'S(k, v, ) sa réwne odpowiednio
EX = 2uka™s  oraz Var(X) = 4vk(1 — /{)a%z.

Temperowany rozktad stabilny jest zamknigty ze wzgledu na sploty: jezeli X, ~
TS(k,vp, ), dla p = 1,..., P, to suma X 2 X, + Xy + ... + Xp ma rozklad
TS(/@',ZII:ZI Vp, ). Moze zatem by¢ wykorzystany do tworzenia proceséw supOU
zgodnie z definicja 2.2.

Temperowany rozktad stabilny zostat zastosowany jako rozktad stacjonarny pro-
cesu wariancji chwilowej w pracach Gander i Stephens (2007b), Andrieu i in. (2010)
(estymacja za pomoca czasteczkowych Markowskih Lancuchéw Monte Carlo, Par-

ticle Markov Chain Monte Carlo) oraz Taufer i in. (2011).
7. Rozklad log-normalny

Rozklad log-normalny LN(u, 0?) ma funkcje gestosci dang wzorem

1 (Inz — p)?
fin (CCHMU) = \/%ax eXp <_M ]1(0,+oo)(x)7

gdzie p € R, > 0. Jezeli zmienna losowa X ma rozktad log-normalny LN(u, 0?), to

zmienna losowa In X ma rozktad normalny N (u,o?).

MW literaturze rozklady te sa nazywane a-stabilnymi. Tu zostala uzyta inna notacja dla ujed-

nolicenia zapisu.
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Wartoéé oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozkladzie LN (u,0?) sa

rowne odpowiednio

EX = e”+‘72/2, Var(X) = (6‘72 — 1)62“+"2.

Rozktad log-normalny jest rozktadem sanorozktadalnym (dowéd przedstawit Bon-
desson (1982)) i nieskoniczenie podzielnym, ale nie jest znana postaé gestosci Lévy’ego

dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka o takim rozkltadzie (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2003).

2.6 Wariancja zrealizowana

Jedng z najwazniejszych nowosci w badaniach nad zmiennoscig finansowych szere-
géw czasowych ostatnich lat jest wprowadzenie zagadnienia wariancji zrealizowanej.

Gléwna powodem pojawienia sie tej tematyki jest wzrost dostepnosci danych
wysokiej czestotliwosci np. zwrotéw obserwowanych co 10, 5, 1 minute, a nawet
danych transakcyjnych. To naturalnie przekierowato zainteresowanie od modeli z
czasem dyskretnym do modeli z czasem ciggltym, w ktorych mozna zmieniaé czesto-
tliwos¢ obserwacji szeregow czasowych, a wartosci obserwowane wedhug mniejszej
czestotliwo$ci mozna uzyskaé poprzez sumowanie obserwacji wedtug wigkszej cze-
stotliwosci. Miarg zmiennosci powstata zgodnie z tym podejsciem jest wariancja zre-
alizowana. Zastosowanie tego miernika zostato zainicjowane przez prace Andersena
iin. (1999) oraz Andersen i in. (2001) odnoszace si¢ odpowiednio do rynku walu-
towego i rynku papieréw wartosciowych. Otrzymane wyniki wskazywaty, ze jest to
do$¢ dobry miernik zmiennosci. Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) zbadali wta-
snosci wariancji zrealizowanej przy dos¢ ogolnych zalozeniach procesu zmiennosci.
Dalsze badania doprowadzity do powstania kolejnych miernikéw zmiennosci takich
jak wariancja dwupotegowa i wielopotegowa (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2004),
wariancja dwuskalowa (Zhang i in., 2005), czy wariacja jadrowa (Barndorff-Nielsen
iin., 2008). Maja on na celu wyeliminowanie pojawiajacych si¢ dla bardzo wysokich
czestotliwosci (odstep pomiedzy kolejnymi obserwacjami ponizej 1 minuty) efektow
y,mikrostruktury rynku”. Do najwazniejszych efektéw mikrostruktury rynku zalicza
sie m.in. dyskretnos¢ cen i nieregularne odstepy czasu pomiedzy transakcjami, r6z-

nice pomiedzy ceng kupna a cena sprzedazy (spread), niesynchronicznos¢ handlu,
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niedostateczng plynnosé (por. Tsay (2005), roz. 5). Szeroko przeprowadzone®® przez
Liuiin. (2015) badania por6wnawcze wskazuja, ze estymator wariancji zrealizowane;
wyznaczony na podstawie 5-minutowych zwrotéw jest jednym z najlepszych mierni-
kéw zmiennosci.

W tym podrozdziale w oparciu o (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2002; Barndorff-
Nielsen i Shephard, 2004) przedstawione zostanie jak te nowoczesne mierniki zmien-
nosci instrumentéw finansowych mozna potaczy¢ z modelami stochastycznej zmien-
nosci Ornsteina-Uhlenbecka.

Dla modelu bez efektu dzwigni i przy zalozeniu u = [ = 0 proces wariacji
kwadratowej procesu logarytmicznych cen (Y ()), jest rowny wariancji scatkowane;j
(por. wzér (2.14)). Dla ustalonego t > 0 wariacje proces procesu logarytmicznych

cen wyznacza sie ze wzoru (por. definicje 1.15):

M

[¥], = plim > () -y (tj-1))” (2.46)

dla dowolnego ciggu podzialéw (HM);\Ffi1 odcinka [0,¢] takiego, ze diam (IIp;) =
0. Wzér (2.46) wskazuje, ze dobrym oszacowaniem zmiennosci aktualnej w danym
dniu jest suma kwadratéw zwrotéw Sroéddziennych, przy czym wraz ze wzrostem
czestotliwo$ci powinnismy otrzymywaé co raz doktadniejsze oszacowania dziennej
zmiennosci. Niestety, graniczne wlasnosci wariacji kwadratowej (2.46) ograniczaja

wspomniane wezesniej efekty mikrostruktury rynku.

Definicja 2.5.

Wariancjg zrealizowang procesu logarytmicznych cen w okresie n nazywamy sume
M . . 2
A A(j—1
{y},=>_ (Y ((n - 1A+ ]> -Y ((n - 1A+ M)) , (2.47)
ot M M
gdzie proces logarytmicznych cen instrumentu finansowego (Y (t)),5, jest obserwo-

wany M-krotnie w ciggu jednego okresu czasu n o diugosci A.

Zazwyczaj jako A przyjmuje sie jeden dzien. Wéwcezas zwroty wyznaczone w

ciggu dnia nazywane sg $roddziennymi. Nic jednak nie stoi na przeszkodzie, aby

5Tiu i in. (2015) wykorzystali 400 wariantéw miernikéw zmiennoéci na bazie sktadajacej sie z

31 aktywéw sposédrd 5 klas aktywow, dla szeregéw czasowych liczacych 11 lat.
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przyjaé¢ jako A np. tydzien a jako zwroty obserwowane w trakcie okresu przyjaé
zwroty dzienne.

Przy zatozeniu braku efektu mikrostruktury rynku wariancja zrealizowana {y},
jest zgodnym estymatorem o2 (przy M — +00), a przy dodatkowym zalozeniu, ze
w rownaniu (2.3) dla procesu logarytmu cen = 8 = 0 jest réwniez estymatorem
nieobciazonym.

Wariancje zrealizowana mozna zdekomponowa¢ na dwa sktadniki
{y}, = o0 + un, (2.48)

gdzie u, nazywane jest btedem wariancji zrealizowanej, dla ktérego zachodzi waru-

nek E(u,|0?) = 0. Wowczas
E({y},) =E (0?) = A¢, Var({y},) = Var (02) + Var (u,),

cov ({y}h (U} nys) = cov (07, 02.,) -

Przyjmujac
Aj A —1
crj%n = g2 ((n — 1A+ M7> — o ((n - 1A+ (‘7JW)> , (2.49)
otrzymujemy

gdzie €7, ~ i.i.d N(0,1) sa niezalezne od o7,,. Dla ustalonego n oraz j = 1,.M

2

zmienne losowe o7 ,, maja ten sam rozklad, ktérego parametry mozna wyznaczy¢

ze wzoréw na parametry rozkladu zmiennosci aktualnej dla przedziatu czasu A/M
(por. wzor (2.29)). Pozwala to na wyznaczenie wariancji u, za pomoca wartosci

2

oczekiwanej &, wariancji w® oraz parametru A procesu wariancji chwilowej zgodnie

Z€ wzorem

Var (u,) = 2M [Var (Uin) + (Egin> 2} =

— oM [sz)\_Q (™M — 14 2AM 1) + (AM‘1)2 52] : (2.50)
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Mozna wowczas wyznaczy¢ funkcje autokorelacji wariancji zrealizowanej

cor ({y}n ) {y}n+8) - Var (un<) :-’ \/;:s()o_%) B

A2 (1 B e—m)2 o~ MA(s—1)
2M 202N (MM — 14 AAM ) + (AM 1) €2] 4+ 202A-2 (e — 14 )A)
(2.51)

Poza wzorem (2.51) na autokorelacje nie zostaly wykorzystane wlasnosci modelu
BNS. Przedstawione wlasciwosci wariancji zrealizowanej sa prawdziwe dla dowol-
nego modelu stochastycznej zmiennosci, dla ktérego proces wariancji chwilowej jest
stacjonarny, o wartoéci oczekiwanej &, wariancji w? i funkcji autokorelacji r, a réw-
nanie (2.3) opisuje dynamike procesu logarytmu cen. We wzorze (2.51) zastosowano
postaé funkcji autokorelacji procesu wariancji chwilowej dla modelu BNS (taka sama
ma model CEV).

Uwzglednienie zlozenia proceséw zmiennosci nieznacznie komplikuje wzor na wa-

riancje btedu wariancji zrealizowanej (2.50). Wariancja O'in przyjmuje postac
J
Var (ain) =0%(t) =) Var (ajz-’m) =
j=1
2 d Wi ( —x\,AM~1 1
=22 ) o (VAT 1 pAM T (2.52)
j=1 2"

Rysunek 2.6 ilustruje jak wplyw czestotliwosci M na doktadnos¢ oszacowania
wariancji aktualnej za pomoca wariancji zrealizowanej, przy zatozeniu braku efektu
mikrostruktury rynku. Pojedyncze okresy n mozna interpretowac jako kolejne dni
obserwacji. Wowczas wartosci M=1, 24, 48, 288 oznaczaja, ze wariancja zrealizo-
wana jest liczona na podstawie obserwacji odpowiednio dziennych (czyli réwna jest
kwadratowi zwrotu dziennego), godzinnych, pétgodzinnych oraz pieciominutowych.
Wida¢ wyraznie, ze wraz ze wzrostem M rosnie dokladnos¢ oszacowania wariancji
aktualnej za pomoca wariancji zrealizowanej. Barndorff-Nielsen i Shephard (2002)

wykazali, ze gdy M — 400, to
Var (\/Mun> = Var (\/ My}, — ai)) — 2A%(&* + w?).

Oznacza to, ze wraz ze wzrostem wartoéci oczekiwanej (parametr £) lub warian-

cji (parametr w?) rozktadu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej rognie takze
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asymptotyczny blad (przeskalowanej przez v M) wariancji zrealizowanej.

(a) M=1 (b) M=24
+
5,01
4,51
4,0+
3,51 .
3,01 '
e
2,51 Lo+
20{ 7 s .
1/7 + toy
27 * + o, + + +++ +
. +y + +
170 + + * ++*‘* * + *J* + F
1+ 4+ ot 4y + L
0,0 S i oS oy it 0,00 -

1,00-

0,751

0,50

200

300 0 100 200 300
n
(d) M=288
1,00
0,751
0,50
0,251
0,001
300 0 100 200 300

Rysunek 2.6: Wariancja aktualna o, (linia czerwona) oraz wariancja zrealizowana {y},

(symbol +) dla M =1, 12, 48, 288. Zastosowano proces wariancji chwilowej o rozkladzie

stacjonarnym gamma o wartosci oczekiwanej € = 0,2 i wariancji w? = 0,02 oraz

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie Barndorff-Nielsen i Shephard (2002).

parametrze A = 0, 01.

Przedstawione wyniki wartosci oczekiwanej i wariancji btedu wariancji zrealizo-

wanej zostaly wyznaczone przy zatozeniu p = § = 0. Jednak wpltyw tych parame-
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tréw nie jest istotny, gdy M — +o00. Przedstawia to ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.5. Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) Dla modelu stochastycz-
nej zmiennosci BNS (ze zloZeniem proceséw zmiennosci lub bez), dla ktdrego proces
wariancii chwilowej ma lokalnie ograniczone wahania'® oraz dla kazdego A i dla
M — +o0 zachodzi
W2 4, no 1) (2.53)
2y, (a;{n)z

(zbieznosé wedtug rozktadu). Co wiecej, przy M — +oo zachodzi zbieznosé (prawie

na pewno)
M
ATTMY (Uin)Q 2y gl (2.54)
=1
oraz dla M — +o0o zbieznosé (wedlug rozkladu)
2
\/MW —4 N(0,1), (2.55)
On
gdzie
nA
ol = / o(s)ds
(n—1)A

Twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego modelu stochastycznej zmiennosci,
dla ktorego proces wariancji chwilowej jest stacjonarny, o wartosci oczekiwanej &,
wariancji w? i funkcji autokorelacji r, a réwnanie (2.3) opisuje dynamike procesu
logarytmu cen.

Glowny wniosek jaki mozna wyprowadzié¢ z twierdzenia 2.5 jest taki, ze asymp-
totyczny (przy M — 400) rozktad bledu wariancji zrealizowanej (az do momentéw
stopnia drugiego) nie zalezy od wartosci parametréw p i 8 (wzoér 2.53). Co oznacza,
ze dla danych wysokiej czestotliwo$ci wplyw dryfu i premii za ryzyko na wariancje
zrealizowana jest niewielki (co najwyzej od momentéw stopnia trzeciego) i mozna te
parametry w wielu przypadkach w analizie pomina¢. Twierdzenie implikuje takze, ze
wariancja btedu wariancji zalezy od poziomu zmiennosci wyrazonej przez aktualng

[4]

W (wzor 2.55). Im wigksza zmienno$¢ tym wigksza wariancja bledu.

kwartyczno$é¢ o

16To znaczy z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu maja ograniczone wahania na kazdym

zwartym przedziale [0, +00).
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Widaé to wyraznie na rysunku (2.6 d): gdy wariancja aktualna maleje do poziomu
0,25, to wartosci wariancji zrealizowanej maja niewielka zmiennos¢ i sa bliskie war-
tosci 2. Natomiast, gdy wariancja aktualna rosnie do 0,75, zmienno$é¢ oszacowarn
wariancji zrealizowanej ro$nie.

Twierdzenie 2.5 opiera sie na nieobserwowalnych warto$ciach kwartycznosci ak-
tualnej (wzér 2.55) lub sumie kwadratéw wariancji aktualnej wysokiej czestotliwosci
(wzér 2.53). Mozna jednak postuzy¢ sie takze wartosciami obserwowalnymi korzy-

stajac z nastepujacej granicy (zbieznosé¢ prawie na pewno przy M — +0o0)

n

M I "
A_lg > y;.l’n 2oy ol
j=1

gdzie yin to czwarte potegi logarytmicznych zwrotow wysokiej czestotliwosci

Yj,n:Y<(n—1)A+ﬁ4j> —Y((n—1)A+A(‘7M_1)>.

Mozna zatem analogicznie do wzoru (2.53) otrzymaé granice (dla M — +o0)

2
Ayt —on 15 N(0,1). (2.56)
2 M 4
3 2j=1Yjn

Badania Monte Carlo przeprowadzone przez Barndorff-Nielsen i Shephard (2001a)
pokazaly, ze zbieznos¢ we wzorze (2.56) zachodzi dla bardzo duzych M i znacznie

lepiej zachodzi zbiezno$¢ na skali logarytmicznej postaci

In{y}, —Inoy

M 4
7=1Yin

(Z]Ai1 y?,n) i

ktora dos¢ dobrze aproksymuje graniczny rozktad dla umiarkowanych wartosci pa-

45 N(0,1), (2.57)

2
3

rametru M. Prawy segment rysunku 2.7 pokazuje wykresy kwantyl-kwantyl dla
wystandaryzowanego btedu wariancji zrealizowanej (wzér (2.56)) oraz po transfor-
macji na skale logarytmiczna (zgodnie ze wzorem (2.57)). Widaé, ze dla M=24, bez
transformacji rozktad btedu wariancji zrealizowanej znacznie odbiega od rozktadu
normalnego, natomiast po transformacji punkty lezg niemal na linii wyznaczajacej
idealng zgodno$¢ z rozktadem normalnym. Dla M=288 zbieznosé¢ btedu do rozktadu
normalnego jest lepsza, ale nadal wyniki dla transformacji logarytmicznej wska-

zujg jeszcze lepsze dopasowanie do rozktadu normalnego. Poréwnujac wyniki dla
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M=24 i M=288 wida¢ takze znaczny spadek szeroko$ci wstegi wyznaczonej przez
btad standardowy przemnozony przez 1,96 (co odpowiadatoby liniom kwantylowym
dla prawdopodobienstwa 0,95 przy zatozeniu, ze doszto do zbieznosci do rozktadu

normalnego) wraz ze wzrostem M.
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{y}, —n

2
n

{yh, -0

kwantyle z proby
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2
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Rysunek 2.7: Blad wariancji zrealizowanej oryginalny (a) oraz po transformacji

logarytmicznej (b) dla symulacji przedstawionej na rysunku 2.6. Linie wyznaczaja blad

standardowy przemnozony przez 1,96 (linie kwantylowe dla prawdopodobienstwa 0,95

przy zalozeniu, ze doszlo do zbieznosci do rozkladu normalnego). Prawy segment (c)

przedstawia wykresy kwantyl-kwantyl dla wystandaryzowanego bledu oryginalnego

(kolor czerwony) i po transformacji logarytmicznej (kolor turkusowy). Gérny panel

przedstawia wyniki dla M=24, dolny dla M=288.

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie Barndorff-Nielsen i Shephard (2001a).
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3.1 Uwagi wstepne

Estymacja niegaussowskich modeli stochastycznej zmiennosci jest trudna i wiele
opracowan zostalo poswiecona temu zagadnieniu z wykorzystaniem bardzo réznych
metod. Podstawowa trudnos¢ wspolna wszystkim modelom stochastycznej zmien-
nodci jest wystepowanie w modelu zmiennych ukrytych (por. Kim i in. (1998), Pa-
jor (2003)). Zalézmy, ze chcemy wyznaczy¢é funkcje wiarygodnosci préby losowej dla
podstawowego modelu BNS bez ztozenia i efektu dzwigni z rozktadem stacjonarnym
zaleznym od dwoch parametrow o i v. Wowcezas pod warunkiem obserwacji logaryt-
micznych zwrotéw y1.x = (Y1, Y2, ---, yn) 1 dla wektora parametréw 6 = [u, 3, A, 0, v]T

funkcja wiarygodno$ci przyjmuje postac
p (6, yl:N) - /p (yl:NIO-g:N; 22 6) p (O-%N’ /\7 57 ’7) do’%:N =
N
= / [T 7 (valoZ; 11, 8) p (0.5 0, 6,7) doty (3.1)
n=1

Nie mozna jej wyznaczy¢ analitycznie, nie jest tez znana postaé funkcji gestosci

p(0?,...,0%;\,0,v) dla zadnego rozkladu stacjonarnego procesu wariancji chwilo-
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wej. Uniemozliwia to uzycie metody najwiekszej wiarygodnosci w celu wyznaczenia
oszacowan parametrow.

W pierwszej swojej pracy Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) w przykladzie
empirycznym do wyznaczenia oszacowania parametréow uzyli nieliniowej metody
najmniejszych kwadratéw poprzez poréwnanie empirycznej funkeji autokowariancji
kwadratéw z jej teoretycznym odpowiednikiem (por. wzoér (2.36)). Metoda ta po-
zwala jedynie na wyznaczenie parametréw Ay, ..., Ap, wag dla ztozenia wy, ..., wp oraz
wariancji rozktadu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej w?. Nie mozna za po-
mocy tej metody wyznaczy¢ wartosci oczekiwanej rozktadu stacjonarnego procesu
wariancji chwilowej, poniewaz parametr ten nie wpltywa na wartos¢ postaé¢ teore-
tycznej funkcji autokowariancji. Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zasugerowali
uzycie innych metod: Monte Carlo opartych na taricuchach Markowa (Markov Chain
Monte Carlo, w skrécie MCMC), estymacji posredniej (Gourieroux i in., 1993), funk-
cji estymujacych (Sgrensen, 2000), filtréw Kalmana i czasteczkowych.

Nastepnie powstalo szereg prac majacych na celu implementacji podejscia bay-
esowskiego, gtéwnie za pomoca metod MCMC: Roberts i in. (2004) oraz Frithwirth-
Schnatter i Ségner (2009) zaproponowali metody estymacji MCMCM w przypadku
rozktadu stacjonarnego gamma, Gander i Stephens (2007a); Gander i Stephens (2007b)
oraz Griffin i Steel (2006) w przypadku temperowanych rozktadéw stabilnych i uogdl-
nionych rozktadéw odwrotnego Gaussa, Griffin i Steel (2010) dla ciagtego ztozenia
proceséw wariancji chwilowej. Andrieu i in. (2010) zaproponowal metode czastecz-
kowych markowskich tancuchéw Monte Carlo (Paricle Markov Chain Monte Carlo,
w skrécie PMCMC), wykorzystuje filtry czasteczkowe w obrebie markowskich tan-
cuchéw Monte Carlo do wyznaczenia wartosci funkcji akceptacji propozycji nowego
stanu tancucha Markowa. Jako jeden z przyktadoéw zastosowania swojej metody po-
dal podstawowy model BNS. Metode PMCM zastosowali réwniez James i in. (2018)
w modelu z czasem operacyjnym bedacym niegaussowskim procesem Ornsteina-
Uhlenbecka. Gleim i Pigorsch (2013) uzyli metody przyblizonych bayesowkich ob-
liczenr (Approzimate Bayesian Computation) z uzyciem statystyk dostatecznych do
estymacji parametrow w podstawowym modelu BNS oraz ze ztozeniem dwdch pro-

cesOw zmiennosci.
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Duzo mniej prac powstalo w oparciu o klasyczne (czestosciowe) wnioskowanie
statystyczne: Lindberg (2008) zaproponowal, aby jako aproskymacje zmiennosci
uzy¢ wielkosci obrotu, co pozwalilo na zastosowanie metody najwiekszej wiarygod-
nosci. Przy tym samym zatozeniu, ze obroty moga przybliza¢ zmienno$¢ Hubalek
i Posedel (2011) zastosowali funkcje estymujace. Taufer i in. (2011) zaproponowali
uzycie metody empirycznych funkcji charakterystycznych.

W tej pracy zostana zastosowane metody estymacji modelu BNS oparte o fil-
try Kalmana i czasteczkowe. W podrozdziale 3.2 przedstawione zostang modele
przestrzeni standéw oraz zagadnienie filtracji, ktére stanowig teoretyczne podstawy
wspolne dla filtrow Kalmana i filtrow czgsteczkowych. W podrozdziale 3.3 omé-
wionwy zostanie filtr Kalmanal, natomiast w podrozdziale 3.4 specyfikacje filtru
Kalmana dla modelu BNS w oparciu o przestrzenie stanéw z prac Barndorff-Nielsen i
Shephard (2001b) i Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) oraz przedstawiona w pracy
Szczepocki (2018) przestrzen stanéw dla ztozenia proceséw zmiennosci. W podroz-
dziale 3.5 przedstawiona zostanie zarys teorii filtréw czasteczkowych? oraz nastepnie
w podrozdziale 3.6 zastosowanie filtru czgsteczkowego do estymacji wariancji aktu-
alnej w modelu BNS. Nastepnie przedstawiona zostanie metoda iterowanej filtracji
do estymacji parametréw modelu BNS. Zastosowanie metody iterowanej filtracji w
kontekscie modelu BNS jest autorska propozycja. Czes¢ wynikow, dla modelu bez
ztozenia proceséw zmiennosci i efektu dzwigni, przy zatozeniu procesu wariancji
chwilowej o rozkladzie gamma zostata przedstawiona w pracach Szczepocki (2019a)
(dla logarytmicznycznej stopy zwrotu jako zmiennej pomiaru) i Szczepocki (2019b)

(dla wariancji zrealizowanej jako zmiennej pomiaru).

3.2 Modele przestrzeni stanéw

Modele przestrzeni stanu sa modelami statystycznymi stosowanym do opisu dyna-
miki zjawisk zaréwno w naukach technicznych, przyrodniczych jak i ekonomicznych.

Modele przestrzeni stanu sg réwniez nazywane ukrytymi modelami Markowa® ( Hid-

!Przedstawiona teoria opiera si¢ na pracy Hamilton (1994).
2Na podstawie prac Doucet i in. (2001) oraz Brzozowska-Rup i Dawidowicz (2009).
3Por. Brzozowska-Rup i Dawidowicz (2009) oraz monografia Cappé i in. (2009)
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den Markov Model, HMM), czeSciowo obserwowanymi procesami Markowa? (Par-
tially Observed Markov Process, POMP). Stosuje sie je wtedy, gdy pewna zmienng
nie mozemy obserwowa¢ bezposrednio, tylko poprzez innag zmienng bedagcg funk-
cja szukanej zmiennej. W modelach SV tg nieobserwowang zmienng jest zmiennosé

instrumentu finansowego.

Definicja 3.1.
Modelem przestrzeni standw nazywamy parg proceséw stochastycznych (X, Yn),cns
gdzie X, € jest procesem Markowa przyjmujgcym wartoSci w przestrzeni R?, z roz-

ktadem poczgtkowym o znanej funkcji gestosci prawdopodobienstwa
Xo ~ p(x0;0) (3.2)
oraz znanej funkcji gestosci prawdopodobienstwa
X X1 =21 ~ p(zp|r,_1;0) dlan € N_. (3.3)

Proces (X,),cn nie jest bezposrednio obserwowalny, tylko poprzez proces (Yr,),en
przyjmujecy wartosSci w przestrzeni R®, przy czym proces ten jest warunkowo nie-
zalezny wzgledem o-ciata ¥, = o (Xg, Yi;k € {0,1,...,n — 1}). Ponadto znane sq

funkcje gestosci prawdopodobienstwa
Yn|Xn =Tp~pP (yn|$n; 0) dlan € N,. (34)

Procesy (Xp),ens (Yn),en Dazywane sa odpowiednio procesem stanu i pomiaru.
Natomiast zmienne losowe X, i Y, odpowiednio zmiennymi (wektorami) stanu i
pomiaru. O wektorze parametrow 6 zakltadamy, ze 6 € © C R".

Modele przestrzeni stanu mozna zapisa¢ rowniez w postaci uktadu réwnan (Cappé

iin., 2009, str. 3)

Xn - f (Xn—hvn; 8) ’ (36)

gdzie (un),cn> (Vn),en S8 clagami niezaleznych zmiennych losowych zwanych zabu-

rzeniami lub szumem, natomiast h, f sa znanymi funkcjami mierzalnymi. Réwnanie

“4Por. Tonides (2005) oraz Ionides i in. (2011)
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(3.5) nazywane jest rownaniem pomiaru lub opisowym, (3.6) réwnaniem stanu, dy-
namiki lub ewolucji. W zaleznosci od postaci funkcji i f mozna modele przestrzeni
stanow podzieli¢ na liniowe i nieliniowe. W pierwszym przypadku, funkcje f i h sa
liniowe ze wzgledu na obie zmienne. W przeciwnym przypadku model jest nieliniowy.
Modele przestrzeni stanéw mozna réwniez podzieli¢ na gaussowskie, gdy zaburzenia
maja (wielowymiarowy) rozktad normalny i niegaussowskie (pozostate przypadki).

Problem estymacji modelu przestrzeni stanu mozna podzieli¢ na dwa zagadnie-

nia:

e uzyskanie oszacowania procesu ukrytego (X,),cy na podstawie procesu po-

miaru (Yn)neN,

e estymacja wektora parametrow 6.

W pierwszym zagadnieniu tradycyjnie przyjmuje sie, ze wektor parametréow 6 jest
znany. Proces stanu jest ukryty, jego wartosci nie sg znane. Mozemy tylko okresli¢
rozktad prawdopodobienstwa dla mozliwych wartosci tego procesu na podstawie za-
obserwowanych wartosci procesu pomiaru. Niepewno$¢ co do wartosci procesu stanu
w okresie od 0 do n przy obserwacji procesu pomiaru yi, s, ..., ¥, opisuje rozktad
prawdopodobienstwa o gestosci p (2o.n|y1:m; 0). Zazwyczaj punktem zainteresowania
jest rozktad brzegowy tego rozktadu o gestoséci p (z,|y1.,; 0) zwany takze rozkladem
filtracji. Tradycyjnie wyznaczenie tego rozktadu lub jego charakterystyk liczbowych
nazywane jest zagadnieniem filtracji. Ponadto prognozy na m-krokéw do przodu
okreslaja gestosci p (Tp1m|y1n; ), dla m € N,

Majac do dyspozycji obserwacje procesu pomiaru 4, 42, ---, Yn, -.., Yy mozna takze
dla kazdego n < N badaé rozktad o gestosci p (x,|y1.n;6) . Wyznaczenie tego roz-
ktadu lub jego charakterystyk liczbowych nazywane jest wygtadzaniem (smoothing).
Jest to blizsze tradycyjnemu podejsciu, gdy na podstawie préby (calej trajektorii)
dokonuje sie oszacowania procesu stanu.

Kolejna wtasnoscia zaczerpniety z teorii przetwarzania sygnalow jest rekuren-
cyjny charakter wyznaczania kolejnych oszacowan p (Zo..|y1.0;6) 1 p (2n|y1:m;60). Po-
jedynczy krok rekurencji zostanie przedstawiony na przykltadzie gestosci filtracji

P (Tn|Y1.0; 0). Zatdzmy, ze wyznaczono rozklady filtracji do okresu n — 1. Najpierw
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na podstawie obserwacji 41, 42, ..., Yn—1 dokonuje sie predykcji procesu stanu na okres

n za pomocy gestosci rozktadu predykeyjnego postaci

P (Zp|Y1n-1;0) = /p(:cn\xnfl;@)p(xn!ym;@) dx,—q (3.7)

korzystajac z faktu, ze znana jest gesto$é¢ przejscia p (z,|x,_1;6). Wraz z pojawie-
niem sie nowej obserwacji v, mozemy skorygowaé nasza wiedze na temat rozktadu

prawdopodobienstwa procesu stanu X,, korzystajac ze wzoru Bayesa

p (yn7 Ln, |y1:n—1; 9) _
P (Yn|y1m—1:0)
yn|$nay1n 1,6)p(xn|y1:n—l;9) o

/p ynlxna ($n|y1:n—1; 0) dxn
_ (yn|xn7 ) (zn’ylznfl; 6)
[ 2 @al22i0)p @alyrn-1:0) da,

P (Tn|y1n; 0) =

(3.8)

przy czym ostatnia réwnosé p (z,|y1m—1;60) = p(yn|zn;0) zachodzi z warunkowe;
niezaleznosci procesu pomiaru. Wzor (3.8) wyznacza gestosé rozktadu filtracji dla
okresu n, co domyka rekurencje. Podobng zalezno$¢ mozna wykaza¢ dla gestosci
P (Tom|y1m; 0). Nalezy jednak zwrdcié uwage, ze zazwyczaj catke w mianowniku
wzoru (3.8)

p (yn|y1:n71; 9) - /p (yn|37na 6) p (xn‘ylsnfl; 9) dxn (39)

nie mozna wyznaczy¢ w sposob analityczny. Jednym z nielicznych przypadkow jest
liniowy model z zaburzeniami gaussowskimi, dla ktérego gestosci predykeji i filtracji
mozna wyznaczy¢ za pomoca filtru Kalmana. Podejscie to zostanie szerzej omowione
w podrozdziale 3.3. W pozostatych przypadkach szukane gestosci mozna przyblizac¢
poprzez aproksymacje catek metoda Monte Carlo. Metoda ta jest znana pod nazwa
filtru czasteczkowego lub sekwencyjnej metody Monte Carlo. Podejscie to zostanie
oméwione w podrozdziale 3.5.

Do wygtadzania najczesciej stosuje si¢ algorytmy typu ,,do przodu - do tytutu”
(forward - backward). Pierwsza cze$¢, ,do przodu”, to wyznaczenie gestosci predykeji
P (Tn|y1.n_1;0) 1 filtracji p(x,|y1,;60) dla n = 1,..., N dla n = 1,..., N. Nastepnie

nastepuje druga cze$é¢, ,do tytutu”, ktéra polega na wyznaczeniu iteracyjnie dla
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n=N —1,..,1 gestoéci wygtadzania za pomoca

p($n|y1:N;9) = /P($n7$n+1|y1:1v;9) d$n+1 =
= /p(xn+1|y1:zv;9)p(93n|xn+1,y1:1v;9) Ay 1 =
= /p(xn+1!y1;zv;9)p(xn!xn+1,y1;n;9) den11 =

P (Tns1|Y1:n; 0) P (Tng1|Tn; 0)
= p(x,|y1.n; 0 / dzx,, 3.10
p( |y1 ) D (:L‘n+1|y1:n; 0) +1 ( )

Podobnie jak w zagadnieniu filtracji catke we wzorze (3.10) nie mozna wyznaczy¢
analitycznie dla wiekszosci przypadkéw. Istotnym wyjatkiem od tej reguty jest po-
nownie przypadek liniowego gaussowskiego modelu przestrzeni stanéw, dla ktorego
istnieje analityczna posta¢ wygtadzania Kalmana, co zostanie pokazane w podroz-
dziale 3.3. Wygladzanie przy pomocy filtru czasteczkowego, w ktorym catke ze wzoru

(3.10) aproksymuje sie metoda Monte Carlo zostanie omdéwione w podrozdziale 3.5.

3.3 Filtr Kalmana

Filtr Kalmana zostat zaproponowany w 1960 roku przez Rudolfa Emila Kalmana
(1930-2016) w pracy Kalman (1961). Nastepnie zostal rozszerzony na przypadek z
czasem ciaglym w pracy Kalman i Bucy (1961). Algorytmy opierajace sie na teo-
rii filtru Kalmana znalazly ogromng liczbe zastosowan praktycznych, m.in w sys-
temach nawigacji GPS, uktadach elektronicznych i energoelektronicznych, przetwa-
rzaniu sygnatow , inzynierii dzwieku i obrazu, rzeczywisto$ci rozszerzonej, systemow
autopilota, uktadach sterowania napedéw elektrycznych (Drézdz, 2017). Do rozpo-
wszechnienia filtru Kalmana przyczynito sie zastosowanie do estymacji trajektorii
lotéw podczas misji Apollo na Ksiezyc (Grewal i Andrews, 2010).

Filtr Kalmana znalazt takze liczne zastosowania w ekonomii: w modelach ze
zmiennymi w czasie parametrami, do estymacji modeli ARMA oraz stochastycz-
nej zmiennosci. Stosowanie filtru Kalmana w modelach stochastycznej zmiennosci
upowszechnilta praca Harvey i in. (1994). W polskiej literaturze przyktady zastoso-
wania filtru Kalmana mozna znalezé w pracach Skrzypek (1986), Dziechciarz (1993),
Grzesiak (1995), Zéttowska (1997), a do estymacji parametréw modeli stochastycz-

nej zmiennosci w Pajor (2003).
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Filtr Kalmana jest optymalnym rozwigzaniem zagadnienia filtracji w przypadku,
modelu liniowego i gaussowskiego postaci®

Y, =d+ HX, + u,
(3.11)

X,=c+FX, 1+v,
gdzie:
u, € RP wektor szumu pomiarowego, o ktérym zaktada sie, ze ma (wielowymia-
rowy) rozktad normalny o zerowym wektorze wartosci oczekiwanej i znanej macierzy
wariancji-kowariancji R,
v, € R® wektor szumu procesu, o ktérym zaktada sie, ze ma (wielowymiarowy) roz-
ktad normalny o zerowym wektorze wartosci oczekiwanej i znanej macierzy wariancji-
kowariancji @,
H € M (RP,R?) macierz filtru,
F € M (RP,RP) macierz przejscia,
¢ € R? wektor wyrazéw wolnych rownania przejscia,
d € R*® wektor wyrazow wolnych réwnania pomiaru.

Algorytm filtru Kalmana ma charakter rekurencyjny. Zatézmy, ze Xn—1|n—1 jest
optymalnym estymatorem X,,_;|,,—1 wzgledem obserwacji procesu pomiaru do okresu
n—1 wlacznie oraz P,_y),—; jest odpowiadajacg macierzg kowariancji btedu estyma-
cji. Filtr Kalmana wyznacza rekurencyjnie oszacowania Xn|n—1 oraz Xn|n Za, pomocy

algorytmu sktadajacego sie z dwoch faz:
e predykeji (aktualizacji czasowej),
e korekty (aktualizacji pomiarowej).

W pierwszej fazie nastepuje wyznaczenie prognozy na okres n wektora stanu i ma-
cierzy kowariancji btedu oszacowania w oparciu o obserwacje procesu pomiaru do
okresu n — 1 oraz posta¢ rownania stanu. Aktualizacje czasowa wektora stanu wy-

konuje sie zgodnie ze wzorem

X1 = ¢+ HX 1, (3.12)

SW literaturze rozwaza si¢ réwniez bardziej ogélna postaé uwzgledniajaca zmienne egzogeniczne

(por. Miszczak (2006, str. 107)).
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gdzie: X,,,,—1 to oszacowanie a priori (przed pomiarem) wektora stanu w okresie 7.

Aktualizacja czasowa wektora kowariancji przyjmuje postaé
Pn|n—1 = HPn—1|n—1HT + Q (313)

gdzie: P,,—; to macierz kowariancji a priori wektora reszt oszacowania wektora

stanu w okresie n, to jest macierz

E |(Xo — Xujuer) (X0 = Kuuca) |-

W drugiej fazie nastepuja korekta uzyskanych w pierwszej fazie oszacowan przy
uzyciu zaobserwowanej wartosci y,, wektora pomiaru Y,,. Site tej korekty wyznacza

wzmocnienie Kalmana (Kalman gain) K, ktére przyjmuje postaé
-1
Ky = Panr FTS; " = Pyur FT [F Py FT 4+ R] (3.14)

Korzystajac ze wzmocnie Kalmana uzyskuje si¢ oszacowanie a posteriori wektora

stanu w okresie n

Xn\n = Anp|n—1 + K, (yn —d— FXn\n—l) (315)
oraz macierz kowariancji a posteriori wektora reszt oszacowania wektora stanu w
okresie n

Pon = (12 — Ky F) Pyjna, (3.16)

gdzie I jest macierzg jednostkowa stopnia p?. Macierz P, to macierz kowariancji
a posterior: wektora reszt oszacowania wektora stanu w momencie n, czyli macierz
postaci
E [(Xn — Xop) (X, — Xnm)T} .

Algorytm 1 przedstawia procedure filtru Kalmana w postaci pseudokodu.

Wzmocnienie Kalmana wyznacza jak mocno nalezy skorygowaé wartosci teore-
tyczne uzyskane w aktualizacji czasowej. Dobrze to wida¢ w przypadku, gdy wektory
stanu i obserwacji sa jednowymiarowe (p = s = 1). Wéwezas wzmocnienie Kalmana
mozna zapisa¢ w postaci

FPn|n71FT
FPn|n_1FT + R

K, = PupsF" [FPyu i FT + B = F
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Algorytm 1. Filtr Kalmana

Dane sg: macierze H, I, (), R.

1. Jezeli proces stanu jest stacjonarny przyjmujemy:
)A(l‘o = 0 oraz P =E (XRXZ),

w przeciwnym przypadku Xy i Pyjp muszg by¢ zadane przez uzytkownika.
2. Dlan =1,..., N wykonujemy:

(i) Xn|n_1 =c+ HXn|n_1,

(i) Pyjn—1 = HPy 1 H' + Q,

(i) K = Pyt F” [FPmn,lFT + R}_l,

(iv) X = Xono1 + Ko (g — d = FXpjna ),

(v) Pojn = (I = KpF) Py

Rezultat algorytmu:

an, P, oraz Xn‘n_l, Pyp—idlan=1,.., N.

Licznik utamka wyznacza niepewnos¢ zwigzana z modelem (macierz kowariancji
Pn|n,1) przeniesiong do réwnania pomiaru (poprzez pomnozenie obustronnie przez
macierz F'). Natomiast mianownik to zmienno$¢ modelu powiekszona o kowariancje
szumu pomiaru R. Czynnik F~! stojacy przed utamkiem wynika, z tego ze stosunek
ma zosta¢ odniesiony do wektora stanu, a nie wektora obserwacji. Tym wieksza
jest warto$¢ szumu pomiaru R, tym mniejsza jest wartos¢ utamka i wzmocnienia
Kalmana. Gdy R dazy do +oo wzmocnienie Kalmana dazy do 0. W granicznym
przypadku, gdy K,, = 0, wektor stanu a posteriori )A(n‘n jest réwny wektorowi a priori
Xn|n, czyli cata wiedza o stanie X,, pochodzi z predykcji, a pomiary sa ignorowane.
Jest to zgodne z intuicja, ze przy wiekszej wartosci szumu pomiaru powinnismy mniej
wierzy¢ pomiarom, a bardziej wartosciom teoretycznym wyznaczonym z aktualizacji
czasowej - i na odwro6t: gdy maleje szum pomiaru, czyli kowariancja R dazy do
zera, wzmocnienie Kalmana dazy do wartoéci F'~!. Oznacza to, ze w granicznym
przypadku, gdy R = 0, oszacowanie wektora a posterior: Xn|n bedzie réwne y,,
czyli cata wiedza o stanie X,, bedzie pochodzita z obserwacji y,.

Do rozpoczecia algorytmu konieczne jest podanie wartosci stanu )A(l‘o oraz ma-

cierzy kowariancji P;jo. Optymalnym rozwigzaniem w przypadku, gdy proces stanu
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jest stacjonarny (gdy wszystkie wartosci wlasne macierzy F' leza wewnatrz kota jed-
nostkowego) jest przyjecie jako wartosci poczatkowych bezwarunkowych wartosci

oczekiwanych i kowariancji postaci

X1 =0, (3.17)
Pyo = E (X, X)) (3.18)

Wartosé bezwarunkowej kowariancji mozna wyznaczy¢ ze wzoru:
vec (P1|0) = (I, — F & F]" ' vec(Q),

gdzie ® oznacza iloczyn Kroneckera macierzy, vec operator wektoryzacji macierzy
w wektor kolumnowy. W przeciwnym przypadku, gdy proces stanu nie jest stacjo-
narny proponowane sg rozne rozwigzania. Mozna jako )2'”0 przyjaé¢ przewidywang
przez badacza wartos¢ na podstawie wiedzy a priori, natomiast jako Pjo niepew-
no$¢ badacza co do przyjetej wartosci X 1j0- Inna mozliwos¢ to przyjecie, Ze wartosc
poczatkowa jest ustalona (ma rozklad zdegenerowany: Pjjp = 0). Wowczas wartosé
poczatkowsa wyznacza si¢ na podstawie proby metoda najwieckszej wiarygodnosci
(por. Rosenberg (1973) oraz Harvey (1990)). Kolejna mozliwos¢ to przyjecie, ze po-
czatkowy wektor stanu jest losowy o rozproszonej gestosci i nie sg dostepne zadne
informacje co do wartosci poczatkowej: X1|0 =0, Py = Ik, gdzie K = 400 (W
praktycznych zastosowaniach przyjmuje sie dowolnie duze , por. De Jong (1991)).

Optymalnos¢ filtru Kalmana polega tym, ze oszacowanie )A(n‘n minimalizuje btad

sredniokwadratowy

E|(X, - X) (%, - X)'). (3.19)

posréd wszystkich estymatorow X powstatych na podstawie procesu obserwacji do
okresu n. Kazdy inny estymator ma macierz btedu sredniokwadratowego, ktora rézni
si¢ od macierzy bledu sredniokwadratowego P, filtru Kalmana o macierz dodatnio
zorientowana.

W przypadku, gdy zaburzenia nie maja rozktadu normalnego, filtr Kalmana prze-
staje by¢ optymalny, ale minimalizuje btad Sredniokwadratowy w klasie prognoz
liniowych wyznaczonych na podstawie procesu obserwacji Y7, ..., Y,,.

Zaleta filtru Kalmana jest rekurencyjny charakter wyznaczania kolejnych war-

tosci Xn|n_1, gdy pojawiaja sie kolejne obserwacje procesu pomiaru. Czesto jednak
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dysponujemy od razu ciggiem obserwacji az do momentu N. Mozemy wowczas wy-
korzystac je oszacowania stanu w dowolnym okresie n lezacym wewnatrz proby. Taki
estymator wektora stanu nazywamy wygtadzaniem i oznaczamy symbolem Xn| N-
W przypadku wygladzania Kalmana w celu otrzymania oszacowan )A(n‘ N dla
n = 1,..., N nalezy najpierw korzystajac z filtru Kalmana na podstawie obserwacji
Y1, Y2, ---, YN Wyznaczyc ciggi oszacowan wektora stanu (ann—lszlv ()A(nm)iv:l oraz
kowariancji (Pnlnfl):[:l’ (an):[:l. Nastepnie wyznacza sie wartosci wygtadzone re-

kurencyjnie w kierunku odwrotnym zgodnie ze wzorem
Xy = X + (XMW - f(m”n) : (3.20)

dlan=N-—-1N—2,..,1, gdzie J, = anFTPnH‘n. Podobnie mozna wyznaczy¢

macierze kowariancji
Pux = Papn + Ju (Pasuy = Pagan) Ji (3.21)

w kierunku odwrotnymn = N—1, N—2, ..., 1. Procedure postepowania wygtadzania
Kalmana w postaci pseudokodu przedstawia algorytm 2.

Przedstawione rozwazania zakladaly, ze H, F, ¢, d, Q, R sa znane. Zazwyczaj
jednak zalezg od nieznanych parametrow, ktore nalezy oszacowaé na podstawie da-
nych. Przyjmijmy, ze wektor § € © C R? zbiera wszystkie parametry, od ktérych
zaleza macierze H, F| ¢, d, (), R. Korzystajac z zalozenia o normalnosci zaktocen
zachodzi

Yo X ~ N (u(0), 2(9)) (3.22)

gdzie:

Mozna zatem wyznaczy¢ logarytm funkcji wiarygodnosci

N
InL(0;y1,....yn) = Z In f(y,|z,; 0) = —Sévln(%r — = Zln|Z )|
1 .
1S o )] [2060) o — (6)]. (329

n=1
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Algorytm 2. Wygtadzanie Kalmana

Dane sg: macierze H, I, (), R.

1. Jezeli proces stanu jest stacjonarny przyjmujemy:
)A(l‘o = 0 oraz P =E (XRXZ),

w przeciwnym przypadku Xy i Pyjp muszg by¢ zadane przez uzytkownika.
2. Dlan =1,..., N wykonujemy:

(i) Xn|n_1 =c+ HXn|n_1,

(i) Pyjn—1 = HPy 1 H' + Q,

(i) K = Pyt F” [FPmn,lFT + R}_l,

(iv) X = Xono1 + Ko (g — d = FXpjna ),

(v) Pojn = (I = KpF) Py

3.Dlan=N —1,...,1 wykonujemy:

(1) Jn = PupFT Pyiapn,

(i) Xojv = Xjn + Jn (XRH‘N - Xnﬂ‘n) ,

(i) Puy = Pajn + o (Pasapy = Payan) JE

Rezultat algorytmu:

A

Xon, Pynvdlan=1,...,Ndlan=1,..,N.

Maksymalizujac funkcje logarytmu wiarygodnosci (3.23) mozna wyznaczy¢ estyma-

QML

tor metody najwiekszej wiarygodnosci prawdziwej wartosci parametru 6y. Przy

speieniu odpowiednich warunkéw (por. Caines (1988, roz. 6)) estymator OML jest
zgodny i asymptotycznie normalny. Warunki te to: identyfikowalnosé parametru 6,
0y nie moze leze¢ na brzegu zbioru ©, wartosci wtasne macierzy F' musza lezeé
wewnatrz kota jednostkowego. Asymptotyczna normalno$é¢ estymatora najwickszej
wiarygodnosci dla filtru Kalmana w konkretnych przypadkach modeli stanow wy-

kazali Pagan (1980) oraz Ghosh (1989). Wlasnosé¢ ta przyjmuje postaé

VNI (0MF - 0,) ﬁ N(0, 1), (3.24)

gdzie Zyp v jest macierza informacji Fishera dang wzorem

1 N9 In f (yn|Tn; 0)
Lo =~k [Z 80007

n=1

H ] (3.25)
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Zazwyczaj jednak wykorzystuje sie wlasnosé, ze granica przy N — 400 macierza
informacji Fishera Zyp v jest taka sama jak granica wedlug prawdopodobienstwa

wyrazenia
1 &K P f(yalra; 0)
Z 0000™ ’

=ML

(3.26)

ktore mozna wyznaczy¢ analitycznie lub numerycznie.

[stotnym zagadaniem w kontekscie niegaussowskich modeli stochastycznej zmien-
nosci jest wptyw ztamania zatozenia o gaussowskiej naturze zaklocen. Kwestie te
rozwazal White (1982). Wykazal, przy pewnych zatozeniach (m.in. dotyczacych re-
gularnosci funkeji In f(y,|z,;0)) tak powstalty estymator metody quasi-najwieksze;
wiarygodnoéci (quasi-mazimum likelihood estimator) 09ML jest zgodny i asympto-

tycznie normalny, przy czym
~ d . —1
VN (92M _ g,) N (o, TpTop Top] ) : (3.27)

gdzie Zyp, to granica wedlug prawdopodobienstwa (3.26) dla prawdziwej wartosci
parametru 6, natomiast Zop, to granica (przy N — 4+00) 1/N SN [5,(0)] [sa(0)]",

gdzie

oln f(yn|xn; 0)

sn(0) = a0

=0,
Warunki podane przez White (1982) sa jednak w praktyce trudne do zweryfi-
kowania. W takim przypadku nalezy bada¢ wtasnoSci estymatora metodami Monte

Carlo.

3.4 Liniowe modele przestrzeni dla nieguassow-
skich modeli stochastycznej zmiennosci typu

Ornsteina-Uhlenbecka

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) przedstawili model stochastyczny BNS dany

réwnaniami (2.3) oraz (2.4) w postaci przestrzeni stanéw w przypadku, gdy 5 = 0.

Model przestrzeni 3.1.
Dla podstawowego modelu stochastycznej zmiennosci BNS (definicja (2.1)), dla kto-
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rego 3 = 0 model przestrzeni standow mozna zapisac jako

Y,=d+ HX, + u,

(3.28)
X,=FX, 1 +v,
Wektory stanu © pomiaru przyjmujg odpowiednio postaé
o2 n
Xo=| " |, va=|" . (3.29)
o*(An) Yn
Wektor ¢ oraz macierze H i F' sqg réwne odpowiednio
A 0 0 0 1—e?a
c=| "7 H= . F= ‘ . (3.30)
M2A2 )\71 0 0 efAA

Wektor szumu pomiarowego u, ma warto$¢ oczekiwang i macierz wariancji-kowariancji

rowne odpowiednio

0 A 2uA?
E (u,) = C RevVarw)=| © Ha'e
0 2uA2E ApPA3E + 2 (2w (A) + E2A?)
(3.31)
Wektor szumu procesu v,, przyjmuje postac
o= | T (3.32)
Mn

Wektor losowy n, = [mn  Mon]” ma warto$¢ oczekiwang © macierz wariancji kowa-

riancji postaci

1— e—/\A 1 1 — 62)\A 1— e—AA
E () =¢ ., Var(n,) =2w| ? ( )

3.33
AA 1—e 2 AA ( )

Parametry &, w?, to odpowiednio wartoéé oczekiwana i wariancja rozktadu sta-
cjonarnego procesu wariancji chwilowej, a funkcja r** jest dana wzorem (2.28) i
zalezy od parametru A i dtugosci okresu pomiedzy obserwacjami A. Wartosci wta-
sne macierzy F sg réwne 0 i e . Dodatnia wartoéé parametru A implikuje, ze obie
wartosci wlasne leza wewnatrz kregu jednostkowego i mozna jako poczatkowe war-
tosci przyja¢ bezwarunkowa wartos¢ oczekiwang i kowariancje zgodnie ze wzorami

(3.17) i (3.18).
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W prezentowanej w podrorzdziale 3.3 teorii filtrow Kalmana wektory zaburzen
losowych miaty zerowa warto$¢ oczekiwang. Natomiast, w przedstawionej przez
Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) przestrzeni stanéw warto$¢ oczekiwana wek-
tora szumu pomiaru nie jest rowna wektorowi zerowemu. Mozna jednak przeksztat-
ci¢ réwnanie stanu do réwnowaznej postaci spelniajacej warunek zerowej wartosci

oczekiwanej wektorow losowych. Réwnanie stanu jest rownowazne réwnaniu

¢ ()\A —1+ e’)‘A> 0 1—e>A
n — n—1
& (1 — e"\A) 0 4
n— T — E(AA =1 42
4| . ) (3.34)
Tn — 5 (1 —e )
Réwnanie (3.34) zawiera wyraz wolny. Wstawiajac w miejsce X,, wektor
- o2 — EAN A\
g, = | ¢ _x, - | ] (3.35)
o?(An) —¢ 3
otrzymujemy rownanie
oo |0 lme? g w1 — € (AA =14 e
X, = € X4 Mon — M 5( e )
0 e Mn — & (1 — 67}‘A>
= FX,_1 + Un, (3.36)

bez wyrazu wolnego. Wartos$¢ oczekiwana o, jest rowna wektorowi zerowemu, nato-

miast wariancja przyjmuje postaé

) 11
Var (0,,) = Var | =
1 0
[ 1 20A AA T
| U 1(1-e?) 1-e -1 1|
1 0 1—e 2 AA 1 0

N %6—2AA2€—>\A FAA 1 — e A % (1 _ e2,\A)

1—e—2 (1 — e”‘A> 1 (1 _ ezm)

N

= 2w?

Q. (3.37)
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Nalezy wtedy takze skorygowaé¢ réwnanie pomiaru

1A 0 0
Y, = + Xn+u, =
A2 Ao
1A 0 0 0 0
prA? A0 EA EA
HA 0 01| - .
= + X, +u, =d+ HX, + u,.
LEA? + EA A0

Otrzymujemy zatem nastepujacy model przestrzeni stanéw

A 0 0] .
Yn - + Xn + U,
2 A2 —1
12A? 4 EA A0
(3.38)

N 0 1—e | _
Xn = Xn—l + ﬁna

0 e—)\A

z zaburzeniami u,, i 0,, o wartosciach oczekiwanych rownych wektorowi zerowemu i
macierzami kowariancji R i Q danymi wzorami odpowiednio (3.31) i (3.37). Przed-
stawiona postaé przestrzeni stanéw jest liniowa, ale nie jest guassowska. Zaburze-
nia nie maja rozktadu normalnego, zatem za pomoca filtru Kalmana otrzymujemy
najlepsze liniowe oszacowania wariancji aktualnej o2 w okresie n na podstawie ob-
serwacji logarytmicznych zwrotéw gy i ich kwadratéw yi dla k = 1,...,n. Nie jest to
jednak estymator minimalizujacy btad sredniokwadratowy. Stad w dalszej czesci roz-
dziatu zostanie zaprezentowane podejscie z wykorzystaniem filtru czasteczkowego.
Majac do dyspozycji obserwacje z catej proby mozna takze wykorzystaé¢ wygtadza-
nie Kalmana, co poprawia doktadnosé estymacji. Na rysunku (3.1) przedstawiono
przyktad estymacji wariancji aktualnej za pomoca filtru oraz wygtadzania Kalmana.
Wariancja aktualna zostata wyznaczona na podstawie procesu wariancji chwilowej
o rozkladzie stacjonarnym gamma o wartosci oczekiwanej & = 0,2 oraz odchyleniu
standardowym w = 0, 1. Pozostate parametry: A = 0,01,y = 3 = 0.

Uwzglednienie parametru [ réznego od zera jest w przypadku liniowej prze-
strzeni stanoéw niemozliwe. Zgodnie ze wzorem 2.24 ze strony 61 rozktad warunkowy

logarytmicznych stép zwrotu przyjmuje postaé

Yn ’O-??L ~ N (MA + /BO-EL’O-?L) )
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0,6 1

2
Oy,

0,5 1 — Filtr Kalmana

— Wygtladzanie Kalmana

0 250 500 750 1000

Rysunek 3.1: Trajektoria wariancji aktualnej oy, (linia czarna) oraz jej oszacowania za

pomocy filtru Kalmana (czerwona linia) i wygtadzania Kalmana (linia niebieska).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

co mozna zapisac
2 /
Yn = A + ﬂo-n + O}ZLEnv

gdzie €, ~ N(0,1). Model jest nieliniowy ze wzgledu na wariancje aktualng o2.
Mozna by byto wykorzysta¢ jedno z uogdlnien filtru Kalmana dla przypadku nieli-
niowego: rozszerzonego filtru Kalmana (Eztended Kalman Filter, EKF) lub bezslado-
wego filtru Kalmana ( Unscented Kalman Filter, UKF), ale w przypadku jednoczesnie
nielinowym i niegaussowskim jest to rozwigzanie mniej optymalne niz zastosowanie
filtrow czasteczkowych (Brzozowska-Rup i Dawidowicz, 2009). Uwzglednienie para-
metru 8 réznego od zera i wlaczenie efektu dzwigni do modelu przestrzeni stanéw
zostanie przedstawione w specyfikacjach filtru czasteczkowego w podrozdziale 3.6.
Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zasugerowali, ze mozna réwniez zastsowaé
filtr Kalmana w przypadku ztozenia ztozenia kilku proceséw wariancji chwilowe;j.
Nie przedstawili jednak odpowidniego modelu przestrzeni stanéw. Ponizsza postaé

przestrzeni stanéw zostata przedstawiona w pracy Szczepocki (2018)8.

SW pracy Szczepocki (2018) zastosowano nieco inng metode wyznaczania wag w ztozeniu pro-

ceséw zmienno$ci w oparciu na propozycji Griffin i Steel (2006)
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Model przestrzeni 3.2.

Dla modelu stochastycznej zmiennosci BNS ze zlozeniem proceséw zmiennosci (defi-
nicja (2.2) ze strony 67), dla ktérego B = 0 model przestrzeni standw mozna zapisaé
jako

Y, =d+ HX, + u,
(3.39)

Xn=FX,_1+v,.

Wektor pomiaru przyjmuje postac

Y, = , (3.40)

2x1

natomiast wektor stanu

)\10%7n — wléA)\l
o?(An) — w &
)\20'5’” — w2§A)\2
X, = o3(An) — wyé (3.41)

)‘20123,n — U)PfA)\p

L O-?D(An) B wp§ d2Px1

Wektor ¢ oraz macierz Haxop Sg TOwne odpowiednio

JT7AN 0O 0 0 0 -- 0 0
c= , H= . (3.42)
UEA? 4 EA AT 0 A0 e AT

2x1 p 2x2P

Macierz Fopyop jest blokowo-diagonalna o blokach

0 1—e M2
) —
0 e A

dla p = 1,..., P. Wektor losowy u, ma wartos¢ oczekiwang rowng wektorows zero-
wemu (w R?) i macierz wariancji-kowariancji postaci
A 22
R = Var (u,) = . Hat . (3.43)
2UAZE ApPA3E 42 (2w2 Sl wprt(A) + 52A2)

2x2
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Wektor losowy v,, przyjmuje postaé

Mo — mn —wné (MA =14 e78)

mn —wif (1—e™MA)
Uén) — 771n — w9 ()\ — 14+ 6—>\2A)
'fhn — waf (1 *2A) ’

7755) 77§n —wpé (APA — 1+ eprA)
77%5) —wpé (1 — e"\PA)

42Px1

Wartosé oczekiwana wektora v, jest réwna wektorowi zerowemu (w R?? ), natomiast

macierz wariancji-kowariancji Qopxop jest macierzg blokowo-diagonalng o blokach

3 1 —22A0 —MA A 1 (1 22A
) 5 — 3¢ PR2e P+ NA 1 —eTw 2(1 eP)

1 — A _ % (1 _ ezApA) % (1 _ eZApA)

2wpw

W efekcie otrzymujemy liniowa postaé przestrzeni stanu, ktéra umozliwia uzycie
filtru Kalmana, ale podobnie jak w przypadku podstawowego modelu BNS zabu-
rzenia nie maja rozktadu gaussowskiego. Zatem oszacowania wariancji aktualnej
nie sg optymalne (nie minimalizuja btedu sredniokwadratowego). Na rysunku (3.2)
przedstawiono przyktad zastosowania filtru Kalmana, w przypadku ztozenia dwdch
proceséw wariancji chwilowej rozktadzie brzegowym gamma (proces Ga-supOU,) o
wartosci oczekiwanej & = 0,5 oraz odchyleniu standardowym w = 0, 3 oraz wagach
wy = 0,251 wy = 0,75 1 parametrach persystencji réwnych odpowiednio A; = 0, 5,
Ay = 0,01. Ponadto przyjeto p = f = 0. Wida¢ wyraznie, ze zaréowno filtr jak i
wygltadzanie Kalmana daja duzo lepsze oszacowanie drugiej sktadowej o wigkszej
wadze w ztozeniu.

Filtr Kalmana mozna wykorzysta¢ rowniez wykorzystany w przypadku, gdy za-
miast logarytmicznych zwrotéw obserwowane sg wartosci wariancji zrealizowanej.
Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) przedstawili model przestrzeni stanéw dla mo-
delu stochastycznej zmienno$ci w oparciu o dane wysokiej czestotliwosci i esty-
mator wariancji zrealizowanej (por. podrozdziat 2.6). Wykorzystali przy tym wta-
snoé¢ wariancja aktualnej o2 pozwalajaca zapisaé¢ ja w reprezentacji stanu modelu

ARMA(1,1).
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Rysunek 3.2: Trajektoria wariancji aktualnej o2 (a) powstalej ze ztozenie dwéch

wariancji aktualnych o, (b)

i U%yn

(c) oraz ich oszacowania za pomoca filtru Kalmana

(czerwona linia) i wygladzania Kalmana (linia niebieska).

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Model przestrzeni 3.3.
Dla podstawowego modelu stochastycznej zmiennosci BNS (definicja (2.1) ze strony

51), dla ktorego p = = 0 model przestrzeni stanéw mozna zapisaé jako

Y,=d+ HX, + u,

(3.44)
X, =FX, 1+ uv,.
Proces stanu i pomiaru przyjmujg odpowiednio postaé
o2 —EA
X, = né , Y, =A{y.}. (3.45)
€n
Wektor ¢ jest stalg liczbowq ¢ = pA, macierze H i F' sq rowne
o 1
H:[1 o}, H= . (3.46)
0 0

Wektor szumu pomiarowego w, jest jednowymiarowg zmienng losowg o wartosSci

oczekiwanej 0 i wariancji (por. wzor (2.50))
Q=2M <2w2)\_2 (M — 1 xAM ) + (AM) g2> . (347)

Natomiast wektor szumu procesu v, ma warto$¢ oczekiwang rowng wektorowi zero-

wemu (w R?) i macierz wariancji-kowariancji

o2 o2
R = (3.48)
o2y o29?

Parametry ¢,9,0% odpowiadajq sktadnikowi autoregresyjnemu, Sredniej ruchomej i
wariancji procesu ARMA(1,1) dla wariancji aktualnej o2, natomiast €, jest sktad-

nikiem losowym tego procesu.

Model przestrzeni stanu przyjmuje zatem postac

¢ 1 oy (3.49)
Xn = Xn—l + Tn,
0 0 o,
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Zaburzenia nie majg rozktadu normalnego, zatem za pomocy filtru Kalmana
otrzymujemy najlepsze liniowe oszacowania wariancji aktualnej o2 (przesunigte o
£A) w okresie n na podstawie estymatora wariancji zrealizowanej obserwowanego
do okresu n. Na rysunku 3.3 przedstawiono przyktad wykorzystania modelu prze-
strzeni stanéw postaci (3.49) do estymacji wariancji aktualnej przy pomocy filtru i
wygltadzania Kalmana. Wida¢ wyraznie, ze wraz ze wzrostem M rosnie doktadnosé
estymacji. Wariancja aktualna zostata wyznaczona na podstawie procesu wariancji
chwilowej o rozkladzie stacjonarnym gamma o warto$ci oczekiwanej & = 0,2 oraz
odchyleniu standardowym w = 0, 1. Pozostate parametry: A = 0,01, u = = 0.

Modele przestrzeni stanéw opisane przez twierdzenia 3.1 oraz 3.7 cho¢ réznig si¢
zaréwno rownaniami przejscia jak i procesu, to maja pewne elementy wspoélne. Po
pierwsze model okreslony przez twierdzenie 3.7 mozna takze wykorzysta¢ w przy-
padku, gdy zamiast wariancji zrealizowanej obserwowane sa zwroty dzienne, pod
warunkiem, ze p = = 0. Mozna wéwczas przyja¢ M = 1, co oznacza, ze wariancja
zrealizowana jest réwna kwadratom dziennym logarytmicznych stép zwrotu. Po dru-
gie rownania przejécia w modelach przestrzeni stanéw opisanych przez twierdzenia
3.1 oraz 3.7 dostarczajg identycznego oszacowania a priori &,2””71 wariancji aktualnej
(przy danym oszacowaniu &5, ;). Cho¢ drugie sktadowe wektoréw stanow sg inne
to i tak nie one biorg udzialu w rownaniach pomiaru. Zatem rownania stanu moga
byé w tych dwéch modelach przestrzeni stanéw stosowane zamiennie”. Wynika to
z faktu, ze obie reprezentacje korzystaja z tej samej informacji o procesie wariancji
chwilowej: wartosci oczekiwanej &, wariancji w? oraz funkcji autokorelacji r.

Roéwniez model przestrzeni stanéw (3.49) mozna uogélni¢ na przypadek ztozenia
P proceséow zmiennosci. Barndorff-Nielsen i Shephard (2002) w zarysie przedstawili
jak uwzgledni¢ ztozenie proceséw zmiennosci i przedstawili wyniki badania empi-

rycznego dla ztozenia dwoch i trzech proceséw zmiennosci.

Model przestrzeni 3.4.
Dla modelu stochastycznej zmienno$ci BNS ze zlozeniem proceséw zmiennosci (de-

finicja (2.2) ze strony 67), w ktérym parametr 5 = 0 model przestrzeni standw a

"Zamiana réwnan stanéw pocigga za sobg korekte réwnaii pomiaru.
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procesem pomiaru jest wariancja zrealizowana przyjmuje postac

Y, =d+ HX, + u,
(3.50)

Xn=FX,_1+ v,.

Proces stanu i pomiaru przyjmujqg odpowiednio postac

2
€1,n

Xn = 03, —wéley, , o Ya={u} (3.51)

2
ag — W AE
L~ Pn 2§ BPn | 2Px1

Wektor ¢ jest stalq liczbowq ¢ = p/A, macierze H jest rowna
H=|1010 ... 10/, (3.52)

natomiast macierz Fopyop jest blokowo-diagonalna o blokach

¢p 1
0 0

F= (3.53)

2X2

Wektor szumu pomiarowego w, jest jednowymiarowq zmienng losowg o wartoSci

oczekiwanej 0 i wariancji (por. wzor (2.52))
28~ Wp [ _nan -1 —1\2 (2
Q=2M |=2w le(e , 14+ MAMTY) 4 (AMTY) ) (3.54)
p=14"p

Natomiast wektor szumu procesu v, ma warto$¢ oczekiwang rowng wektorowi ze-

rowemu (w R*’) i macierzy wariancji-kowariancji Ropxaop blokowo-diagonalnej o

blokach

o2 o2 )
R,=1| "™ 7" ’2’ : (3.55)
aaypﬁp ampz?p

Dla p = 1,..., P parametry ¢p,19p,0(2,7p odpowiadajq sktadnikowi autoregresyjnemu,
$redniej ruchomej i wariancji procesu ARMA(1,1) dla wariancji aktualnej o2, , a

p7n’

€pn jest skladnikiem losowym tego procesu.



Rozdziat 3. Estymacja niegaussowskich modeli zmiennosci stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 114

Podobnie jak w przypadku twierdzen 3.1 i 3.7 mozna zamiennie stosowaé¢ réw-
nania przestrzeni stanow z twierdzen 3.4 oraz 3.2.

Przedstawione modele przestrzeni stanéw nie zaleza od wyboru rozktadu sta-
cjonarnego procesu wariacji chwilowej, a jedynie od parametréow tego rozkltadu:
warto$ci oczekiwanej i wariancji oraz parametru \. Jest to zatem podejscie semi-
parametryczne (Barndorff-Nielsen i Shephard, 2001b).

Liniowe przestrzenie stanow umozliwiaja zastosowanie metody quasi-najwiekszej
wiarygodnosci do wyznaczenia estymatorow parametrow. Wartos¢ estymatora mozna
wyznaczy¢ maksymalizujac numerycznie funkcje quasi-wiarygodnosci dang wzorem
(3.23). Podejscie to zostato zaprezentowane w Barndorff-Nielsen i Shephard (2002)
do modeli przestrzeni stanéw 3.7 oraz 3.4 dla szeregu obserwacji wariancji zrealizo-
wanej wyznaczonych na podstawie kursu USD/DM (dolara wyrazonego w markach
niemieckich). W pracy Szczepocki (2018) zastosowano metode quasi-najwiekszej wia-
rygodnoéci na podstawie modelu przestrzeni stanéw 3.2 do modelowania zmiennosci
kursu EUR/PLN (kursu Euro wyrazonego w ztotych). W pracy tej do numerycz-
nego maksymalizowania wartosci funkcji quasi-wiarygodnoéci zastosowano algorytm
L-BFGS-B (Limited Memory BFGS) zaimplementowany w programie R. Jest to wa-
riant metody quasi-Newtona z pracy Byrd i in. (1995).
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Rysunek 3.3: Trajektoria wariancji aktualnej o, (linia czarna) oraz jej oszacowania za
pomocy filtru Kalmana (czerwona linia) i wygladzania Kalmana (linia niebieska) dla

M = 24, 288. Punktami + oznaczono oszacowania wariancji zrealizowane;j.

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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3.5 Filtry czasteczkowe

Filtry czasteczkowe, zwane takze sekwencyjnymi metodami Monte Carlo, zostaty
opracowane niezaleznie przez réznych autoréw (Pitt i Shephard, 1999). Jako pierw-
sza wkszuje sie prace Gordon i in. (1993), w ktérej zaproponowano algorytm, ktory
obecnie nazywa sie bootstrapowym filtrem czasteczkowym, do estymacji niegaussow-
skich modeli przestrzeni stanéw. Kitagawa (1996) przedstawil podobny, ale bardzie;
ogolny algorytm do modelowania szeregéow czasowych. Po raz pierwszy termin filtr
czasteczkowy zostat uzyty w pracy Del Moral (1996).

Filtry czasteczkowe aproksymuja rekurencyjnie gestosci p (., |y1.m;60) dla kolej-
nych wartoécin = 1, ..., N. Ponadto dostarczaja takze aproksymacje gestosci filtracji
P (Zn|Yy1.0;0). Metody te przyblizaja rozktady ciagte p (xo.|y1.; @) rozktadami dys-
kretnymi wyznaczonymi za pomoca wazonych losowych prob (xélil, wg))il, zwanych
czasteczkami. Nie mozna jednak stosowaé klasycznej metody Monte Carlo i losowaé
bezposrednio z rozktadu p (zg.,|y1.n; 0), poniewaz rozktad ten nie jest znany. Zamiast
z tego stosuje sie losowanie z rozkladu waznosci (importance sampling) o funkcji ge-
stosci (zwanej funkcja waznosci) qo., (Zo.n|y1m; @), ktory przybliza nieznany rozktad
P (Tom|y1m; 0). Rozklad waznosci dobiera sie tak, aby byl jak najbardziej podobny
aproksymowanemu rozktadowi i jednoczesnie byta mozliwos¢ generowania zmien-
nych losowych z tego rozktadu. Wylosowana w ten sposéb proba musi zatem zostaé

sprzewazona” ze wzgledu na fakt losowanie z niepoprawnego rozktadu. Wagi, zwane

wagami waznosSci (importance weigths) definiuje sie jako iloraz

Wi — P (x(()l;)n’ylzn;9>

" o (eShlyias0) (3.56)

dlai=1,..., K. Rozktad waznosci w ogdlnosci moze zmienia¢ sie wraz czasem (stad
0 : n w indeksie dolnym). Zazwyczaj w celu przyspieszenia obliczen funkcje waznosci

dekomponuje sie na dwie czesci

qdo:n (x01n|y1:n; 9) =dn (wn|w0:n—17 Y1 ‘9) qo:n—1 (xO:n—1|y1:n—1; 6) . (357)

VK )
Dla kazdej czasteczki ([Eézzl) _, drugi skladnik go.i—1 (x(()f)n,ﬂyl:n_l; 9) jest delta Di-

raca 0_s , czyli rozkladem przyjmujacym wartos¢ 1 dla wylosowanej w okresie
0:n—1
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n — 1 czasteczki ngzl_l i przyjmujacy wartos¢ 0 dla wszystkich innych mozliwych
N\ K
prob xg.,,—1. W celu otrzymania dla okresu n nowego zestawu czasteczek (ZL‘[()Z:) ),_1

WK
losuje sie tylko (xﬁf)) 7 rozkladu o funkeji waznosci g, (,|Zo.n—1, Y1.n; ) 1 dotacza

(4)

’ K
do otrzymanych do okresu n — 1 czasteczek (xol:n_l) _, howe sktadowe

(x(()127“>zi1 - (x(()l;zl—l’ xs))f;

Dodatkowo mozna zdekomponowaé gestosé

P (Yn|Zoin, Y1:0-1; 0) P (Toin |[Toin, Y1:n-136)
P (To:n|Y1:n-1;0) B
_p (Ynl 0, Y1:0—150) P (T0| P01, Y1:n—1;0) P (Ton—1]Y1:0-1;0) .
P (Ynly1:n-1;0)
_bp (Ynlzn; 0) p (Tn|T0-1;0) p (To:n—1|Y1:0-1;0)

P (x():n|y1:n; 9) -

o 3.58
P (Ynly1m-1;0) ( )
Wstawiajac (3.57) 1 (3.58) do (3.56) otrzymujemy
(9) P (yal2:60) p (2 2)1:0) p (w60 g10-139)
= D0 0
p (yn|y1:n—l; 0) an (In |l‘0:n717 Y1:ns 0) do:n—1 ("L‘O:n71|y1:n—1; 9)
@) p (20129 - g

o P \Yn|Typ’; plx, | Thq;

s, PO ) (i 10) 359

an (22001, Y103 9)

dla i = 1,..., K (symbol & oznacza "wprost proporcjonalne do”). Pozwala to wy-
znaczy¢ wagi w okresie n tylko na podstawie wag z poprzedniego okresu n — 1 oraz
iloczynu gestosci p (zn|xn—1;0) 1 p (yn|zn;8) okreSlonych przez dany model prze-
strzeni stanéw podzielonych przez funkcje waznosci g, (€,|To.n—1,Y1.n;0). lloraz ten
nazywany jest wspotczynnikiem przyrostu wagi i jest niezalezny od przesztych ob-
serwacji zmiennej pomiaru i od trajektorii procesu stanu do okresu n — 2 wtacznie.
Do rozpoczecia rekurencji potrzebna jest losowanie z rozktadu waznosci dla n = 0.
Zazwyczaj jest to losowanie ze znanego rozkladu p (z;6).

Majac do dyspozycji zbior czasteczek (xgzl, wg))il mozna dokonaé aproksymacji
rozkladu p (2o.n|Y1.0; 0). Zazwyczaj dokonuje sie to przy pomocy znormalizowanych
wag

w)

MO — T
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w celu zwigkszenia stabilnosci estymatora. Wéwczas
K .
Ponadto mozna takze uzyskac¢ oszacowanie wartosci oczekiwanej dla pewnej funkcji

f (zo.n) zmiennej przestrzeni stanu postaci

IR

a0 f (260) ~ Ef (Xon) [y1n] - (3.61)

=1

Przedstawiona procedura wyznaczania oszacowan gestosci p (Zo.|y1.n;6) dla ko-
lejnych wartoéci n € N nazywana jest sekwencyjna metoda waznosci (sequential im-
portance sampling, SIS) 1 jest podstawowym wariantem filtru czasteczkowego. Zapis

w postaci pseudokodu przedstawia algorytm 3.

Algorytm 3. Filtr czasteczkowy - sekwencyjna metoda waznosci (SIS)

1. W okresie n = 0.

Dla:=1,.., K:
(a) Losujemy 2 7 rozktadu g (x0)
- (6) — p(xo)
(b) Wyznaczamy wagi w;,’ = = =)

2. Dla okreséw n = 1, ..., N wykonujemy:
(i) Dlai=1,..K:
(a) Losujemy () z rozktadu g, (2,|20m—1, Y1m; 0)
o P (vnlz50) p («]afL150)
g (208 i 0)

(b) Wyznaczamy wagi w(? = w

(i) Dlai=1,.., K:
w

K @)
i=1 Wn

Normalizujemy wagi: @(Li) —

(iii) Wyznaczamy oszacowania wartosci E [f (z,,)] = =K, @@ f (:v,(j))

Rezultat algorytmu:

Oszacowania wartoséci E [f (z,,)] dla okreséw n = 1,..., N.

Istotng wada ograniczajaca lub wrecz uniemozliwiajaca stosowanie filtru cza-

steczkowego SIS w praktyce jest problem degeneracji wag. W praktyce, po kilku
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iteracjach algorytmu SIS niemal wszystkie wagi beda rowne 0 poza jedna wagg o
wartosci bliskiej 1. Gordon i in. (1993) zaproponowali, aby w algorytmie SIS dodaé
jeszcze jeden krok: po wyznaczeniu oszacowan nalezy dokonaé reprokowania (re-
sampling), czyli losowania ze zwracaniem N czasteczek wedtug prawdopodobienstw
wyznaczonych przez znormalizowane wagi. Ma to na celu powieleniu czasteczek o
duzych wagach i wyeliminowanie czasteczek o matych wagach. Po wylosowaniu ze
zwracaniem wagi sa zréwnane do odwrotnoéci liczby czasteczek: w() = 1/K, dla
1 = 1,..., K. Tak powstaly algorytm filtru czasteczkowego jest nazywany sequen-
tial importance resampling (SIR), a w polskiej literaturze klasycznym filtrem cza-
steczkowym (Brzozowska-Rup i Dawidowicz, 2009). Algorytm 4 przedstawia zapis

klasycznego filtru czasteczkowego w pseudokodzie.

Algorytm 4. Filtr czasteczkowy - klasyczny algorytm (SIR)

1. W okresie n = 0.

Dla:=1,.., K:
(a) Losujemy :E((f) z rozktadu g ()
- (i) — p(xo)
(b) Wyznaczamy wagi wy,’ = = =)

2. Dla okreséw n =1, ..., N wykonujemy:
(i) Dlai=1,.., K:
(a) Losujemy ) z rozktadu g, (2,|20m—1, Y1m; 0)
o P (vnlz50) p («]2}L150)
T (W18 s 0)

(b) Wyznaczamy wagi w() = w

(i) Dlai =1, ..., K:
Normalizujemy wagi: SE o)
(iii) Wyznaczamy oszacowania wartosci E [f (z,,)] = =K, & f (mﬁj))

K
(iv) Losujemy ze zwracaniem K czasteczek z prawdopodobienstwami (zbﬁ?)

(v) Przyjmujemy w® = 1/K dlai=1,.... K

i=1

Rezultat algorytmu:

Oszacowania wartoséci E [f (z,,)] dla okreséw n = 1,..., N.

Stosowanie reprobkowania ma réowniez wady. Przede wszystkim eliminacja cza-
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steczek o najmniejszych wagach i zwielokrotnienie czasteczek powoduje degeneracje
roznorodnosci proby oraz utrate niezaleznosci czasteczek. Ponadto zwicksza takze
wariancje estymatorow. Dlatego czes¢ autorow sugeruje stosowanie reprobkowania
tylko w przypadku, gdy wagi waznosci sg niezbilansowane. Trzy popularne miary
zbilansowania wag to wspodlezynnik wariacji (coefficient of variation, CV (Kong i
in., 1994)), efektywna liczebno$¢ proby (effective sample size, ESS (Liu, 1996)) i en-
tropia Shannona (Shannon Entropy, SE). W przypadku, gdy dla pewnego n miara
zbilansowania wag spadnie ponizej pewnej z gory ustalonej wartosci progowej, to
nastepuje w danej iteracji reprobkowanie. W konsekwencji losowanie ze zwracaniem
odbywa si¢ w losowych iteracjach algorytmu.

Najczesciej jako miare zbilansowania stosuje sie efektywna liczebnosé proby de-
finiowana za pomoca wariancji wag waznosci

K B K

1+ Vec, (w,&’)) R [(U%(f)f}

Kgss =

Wspoétezynnik ten przyjmuje wartosci 1 < Kggg < K. W przypadku, gdy Kgss = K
proba jest doskonale zbilansowana i wszystkie czgsteczki doktadaja sie do estymatora
(3.60). Nie mozna go jednak zazwyczaj policzy¢ analitycznie. Zamiast tego stosuje
sie oszacowanie
Kpss = ;A(i), (3.62)
i=1 Wn
ktore rowniez przyjmuje wartosci 1 < Kgss < K. Najczesciej wskazuje sie jako
progowa wartosé¢ polowe liczby czastek K = K /2.

Wspoétezynnik wariacji CV definiuje sie jako

cv = J ;{f:l (Kt 1), (3.63)
Miara ta przyjmuje wartoéci 0 < CV < /K — 1. Jedli wszystkie wagi majg iden-
tyczna wartos$¢ to miara przyjmuje wartosc 0. Jezeli jedna czasteczka ma wage rowng,
1, natomiast wagi pozostalych czasteczek sg zerowe, to miara przyjmuje wartoscé
VK —1. W poréwnaniu do pozostalych dwéch miar jako jedyna przyjmuje tym
wiersza wartos¢ im gorsze jest zbilansowanie wag, czyli mierzy niezbilansowanie

wag.
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Entropie Shannona wyznacza sie ze wzoru

K
SE = -3 0% log, &®. (3.64)

i=1
Minimalna wartos$¢ tej miary to 0, w przypadku, gdy cata masa prawdopodobien-
stwa jest skoncentrowana w jednej czasteczce. Maksymalng wartosé¢ jaka przyjmuje
entropia Shannona, to log, K, kiedy wszystkie wagi maja identyczna wartosc.
Kolejnym istotnym zagadnieniem jest wybér funkeji waznosci g, (2, |Ton—1, Y1:n; 0)-

Najprostszym wyborem jest wybranie jako funkcji waznosci gestosci przejscia

dn (iﬂn’mO:nfla Y1:n; 0) =P (xn‘xO:nfb Yi:n; 9) . (365)

Tak dobrana funkcja waznosci ze wzgledu na bayesowska interpretacje réwnania
(3.7) jest przez wielu autoréw (np. Brzozowska-Rup i Dawidowicz (2009)) nazy-
wana funkcjg waznosci roztadu a priori. Podejscie to zostato wykorzystane w pracy
wprowadzajacej filtr czasteczkowy (Gordon i in., 1993) i jest nazywane filtrem bo-
otstrapowym® (bootstrap filter). W tym wariancie funkcji wazno$ci wzér na wagi

waznosci (3.59) redukuje si¢ do wzoru
w =w? p (yn|x£f); 9) : (3.66)

Ponadto przy losowaniu ze zwracaniem w kazdej iteracji algorytmu wzér (3.66)
upraszcza sie do postaci
wi = p (ya|2;6),

poniewaz wagi po losowaniu ze zwracaniem dla wszystkich czasteczek sg réwne statej
1/K. Uproszczenie wag ma istotne znaczenie nie tylko ze wzgledu na przyspiesze-
nie obliczen. Pozwala takze na zastosowanie filtru czasteczkowego w przypadkach,
gdy nie jest znana posta¢ funkcji przejécia, ale mozna losowa¢ zmienne losowe z
rozktadu przejscia. Jak okaze sie w dalszej czesci rozdziatu jest to akurat przypa-
dek modeli stochastycznej zmiennosci skonstruowanych w oparciu o niegaussowskie

procesy Ornsteina-Uhlenbecka. Wada filtru bootstrapowego jest to, ze tak wybrana

8Nazwa pochodzi od wprowadzonej przez Bradleya Efrona metody bootstrap — szacowania roz-
ktadu bledéw estymacji, za pomoca wielokrotnego losowania ze zwracaniem z proby (por. Domanski

i Pruska (2000, roz. 8)).
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funkcja waznosci jest niezalezna od obserwacji zmiennej pomiaru w danej iteracji
algorytmu y,,, co powoduje, ze filtr boostrapowy jest bardzo wrazliwy na obserwacje
nietypowe.

W literaturze proponowane sg takze inne funkcje waznosci. W wiekszosci przy-
padkow sa to metody trudne do zaimplentowania w praktycznych zastosowaniach.
Przyktadowo Liu i Chen (1995) zaproponowali metode wybory funkcji waznosci
minimalizujaca warunkowa wariancje wag waznosci. Metoda ta jednak wymaga
losowania z rozktadu warunkowego p (z,|z,_1,yn;0) i obliczenia wartosci funkcji
P (Yn|Tn_1;0) do wyznaczania wartosci wag waznosci. Jest mozliwe tylko w nie-
licznych przypadkach np. modelu liniowego gaussowskiego (Creal, 2012). Kolejna
alternatywa jest pomocniczy filtr czateczkowy (auziliary particle filter, APF) za-
proponowany przez Pitt i Shephard (1999). W metodzie tej nastepuje odwrécenie
kolejnosci: najpierw dokonuje si¢ reprobkowanie wedtug wag wyznaczonych wedtug
pewnej zmiennej pomocniczej, a nastepnie losowanie czasteczek z reprobkowanych
wartosci.

Glownym celem filtréw czasteczkowych jest wyznaczenie estymatoréw stanu zmien-
nej ukrytej oraz rozktadu warunkowego p (x,|y1.,; ). Wybor estymatora punktowego
zalezy od przyjetego kryterium optymalnosci (funkcji straty, por. Lehmann (1991,
roz. 1)). W przypadku filtru czasteczkowego jako estymator zmiennej ukrytej przyj-

muje sie wartos¢ oczekiwana rozkladu warunkowego p (2,|y1.n; 6)
T = E(Xalyia), (3.67)

poniewaz taki wybor jest optymalny ze wzgledu na minimalizacje btedu Srednio-
kwadratowego (Brzozowska-Rup i Dawidowicz, 2009). Wartos¢ oczekiwana stanu
ukrytego (wzér (3.67)) mozna przyblizy¢ za pomoca estymatora

K

FE =30z, (3.68)

i=1
Wzor (3.67) jest specjalnym przypadkiem bardziej ogblnego zagadnienia wyznacza-
nia oszacowania

F(@0) = E(f(X0)[y1:n) » (3.69)

dla pewnej funkcji f. Pojawia sie pytanie o zachowanie sie wyznaczonych estyma-

torow, przy liczbie czasteczek K — +o00. W literaturze mozna znalez¢ bardzo wiele
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dowodow zbieznosci przy roéznych zatozeniach dotyczacych regularnosci funkeji f,
rozktadéw waznosci, postaci modelu przestrzeni stanéw. Historycznie pierwszy do-
wbd zbieznosci mozna znalezé w pracy Del Moral (1996). W pracy Crisan i Do-
ucet (2002) przedstawiono przeglad twierdzen dotyczacych zbieznosci filtrow cza-
steczkowych. Przedstawiono m.in. dowdd zbieznosci sredniokwadratowej dla dowol-
nej ograniczonej borelowskiej funkcji f i ograniczonej funkeji gestosci p (yy,|zn; 0).

Filtry czasteczkowe dostarczaja takze oszacowan funkcji wiarygodnosci

L(elylzN) :p(ylaayNae) p y17 Hp yn Yn— 179)' (370)

Zazwyczaj dla modeli przestrzeni stanu funkcje wiarygodnosci (3.70) nie mozna
wyznaczy¢ analitycznie, ze wzgledu na to, ze wyznaczenie gestosci p (yn|y1m—1;6)
wymaga policzenia wielowymiarowej catki (por. wzor (3.9)). Filtry czasteczkowe
umozliwiaja oszacowanie p (y,|yn_1;6) za pomoca
P (1o yni 0) = D (10 Hp (Ynlyn—1:0) , (3.71)
n=2
gdzie poszczegdlne oszacowania p (y,|y1.,—1;0) wyznacza sie jako sume nieunormo-

wanych wag dla danej iteracji algorytmu

1 E p(a0lyni0) 1 K
N X - n . (Z)
D (Ynlyrin—1;0) = I i:E - (xq(f)|y1.n' 0) =% ;:1 w,. (3.72)

W konsekwencji otrzymujemy nastepujace oszacowanie funkcji wiarygodnosci

L (Olyrn) = ﬁ( Zw”>. (3.73)

n=2
Jest to estymator nieobciazony dla dowolnej wartosci K i zgodny przy K — 400

(Kantas i in., 2015). Natomiast estymator logarytmu funkcji wiarygodnosci postaci

N N K
1;1\L (e‘yl:N) = Z hlﬁ (yn’ylzn—l; 9) = Z In <[1( Z wfp) (374)
n=2 n=2 i=1
jest obciazony, co wynika z nieréwnosci Jensena. Mozna jednak uzy¢ skorygowanej
(w oparciu o rozwiniecie logarytmu funkcji wiarygodnosci w szereg Taylora) wersji
estymatora postaci

N
lnL Oly1.n) = Zln(
n=2

5_2

w! ) + 3 i —, (3.75)
i=1 K exp [2 Zﬁfzz In (K Zfil w,(f)ﬂ

M=
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gdzie
2

52 1 i (w@))? (L iwu‘)
K ! K="

i=1
Taka korekte do oszacowania logarytmu funkcji wiarygodnosci uzyto w m.in. Kim i
in. (1998), Chib i in. (2002).

Do wygtadzania przy pomocy filtru czgsteczkowego najczesciej stosuje sie al-
gorytmy typu ,,do przodu - do tytutu” (forward - backward). Pierwsza cze$¢ (,do
przodu”) to wyznaczenie aproksymacji gestosci filtracji p (z,|y1.n;0) dlan =1,..., N
przy pomocy filtru czasteczkowego. Nastepnie nastepuje druga czesé (,,do tytutu”),
ktora polega na wyznaczeniu iteracyjnie dla n = N — 1, ..., 1 aproksymacji gestosci

wygladzania p (z,|y1.5;0) (wzér 3.10) za pomoca

K .
B (Tonlyron: 0) = D wihd o) (o) - (3.76)
=1

) .
Wagi waznosci W,y Wyznacza si¢ ze wzoru

w = iw(j) ( n 17 ) (3.77)
n|N = pet n—l—llNZk 1Aq(l ( )|90n 1,9) ’ '

gdzie (u?@)il sa znormalizowanym wagami wazno$ci wyznaczonym dla okresu n
wyznaczone w czgéci ,do przodu”. Ponadto iteracje ,,do tytutu” inicjuje sie przyj-
mujac wgv)uv =W dlai=1,.., K.

Zaprezentowana metoda wygtadzania filtrem czgsteczkowym wymaga znajomo-
Sci gestosei przejécia p (z,|r,—1;60). Kitagawa (1996) zaproponowal alternatywna
metode wygladzania, dla ktorej gestosé ta nie jest wykorzystywana. Propozycja ta
wykorzystuje wlasnosci klasycznej filtracji z losowaniem waznosci z rozktadu a priori

(bootstrap). Majac do dyspozycji obserwacje do okresu n + L otrzymujemy oszaco-

wanie gestosci p (Tom+r|Y1mrr; €) za pomoca

P (o |Y1:ntr;0) Zw R 20 (Tom) -
i=1

Zatem oszacowaniem rozktadu brzegowego p (x,|y1.n11;0) jest

K
i—1 n
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W efekcie zamiast wygladzania typu ,nieruchomy przedziat” (fized interval) jak w
przypadku metody ,do przodu - do tytulu” otrzymuje wygtadzanie typu ,nieru-
chome opéznienie” (fized lag).

Podejscie te ma jednak pewne ograniczenia. Wymaga zapisania, a nastepnie
wykorzystania czasteczek opdznionych o L okresow. Pomiedzy okresem n, a n +
L nastepuje L-razy reprobkowanie. Powoduje to istotne zmniejszenie réznorodno-
Sci trajektorii, co w konsekwencji moze powodowaé stabg aproksymacje gestosci
P (Tn|y1:mer;0). Problem spadku réznorodnosci poglebia sie wraz ze wzrostem L,
dlatego nalezy ustala¢ dtugosé opdznienia z rozwaga. Kitagawa (2014) sugeruje uzy-

cie L rownego 20 i odradza uzycie L wigkszego niz 50.

3.6 Nieliniowe modele przestrzeni dla nieguassow-
skich modeli stochastycznej zmiennosci typu

Ornsteina-Uhlenbeckaa

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) w pierwszej swojej pracy poSwieconej nie-
gaussowskim procesom Ornsteina-Uhlenbecka zaproponowali uzycie filtru czastecz-
kowego do oszacowania zmiennosci aktualnej, gdy parametry procesu sa znane.
Przedstawili algorytm generowania czasteczek dla filtru bootstrapowego, w ktérym

zastosowali model przestrzeni stanéw 3.1 upraszczajac réwnanie pomiaru do postaci

— /A2
yn_ gn“?’l)

gdzie u, ~ N(0,1).
Filtry czasteczkowe nie wymagaja, aby model byt liniowy lub gaussowski, zatem
model przestrzeni 3.1 mozna tatwo uogoélni¢ na przypadek § # 0 i uwzglednic efekt

dzwigni.

Model przestrzeni 3.5.
Dla modelu stochastycznej zmiennosci BNS z efektem dZwigni (definicja 2.3) model
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przestrzeni stanow mozna zapisac jako

(3.79)
X, =FX, 1+ v,
Wektor stanu przyjmuje postac
by 2
X,=| " |, (3.80)
o?(An)

natomiast zmienng pomiaru Y, jest logarytmiczna stopy zwrotu y,,. Funkcja h(X,,, uy,)

przyjmugje postac

_ B o2 L . _
h( X, upn) = nA + 3 (/\an) Y (Aa2)u,, + pz, =

= pA + Bo? + \/%un + pZy, (3.81)
gdzie u, ~ N(0,1) oraz
Zn = Z(AnA) — Z(A(n — 1)A) — AAE = ny,, — AAL.

Macierz F jest rowna

0 1—e A
F= ) (3.82)

0 e A

Wektor szumu procesu przyjmuje postaé

o= | T (3.83)

Mn

Skladowe wektora losowego n, = [, Ton]’ wyznacza sie ze wzoréw (2.22) oraz

(2.23).

Model przestrzeni stanéw 3.5 rézni si¢ od modelu 3.1 postacia réwnania pomiaru
zostawiajac rownanie stanu bez zmian. W odréznieniu od filtru Kalmana nie trzeba
stosowac zalozenia o normalnosci zaburzen procesu. Nie jest natomiast znana postac
funkeji przejscia p (z,|x,_1;60). Jednak w przypadku stosowania filtru bootstrapo-

wego wystarczy, ze mozna generowaé probe losowa z gestosci p (z,|T,-1;0), co w
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przypadku modelu 3.5 jest mozliwe. Zastosowanie filtru czasteczkowego w odréznie-
niu od filtru Kalmana wymaga okreslenia rozktadu stacjonarnego procesu wariancji
chwilowej. W zalezno$ci od wyboru tego rozkladu réznia sie metody generowania
proby losowej z rozktadu p (x,|x,_1;0). Zagadnienie to zostanie oméwione w kolej-
nym podrozdziale.

Gestosé rozkladu warunkowego p (yy,|z,; 0) przyjmuje w modelu przestrzeni sta-

néw 3.5 zgodnie ze wzorem (2.42) postacé
Yol X = 2n ~ N (pA + B0y + pzn,02) . (3.84)

Na rysunku 3.4 przedstawiono przyktad wykorzystania klasycznego filtra cza-
steczkowego 1 wygtadzania czasteczkowego do estymacji wariancji aktualnej. Wa-
riancja aktualna zostata wyznaczona na podstawie procesu wariancji chwilowej o
rozkladzie stacjonarnym gamma o wartosci oczekiwanej £ = 0,5 oraz odchyleniu
standardowym w = 0.2 (pozostalte parametry: A = 0,01, u = 3 = 0).

Réwniez model przestrzeni stanéw ze zlozeniem 3.2 mozna uogdélnic¢ na przypadek
B # 0 oraz z uwzglednieniem efektu dzwigni z oddzielnymi parametrami py, ..., pp

dla kazdego sktadnika zlozenia.

Model przestrzeni 3.6.
Dla modelu stochastycznej zmiennosci BNS ze zlozeniem i efektem dZwigni (definicja

(2.4) ) model przestrzeni standw mozna zapisaé jako

Y, = h(Xy, uy) (3.85)

Xn=FX, 1+ v,

Wektor stanu przyjmuje postac

X, = | o32(An) (3.86)

L 42Px1
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(a) Filtr i wygladzanie czasteczkowe
0,6 -

- (T%
—— Filtr czasteczkowy

0,41

—— Wygtadzanie czasteczkowe
0,31

0,21

0,11

0,01

0 250 500 750 1000

(b) ESS
1000 1 W

800 1

ESS

600

400+

0 250 500 750 1000

Rysunek 3.4: Trajektoria wariancji aktualnej o,, (linia czarna) oraz jej oszacowania za
pomocy filtru czasteczkowego (czerwona linia) i wygladzania czasteczkowego (linia

niebieska) dla K = 1000 i L = 20 (a) oraz efektywna liczebnosé préby ESS (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

natomiast procesem pomiaru Yy, sq logarytmiczne stopy zwrotu y,. Funkcja h(X,, uy,)

przyjmugje postaé

P 1 P q P
h( Xy, up) = [LA—{—ﬂZ)T( ) \IZ)\< p0 ,n)un+zpp§p,n

P
=uA+p Z 012,771 +, Z 02U + Z PpZpns (3.87)
p=1 p=1 p=1
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gdzie u, ~ N(0,1) oraz dlap=1,..., P

Zpn = Zp(ApnA) — Zp(Ap(n — 1)A) —w, A, AL = 778? — wpApAE.
Natomiast macierz Fopyop jest blokowo-diagonalna o blokach

0 1—e 2

0 e—AZ,A

U —

I

dla p=1,..., P. Wektor szumu procesu przyjmuje postac

S .
1
M
2 2
2
n:([n) Y
P P
(P)
L hn Jopx1
) — [,® T _ .
Sktadowe wektora losowego n)! Mn  Non | dla p 1,..., P wyznacza si¢ ze

wzordw (2.22) oraz (2.23).

Ponownie choé nie jest znana postaé przejscia p (x,|z,_1; ), to mozna generowaé
probe losowa z tej gestosci, co umozwliwia zastosowanie filtru bootstrapowego. Ge-
sto$¢ rozktadu warunkowego p (y,,|2,; @) w modelu przestrzeni stanéw 3.6 przyjmuje

natomiast postac

P P P
VilXp =2, ~ N[ pA+8Y 07, + [D 02,.> 0] (3.88)

j=1 Jj=1 Jj=1
Filtr czasteczkowy mozna takze zastosowaé¢ w przypadku, gdy zmienng obserwo-

wang jest wariancja zrealizowana.

Model przestrzeni 3.7.
Dla podstawowego modelu stochastycznej zmiennosci BNS (definicja (2.1)), model

przestrzeni stanow, w ktorym procesem pomiaru jest wariancja zrealizowana mozna
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zapisacé jako
}Z/ZZh(X%aun)
(3.89)
X, =FX, 1+ v,
Wektor stanu przyjmuje postac
o
X, = " , (3.90)
o?(An)

natomiast procesem pomiaru Y, jest estymator wariancji zrealizowanej {y}, . Funk-
cja h(X,,u,) przyjmuje postac

1

h X, u,) = 3 ()\Ui) + Uy, = 02+ Up, (3.91)

Wektor szumu pomiarowego u, jest jednowymiarowq zmienng losowq o rozkladzie

normalnym z warto$cig oczekiwang 0 i wariancjg (por. wzor (2.50))

Q= 2M <2w2)\_2 (M — 14 aaM ) 4 (AM ) g2> L (392)
Macierz F jest rowna
0 1—e?a
F = . (3.93)
0 e—AA

Wektor szumu procesu przyjmuje postaé

U = . (3.94)

Skladowe wektora losowego N, = [Mhn  Ton]’ wyznacza sie ze wzoréw (2.22) oraz

(2.23).
Gestosé rozkladu warunkowego p (yy,|x,; 0) przyjmuje natomiast postaé
Yol X = 20 ~ N (07, ) - (3.95)

Nalezy przy tym pamietac, ze zatozenie o normalnosci wynika wytacznie z rozktadu
asymptotycznego, dla M — +o0, ale jak pokazuja wyniki symulacyjne (Barndorft-
Nielsen i Shephard, 2001a)? juz dla umiarkowanych wartosci M zalozenie o nor-

malnosci btedu wariancji zrealizowanej dos¢ dobrze oddaje prawdziwy rozktad. Na

9Pokazuje to réwniez przyktad przedstawiony na rysunku 2.7.



Rozdzial 3. Estymacja niegaussowskich modeli zmiennosci stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 131

rysunku 3.5 przestawiono przyktad estymacji wariancji aktualnej za pomocsy filtru
czasteczkowego. Wariancja aktualna zostata wyznaczona na podstawie procesu wa-
riancji chwilowej o rozktadzie stacjonarnym gamma o wartosci oczekiwanej ¢ = 0,5

oraz odchyleniu standardowym w = 0.2 (pozostate parametry: A = 0,01, u = 5 = 0).

(b) M=24

1,501
1,251
1,001

0,751
0,50
0,251
0,00

1,501
1,251
1,001
% 0,751
0,50
0,251
0,00

0 250 500 750 1000
— 02 — Filtr czasteczkowy — Wygladzanie czasteczkowe

Rysunek 3.5: Trajektoria wariancji aktualnej o, (linia czarna) oraz jej oszacowania za
pomoca filtru czasteczkowego (czerwona linia) i wygladzania czasteczkowego (linia

niebieska) dla M = 12,288. Punktami + oznaczono oszacowania wariancji zrealizowanej.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Reprezentacje przestrzeni standéw 3.7 mozna uogélni¢ na przypadek ztozenia pro-

cesOw zmienno$ci.

Model przestrzeni 3.8.

Dla modelu stochastycznej zmiennosci ze zlozeniem proceséw zmienno$ci BNS (de-



Rozdziat 3. Estymacja niegaussowskich modeli zmiennosci stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 132

finicja 2.2), model przestrzeni standw, w ktérym procesem pomiaru jest wariancja

zrealizowana mozna zapisac jako

Y, = h(X,, uy)
(3.96)
X,=FX,_1+wv,.

Wektor stanu przyjmuje postaé

X, = | 03(An) : (3.97)

2
/\2UP,n

0%(An)

L 42Px1

Natomiast zmienng pomiaruY, jest estymator wariancyi zrealizowanej {y}, . Funkcja

h( Xy, un) przyjmuje postaé
1 2
X’n7 Un )\7 ( p,n) un+ -

. (3.98)

’Um

Wektor szumu pomiarowego u, jest jednowymiarowq zmienng losowq o rozkladzie

normalnym z warto$cig oczekiwang 0 i wariancjg (por. wzor (2.50))
2N Wy yAn -1 ~1\2 c2
Q=2M |=2uw le(e » 1+ MAM Y + (AMTY) ). (3.99)
p=1*"p

Macierz Fopyop jest blokowo-diagonalna o blokach

0 1—e M2

U —
0 e~ ’
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dla p =1, ..., P. Wektor szumu procesu przyjmuje postac

_ . o

1
M

2 2
Mo = 1157

2
U ,

P P
(P)

L Mhin laopx1

) — [,® T _ .
Sktadowe wektora losowego n)! Mn  Non | dla p 1,..., P wyznacza sie ze

wzordw (2.22) oraz (2.23).

3.7 Implementacja filtréow czasteczkowych

W algorytmach filtrow czasteczkowych konieczne jest wyznaczanie kolejnych gene-
racji czasteczek. W modelach przestrzeni stanéw dla nieguassowskich modeli stocha-
stycznej zmienno$ci typu Ornsteina-Uhlenbecka wigze sie to generowaniem zmien-
nych losowych o rozktadach wyznaczonych przez dwie catki stochastyczne.
Pierwsza catka stochastyczna zwigzana jest z rekurencja dla procesu wariancji

chwilowej
AA
o?(An) = o?(A(n —1))e ™ 42 / e*dZ(s) = o*(A(n —1))e™ + 11, (3.100)
0
Druga catka stochastyczna wynika z rekurencji dla prowadzacego procesu Lévy’ego

ukrytego w tle

AA
Z(AAR) = ZOA(n — 1)) + /dZ(s) — ZOAM — 1)) + 7jom. (3.101)
0
W poprzednim podrozdziale wektor losowy 1, = [, ngn]T stanowil wektor

szumu procesu w przedstawionych modelach przestrzeni stanow. W filtrach czastecz-
kowych konieczna jest zatem symulacja zmiennych losowych wyznaczonych przez

catki stochastyczne typu
AA

/ F(s)dZ(s) (3.102)

0
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dla pewnej ustalonej funkcji f. Pierwsza mozliwosé to symulacja procesu BDLP a
nastepnie aproksymacja catki schematem Eulera. Podobne podejscie zaprezentowali
Janicki i Izydorezyk (2001) w kontekscie catek wzgledem proceséw a—stabilnych.
Jest ono trudne ze wzgledu na skokowy charakter procesow BDLP. Druga mozli-
wosé to wykorzystanie rozwijania caltki (3.102) w nieskoriczony szereg zmiennych
losowych. Metoda ta bazuje na pracach Marcus (1987) oraz Rosinski (1990), a za
sprawa pracy Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b) zdominowata podejscie do sy-

mulacji trajektorii proceséw stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka.

Rozwijania caltki w nieskonczony szereg zmiennych losowych
Wprowadzmy oznaczenie na funkcje gestosci ogona rozktadu (tail mass function)

stacjonarnego procesu wariancji chwilowej
W (z) = / w(y)dy. (3.103)

Funkcje W (x) mozna wyznaczy¢ korzystajac z gestosci Lévy’ego procesu wariancji

chwilowej zgodnie ze wzorem
WH(z) =zu(x) dla z>0. (3.104)
Oznaczmy przez W' odwrotnosé funkeji W+, czyli funkcje
W~(z) = inf {y >0:Wh(y) < x}

Wéwezas catke stochastyczna (3.102) mozna zapisa¢ w postaci

o0

[ )47(5) = W @/ 02) ] (A8, (3.105)

dla niezaleznych ciggéw zmiennych losowych (a;), . oraz (r;) gdzie a; < as < ...

neN
jest ciagiem kolejnych zgloszen procesu Poissona o intensywnosci 1, a (r;),cy jest
ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie réwnomiernym na przedziale
0, 1].

Jedynym znanym przyktadem rozktadem stacjonarnym procesu wariancji chwi-
lowej, dla ktérego szereg nieskoniczony (3.105) redukuje sie do skonczonej ilosci wy-

razéw jest proces Ornsteina-Uhlenbecka o rozkladzie stacjonarnym gamma (proces
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Ga-OU). Na podstawie wzoru (1.13) gestosé Lévy’ego przyjmuje postaé
u(@) = ~€ L 0.100)(x)
Zgodnie ze wzorem (3.104) otrzymujemy
W, (z) = ae (3.106)
oraz

Wel(r) = max {0, 1 In <x)} : (3.107)

(0% 14

Wéwezas korzystajac ze wzoru (3.105) otrzymujemy

AA

[ fs)az(s) = f;wg; (as/(\A)) f (M) =
S i 1o (a:/(AA)) In (a;/(AAV)) f (AAr,) =
_ ;glm,” (c)n (¢Y) f (AAr,) =
-l N:” o (1) £ (A
gdzie ¢; < ¢ < ... < cnq jest ciagiem kolejnych zgtoszen procesu Poissona o

intensywnosci AAv, a N(1) jest liczba zgtoszen do czasu 1 w tym ciagu. Zauwazmy,
ze N(1) jest zmienna losowa o rozktadzie Poissona réwniez o intensywnosci AAw.
Zatem w tym przypadku nieskoriczona suma (3.105) ma skonczona (ale losowa) ilo§é
sktadnikéw. W szczegoélnosci ciag moze by¢ pusty, to znaczy pierwsze zgtoszenie cq
moze by¢ wieksze od 1. Odpowiada to sytuacji, gdy w przedziale czasu [0, NA], proces
BDLP jest staly, rézniczka dZ(s) jest réwna 0, a proces zmiennosci maleje zgodnie
z czedcia deterministyczna (por. rysunek 2.1). W dodatku B przedstawiono kod w
jezyku programowania R zwracajacy wektor 1, = [in  72s]" dla procesu Ga-OU.
Przyktadami proceséw wariancji chwilowej, dla ktérego szereg (3.105) nie redu-
kuje sie do skonczonej ilosci wyrazow sg rodziny uogélnionych rozktadéw odwrot-
nych Gaussa i temperowanych stabilnych. Wéwczas nalezy wybraé¢ warto$¢ punktu
odciecia iy, W sumie (3.105), od ktérego kolejne przyrosty w sumie sa dostatecznie

male.



Rozdziat 3. Estymacja niegaussowskich modeli zmiennosci stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 136

W przypadku uogdlnionej rodziny rozkladu odwrotnych Gaussa ze wzoru (1.14)

oraz wzoru (3.104) wynika, ze

+o00
Weia(z) = exp(—v*z/2) (; / exp(—;é_zxz)g(z)dz + max {0, 1/}) ,  (3.108)

gdzie
2

T2y

g() (72,(va) + N, (vaz))

gdzie J, i N, sa funkcjami Besella odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju. Funk-
cje odwrotng W, nie mozna podaé¢ w postaci analitycznej poza specjalnym przy-
padkiem rozkltadu gamma (wzér (3.107)). Mozna jednak wyznaczy¢ ja numerycznie.
W dodatku B przedstawiono kod w jezyku programowania R zwracajacy wektor
M = [Mn n2n]T dla procesu GIG-OU. Wybdér punktu odciecia iy, zalezy od wy-
boru podrodziny rozktadéw GIG. Wykonane przez autora pracy obliczenia wskazuja,
ze wartosS¢ imax powinna by¢ nie mniejsza niz 100.

W szczegdélnosei dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka o rozkladzie stacjonarnym

odwréconym Gaussa (IG-OU) z parametrami IG(9, ) funkcja W przyjmuje postaé

N S~ 1/? 1,
Wia(z) = ﬁexp (—27 :L‘) : (3.109)

Ze wzoru (3.108) mozna réwniez wyznaczy¢ postaé funkcji W dla rozktadéw
stacjonarnych procesu Ornsteina-Uhlenbeck dodatniego hiperbolicznego i odwrot-
nego gamma.

W przypadku procesu Ornsteina-Uhlenbecka o rozktadzie stacjonarnym pocho-
dzacym z rodziny rozktadéw temperowanych stabilnych TS(k, v, «) funkcja W
przyjmuje posta¢ (Barndorff-Neilsen i Shephard, 2001)

VK2"

Wis(z) = m

x " exp (—al/”x/2> : (3.110)

Nastepujaca posta¢ Wyg wyznaczali Gander i Stephens (2007b)
1/B
Wid(z) = () exp [~Lw (C/B (A/z)"/")] (3.111)
x
gdzie A = vk2°/T(1 — k), B = Kk, C = a!/%/2. Natomiast Ly jest funkcja W

Lamberta, to jest funkcja spelniajaca warunek Ly (x)exp [Lw ()] = .
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W szczegdlnoscei dla rozktadu odwrotnego Gaussa, ktéry jest specjalnym przy-

padkiem temperowanego rozkladu stabilnego (dla x = 1/2) otrzymuje si¢

1 52 2
Wid(z) = 72LW< J ) . (3.112)

22

W przypadku rozktadu stacjonarnego odwrotnego Gaussa bardziej efektywny jest
bezposrednie stosowanie wzoru (3.112) niz numerycznie odwracanie funkeji (3.109).

W dodatku B przedstawiono kod w jezyku programowania R zwracajacy wek-
tor n, = [Mn ngn]T. Na rysunku 3.6 przedstawiono symulacje trajektorii procesu
IG-OU otrzymang za pomoca wzoru (3.112). Obliczenia autora wskazuja, ze dla

rozktadu odwrotnego Gaussa jako punk odciecia mozna przyjaé imax = 50.

2,00+
%1,75-
N\ \-‘\\’\\' ,\"\
1,50 \\\\“\\f\\:\{“\ \\
0 250 500 750 1000
t
(b) Z(At)
151 //’
/
= _~
5 /
0 .'/ : : : :
0 250 500 750 1000
t

Rysunek 3.6: Trajektoria procesu wariancji chwilowej o rozkladzie stacjonarnym
odwrotnym Gaussa z parametrami 6 = 1 iy = 2 (a) oraz odpowiadajacy mu proces
Lévy’ego ukrytym w tle (BDLP) z parametrem A = 0,01 (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Schematu Eulera
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Korzystajac z funkcji prostych Valdivieso i in. (2009) uwodnili dla dowolnego
procesu podporzadkowanego Z = (Z(\t)),s, zbieznos¢ wedtug rozktadu

|28 AA
S ez (jh) —4s /eSdZ(s), (3.113)
= h—0 5

co uzasadnia uzycie schematu Eulera do aproksymowania calki stochastycznej 1y,
dla dostatecznie matego h. Pozostaje jeszcze kwestia wygenerowania trajektorii pro-
cesu BDLP do sumy we wzorze (3.113). Nie jest to zadanie proste, poniewaz pro-
cesy te moga mie¢ nieskonczona aktywno$é. W przypadku TS-OU istnieje moz-
liwoéé wygenerowania procesu BDLP za pomoca sumy Z = ZU) + Z@) odzie
VADRES (Z(l)(t))t>0 jest temperowanym stabilnym procesem Z(1=TS(x, kv, ), na-

tomiast Z?) = (Z (2) (t)>t>0 jest ztozonym procesem Poissona postaci

gdzie (N(t)),5, jest procesem Poissona o intensywnosci sva, Y1, Y, ... jest ciagiem

niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie gamma Ga(1 — &, a'/*/2). Wéwcezas

32 32 N(AA)
Stz = Y " ZW )+ Y DY, (3.114)
j=1 j=1 n=1

gdzie Ty, Ty, ... kolejnymi zgloszeniami ztozonego procesu Poissona Z®). Jednak poza
przypadkiem procesu IG-OU, dla ktérego mozna generowaé zmienne losowe o roz-
ktadzie odwrotnym Gaussa (odpowiedni algorytm przedstawil Michael i in. (1976))
trudno jest generowa¢ zmienne losowe o rozktadzie temperowanym stabilnym, po-
trzebne do wyznaczenia ZM (h).

W przypadu proceséw temeperowanych stabilnych odpowiednie rozwiazanie za-

proponowalRosinski (2001): proces (Jar(t))( 1) postaci

M 1/k 1/k

aXT'k e;v;

Ju(t) =23 min () 2L MLy <y, (3.115)
= { b1 = ) B (st

zbiega prawie na pewno i jednostajnie do procesu

At
(J(t) — / e dzW (s)) , (3.116)
0.7

0
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gdzie (uj)j N (vj)j oy Sa ciggami niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie réw-
nomiernym na przedziale [0, 1], (ej)jeN ciggiem zmiennych losowych o rozkladzie
wyktadniczym z parametrem 1, b; < by < ... ciagiem zgtoszen procesu Poissona o

intensywnosci 1. W konsekwencji

AA N(AA)
/eSdZ(s) ~Ju(A)+ S DY, (3.117)
0 n=1

gdzie M jest dostatecznie duze. W praktyce dla rozkladu odwrotnego Gaussa nalezy
przyja¢ M réwne co najmniej 100.

Symulacje trajektorii za pomoca schematu Eulera mozna réowniez wykorzystac
w przypadku procesow OU-D, dla ktoérych znany jest proces Lévy’ego ukrytym w
tle (BDLP) np. OU-Ga lub OU-IG.

W dodatku B przedstawiono kod w jezyku programowania R zwracajacy wektor

Do = [ N2n]” dla IG-OU i OU-Ga przy pomocy schematu Eulera.

3.8 Iterowana filtracja

Podstawowym ograniczeniem filtrow czasteczkowych jest to, ze sa w stanie jedynie
oszacowa¢ ukryty proces stanu przy znanych parametrach. Nie sa jednak w stanie
oszacowa¢ parametrow, od ktérych te procesy zaleza. W przypadkow filtrow cza-
steczkowych nie mozna zastosowaé¢ metod opartych o maksymalizacje aproksymacji
funkcji wiarygodnosci mimo ze filtry czasteczkowe dostarczaja zgodne i nieobcigzone
oszacowanie funkcji wiarygodnosci. Problemem jest to, ze oszacowanie dostarczane
przez filtry czasteczkowe nie jest ciggle wzgledem parametrow. Nieciggto$é wynika
z reprobkowania. Niewielka zmiana parametrow moze spowodowaé, ze sktad cza-
steczek po reprobkowaniu stanie si¢ zupetnie inny niz przed zmiang parametrow.
Pewnym rozwiazaniem moze by¢ zaproponowana przez Malik i Pitt (2011) ,ciagla
aproksymacja”, ale moze by¢ stosowana tylko w przypadku, gdy proces stanu jest
jednowymiarowy.

Alternatywne podejscie zaproponowali Liu i West (2001). W klasycznym mo-
delu przestrzeni stanu z ustalonym wektorem parametrow 6, rozszerzyli przestrzen

n’

stanow tak, ze czasteczki sktadaja sie z par (93(()2) 0,@) i wag w?, dlai=1,.. K.
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Czasteczki tworza dyskretny rozktad, ktéry przybliza rozktad wyznaczony przez ge-
stoS¢ p (21.n, 0|y1.n). Indeks n przy wektorze 6 nie oznacza jednak, ze 0 jest zmienna
w czasie, ale ze jest to oszacowanie z okresu n. Korzystajac z twierdzenia Bayesa

otrzymujemy

P (210, Oly1:n) X P (Yn|T1m, 0) P (20, 0 Y1:0-1)
xXp (yn,mlin’ e)p (xn’97 yl:nfl) p (myl:nfl) (3118)

Liu i West wykorzystali nastepujace oszacowanie p (0|y;.,_1) poprzez mieszanine
rozkltadéw normalnych

A 1 & i i
D (6lyrn—1) = 7 S pw (050 mil WV ) (3.119)
=1

gdzie fy (|m,S) jest gestoscig wielowymiarowego rozktadu normalnego o wektorze
wartosci oczekiwanej m i macierzy wariancji-kowariancji S. Wektory wartosci sred-

niej 97(“)”71 wyznacza si¢ ze wzoru

Q(i)

njn—1

=ab? |+ (1= a)f,_1, (3.120)

gdzie 0,1 = 1/K K, 92?”71, to srednie oszacowanie parametru 6 w okresie n — 1,
a wspétezynnik zawezania (shrinkage coefficient), h czynnik skalujacy wariancje.

Natomiast macierze wariancji kowariancji V,,_; wyznacza si¢ ze wzoru

Vi = 30 (05— 0ua) (05, — )" (3.121)

i=1
Parametry zawezajacy a i skalujacy h sa w filtrze Liu i Westa $cidle powiazane
poprzez czynnik dyskontujacy d € (0,1]: a = (3d — 1)/(2d) oraz h*> = 1 — a?. Liu i
West (2001) sugerowali wybiera¢ d z przedziatu pd 0,95 do 0,99.

Filtr Liu i Westa zostal zostal zastosowany do estymacji modelu zmiennosci
stochastycznej Taylora (Zanini i in., 2012) oraz z przetaczeniami typu Markowa
(Carvalho i Lopes, 2007).

Rozwinieciem intuicji zaprezentowanych w filtrze Liu i Westa jest metoda esty-
macji zwana iterowana filtracja zaproponowana przez lonides i in. (2006). W itero-
wanej filtracji estymator wektora parametréow 6 uzyskuje sie wykonujac sekwencje

filtracji przestrzeni standow poszerzonej o wektor zmiennych w czasie parametréow,
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zmniejszajac z kroku na krok zmiennosé parametréw, tak aby w rezultacie otrzymaé
oszacowanie parametru maksymalizujace logarytm funkcji wiarygodnosci modelu ze
stalymi parametrami.

Metoda iterowanej filtracji ma dwie generacje oznaczane skrétami IF1 i TF2.
Pierwsza generacja zostata zainicjowana w lonides i in. (2006), a jej teoretyczne
uzasadnienie zostalo przedstawione w Ionides i in. (2011). Algorytm IF1 w kolej-
nych iteracjach aproksyumuje gradient logarytmu funkcji wiarygodnosci proby, tak
aby kolejne oszacowania zmierzaly w kierunku rosngcej wartosci logarytmu funkcji
wiarygodnosci. Lindstrém i in. (2012) zaproponowal modyfikacje IF1 zwigkszajaca
szybko$¢ zbieznosci algorytmu. Natomiast Doucet i in. (2013) przedstawili wlasna
wersje algorytmu o podobnej zasadzie jak IF1, ktérg nazwli iterowanym wygta-
dzaniem. W odréznieniu od algorytmu IF1 iterowane wygtadzanie aproksymuje nie
tylko gradient, ale i hesjan logarytmu funkcji wiarygodnosci. Metoda ta jest jednak
trudna do implementacji i ma gtéwnie znaczenie teoretyczne, a w mniejszym stop-
niu praktyczne (Nguyen i lonides, 2017). Druga generacje iterowanej filtracji zostala
wprowadzona przez prace lonides i in. (2015) i Nguyen (2016). Choé¢ metoda dziata-
nia jest podobna — algorytm IF2 rowniez dokonuje sekwencji filtracji na rozszerzonej
o wektor zmiennych w czasie parametrow przestrzeni stanéw, to uzasadnienie teo-
retyczne jest inne: sekwencje filtracji przyblizaja odwzorowanie Bayesa, ktore jest
zbiezne do rozktadu jednopunktowego skupionego w wartosci parametru maksyma-
lizujacego logarytm funkcji wiarygodnosci. Przedstawili takze na przyktadzie silnie
nieliniowego modelu przestrzeni stanow, ze [F2 daje znacznie doktadniejsze osza-
cowanie prawdziwej wartosci parametru niz IF1. Ponadto Nguyen i Ionides (2017)
zaproponowali modyfikacje iterowanego wygtadzania, ktéra oznaczyli skrotem IS2.
Pokazali na dwoch przyktadach, ze IS2 osiaga poréwnywalng doktadno$é oszacowa-
nia parametréw jak [F2.

Metoda iterowanej filtracji zostata zastosowana w szeregu prac gtéwnie w kontek-
Scie modeli ekologicznych i epidemiologicznych: Bhadra i in. (2011), Roy i in. (2013),
Blackwood i in. (2013), ale takze do estymacji parametréw w modelu stochastyczne;
zmiennosci ze stochastycznym parametrem mierzacym efekt dzwigni Bret6 (2014).

W komentarzu do pracy Andrieu i in. (2010), w ktérym jako przyktad uzycia me-
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tody PMCMC podano model BNS, Anindya Bhadra (jeden ze wspétautoréw pracy
Ionides i in. (2011)) zwrécil uwage, ze alternatywnym rozwiazaniem dla estyma-
¢ji parametrow modelu BNS na gruncie klasycznego wnioskowanie bytoby uzycie
metody iterowanej filtracji. W pracy Szczepocki (2019a) przedstawiono zastosowa-
nie algorytmu IF2 do podstawowego modelu BNS, w ktérym zmienng obserwowanag
sa logarytmiczne stopy zwrotu, a Szczepocki (2019b) w oparciu o wariancje zre-
alizowang. W obu pracach wykorzystano rozktad gamma jako rozktad stacjonarny
procesu wariancji chwilowej.

W pierwszej generacji iterowanej filtracji oryginalny model przestrzeni stanu jest
zastepowany przez niemal identyczny model, w ktorym staly wektor parametrow
0 C R" jest zastapiony zmiennym w czasie wektorem 6,. Gestosci p (z|x,_1;0),
P (ylzn; 0) i p(xo; 0) zostaja zastapione przez p (z|zn—156n), p (y|zn; 05) i p (20; ;)

Jako proces generujacym ewolucje Ionides i in. (2006) przyjeli proces bladzenia

losowego w przestrzeni R” spetniajacy nastepujace warunki:

E [8n|6n—1] = ‘gn—h E [‘90] - 97
Var [0,|0,1] = 7°%, Var [6y] = 7%cX, (3.122)

gdzie ¢ i 7 sa pewnymi skalarami, > dodatnio zorientowana macierza (najczescie;
diagonalna, gdzie poszczegodlne elementy odpowiadaja za zmiennos¢ odpowiednich
sktadowych wektora 6,,). W przypadku, gdy stala 7 przyjmuje warto$¢ 0, model o
zmiennych parametrach redukuje sie do modelu o statych parametrach.

Algorytm IF1 ma na celu znalezienie oszacowania wektora parametru 6 przy
7 — 0. Procedure mozna w skrocie opisa¢ nastepujaco. Ustala sie liczbe iteracji
J, czynnik dyskontujacy d i poczatkowy wspotczynnik skalujacy wariancje ¢ oraz
przyjmuje pewne poczatkowe oszacowanie 6y wektora parametrow 6. Nastepnie dla
kolejnych iteracji (j = 1,...,J) wykonuje sie dwa kroki. W pierwszym za pomoca
klasycznego filtru czasteczkowego typu bootstrap wyznacza sie oszacowania éﬁlj) =

0., (9(j), T(j)) oraz V) =V, (9(j), T(j)> dlan =1,...N, przyjmujac 79 = &=, gdzie

>
I

n = 0n(0,7) = E[flyral

=
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W drugim kroku przyjmujemy:
j S 403 40) _ A
futy = g + v Z (V) (89— 8Dy, 85 =69,

Wowezas wartosé D jest szukanym estymatorem najwiekszej wiarygodnosei wy-
znaczonym metoda iterowanej filtracji (maximum likelihood via Iterated Filtering).
Zbieznos¢ tak skonstruowanego estymatora przy J — +oo do estymatora najwiek-

szej wiarygodnosci przedstawia ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. (Bretd, 2007, str. 22) Przy spelnieniu odpowiednich warunkéw
reqularnosci zachodzi warunek

N
lim >V, (00 = 6ar) = Vinp (y1.v16) (3.124)

T—0 o

gdzie Vg jest gradientem funkcji g oraz 6o = 0. Ponadto dla ciggu (T ( m) , takiego

A

ze TU) = 0 okreslmy rekurencyjnie cigg (9(3))(?0 | #a pomocq wzoru
J:

gu+) = 6 4 ) i (VU) (69— 02,), (3.125)
n=1

gdzie é(j) = 0, (9 @), 70 ) V) = Vi (QU),TU)). Jezeli istnieje é, takie Ze |9 —
)| /70) — 0, to Vlnp(y1N|9—9) = 0.

Twierdzenie 3.1 pokazuje, ze dla dostatecznie malego 79) procedura iterowanej
filtracji dokonuje rekurencyjnie kolejnych oszacowan 6 w kierunku rosnacej wartosci
logarytmu funkcji wiarygodnosci z punktem stalym bedacym lokalnym maksimum
logarytmu funkcji wiarygodnosci. Algorytm 5 przedstawia kolejne korki postepowa-
nie w algorytmie iterowanej filtracji pierwszej generacji (IF1).

Druga generacja iterowanej filtracji opiera sie na pomysle klonowania danych
(data cloning) zaproponowanym przez Lele i in. (2007). Jest to metoda, ktéra wyko-
rzystuje algorytm Monte Carlo opartych na tancuchach Markowa do wnioskowania
klasycznego (czestosciowego). Autorzy tej pracy zauwazyli, ze czesto korzysta sie
z wnioskowania bayesowskiego wylacznie z powodéw pragmatycznych — klasyczne
wnioskowanie jest trudne, wrecz niemozliwe. Problem ten dotyka szczegoélnie nieli-

niowe i niegaussowskie modele przestrzeni stanéw, gdzie uzycie metod MCMC stato
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Algorytm 5. Iterowana filtracja (IF1)

Dane sg: liczba iteracji .J, czynnik dyskontujacy 0 < d < 1, b > 0, poczatkowa
wartoéé ), macierz kowarianciji 3.
Dla j =1, ..., J wykonujemy:
1. W okresie n = 0.
(i)Dlai=1,..., K:
(a.)Losujemy 65" z rozkladu N (é(j), cdj_lE)
(b.) Losujemy :L‘éi) z rozkladu g (:L‘(); Héj’i))
(c.) Przyjmujemy wagi w( = 1/K
2. Dla okreséw n =1, ..., N wykonujemy:
(i) Dlai=1,.. K:
(a.)Losujemy 099 7 rozkladu N (éﬁlj), djflE)
(b.) Losujemy 2 z rozktadu o gestosci p (xﬂxiﬁl; 9}37“)
(c.) Wyznaczamy wagi w') = p (yn|x£f); Hg’i))
)
Y wit?

iii) Losujemy ze zwracaniem K czasteczek z prawdopodobienstwami (u?ﬁ)

(i) Normalizujemy wagi: (") =

K
i=1
iv) Przyjmujemy w' = 1/K dlai=1,..., K

v) Wyznaczamy $rednig wartosé 09) = 1/K YK 909
. o L NT
vi) Wyznaczamy macierz kowariancji V) = 1/K S5 (909 — Hﬁf)) (97(1“) - «97(13))
Ap A - . —1 — . —( i
3. Przyjmujemy AU+D = §0) 4 ;0 N (Vé”) (97(3) — Hn]21>

(
(
(
(

Estymator najwickszej wiarygodnosci wyznaczonym metoda iterowane;j

filtracji GMIEF = §7+1

siec dominujace. Byto takze wida¢ w przegladzie literatury na temat estymacji pa-
rametréw modelu BNS podanym na poczatku rozdziatu, w ktérej wiekszos¢ pozycji
byta oparta na algorytmach MCMC.

Whioskowanie bayesowskie cho¢ atrakcyjne ze wzgledu na mozliwos¢ do zastoso-
wania w wielu trudnych problemach wigze si¢ takze z pewnymi problematycznymi
kwestiami. Lele i in. (2007) wskazuja na cztery trudnosci. Po pierwsze, wyniki wnio-

skowania zaleza od w duzej mierze subiektywnego wyboru rozktadu a priori. Po dru-
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gie, interpretacja i uzycie rozktadow nieinformacyjnych ciagle wzbudza kontrower-
sje!? (Irony i Singpurwalla, 1997). Po trzecie, bayesowskie przedzialty wiarygodnosci
nie maja korzystnej z punktu widzenia nauki interpretacji czestosciowej (replikacji
eksperymentu), ale raczej reprezentuja przekonania badacza co do wartodci para-
metru!! (por. Grzenda (2016, str. 110)). Po czwarte, interpretacja bayesowskich
przedzialéw wiarygodnosci w przypadku nieinformacyjnych rozktadéw a priori, ze
wzgledu na kontrowersje zwigzane z interpretacja tych rozktadow i interpretacja
przedziatéw wiarygodnosci jest tym bardziej problematyczna.

Idea metody klonowania danych wynika ze znanego wyniku teoretycznego: wraz
ze wzrostem liczebnosci préby rozktad a posteriori 7 (0|y1.n) zbiega (przy pewnych
zatozeniach co do regularnosci) do rozktadu normalnego o wartosci oczekiwanej réw-
nej estymatorowi najwiekszej wiarygodno$ci i macierzy wariancji-kowariancji row-
nej odwrotnosci drugiej pochodnej logarytmu funkcji wiarygodnosci wyznaczonej w
punkcie wyznaczonym przez estymator najwickszej wiarygodnosci, bez wzgledu na
wybor rozktadu a priori 7 (6) (por. Walker (1969)). W praktycznych rozwazaniach
mamy jednak tylko skonczona ilosé obserwacji V. Lele i in. (2007) zaproponowali,
aby w takim przypadku replikowaé (dostownie klonowa¢) dane tak jakby pochodzity
z k niezaleznych eksperymentéw, dla ktorych wszystkie skonczyty si¢ identycznymi
wynikami y;.y. Funkcja wiarygodnosci tak powstatej préby powstaje poprzez pod-
niesienie do j-tej potegi: p(@,ylcN)j . Wéwcezas, gdy j rosnie wystepuje podobny
rezultat jak przy wzroécie liczebnogci préby N: rozktad a posteriori 71) () zbiega
do oszacowania najwiekszej wiarygodnosci.

W algorytmie iterowanej filtracji 1F2 zaczerpnicte jest takze z pracy Lele i
in. (2007) pojecie iterowanego odwzorowania bayesowskiego (iterated Bayes map).

Oznaczmy przez 7 (#) rozklad a posteriori parametru @ dowolnego modelu prze-

10Rozklady nieinformacyjne a priori to rozktady majace minimalny wplyw na na rozklad a

posteriori (Grzenda, 2016, str. 42).
" Argument ten ma znaczenie w naukach eksperymentalnych. W ekonomii, w ktérej zazwyczaj

nie mozna powtarzaé eksperymentéw cze$¢ autoréw uwaza to za zalete podejécia bayesowskiego,

na przyktad Grzenda (2015).
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strzeni stanéw (definicja 3.1) przed klonowaniem danych. Przyjmuje on postaé

{/p(ylzN|I1:N;9)dx1;N} ()

= (Blyr.n) =
[ plinlen)m(6)deyvds

(3.126)

Wstawiajac do wzoru (3.126) w miejsce rozktadu a priori 7(# rozktad 7™ (9) dany

wzorem (3.126) otrzymujemy

{/p(ylzN!xlzN;e)dxliN}Qﬁ(Q)
/{/p<y1:N|ZE1:N)dI1;N}2W(Q)de'

7@ (Byr.n) = (3.127)

Jest to rozktad a posteriori dla podwdjnego zestawu danych. Kontynuujac induk-
cyjnie postepowanie otrzymujemy rozktad a posteriori 7U) (0ly.x) dla zestawu j-
kopii danych. W ten sposdb powstaje iterowane odwzorowanie T' (F(j) Oy N)) =
70D (Qlyr.n), dla j = 1,2, ... . Powstaje pytanie czy tak powstate odwzorowanie ma
punkt staty. Lele i in. (2007) wykazali, ze jest tak w istocie i jest to rozklad zdegene-
rowany jednopunktowy w punkcie wyznaczonym przez estymator funkcji najwiekszej
wiarygodnosci. Praktyczny wniosek jest taki, ze wyznaczajac wielokrotnie rozktad
a posteriori (na przyktad poprzez MCMC) to Srednia ze $rednich wartosci tych roz-
ktadow zbiega do oszacowania wartosci najwiekszej wiarygodnosci (Lele i in., 2007).

Kolejne kroki postepowania w metodzie IF2 dla dowolnego modelu przestrzeni
stanéw (definicja 3.1) przedstawia algorytm 6. Tak jak w przypadku pierwszej ge-
neracji iterowanej filtracji wykonywany jest sekwencja J filtracji na rozszerzonej o
wektor parametrow przestrzeni stanéw. W przypadku, gdy J = 1 oraz dla dowolnego
n = 0,..., N rozklad zaburzen h, (6;p,7) jest zdegenerowany do rozkladu jedno-
punktowego skoncentrowanego w punkcie ¢, to algorytm redukuje sie do klasycznego
filtru boostrapowego. Wprowadzone w tym algorytmie zapis X,i ,g oraz O oznacza
sktadowe czagsteczki wyznaczone na podstawie filtracji, natomiast Xf; ,ﬁ oraz ©F7
predykcji. Losowanie z rozktadu wielomianowego indeksow [y.x czasteczek jest row-
nowazne losowaniu ze zwracaniem. Mozna takze wykorzysta¢ inne metody reprob-
kowania na przyktad losowanie systematyczne. Jako rozktad zaburzen h,, (6;p,T)
wybiera si¢ zazwyczaj wielowymiarowy rozktad normalny o wartosci oczekiwanej ¢

i macierzy wariancji-kowariancji 73, ale moze to by¢ dowolny rozktad, dla ktoérego
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wariancja bedzie proporcjonalna do pewnej statej 7. Laczny rozktad zaburzen mozna

zapisa¢ w postaci

=

h(QOIngp; )_hO 90|(pa H 0 |‘9n 1,7 ) (3128)

Kazda iteracja IF2 jest aproksymacja Monte Carlo bayesowskiego odwzorowania

/P 90N>le) (QON\% ) ( )dwdeo:Nq

T, f(On) =
/p (Oo:vs y1:n) b (Oo:n | 7) f (@) depdbo.

(3.129)

Funkcja f jest rozktadem poczatkowego zbioru czasteczek, natomiast T f(6x)
koncowego zbioru czasteczek dla ostatniego okresu czasu N. Funkcja f jest odpo-
wiednikiem rozktadu a priori z metody klonowania danych. Kolejne iteracje algo-
rytmu IF2 odpowiadaja ztozeniom odwzorowania T f (6 ), co natomiast odpowiada
zwielokrotnieniu funkcji wiarygodnosci w metodzie klonowania danych. Jest jednak
pewna istotna réznica pomiedzy metoda klonowania danych a IF2: odwzorowanie
T, f(On) zalezy od rozktadu zaburzenia h (6o.n|p; 7). Ionides i in. (2015) nazwali
algorytm IF2 wnioskowaniem poprzez iterowane zaburzone odwzorowane Bayesa
(inference via iterated, pertubated Bayes map). Ponadto rozklad zaburzen w algo-
rytmie [F2 podlega malejacemu ciggowi (7']) skalujacego wariancje zaburzen. Nie
pozwala to na skorzystanie zaproponowanego przez Lele i in. (2007) granicznego
twierdzenia dla metody klonowania danych. Zamiast tego lonides i in. (2015) przed-

stawili warunki, dla ktérych zachodza:
(A1) dla kazdego ustalonego 7 > 0, granica lirf T f = f, istnieje,
(A2) wraz ze wzrostem K i J algorytm IF2 numerycznie aproksymuje f,

(A3) wraz z malejaca wariancja zaburzen granica lin%) fr zbiega do rozktadu jedno-
T—
punktowego skoncentrowanego w punkcie bedacym estymatorem najwiekszej

wiarygodnosci.

W celu przedstawienia odpowiednich twierdzeni z pracy lonides i in. (2015)
nalezy przedstawi¢ konieczne zatozenia. Niech (@o N)+ bedzie tancuchem Mar-
kowa przyjmujace wartoéci w OVt takim ze @o:N ma gestosé [ h (Oo.n|o;T) fp)de

oraz éé: y ma rozktad warunkowy h (0p.n|pn; 7) pod warunkiem é%_z\} = po.n dla
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j = 2. Proces ((:)é N) e jest skonstruowany na przestrzeni probabilistycznej €2y =
{0, 0% 5, ...)}, edzie HON — O} y(v) dla v = (0] 5,02y, ...) € Qp. W celu rozwaza-
nia przeskalowanych czasowo granic procesu (éo N):j przy 7 — 0 oznaczmy przez
(Wr(1))g<s<1 Proces prawostronnie ciagly z lewostronnymi granicami, przedziatami
staly, ktory dla punktéw nieciggloci przyjmuje wartosé¢ W, (j72) = O3, gdzie
j=0,1,2,....

Ionides i in. (2015) przyjeli nastepujace zalozenia.

Algorytm 6. Iterowana filtracja (IF2)

Dane sa:

Liczba obserwacji: N, liczba czasteczek: K, liczba iteracji: J

Zbior K poczatkowych oszacowan wektora parametrow 6: {00 dlak =1,..., K}
Rozktad zaburzen h, (0;¢,7), dlan=1,..,N

Ciag schladzajacy: 7j, dla j =1,...,J

Dla j =1, ..., J wykonujemy:
1. W okresie n = 0.
(i) Losujemy @g},g' z rozkladu hg (9[@{;_1; Tj) dlai=1,.. K
(ii) Losujemy X(f;g z rozkladu p (SL’Q; @OF,g) dlai=1,.. K
2. Dla okreséw n =1, ..., N wykonujemy:
(i) Losujemy @P’j z rozkladu h, (9|@n 1 k,’T]) dlai=1,. K
ii) Losujemy X z rozktadu o gestosci p (xn]Xfka; @fi) dlaz=1,...,. K

) ()
iv) Normalizujemy wagi: (") = wi dlai=1,..,K

(v) Losujemy ciag l1.xx z rozktadu Wlelomlanowego z K zdarzeniami

(
(iii) Wyznaczamy Wagi wfl’k = (yn]Xn i @P’J) dlai=1,.. K
(

oraz prawdopodobieflstwami wyznaczonymi przez znormalizowane wagi.

(vi) Przyjmujemy: @Si =08 oraz X:,g = XP podlai=1,.. K

n,lx

3. Przyjmujemy @5\% dla:=1,...,. K

Wynik algorytmu:

zbiér K koncowych oszacowan wektora parametréow 6: {@i dlak=1,...K }
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(B1) (Wr(t))o<i<q zbiega stabo 7 — 0 do procesu dyfuzyjnego (W (t))y<,q W prze-
strzeni procesOéw prawostronnie cigglych z lewostronnymi granicami D z to-
pologia jednostajnej zbieznosci. Dla kazdego otwartego A C O z dodatnig
miara Lebesguea i € > 0, istnieje (A, €) > 0 takie ze P (W (t) € Adlakazdego
e<t<1|W(0)) > 0.

(B2) Dla kazdego to i 79 > 0, W,(t) ma dodatni rozklad na © jednostajnie powyzej
W) dlat>tyit <.

(B3) Funkcja p(0|y:.y) jest ciagla w otoczeniu {6 : p(f|yi.x) > A1} dla pewnego
A1 < sup p(@lyin)-
%)

(B4) Istniej ¢ >0z ¢! > p(yn|znb;) > c dla kazdego 1 <n < Nif € 0.
(B5) Istnieje stata Cy taka ze hy, (8¢;7) =0, gdy |0 — ¢| > Cy7, dla dowolnego 7.

(B6) Istnieje stata Cy taka ze sup |6, — 0,_1| < Ci7 implikuje

1<n<N

Ip(Oo.n|y1:8) — P(On|y1.n)| < Cor dla kazdego 7 i dla kazdego n.

Ionides i in. (2015) podali réwniez warunki, dla ktérych szesé powyzszych za-
tozenn moze byé¢ spelionych. Warunki (B1) i (B2) sa spelnione, gdy proces zabu-
rzen h, (0lp;7) dlan €0, ..., N jest gaussowskim bladzeniem losowym we wnetrzu
pewnego prostokatnego obszaru w RY™®) odbijajacym sie od brzegu tego zbioru
(reflected Gaussian random walk). Wowezas (W (t)) <., jest réwniez gaussowskim
btadzeniem losowym. Ponadto, gdy h,, (0|¢;7) dlan € 0, ..., N nalezy do rodziny roz-
ktadow z parametrem skali i potozenia z wartoscig oczekiwang ¢ z dala od brzegu,
to (W(t))cic1 bedzie zachowywal si¢ jak gaussowskie bladzenie losowe we wne-
trzu ©. Warunek (B5) moze by¢ speliony przez konstrukcje rozkladu zaburzen.
Warunki (B3) i (B6) sa mato wymagajacymi warunkami dla odpowiednio funkcji
wiarygodnosci proby w przypadku zwyklej i rozszerzonej przestrzeni standw.

Ponizsze twierdzenie szczegbélowo opisuje spetnienie warunkow (A1) i (A2) dla

algorytmu iterowanej filtracji drugiej generacji (IF2).

Twierdzenie 3.1.

(Ionides i in., 2015) Niech T, bedzie odwzorowaniem danym wzorem 3.129. Zalozmy,



Rozdziat 3. Estymacja niegaussowskich modeli zmiennosci stochastycznej typu
Ornsteina-Uhlenbecka 150

Ze spelnione sq zatozenia (B2) i (B4). Wéwczas istnieje unikalny rozktad gestosci f,

na przestrzeni parametrow ©, taki Ze dla kazdej gestosci rozktadu f na © zachodzi
. g _
dim ([T~ £ h=0, (3.130)

gdzie || f |1 jest norma w przestrzeni funkcji catkowalnych L.
Niech {@i dlak=1,..., K} bedzie wynikiem algorytmu IF2, dla ktérego 7; = 7 >
0. Istnieje stata C' > 0 taka Ze dla kazdej funkcji ¢ - © — R i dla kazdego J zachodzi

K C'sup [¢(0)]
E{ flsz::l¢ (61) —/ ¢(9)f7(9)d0‘} < ‘)T (3.131)

Warunki konieczne do spetnienia (A3) formalizuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.

(Ionides i in., 2015) Zalézmy, Ze zachodzq warunki (B1)-(B6). Dla Ay < sup £(0)
9

zachodzi

im [ £2(0)L{s0)<x,) (6)60 = 0. (3.132)

Metoda iterowanej filtracji, podobnie jak wiekszo$¢ metod numerycznych nie
gwarantuje znalezienia globalnego maksimum w przypadku, gdy logarytm funkcji
wiarygodnosci nie jest funkcja wypukla. Algorytmy iterowanej filtracji umozliwiaja
zlokalizowaé jedynie lokalne minimum. Twierdzenie 3.1 dla IF1 oraz twierdzenia
3.11 3.2 dla IF2 takze nie mowig nic o szybkosci zbieznosci do maksimum funkcji
wiarygodnosci. Ponadto zaltozenia (B1)-(B6) dla IF2 sa trudne do zweryfikowania
w praktycznych zastosowaniach. Powoduje to konieczno$é¢ weryfikowania otrzyma-
nych wynikéow w celu upewnienia sie, ze zbieznos¢ zostala osiggnieta, a otrzymane
maksimum jest globalne.

Korzystajac z algorytmu iterowanej filtracji IF2 nalezy wybraé szereg ustawien,
ktore maja wpltyw na wyniki algorytmu (poréwnaj poczatek algorytmu 6). Po pierw-
sze nalezy wybra¢ liczbe czasteczek M oraz liczbe iteracji J. Zazwyczaj jako liczbe
czasteczek mozna wybraé¢ wartos¢ podobng do wartosci, ktora pozwala efektywne w
danej przestrzeni stanéw dokonywaé oszacowan zmiennej stanu za pomoca klasycz-
nego filtru boostrapowego, gdy znane sa parametry lonides (2019). Nalezy zwrocié

uwage, ze algorytmy iterowanej filtracji wykonuja filtracje na rozszerzonej o wektor
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parametrow przestrzeni stanéw. Efektywnosé filtréw czasteczkowych spada wraz ze
wzrostem wymiaru przestrzeni stanéw (Vaswani, 2008). Z drugiej strony dodatkowa
zmiennos¢ zmniejsza problem degeneracji réznorodnosci proby charakterystyczny
dla filtrow czgsteczkowych, poniewaz kazda czasteczka ma wowczas wicksza szanse
na trafienie na prawdziwa trajektorie danych (Ionides i in., 2015). Nie jest wiec jasne
co moze w danej sytuacji przewazy¢ czy spadek efektywnosci zwiazany ze wzrostem
wymiaru, czy korzys¢ zwigzana z dodatkowej zmiennosci. Pewna wskazowka moga
by¢ wyniki przedstawione w pracy lonides i in. (2015), w ktérej autorzy poréw-
nali efektywna wielkos¢ proby ESS w filtrze czasteczkowym z i bez dodatkowych
zaburzen parametrow dla modelu epidemiologicznego rozwazanego w tamtej pracy.
Okazalo sie, ze w przypadku, gdy wektor parametréw odpowiadal wartosci estyma-
tora najwieckszej wiarygodnosci to warto§é ESS spadata érednio o 5% w przypadku
dodatkowych zaburzen na przestrzeni parametrow. Natomiast, gdy wektor parame-
trow roznil sie znaczaco od estymatora najwigkszej wiarygodnodci to wartos¢ ESS
rosta $rednio o 13% w przypadku dodatkowych zaburzen na przestrzeni parametréow.
Wida¢ zatem, ze dodatkowa zmiennos¢ rzeczywiscie pozwala znaczaco zmniejszy¢
degeneracje réznorodnosci proby wtedy, gdy w przeszukiwaniu przestrzeni parame-
trow algorytm iterowanej filtracji jest jeszcze daleko od warto$ci maksymalizujacej
logarytm funkcji wiarygodnosci, a czasteczki nie trafiajg w regiony prawdziwej tra-
jektorii wyznaczonej przez dane. W przypadku, gdy algorytm zbliza sie do wartosci
estymatora najwickszej wiarygodnosci dodatkowa zmienno$¢ staje si¢ co raz mniej
potrzebna, a w przypadku osiggniecia estymatora najwigkszej wiarygodnosci powo-
duje nieznaczny spadek efektywnej liczebnosci préoby. Wraz z kolejnymi iteracjami
maleje jednak wariancja perturbacji kontrolowana przez ciag schtadzajacy (Tj);jzl.
Co pozwala wykorzystac zalety zaburzen w poczatkowych iteracjach i zminimalizo-
waé negatywny efekt w poblizu maksimum.

Jako ciag schtadzajacy (cooling schedule) zmniejszjacy wariancje zaburzen Ioni-
des i in. (2015) proponujg stosowaé albo ciag geometryczny (7; = 71¢’, gdzie 71 > 0,
q € (0,1)) albo ciag o postaci funkcji hiperbolicznej (7; = 1/(1 + aj), gdzie o > 1).
W pracy Ionides i in. (2015) w przykladach zastosowano ciagi geometryczne o para-

metrach 7y = 0,117 = 0,2 oraz ¢ = 10779, Warto$¢ ¢ zostala tak dobrana, aby dla
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ostatniej, setnej iteracji otrzymac¢ odpowiednio wartosé¢ m99 = 0,1 oraz 99 = 0, 2.

Liczbe iteracji J w algorytmie iterowanej filtracji nalezy dobiera¢ metoda prob i
btedéw obserwujac wykresy diagnostyczne (zostana przedstawione w dalszej czesci
rozdziatu). Na wybér J wplyw ma takze dobér ciagu schladzajacego. Gdy wartosé
ciggu schtadzajacego (Tj)jzl jest bliaska zera dalsze zwigkszanie iteracji nie ma sensu,
poniewaz nie spowoduja istotnych przesunie¢ w przestrzeni parametréw. Ionides i
in. (2015) w prezentowanych przyktadach przyjmowat J = 100 z opisanymi powyzej
ciagami schladzajacymi, natomiast Bret6 (2014) stosujac algorytm IF1 przyjal J =
150.

Jako rozktad zaburzen stosuje si¢ najczesciej wielowymiarowy rozktad normalny
(Ionides i in., 2015)

hy (6050, 7;) ~ N (0, 7;V,,). (3.133)
Zazwyczaj macierz V,, jest diagonalna o poczatkowych wartosciach zaburzen dla
poszczegdlnych parametréw na gtéwnej przekatnej. Wéwcezas jako 71 mozna przyjaé
1.

Ostatnim ustawieniem algorytmu iterowanje filtracji IF2 jest wybér zbioru K
poczatkowych oszacowann wektora parametréw 0: {©%dlak = 1,..., K}. Zazwyczaj
przyjmuje sie K replikacji tej samej ustalonej wartosci startowej lonides (2019).

Podstawowym narzedziem diagnostycznym sa wykresy, ktore dla kolejnych kro-

kéw iteracji 7 =1, ..., J przedstawiaja sktadowe wektora

_ 1 K

e = = > O (3.134)

k=1
Zbieznos¢ do maksimum globalnego wskazuje sytuacja, gdy trajektorie sktadowych
wektora ©7 dla réznych poczatkowych wartoéci zbiegaja do jednoznacznie wyzna-
czonych granic. Na rysunku 3.7 (a) przedstawiono wykresy 10 trajektorii algorytmu
IF2 dla podstawowego modelu BNS o losowo wybranych wartosciach poczatkowych.
Wida¢, ze poszczegdlne sktadowe wraz ze wzrostem iteracji cho¢ nie zbiegaja do
wspolnej granicy, to jednak zbiegaja do wyraznie zaznaczonych obszaréw.
W opublikowanej pracy dokotrskiej Breté (2007) jednego ze wspotautoréw pracy

Ionides i in. (2006) zostata przedstawiona nastepujaca procedura przeszukiwania

przestrzeni parametréw w poszukiwaniu globalnego maksimum funkeji wiarygodno-

$ci:
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Krok 1 Wybieramy S poczatkowych wartoéci (na przyktad poprzez losowanie kazde;
sktadowej wektora 6 z pewnego akceptowalnego przedziatlu wartosci) i wyzna-
czamy metoda iterowanej filtracji S par (és, Zs) oszacowan wektora parametru

0 i wartosci logarytmu funkcji wiarygodnosci.

Krok 2 Jesdli jest wyrazne maksimum globalne, to znaczy jest wiele par (és, [l) takich,

ze | max ¢, — 0, ) jest male oraz || 6 ; — 0 jest réwniez male, nalez
1<r< 5 T S argmax £, S )
=R 1<r<S

wybraé jako oszacowanie wektora parametrow 6 Srednia z oszacowan bliskich

globalnego maksimum?!?.

Krok 3 Jesli maksimum globalne nie jest wyrazne, to znaczy wiele par (95,@8) ta-

A

kich, ze (max 0, — 65) jest matle, natomiast || 0, || jest duze, to

argmax .
1<r<S

niektére kombinacje parametrow sg stabo identyfikowalne. Prawdopodobnie

1<r<S

nalezy uwzgledni¢ dodatkowe zatozenia w celu poprawienia identyfikowalnosci

modelu i powréci¢ do kroku 1.

Nalezy okresli¢ jednak co oznacza ,malte” w kroku 2 i 3. W przypadku loga-
rytmu funkcji wiarygodnosci wedtug Breté (2007) za ,mala” mozna uznaé réznice
rzedu jednej jednostki logarytmu funkcji wiarygodnosci. Trudniej jednak wskazaé
co mozna uznaé za ,maly” réznice w przypadku wektora parametréw. Na rysunku
3.7 wszystkie dziesie¢ oszacowan logarytmu funkcji wiarygodnosci wyznaczonych na
podstawie warto$ci parametrow z ostatniej iteracji 1IF2 réznig sie co do wartosci
bezwzglednej o mniej niz jedna jednostke logarytmu funkcji wiarygodnosci.

W kroku 2 Bret6 (2007) preferuje wyznaczy¢ srednia z oszacowan wektora para-
metru @ bliskich globalnego maksimum zamiast jedng warto$¢ o najwiekszej wartosci
oszacowania logarytmu najwickszej wiarygodnosci, poniewaz btad oszacowania lo-
garytmu najwiekszej wiarygodnodci jest zazwyczaj wiekszy niz réznice pomiedzy
rzeczywistymi warto$ciami funkcji wiarygodnosci w poblizu globalnego ekstremum.
Inne podejscie do wyboru oszacowania parametru 6 wartosci preferuje Tonides (2019)
inny ze wspétautoréw pracy lonides i in. (2006). Zaleca by dla kazdego oszacowa-
nia 0, powtoérzy¢ wielokrotnie oszacowanie funkcji wiarygodnosci za pomoca filtru

czasteczkowego i wyznaczy¢ Srednie oszacowanie, ktére nastepnie zostaje poddane

128ymbol || - || oznacza w tym przypadku dowolna norme w przestrzeni RI™(9),
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transformacji logarytmicznej i staje sie oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygod-
nosci. Jako oszacowanie parametru 6 w drugim kroku wybiera sie zatem to osza-
cowanie és, dla ktérego / wyznaczone jako logarytm érednich oszacowan funkcji
wiarygodnosci jest najwicksze!.

W kroku trzecim mozna rowniez postuzy¢ sie wykresami korelacji pomiedzy po-
szczegdlnym sktadowymi 6, w probie ztozonej z S oszacowan parametru 6. Silne ko-
relacje pomiedzy sktadowymi oszacowan wektora parametru modelu sa wskazdwka,
ze parametry modelu sg stabo identyfikowalne (Breto, 2007).

Kolejng mozliwosécia diagnostyki jest tworzenie wykreséw jednowymiarowych
cie¢ funkcji wiarygodnosci wzgledem poszczegdlnych sktadowych wektora 6 postaci
l (é + hei) w pewnym otoczeniu wektora g, gdzie e; jest wektorem majacym same
zera oprocz i-tej sktadowej dla ktérej przyjmuje wartos¢ 1. Jesli poszczegdlne skia-
dowe 6 sa maksymami lokalnym wszystkich jednowymiarowych cie¢ funkcji wiary-
godnosci, to 6 jest réwniez maksimum lokalnym ¢ (é) jesli tylko funkcja ¢ jest ciggle
rozniczkowalna w pewnym otoczeniu 0. Jednakze w modelach przestrzeni stanow za-
zwyczaj nie dysponujemy postacig analityczng funkcji wiarygodnosci ¢, wiec ciecia
funkcji wiarygodnosci nalezy wyznaczaé korzystajac z oszacowan funkcji wiarygod-
noéci wyznaczonych za pomocy filtru czasteczkowego, co wiaze sie z koniecznoscig
uwzglednienia btedu Monte Carlo oszacowania logarytmu funkcji wiarygodnosci. Z
powodu btedu Monte Carlo oszacowania / (é + hei) nie sg ciagle wzgledem zmien-
nej h i nalezy poprowadzi¢ dopasowanie lokalnie sklejanymi wielomianami drugiego
stopnia (Ionides, 2005). Na rysunku 3.7 (b) przedstawiono jednowymiarowe cigcia lo-
garytmu funkcji wiarygodnosci dla podstawowego modelu BNS. Przyjeto wygltadza-
nie lokalnie sklejanymi wielomianami drugiego stopnia z parametrem wygladzania
0,5.

Jednowymiarowe ciecia funkcji wiarygodnosci mozna takze wykorzysta¢ do wy-
znaczenia btedu standardowego oszacowania 0. Blad standardowy i-tej sktadowej

wyznacza sie ze wzoru: SE (@) = {I‘l/ 2Li, gdzie T jest macierzg informacyjna Fi-

I3Filtry czasteczkowe dostarczaja nieobcigzonego oszacowania funkeji wiarygodnoéci, ale osza-
cowanie logarytmu jest obciazone. Dlatego nalezy usredniaé oszacowania funkcji wiarygodnosci, a

nie logarytmu funkcji wiarygodnosci.
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shera, ktora mozna oszacowaé za pomoca

N a a T
Z,'Z Inp yny:n—,él [lnp yny;n_,él . 3.135
’ ;::2 [3@ (sl 0) 90, (vnlorin1,0) (3.135)

Bret6 (2007) podal procedure jak mozna wyznaczy¢é numerycznie oszacowanie ma-

cierzy informacyjnej Fishera:

Krok 1 Obliczamy ¢,; ; =1Inp (yn|y1;n_1, 0+ hijei) dla1l << dim(f) oraz 1 < j < q,
gdzie e; jest wektorem majacym same zera oprocz i-tej sktadowej dla ktorej

przyjmuje wartos¢ 1, ¢ dolng liczbg catkowitg dodatnig.

Krok 2 Dla kazdego n wyznaczamy regresj¢ liniowa ¢;; ; wzgledem h;; dla kazdego ¢
otrzymujac wspétezynnik regresji EH z oszacowaniem wariancji wspotczynnika

VE);I'(!%J).
. . . . . 2 N p b
Krok 3 Wyznaczamy oszacowanie macierzy informacyjnej Fishera Z;; = > ét,iﬁfj.
n=2 ’

W kroku 2 powyzszej procedury wyznaczane sa numeryczne aproksymacje po-
chodnych czastkowych wzgledem pewnego otoczenia h;j. Jesli otoczenie h;; bedzie
za mate btad Monte Carlo moze zdominowaé¢ wyznaczong wartos¢ oszacowania po-

. N . .
chodnej. Btad oszacowania Z;; mozna przyblizy¢ poprzez Y. Var({:;) (Breté, 2007).
n=2

Dlatego jesli warto$¢ Z;; nie jest znacznie wieksza niz ]ZV: V:dr(étvi), to nalezy zwiek-
szy¢ otoczenie h;; poprzez zwigkszenie w kroku 1 Wart%:éii stalej q.

Btedy standardowe mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia przedzialéw ufnosci w
oparciu o asymptotyczng zbieznosé¢ estymatoréow metody najwickszej wiarygodnosci
do rozktadu normalnego. Przyktadowo przedziat 6, + 1,96SE (éz) stanowi przybli-
zenie 95% przedziatu ufnosci dla oszacowania i-tej sktadowej wektora 6.

Przedzialy ufnos$ci mozna takze wyznacza¢ metoda profili funkeji wiarygodnosci
zaproponowanej przez Barndorff-Nielsen i Cox (1994). Jesli wektor 6 podzieli sie na
dwie sktadowe d; i d,, to d,-wymiarowy profil logarytmu funkcji wiarygodnosci wek-

tora d, wyznacza si¢ za pomoca () (n) = sup £(¢,n). Przyblizeniem 95% przedziatu
¢

ufnosci dla n jest wowczas przedziat

{02 [l () = €y ()] < XSos(dn)} (3.136)
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gdzie X(2),95(dn) jest kwantylem rzedu 0, 95 rozktadu chi-kwadrat o d,, stopniach swo-
body, /) = argmax{,(n). Wykonanie takich przedzialéw ufnosci wymaga jednak
znacznie Wi@ksgego naktadu czasu do wykonania obliczen niz metoda w oparciu o
ciecia logarytmu funkcji wiarygodnosci.

Zastosowanie metody iterowanej filtracji do estymacji parametréw niegaussow-
skich modeli stochastycznej zmiennosci wymaga przedstawienia modelu w postaci
przestrzeni stanéw oraz opracowania symulacji kolejnych generacji czasteczek (krok 2
(ii) w algorytmie 6). Zostato to przestawione odpowiednio w podrozdziatach 3.6 oraz
3.7. W odréznieniu od wynikéw zaprezentowanych w pracach Szczepocki (2019a)
oraz Szczepocki (2019b) przestrzenie stanéw z podrozdziatu 3.6 pozwalaja na esty-
macje parametrow dla bardzo szerokiej klasy modeli uwzgledniajacej ztozenie pro-
cesé6w zmiennosci oraz efekt dzwigni. Ponadto metody symulacji z podrozdziatu
3.7 umozliwiaja zastosowanie jako rozkladéw stacjonarnych uogédlnionych rozkta-
déw odwrotnych Gaussa oraz temperowane rozktady stabilne. Uzycie schematu Eu-
lera umozliwia zastosowanie iterowanej filtracji takze w przypadkach, gdy proces
Ornsteina-Uhlenbecka jest okreslony poprzez wybor prowadzacego procesu Lévy’ego
ukrytego w tle. Do obliczeri zastosowano program R, w tym pakiet POMP (King
i in., 2019) stanowiacy podstawe obliczen algorytmu iterowanej filtracji. W tym
celu napisano w jezyku programowania R oraz czeSciowo w jezyku programowania
C skrypty umozliwiajace uzycie algorytmu iterowanej filtracji dla przedstawionych
modeli przestrzeni stanéw oraz generujace kolejne generacje czasteczek dla przed-

stawionych proceséw wariancji chwilowe;j.
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Rysunek 3.7: Trajektorie oszacowan parametréw A, «, v dla dziesieciu 10 realizacji
iterowanej filtracji o roznych, losowo wybranych punktach startowych, kazda po J = 500
iteracji (a) oraz oszacowania jednowymiarowych cieé¢ funkcji wiarygodnosci wzgledem
parametréow A, a, v wyznaczone przez filtr czasteczkowy (czarne kola) przy uzyciu 1000
czasteczek, interpolacja logarytmu funkcji wiarygodnoéci lokalnymi wielomianami
drugiego stopnia (linia niebieska) oraz oszacowania logarytmu funkeji wiarygodnosci
otrzymane przy uzyciu ostatniej iteracji algorytmu iterowanej filtracji (czerwone
tréjkaty) (b). Zastosowano podstawowy model BNS o wariancji chwilowej ze
stacjonarnym rozkladem gamma z parametrami o = 12,5, v = 6,25, A = 0,01. Przyjeto
p=p3=0.

Zrédlo: opracowanie wlasne.



Rozdziat

Modelowanie zmiennosci

finansowych szeregéw czasowych

4.1 Uwagi wstepne

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana przyktady zastosowania omowio-
nych w rozdziale drugim niegaussowskich modeli stochastycznej zmiennosci typu
Ornsteina-Uhlenbecka do modelowania zmiennosci dla trzech szeregéw czasowych
pochodzacych z polskiego rynku finansowego: notowan Warszawskiego Indeksu Giet-
dowego (WIG), notowani dla indeksu WIG20 — indeksu dwudziestu najwiekszych
spotek akcyjnych notowanych na warszawskiej Gietdzie Papieréw Warto$ciowych
oraz kursu USD/PLN (kursu dolara amerykanskiego wyrazonego w ztotych).

W przypadku szeregu czasowych indeksu WIG oraz kursu USD/PLN sa to dane
dzienne z okresu od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrzesnia 2017. Dane pochodzg z serwisu
internetowego Stooq.pl (Stooq.pl, 2019). Modelowaniem objete zostaty dzienne (pro-

centowe) logarytmiczne stopy zmian:

Y = 1001n ( T ) , (4.1)
Lp—1

gdzie x,, jest ceng instrumentu finansowego (poziomem indeksu, notowaniem kursu

walutowego). Sa to stopy zwrotu z hipotetycznych jednodniowych inwestycji w

dany walor finansowy przy kapitalizacji ciggtej i zerowych kosztach transakeji (Pa-

jor, 2003, str. 20). Zdefiniowana w ten sposéb logarytmiczna stopa zwrotu jest
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dyskretyzacja procesu logarytmu cen wystepujacego w modelach matematyki finan-
sowej i pozwalajg na na obliczenie zwrotu z inwestycji wielodniowych w postaci sumy
dziennych stop zwrotu.

W przypadku szeregu czasowego indeksu WIG20 wykorzystano dane §roddzienne,
1 minutowe z okresu od 22 lutego 2017 do 21 lutego 2018. Dane pochodza z ser-
wisu internetowego Santander Biuro Maklerskie (Santander, 2019). W tym wypadku
przedmiotem modelowania beda realizacje estymatora wariancji zrealizowanej wy-
znaczonego na podstawie zwrotow H-minutowych. Wezesniejsze badania dotyczace
rynku polskiego wskazuja, ze warto$ci wariancji zrealizowanej wyznaczone na pod-
stawie zwrotéw o czestotliwosci od 5 do 10 minut daja najlepszy kompromis po-
miedzy zbieznoscig do wariacji kwadratowej procesu logarytmicznych cen wraz ze
wzrostem czestotliwosci pobierania obserwacji, a pojawiajaca sie dla bardzo wysokiej
czestotliwosci szumem mikrostruktury rynku (por. Kliber (2013, str. 105), Ptucien-
nik (2008)).

W rozdziale zostana wykorzystane cztery wersje niegaussowskich modeli stocha-
stycznej zmienno$ci typu Ornsteina-Uhlenbecka: podstawowy model (definicja 2.1,
oznaczenie: BNS), model ze ztozeniem dwdch proceséw (definicja 2.2, oznaczenie:
BNS2), model z efektem dzwigni (definicja 2.3, oznaczenie: BNSL) oraz ze ztoze-
niem dwéch proceséw oraz z efektem dzwigni (definicja 2.4, oznaczenie: BNSL2).
Powyzsze modele sa zagniezdzone. Model BNS mozna traktowaé jako szczegdlny
przypadek zaréwno modelu BNS2 jak i BNSL, przyjmujac przestrzen parametréw
modelu BNS jako podprzestrzen bardziej ogdlnych przestrzeni parametréw BNS2 i
BNSL. Te dwa modele stanowia natomiast szczegdlne przypadki modelu BNS2L. W
skrocie zalezno$ci na przestrzeniach parametrow mozna zapisaé nastepujaco: BNS
C BNSL € BNS2L oraz BNS € BNS2 € BNS2L.

Sposréd mozliwych rozktadéw samorozktadalnych (por. podrozdzial 2.5) jako
rozktady stacjonanne procesu wariancji chwiolowej wybrane zostaty uogélnione od-
wrotne rozklady Gaussa. W szczegélnosci dwa rozktady tej klasy sa szczegdlnie
wazna: gamma i odwrotny Gaussa. Po pierwsze, jezeli wariancja aktualna (dyskrety-
zacja wariancji chwilowej) miataby rozktad odpowiednio gamma, odwrotny Gaussa,

uogolniony odwrotny Gaussa, to zgodnie z twierdzeniem 1.6 logarytmiczne stopy
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zwrotow miatby bezwarunkowy rozktad VG, NIG oraz uogdlniony hiperboliczny.
Wszystkie trzy rozklady maja bardzo dobre dopasowanie do empirycznie obserwo-
wanych stop zwrotu. Cho¢ rozktad zmiennosci aktualnej jest nieznany, to cze$¢ auto-
réw! uwaza ze moze byé dostatecznie dobrze odwzorowany rozkladem stacjonarnym
procesu wariancji chwilowej. Po drugie, Barndorff-Nielsen i Shephard (2003) ana-
litycznie wykazali, ze jezeli wariancja chwilowa ma rozktad gamma lub odwrotny
Gaussa, to wariancja scatkowana réwniez ma rozktad bardzo zblizony do odpowied-
nio rozktadu gamma lub odwrotnego Gaussa (por. twierdzenie 1.8 oraz wzér 2.17).
Zaleznosé ta nie jest prawdziwa dla wszystkich rozkladow stacjonarnych, na przy-
ktad dla rozktadu log-normalnego wariancja scatkowana nie ma podobnego rozktadu
jak wariancja chwilowa. Wtasnosci te pozwalaja przed dokonaniem estymacji mo-
delu stochastycznej zmiennosci wstepnie ocenié, czy zastosowanie procesu warian-
cji chwilowej o danym rozktadzie jest w danym przypadku odpowiednie. Po trze-
cie, dla rozktadow stacjonarnych procesu wariancji chwilowej gamma i odwrotnego
Gaussa zostaly wyznaczone wzory na wycene opcji europejskich w niegaussowskich
modelach stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka?. Ponadto, jedynie
rozktady odwrotny Gaussa oraz gamma sposrod uogdlnionych rozktadéw Gaussa
sg rozktadami zamknietymi na sploty, co umozliwia konstrukcje ztozonego procesu
zmiennosci.

Do estymacji parametrow modeli stochastycznej zmiennosci zostanie wykorzy-

stana przedstawiona w podrozdziale 3.8 metoda iterowanej filtracji.

4.2 Charakterystyka danych empirycznych

Pierwszym badanym szeregiem czasowym jest 10001 kolejnych notowan indeksu
Warszawskiego Indeksu Gietdowego (WIG) z okresu od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrze-
snia 2017. Na podstawie wyznaczono 1000 dziennych zwrotéw logarytmicznych. Na
rysunku 4.1 (a) i (b) przedstawiono odpowiednio notowania indeksu WIG i dzienne
zwroty logarytmiczne w badanym okresie. Zauwazmy, ze logarytmiczne stopy zwrotu

charakteryzuja si¢ grupowaniem zmiennosci: po duzych ruchach ceny wystepuja za-

Na przyktad Benth (2011) oraz Lindberg (2008).
2Wrzory te zostaly przedstawione w pracy Nicolato i Venardos (2003)
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zwyczaj duze ruchy, a po matych matych.

(a) Dzienne notowania indeksu WIG (b) Logarytmiczne dzienne stopy zmian
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Rysunek 4.1: Dzienne notowania indeksu WIG (a) oraz logarytmiczne dzienne stopy

zmian indeksu WIG (b) z okresu od 6 wrze$nia 2013 do 8 wrzesnia 2017.

Zrédto: opracowanie wlasne.

Na podstawie rysunku 4.2 (a) mozna zauwazy¢, ze oszacowanie funkcji gestosci
otrzymane za pomocy estymatora jadrowego® ma ksztalt bardziej skoncentrowany
wokot wartosci éredniej niz w przypadku rozktadu normalnego oraz lewostronng asy-
metrie rozktadu empirycznego. Ponadto rysunek 4.2 (b) kwantyl-kwantyl (qgplot)
wskazuje, ze ogony rozktadu empirycznego znacznie réznia si¢ od ogonéw rozktadu
normalnego. Potwierdzaja to podstawowe charakterystyki probkowe logarytmicz-
nych dziennych stép zmian indeksu WIG przedstawione w tablicy 4.1. Wartosé¢ kur-
tozy wskazuje na leptokurtycznosé¢ rozktadu, natomiast skosno$é na lewostronng
asymetrie rozktadu. Wartosci tych dwéch statystyk odbiegajg od typowych warto-
sci dla rozktadu normalnego (wynoszacych odpowiednio 3 i 0). Leptokurtoza oraz
asymetria spadkéw i wzrostéw (spadki sa co do wartosci bezwzglednej wigksze niz
wzrosty) sa to typowe wlasnosci szeregdw notowan akgeji i indekséw gietdowych (Kli-

ber, 2013, str. 50). Testy normalnosci Shapiro-Wilka oraz Jarque - Bera odrzucaja

3Zastosowano jadro gaussowskie, parametr wygladzany wyznaczony zgodnie z regula Silver-

mana (Silverman, 1986).
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hipoteze o normalnosci rozkladu logarytmicznych stop zmian indeksu WIG z p-
wartosciami testéw ponizej 0,001.

(a) Rozklad empiryczny (b) Wykres kwantyl-kwantyl
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Rysunek 4.2: Rozklad empiryczny dziennych logarytmicznych stép zmian indeksu WIG
wyznaczony na podstawie estymatora jadrowego oraz dopasowany wykres gestosci
rozkladu normalnego (a) oraz wykres kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych

stop zmian indeksu WIG (b). Dane z okresu od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrzesnia 2017.

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tablica 4.1: Statystyki opisowe dla logarytmicznych dziennych stép zmian indeksu
WIG z okresu od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrzesnia 2017.

Liczba Wartosé Odchylenie
Sko$nos¢ Kurtoza
obserwacji srednia standardowe
1000 0,0320 0,9036 -0,5218 6,6328
Kwartyl Kwartyl
Minimum Mediana Maksimum
pierwszy trzeci
-5,8250 -0,4482 0,0429 0,5418 3,0052

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Korelogram kwadratéw stép zwrotu przedstawione na rysunku 4.3 (b) pokazuje,

ze nawet dla bardzo duzych opdznien pojawiajg sie statystycznie istotne wartosci
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wspolezynnika korelacji*. Mniej typowe jest pojawienie sie ujemnej korelacji. Réw-
niez autokorelacja stop zwrotu nie zanika szybko, tak jak wskazuja typowe obser-

wacje zwrotow dla finansowych szeregdéw czasowych.

Tablica 4.2: Statystyki i p-wartosci testéw normalnoéci dla zwrotéw logarytmicznych

indeksu WiG za okres od 6 wrzeénia 2013 do 8 wrzesnia 2017.

Wartosé statystyki
Test P-warto$¢ testu
testowej
Shapiro-Wilka 0,9668 0,0000
Jarque-Bera 595.,4 0,0000

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

(a) Korelogram dla vy, (b) Korelogram dla y2
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Rysunek 4.3: Korelogram dla dziennych logarytmicznych stép zmian indeksu WIG (a)
oraz dla kwadratéw dziennych logarytmicznych stép zmian indeksu WIG (b). Dane z

okresu od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrzednia 2017.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

4Linie przerywane wyznaczaja obszary odrzucenia na poziomie istotnoéci 0,05 hipotezy zerowej o
zerowym wspoélczynniku autokorelacji przy danym rzedzie opdznienia. Linie te zostaly wyznaczone
przy zalozeniu, ze szereg czasowy stanowi realizacje Scislego biatego szumu (por. (Brockwell i

in., 1991, roz. 7.2) oraz (Kwiatkowski, 2013, str. 199)).
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Drugim badanym szeregiem czasowym jest 1035 kolejnych notowan kursu USD /PLN

z okresu od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrzesnia 2017. Na ich podstawie wyznaczono
1034 logarytmicznych dziennych st6p zmian (logarytmicznych stép zwrotu w jed-
nodniowe inwestycje w dolar amerykanski). Na rysunku 4.4 (a) i (b) przedstawiono
odpowiednio kurs i dzienne zwroty logarytmiczne w badanym okresie. Podobnie jak

w przypadku kursu WIG wida¢ efekt grupowania zmiennosci.

(a) Dzienne notowania kursu USD/PLN (b) Logarytmiczne dzienne stopy zmian
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Rysunek 4.4: Dzienne wartosci kursu USD/PLN (a) oraz logarytmiczne dzienne stopy
zmian kursu USD/PLN (b) z okresu od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrzesnia 2017.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Z rysunku 4.5 (a) wynika, ze oszacowanie gestosci rozkladu ma ksztatt bar-
dziej skoncentrowany wokot wartosci sredniej niz w przypadku rozktadu normalnego
oraz prawostronng asymetrie wynikajaca z wystapienia pojedynczych bardzo duzych
zwrotow. Wykres kwantyl-kwantyl (rysunek 4.5 (b)) réwniez wskazuje na istotne réz-
nice empirycznego rozktadu od rozkladu normalnego zwtaszcza w prawym ogonie
rozktadu. Podstawowe statystyki wyznaczone dla logarytmicznych dziennych stop
zmian kursu USD/PLN przedstawione w tablicy 4.3 potwierdzaja leptokurtoze i
prawostronng asymetrie rozktadu. W przypadku kurséw walutowych brak asymetrii
spadkow i wzrostow jest typowy. Testy normalnosci Shapiro-Wilka oraz Jarque -

Bera podobnie jak w przypadku kursu WIG odrzucaja hipoteze o normalnosci roz-



Rozdziat 4. Modelowanie zmiennosci finansowych szeregéow czasowych 165

ktadu logarytmicznych stép zmian kursu USD/PLN z p-wartosciami testow ponizej

0,001.
(a) Rozklad empiryczny (b) Wykres kwantyl-kwantyl
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Rysunek 4.5: Rozktad empiryczny dziennych logarytmicznych stép zmian kursu
USD/PLN wyznaczony na podstawie estymatora jadrowego i dopasowany wykres gestosci
rozkladu normalnego (a) oraz wykres kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych

stép zmian kursu USD/PLN (b). Dane z okresu od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrzesnia 2017.

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tablica 4.3: Statystyki opisowe dla logarytmicznych dziennych stop zmian kursu
USD/PLN. Dane z okresu od 6 wrze$nia 2013 do 8 wrzesnia 2017.

Liczba Wartosé Odchylenie
Sko$nos¢ Kurtoza
obserwacji srednia standardowe
1034 0,0080 0,6572 0,5572 7,9791
Kwartyl Kwartyl
Minimum Mediana Maksimum
pierwszy trzeci
-2,2363 -0,3717 0,0053 0,3848 5,4542

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Korelogramy st6p i kwadratéw stép zwrotu (rysunek 4.6) réwniez nie sa typowe

dla finansowych szeregéw czasowych. Po pierwsze w przypadku autokorelacji stop
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Tablica 4.4: Statystyki i p-wartosci testéw normalnoéci dla zwrotéw logarytmicznych

kursu USD/PLN za okres od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrzesnia 2017.

Wartosé statystyki
Test P-warto$¢ testu
testowej
Shapiro-Wilka 0,96813 0,0000
Jarque-Bera 1121,8 0,0000

Zrédlo: opracowanie wlasne.

zwrotOw pojawiaja sie istotne korelacje dla wysokich rzedow opdznien. Po drugie
pojawiaja sie ujemna (chociaz nieistotna statystycznie) korelacja dla kwadratow

stop zwrotu.

(a) Korelogram dla y,, (b) Korelogram dla 32
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1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
rzad wsp. autokorelacji rzad wsp. autokorelacji

Rysunek 4.6: Korelogram dla dziennych logarytmicznych stép zmian kursu USD/PLN
(a) oraz dla kwadratéw dziennych logarytmicznych stép zmian kursu USD/PLN (b).

Dane z okresu od 6 wrzesnia 2013 do 8 wrzes$nia 2017.

Zrédto: opracowanie wlasne.

Trzeci szereg czasowy to 240018 1-minutowych notowan kursu WIG20 z okresu
od 22 lutego 2017 do 21 lutego 2019. Na tej podstawie wyznaczono 499 oszacowan
estymatora wariancji zrealizowanej na podstawie 5-minutowych zwrotow sroéddzien-

nych. Wykorzystanie wariancji zrealizowanej zmniejsza dtugosé szeregu czasowego
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blisko 481-razy. Na rysunku 4.7 przedstawiono 5-minutowe notowania kursu WIG20
oraz wyznaczone wartosci wariancji zrealizowanej. Na rysunku 4.8 wida¢ jeszcze
wyrazniejszg niz w przypadku danych dziennych koncentracje oszacowania gestosci
rozktadu empirycznego w poblizu wartosci Sredniej i lewostronng asymetrie. Potwier-
dzaja to wyniki statystyk opisowych wyznaczone dla 5-minutowych logarytmicznych
stop zmian indeksu WIG20 przedstawione w tablicy 4.5 statystki opisowe. Jest to
zgodne z obserwowang dla wiekszosci szeregdéw czasowych agregacyjna whasnoscia
szeregbw czasowych: wraz ze wzrostem jednostki skali czasowej, wzgledem ktorej
obliczane sa zwroty, rozktad zwrotéow upodabnia sie do do rozktadu normalnego

(Kliber, 2013, str. 51).

Tablica 4.5: Statystyki opisowe dla 5-minutowych logarytmicznych stép zmian indeksu

WIG20.
Liczba Wartosé Odchylenie
Sko$nosé Kurtoza
obserwacji srednia standardowe
48402 0,0000 0,0450 -0,4620 225,6326
Kwartyl Kwartyl
Minimum Mediana Maksimum
pierwszy trzeci
-2,9413 -0,0178 0,0000 0,0176 1,8524

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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(&) 5—-minutowe notowania indeksu WIG20
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(b) Wariancja zrealizowana (na podstawie zwrotéw 5 minutowych)

| 610¢-¢0-8¢
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5-minutowe notowania indeksu WIG20 (a) oraz wariancja zrealizowana

indeksu WIG20 (b) z okresu od 22 lutego 2017 do 21 lutego 2019.

Rysunek 4.7

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 4.8: Rozktad empiryczny 5-minutowych logarytmicznych stép zmian indeksu
WIG20 wyznaczony na podstawie estymatora jadrowego oraz dopasowany wykres
gestosci rozkltadu normalnego (a), wykres kwantyl-kwantyl dla 5-minutowych
logarytmicznych stép zmian indeksu WIG20 (b). Na podstawie danych z okresu od 22
lutego 2017 do 21 lutego 2019.

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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4.3 Wyboér rozkladu stacjonarnego procesu wa-
riancji chwilowej

Jako rodzine rozktadéw procesu wariancji chwilowej zostaly wybrane uogélnione
rozktady odwrotne Gaussa. Na rysunkach 4.9, 4.10 oraz 4.11 przestawiono dopaso-
wanie rozktadéw VG, NIG oraz uogélnionego hiperbolicznego do odpowiednio dzien-
nych stép zwrotéw indeksu WIG, kursu USD/PLN oraz WIG20. W tym ostatnim
przypadku wyniki zostaly przedstawione dla danych dziennych, poniewaz wariancja
zrealizowana jest oszacowaniem dziennej wariancji aktualnej. Wszystkie trzy roz-
ktady majg bardzo dobre dopasowanie do danych srodkowej czesci rozktadu. Nie
co gorsze dopasowanie mozna zauwazy¢ w ogonach rozktadu (skala logarytmiczna
o podstawie réownej 10). Wykresy kwantyl-kwantyl dla rozktadéw uogélnionego roz-
ktadu hiperbolicznego VG i NIG sa praktycznie nierozréznialne (rysunki 4.12, 4.13
oraz 4.14 przedstawiaja wyniki dla rozktadéw VG i NIG). Wszystkie rozktady poza
pojedynczymi, skrajnie nietypowymi obserwacjami maja dobre dopasowanie do ob-
serwowanych empirycznie logarytmicznych stép zwrotow.

W tablicy 4.6 przedstawiono wyniki statystyki Kolmogorowa-Smirnowa (por.

Domaniski (1990, str. 64))
KS = sup ’F(x) — F(m)‘ (4.2)

oraz p-wartosci testu Kotmogorowa-Smirnowa dla trzech rozktadéw: VG (variance
gamma), NIG (normalny odwrotny Gaussa), HYP (uogdlniony hiperboliczny) dla
trzech rozwazanych szeregdéw dziennych logarytmicznych stép zwrotu. Wynik testéw
w zadnym z przypadkow nie pozwalaja na odrzucenie hipotezy o zgodnosci z rozkta-
dem teoretycznym. Potwierdza to dobre dopasowanie do obserwowanych empirycznie
rozktadow.

Rozktady VG i NIG sg specjalnymi przypadkami uogélnionego rozktadu hiper-
bolicznego przy spelnieniu pewnych restrykcji na przestrzeni parametréw tego roz-
ktadu. Mozna zatem sprawdzié¢ istotno$é¢ ograniczen parametréw za pomocs testu

ilorazu wiarygodnosci dla modeli zagniezdzonych (Domanski i in., 2014, str. 279).
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Gestosé: Est. jadrowy — VG — NIG HYP
(a) Rozklad empiryczny (b) Rozktad empiryczny - skala logarytmiczna
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Rysunek 4.9: Rozklad empiryczny dziennych logarytmicznych stép zmian indeksu WIG
oraz dopasowane wykresy gestoéci rozkladu VG, NIG, uogdlnionego hiperbolicznego na
skali zwyklej (a) oraz logarytmicznej (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Gestosc: Est. jadrowy —— VG — NIG HYP
(a) Rozklad empiryczny (b) Rozklad empiryczny — skala logarytmiczna
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Rysunek 4.10: Rozklad empiryczny dziennych logarytmicznych stop zmian kursu
USD/PLN oraz dopasowane wykresy gestosci rozktadu VG, NIG, uogélnionego

hiperbolicznego na skali zwyklej (a) oraz logarytmicznej (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.



Rozdziat 4. Modelowanie zmiennosci finansowych szeregéow czasowych 172

Gestosé: Est. jadrowy — VG — NIG HYP
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Rysunek 4.11: Rozklad empiryczny dziennych logarytmicznych stéop zmian indeksu
WIG20 oraz dopasowane wykresy gestosci rozktadu VG, NIG, uogdlnionego

hiperbolicznego na skali zwyklej (a) oraz logarytmicznej (b).

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Odpowiednia statystyka testu przyjmuje woéwczas postaé

d=2 (sup 0(6) — sup e(@)) , (4.3)

0c® 0cOq

gdzie £(0) to logarytm funkcji wiarygodnosci. Jezeli préba rzeczywiscie pochodzi z
modelu z ograniczeniami O, statystyka d ma asymptotycznie rozklad x7 (k stop-
niami swobody), gdzie k to liczba ograniczen.

W 4.7 przedstawiono statystyki oraz p-wartosci testu ilorazu wiarygodnosci dla
rozktadow VG i NIG jako specjalnych przypadkow uogdlnionego rozktadu hiperbo-
licznego. W kazdym z rozwazanych przypadkéw brak podstaw do odrzucenia hipo-
tez o istotnosci natozonych restrykcji. Mozna zatem ograniczy¢ rozwazania co do
wyboru rozktadu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej do dwoch rozktadow:
gamma i odwrotnego Gaussa. Pozwala to na zastosowanie modeli uwzgledniajacych
ztozenie proceséw zmiennosci. Choé¢ oba rozklady naleza do rodziny uogélnionych
rozktadow odwrotnych Gaussa, to nieguassowskie procesy Ornsteina-Uhlenbecka o

takich rozktadach stacjonarnych réznig sie istotnie. W przypadku procesu o rozkta-
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Rysunek 4.12: Wykresy kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych stép zmian
indeksu WIG wzgledem rozkladu VG (c) i NIG (d).

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 4.13: Wykresy kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych stép zmian
kursu USD/PLN wzgledem rozkladu VG (a) i NIG (b).

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 4.14: Wykresy kwantyl-kwantyl dla dziennych logarytmicznych stép zmian
indeksu WIG wzgledem rozkladu VG (c) i NIG (d).

Zrédto: opracowanie wlasne.

dzie stacjonarnym gamma odpowiadajacy mu proces prowadzacy Lévy’ego BDLP
jest procesem o skonczonej ilosci skokow w jednostce czasu, a w przypadku od-
wrotnego Gaussa proces BDLP ma nieskonczenie wiele skokéw w jednostce czasu.

Wtasnosci te przechodza na proces wariancji chwilowej.
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Tablica 4.6: Statystyki Kolmogorowa-Smirnowa (w nawiasach p-wartosci testu
Kolmogorowa-Smirnowa) dla trzech rozkltadéw: VG (variance gamma), NIG (normalny

odwrotny Gaussa), HYP (uogdlniony hiperboliczny).

Szereg dziennych zwrotow:
Rozktad:

WIG USD/PLN WIG20
0,0150 0,0101 0,0106

VG
(0,9777) (0,9999) (0,9998)
0,0188 0,0096 0,0125

NIG
(0,8683) (0,9999) (0,9975)
0,0156 0,0094 0,0117

HYP
(0,9675) (0,9999) (0,9991)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Tablica 4.7: Statystyki testu ilorazu wiarygodnosci (w nawiasach p-wartosci testu) dla
rozkladéw VG (variance gamma) oraz NIG jako specjalnych przypadkéw uogdlnionego

rozktadu hiperbolicznego.

Szereg dziennych zwrotow:
Rozktad:

WIG USD/PLN WIG20
0,6803 0,8479 0,3767

VG
(0,5595) (0,3571) (0,5394)
0,1723 0,3401 0,0793

NIG
(0,6123) (0,4095) (0,7782)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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4.4 Wyniki estymacji dla indeksu WIG

W podrozdziale przedstawione zostana wyniki badania zmiennosci indeksu WIG z
zastosowaniem niegaussowskich modeli stochastycznej zmiennosci tupu Ornsteina-
Uhlenbecka. Wykorzystano dwa rozklady stacjonarne procesu wariancji chwilowe;j
gamma i odwrotny Gaussa dla czterech specyfikacji niegaussowskich modeli stocha-
stycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka przedstawionych na poczatku roz-
dziatu. Do obliczen wykorzystano metode iterowanej filtracji. Dla kazdego z o$miu
modeli zastosowano pie¢ powtdrzen algorytmu iterowanej filtracji, kazda o innym
losowym wektorze warto$ci poczatkowych. Wybrano nastepujace ustawienia algo-
rytmu iterowanej filtracji: J = 200 iteracji, K = 1000 czasteczek, wielowymiarowy
rozktad normalny z diagonalng macierza wariancji kowariancji jako rozktad zaburzen
na przestrzeni parametrow, cigg geometryczny jako ciagg schtadzajacy o wartosci po-
czatkowej ciggu 0,02, a iloraz w ciggu geometrycznym zostal dobrany tak, aby dla
potowy iteracji otrzymac potowe wartosci poczatkowe;j.

Do wyboru najlepszego modelu zastosowano kryterium informacyjne Akaikego

(Akaikei, 1973) (Akaike information criterion, AIC)5 postaci
AIC = -2 (B) - 24, (4.4)

gdzie g to liczba szacowanych parametréw.

W tablicy 4.8 przedstawiono wyniki uzyskane dla rozktadu gamma, natomiast w
tablicy 4.9 dla rozktadu odwrotnego Gaussa. Jako oszacowanie wartos¢ wektora pa-
rametrow wybrano to sposrod pieciu powtorzen algorytmu, dla ktorego oszacowanie
wartosci logarytmu funkcji wiarygodnosci byto najwieksze. Oszacowanie logarytmu
funkcji wiarygodnoéci zostalo wyznaczone na podstawie dziesieciu powtérzen algo-

rytm filtru czasteczkowego, jako $rednia z oszacowan danych wzorem 3.75, przy czym

SW literaturze przedmiotu rozwazane sa takze inne kryteria informacyjne (por. Doman i Doman
(2009, str. 57)) m.in. Bayesowskie kryterium informacyjne Schwartza (Schwarz, 1978) (Bayesian
Information Criterion, BIC), Kryterium informacyjne Hannan-Quinna (Hannan i Quinn, 1979)
(Hannan—Quinn information criterion, HQC). Wybdr kryterium jest kwestia subiektywna. Po-
szczegblne kryteria roznig sie ,kara” za wprowadzenie kolejnych parametréw do modelu. Kryterium

AIC jest jednym z najczesciej stosowanych.
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algorytm byt powtarzany dziesie¢ razy, aby otrzymacé oszacowanie btedu standardo-
wego estymatora logarytmu funkcji wiarygodnosci.

Interpretujac wyniki nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze wartosci logarytmu funk-
¢ji wiarygodnosci wykorzystywane do kryterium informacyjnego oraz do testéw sa
wyznaczone za pomoca filtrow czasteczkowych. Wigze sie to z dwoma implikacjami.
Po pierwsze filtry czasteczkowe dostarczaja nieobcigzonego i zgodnego oszacowania
funkcji wiarygodnosci, ale obcigzonego oszacowania logarytmu funkcji wiarygodno-
Sci. W tej pracy wykorzystano powszechnie stosowana korekte na redukcje obcia-
zenia (wzér 3.75). Po drugie oszacowania sa wyznaczone z pewnym btedem Monte
Carlo, ktorego oceng jest podana warto$¢ btedu standardowego estymatora loga-
rytmu funkcji wiarygodnosci.

W tablicach 4.8 i 4.9 jako bledy standardowe oszacowan parametréw podano
wartosci wyznaczone za pomoca numerycznego szacowania macierzy informacyjnej
Fishera wedtug procedury opisanej w rozdziale 3. Ta sama metoda wyznaczania

btedéw standardowych zostata zastosowana w pracy Bret6 (2014).



Tablica 4.8: Wyniki estymacji parametrow modeli stochastycznej zmiennosci z rozkladem stacjonarnym procesu wariancji chwilowej

gamma wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodnoéci oraz wartoscig kryterium informacyjnego AIC. W

nawiasach podano bledy standardowe oszacowan.

Model 1 16 o v A1 Ao p1 P2 wy loglik AIC
BNS 0,089 0,0266 | 3,8725 | 3,0007 | 0,0814 ) ] ] ] -1272,748 2550.496

Ga-OU | (0,0154) | (0,0256) | (0,3363) | (0,2544) | (0,0285) (0,1539)

BNSL | 0,0884 | 0,0226 | 4,8746 | 2,9445 | 0,1019 ) -2,4016 ) ) -1266,538 2537.076

Ga-OU | (0,0231) | (0,0393) | (0,3071) | (0,2295) | (0,0175) (0,3304) (0,4290)

BNS2 | 0,09427 | 0,0246 | 3,9214 | 2,2604 | 0,0382 | 0,6465 ) ) 0,00837 | -1267,935 9542.87

Ga-OU | (0,0252) | (0,0363) | (0,7169) | (0,4147) | (0,0184) | (0,3974) (0,0568) | (0,8382)

BNS2L | 0,10443 | 0,0278 | 3,6824 | 2,8341 | 0,1058 | 0,2660 | -5,0210 | -0,0681 | 0,0841 | -1260,374 252,748

Ga-OU | (0,0314) | (0,0684) | (0,3548) | (0,2848) | (0,1716) | (0,0679) | (0,5156) | (0,4333) | (0,0576) | (0,6898)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Tablica 4.9: Wyniki estymacji parametrow modeli stochastycznej zmiennosci z rozkltadem stacjonarnym procesu wariancji chwilowej

odwrotnym Gaussa wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodnosci oraz wartoscia kryterium informacyjnego AIC.

W nawiasach podano bledy standardowe oszacowan.

Model 1 15} v 0 A1 Ao p1 P2 wy loglik AIC
BNS 0,0804 | 0,0304 1,6178 1,5077 | 0,0487 ] ) ) ) -1274,815 2554.63

IG-OU | (0,0265) | (0,0355) | (0,2404) | (0,1905) | (0,0385) (0,6244)

BNSL | 0,0718 | 0,0181 1,6203 1,3766 | 0,0881 ) -0,0898 ) ) -1270,561 2545,122

IG-OU | (0,0262) | (0,0359) | (0,1768) | (0,1366) | (0,0251) (0,3923) (0,9147)

BNS2 | 0,1206 | 0,0109 1,5578 1,1376 | 0,0188 | 0,8277 ) ) 0,0274 | -1271,416 2549.832

IG-OU | (0,0262) | (0,0376) | (0,6594) | (0,2175) | (0,0106) | (0,1697) (0,0514) | (0,4192)

BNS2L | 0,1108 | 0,0106 1,2334 1,4793 | 0,1157 | 0,5475 | -0,1232 | -0,0568 | 0,0855 -1266,4 2530.8

IG-OU | (0,0212) | (0,0897) | (0,6125) | (0,1733) | (0,0264) | (0,1362) | (0,2373) | (0,1849) | (0,0506) | (0,5431)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

[OAMOSRZ) MOFOIOZS YOAMOSURUY DSOUUDIWZ dIURMOPPOIN “F [RIZPZOY
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Najwiekszg warto$é kryterium informacyjnego AIC sposréd o$miu rozwazanych
modeli uzyskat model z efektem dzwigni oraz ztozeniem proceséw zmiennosci dla roz-
ktadu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej gamma (BNSL2 Ga-OU). Mozna
zauwazyc¢, ze modele o rozktadzie stacjonarnym procesu wariancji gamma majg wiek-
sze warto$ci funkcji wiarygodnosci od ich odpowiednikéw z rozktadem stacjonarnym
odwrotnym Gaussa.

We wszystkich oszacowanych modelach parametr dryfu p przyjmuje wartosci
bliskie 0,1, co wskazuje na nieznaczna tendencje do wzrostu kursu WIG w czasie.
Jest to zgodne z otrzymang dodatnig wartoscia Sredniej z logarytmicznych stop
zmian kursu WIG przedstawionymi w tablicy 4.1. Parametr 3 (iterpretowany jako
premia za ryzyko) we wszystkich modelach przyjmuje wartosé¢ dodatnia, ale bliska
zera. Dodatnia wartos¢ jest zgodna z teoria i dotychczasowymi badaniami empi-
rycznymi opartymi na niegaussowskich modelach stochastycznej zmiennosci (por.
Taufer i in. (2011)). W modelach ze ztozeniem dla obu rozktadéw stacjonarnych
mozna zauwazy¢, ze procesy o mniejszej wartosci parametru A majg znacznie mniej-
sza wage od procesow z wickszg wartos$cig parametru A. Parametry p; i ps zgodnie
z teorig przyjmuja wartosci ujemne. Uwage zwraca szczegdlnie duza (co do wartosci
bezwzglednej) wartosé parametru p; dla modelu BNSL2 Ga-OU. Jest to zgodne z
wynikami empirycznymi uzyskanymi dla modelu modelu BNSL2 Ga-OU dla indeksu
S&P500 przez Griffin i Steel (2006). Parametry mierzace site efektu dzwigni w od-
roznieniu od ich odpowiednikéw w modelach opartych o dyskretyzacje proceséw SV,
w ktérych logarytm zmienno$é chwilowej jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka oraz
modeli nalezacych do klasy CEV nie przyjmuje wartosci tylko z przedziatu [—1, 1].

W tablicy 4.10 przedstawiono oszacowania wartosci oczekiwanej ¢ = E (02(t))
i odchylenia standardowego w = /Var (02(t)) wariancji chwilowej dla wszystkich
o$miu modeli. Wartosci uzyskano zgodnie ze wzorami odpowiednio £ = v/a, w =
Vv/a dla rozkladu gamma oraz & = 0/, w = \/W dla rozktadu odwrotnego
Gaussa. Wartosci uzyskane dla obu parametréw & i w sg wieksze dla rozktadu od-
wrotnego Gaussa niz dla rozktadu gamma.

Na rysunku 4.15 przedstawiono trajektorie oszacowan uzyskane metoda iterowa-

nej filtracji dla poszczegdlnych sktadowych wektora 0 = [, B, a, v, A1, A2, p1, po, wl]T
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Tablica 4.10: Wyniki estymacji wartosci Sredniej (parametr &) oraz odchylenia
standardowego (parametr w) rozkladu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej dla
o$miu rozwazanych modeli stochastycznej zmiennosci z podzialem na rozklady

stacjonarne: gamma (Ga-OU) oraz odwrotnym Gaussa (IG-OU).

Ga-OU 1G-OU
Model Model
§ w 3 w

BNS BNS

0,7697 0,4572 0,9321 0,5967
Ga-OU 1G-OU
BNSL BNSL

0,6041 0,3521 0,8496 0,5688
Ga-OU IG-OU
BNS2 BNS2

0,5764 0,3834 0,7302 0,5486
Ga-OU IG-OU
BNS2L BNS2L

0,7696 0,4572 1,1994 0,8879
Ga-OU IG-OU

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

wzgledem kolejnych iteracji algorytmu dla modelu BNSL2 Ga-OU, dla ktérego war-
tos¢ kryterium AIC byla najmniejsza. Na rysunku 4.16 przedstawiono jednowy-
miarowe ciecia wiarygodnosci dla tego modelu. Wykresy diagnostyczne 4.15 i 4.16
potwierdzajg uzyskanie zbieznosci algorytmu iterowanej filtracji dla modelu BNSL2
Ga-OU.

Modele BNS2 oraz BNSL mozna traktowaé jako modele z restrykcjami na prze-

strzeni parametrow dla modelu BNS2L. Mozna zatem rozwazaé nastepujace pary

hipotez
Hy:p1=p2=0
(4.5)
H1 o~ H()
oraz
Hoipgz)\gzwlzo
(4.6)

H1 o~ HO
W parze hipotez (4.5), hipoteza H, zaklada, ze prawdziwe sa restrykcje uprasza-
jace model BNS2L do modelu BNS2 | natomiast w przypadku pary hipotez (4.6)



Rozdziat 4. Modelowanie zmiennosci finansowych szeregdéw czasowych 182

150 20(

T T T 1 T T T T 1 2I T T
150 20C 0 50 100 150 20( 0 50 100

0 50 100

Errr

= = =rraserers

v
A

., L]
“fha
. X
S

" e,y W taLe.

-

150 20( 0 50 100 150 20( 0 50 100 150 20(

0 50 100

50 100 150 20(

0 50 100 150 20( 0 50 100 150 20( 0
Nr iteracji

Rysunek 4.15: Trajektorie oszacowan parametréw wzgledem kolejnych iteracji
algorytmu dla 5 realizacji iterowanej filtracji o roznych, losowo wybranych punktach
startowych w modelu ze zlozeniem dwdch proceséw zmiennoéci i efektem dZwigni o

rozkladzie stacjonarnym gamma (BNS2L Ga-OU), kazda po J = 200 iteracji.

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 4.16: Oszacowania jednowymiarowych cieé funkeji wiarygodnosci wzgledem

parametréw wyznaczone za pomoca filtru czasteczkowego (czarne kota) przy uzyciu 1000

czasteczek, interpolacja logarytmu funkcji wiarygodnosci lokalnymi wielomianami

drugiego stopnia (linia niebieska) oraz oszacowania logarytmu funkcji wiarygodnosci

otrzymane przy uzyciu ostatniej iteracji algorytmu iterowanej filtracji (czerwone

tréjkaty). Model ze ztozeniem dwdch proceséw zmiennosci i efektem dzwigni o rozkladzie

stacjonarnym gamma (BNS2L Ga-OU).

Zrédto: opracowanie wlasne.
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do modelu BNSL. Mozna sprawdzi¢ istotnos¢ ograniczen parametrow za pomoca
testu ilorazu wiarygodnosci. W obu przypadkach przy zlozeniu prawdziwosci hipo-
tezy H, statystyka testowa ma rozktad x? o odpowiednio dwéch i trzech stopniach
swobody. W tablicy 4.11 przedstawiono wartosci statyk testowych oraz p-wartosci
testow dla obu par hipotez i dla obu rozwazanych rozktadéw stacjonarnych procesu
wariancji chwilowej. Tylko w przypadku rozktadu odwrotnego Gaussa i pary hipotez
(4.6) mozna mie¢ watpliwosci, czy odrzuci¢ hipoteze Hy. W pozostalych przypad-
kach p-wartosci testu wskazujg na odrzucenie hipotezy Hy dla typowych pozioméw
istotnosci testow. Wskazuje to, ze zaréwno ztozenie proceséw zmiennosci jak i efekt

dzwigi nalezy uwzgledni¢ w modelu.

Tablica 4.11: Statystyki testu ilorazu wiarygodnosci (w nawiasach p-wartosci testu)

dla par hipotez zagniezdzonych.

Rozktad stacjonarny wariancji chwilowej
Para hipotez
Gamma Odwrotny Gaussa
Ho P = P2 = 0 15,122 9,832
Hy :~ Hy (0,0005) (0,0073)
H() L P2 = )\2 = Wy = 0 12,328 6,122
Hy:~ Hy (0,0063) (0,0435)

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

Na rysunku 4.17 przedstawiono oszacowanie wariancji aktualnej otrzymane za
pomoca wygltadzania czasteczkowego (K = 1000 czasteczek, L = 20) oraz jej dwoch
sktadowych w poréwnaniu do wartosci kwadratéw logarytmicznych stép zwrotu.
Jako model zmiennosci wybrano model ze ztozeniem dwéch proceséw zmiennosci
i efektem dzwigni o rozktadzie stacjonarnym procesu zmiennosci gamma (BNS2L
Ga-OU). Jako parametry modelu przyjeto oszacowaniu uzyskane metoda iterowanej
filtracji przedstawione w tablicy 4.8. Zmiany w wahliwosci kwadratow logarytmicz-

nych stép zwrotu sa wyraznie odzwierciedlone w zmianach wariancji aktualne;j.
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Rysunek 4.17: Kwadraty dziennych logarytmicznych stép zmian indeksu WIG (a) oraz

oszacowanie wariancji aktualnej w modelu ze zlozeniem dwdéch proceséw zmiennosci i

efektem dZzwigni o rozkladzie stacjonarnym gamma (BNS2L Ga-OU) otrzymane za

pomoca wygladzania czasteczkowego (K = 1000 czasteczek, L = 20) dla wartosci

parametréw przedstawionych w tablicy 4.8 (b) wraz ze skladowymi wariancji aktualne;

(c) i (d).

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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4.5 Wyniki estymacji dla kursu USD/PLN

W badaniu zmiennosci kursu USD/PLN z zastosowaniem niegaussowskich modeli
stochastycznej zmiennosci tupu Ornsteina-Uhlenbecka ponownie wykorzystano dwa
rozktady stacjonarne procesu wariancji chwilowej: gamma i odwrotny Gaussa dla
czterech specyfikacje niegaussowskich modeli stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-
Uhlenbecka przedstawionych na poczatku rozdziatu. Do obliczen wykorzystano me-
tode iterowanej filtracji z doktadnie takimi samymi ustawieniami algorytmu jak w
przypadku badania dla indeksu WIG.

W tablicy 4.12 przedstawiono wyniki estymacji parametréw dla modeli o roz-
ktadzie stacjonarnym procesu wariancji chwilowej gamma, a w tablicy o rozktadzie
odwrotnym Gaussa 4.13. Dla wszystkich modeli parametr dryfu g przyjmuje war-
tos¢ bliska zera, co jest zgodne z wartoscig srednig logarytmicznych dziennych zmian
kursu USD/PLN w badanym okresie. Parametr 3 dla wszystkich modeli przyjmuje
wartos¢ bliska zera. W modelach ze ztozeniem proceséw zmiennosci dla obu roz-
ktadéw stacjonarnych procesy o mniejszej wartosci parametru persystencji A maja
mniejsza wage od procesow z wigkszg wartoscig parametru A. Parametry p; i po
zgodnie z teorig przyjmuja wartosci ujemne, ale wartosci sa duze blizsze zera niz w
przypadku badania dla kursu indeksu WIG. Jest to zgodne z wynikami uzyskanymi
dla modeli stochastycznej zmiennosci z czasem dyskretnym: efekt dzwigni przejawia
si¢ silniej w przypadku modelowania zwrotéw z akcji oraz indeksow, a stabiej w
przypadku kurséw walutowych (por. Pajor (2003)).

W tablicy 4.14 przedstawiono oszacowania warto$ci oczekiwanej (parametr &) i
odchylenia standardowego (parametr w) procesu wariancji chwilowej. Oszacowania
wartos$ci oczekiwanej sg podobne, natomiast odchylenia standardowego wyzsze dla

rozkladu stacjonarnego wariancji chwilowej odwrotnego Gaussa.



Tablica 4.12: Wyniki estymacji parametréw modeli stochastycznej zmiennosci z rozktadem stacjonarnym procesu wariancji

chwilowej gamma wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodnos$ci oraz wartoécig kryterium informacyjnego AIC.

W nawiasach podano bltedy standardowe oszacowan.

Model i 16 o v A1 Ao p1 P2 w1 loglik AIC
BNS | 0,322 | 00016 | 57266 | 2,6392 | 0,0736 975,853

Ga-OU | (0,0185) | (0,0484) | (0,6065) | (0,2422) | (0,0194) ) ) ) ) (0,1344) 1996,7062
BNSL | 0,0489 | -0,0092 | 6,4053 | 2,6603 | 0,0824 _ 10,5949 _ _ 975,633 1057 2662
Ga-OU | (0,0184) | (0,0484) | (0,6738) | (0,2359) | (0,0208) (0,4904) (0,1903)

BNS2 | 0,0024 | 00136 | 58442 | 2,0211 | 0,0592 | 0,8571 _ _ 0,0855 | -973,202 R
Ga-OU | (0,0185) | (0,0483) | (0,2781) | (0,0183) | (0,0232) | (0,1295) (0,0246) | (0,4657)

BNS2L | 0,0671 | 0,0096 | 6,1575 | 2,0033 | 0,0553 | 04371 | -0,0061 | -0,1808 | 0,0889 | -973,104 9522008
Ga-OU | (0,0222) | (0,0617) | (0,4667) | (0,0848) | (0,0184) | (0,0183) | (0,0828) | (0,5828) | (0,0219) | (0,1951)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Tablica 4.13: Wyniki estymacji parametréw modeli stochastycznej zmiennosci z rozktadem stacjonarnym procesu wariancji

chwilowej odwrotnym Gaussa wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodnoéci oraz wartoscia kryterium

informacyjnego AIC. W nawiasach podano btedy standardowe oszacowan.

Model ] I} v ) A1 Ao p1 P2 w1 loglik AIC
BNS 0,0013 | 0,0179 1,675 0,7784 | 0,0907 ) ) ) ) -974,285 1053574

IG-OU | (0,0182) | (0,0476) | (0,1811) | (0,0561) | (0,0294) (0,1983)

BNSL | 0,0043 | -0,0078 | 1,2663 | 0,7386 | 0,0828 ) -0,3093 ) ) -974,2725 1054545

IG-OU | (0,0185) | (0,0181) | (0,2328) | (0,0757) | (0,0124) (0,3297) (0,1907)

BNS2 | 0,0086 | 0,0115 1,7263 | 0,7856 | 0,0726 | 0,4985 ) ) 0,1739 | -970,4859 1047.971

IG-OU | (0,0187) | (0,0488) | (0,0201) | (0,3777) | (0,0131) | (0,3776) (0,0208) | (0,1981)

BNS2L | 0,0015 | 0,0288 1,0685 | 0,6021 0,0265 | 0,4801 | -0,0068 | -0,2287 | 0,1044 | -970,4057 1049811

IG-OU | (0,0054) | (0,4283) | (0,0254) | (0,0747) | (0,0187) | (0,0187) | (0,0033) | (0,0362) | (0,0297) | (0,2910)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Tablica 4.14: Wyniki estymacji wartosci Sredniej (parametr &) oraz odchylenia
standardowego (parametr w) rozkladu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej dla
o$miu rozwazanych modeli stochastycznej zmiennosci z podzialem na rozklady

stacjonarne: gamma (Ga-OU) oraz odwrotnym Gaussa (IG-OU).

Ga-OU 1G-OU
Model model
¢ w & w

BNS BNS

0,4609 0,2837 0,4647 0,407
Ga-OU IG-OU
BNSL BNSL

0,4153 0,2546 0,5833 0,6031
Ga-OU IG-OU
BNS2 BNS2

0,3458 0,2433 0,4551 0,3908
Ga-OU IG-OU
BNS2L BNS2L

0,3253 0,2299 0,5635 0,7025
Ga-OU IG-OU

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

Sposréd wszystkich rozwazanych modeli najmniejsza warto$é¢ kryterium AIC
uzyskal model ze ztozeniem procesoéw zmiennosci z rozktadem stacjonarnym odwrot-
nym Gaussa (BNS2 IG-OU). Modele z rozktadem stacjonarnym procesu wariancji
chwilowej odwrotnym Gaussa maja nieco wieksze wartosci funkcji wiarygodnosci
niz z rozktadem gamma. Dla obu rozktadéw uwzglednienie efektu dzwigni tylko
nieznacznie zwieksza oszacowanie logarytmu funkcji wiarygodnosci. Wiekszy wzrost
oszacowania logarytmu funkcji wiarygodnosci mozna uzyskaé¢ poprzez uwzglednienie
drugiego procesu zmiennosci.

Na rysunku 4.18 przedstawiono trajektorie oszacowan poszczegolnych sktado-
wych wektora 0 = [i, B, 7, 6, A1, Ao, wi]” wzgledem kolejnych iteracji algorytmu
iterowanej filtracji, a na rysunku 4.19 jednowymiarowe ciecia wiarygodnosci dla mo-
delu BNS2 IG-OU. Wykresy diagnostyczne 4.18 i 4.19 potwierdzajg uzyskanie zbiez-
nosci algorytmu iterowanej filtracji dla modelu BNS2 IG-OU.

W tablicy 4.15 przedstawiono wyniki testéow ilorazu wiarygodnosci dla czterech

par hipotez dla modeli zagniezdzonych. Oprécz dwéch rozwazanych wezesniej (por.
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Rysunek 4.18: Trajektorie oszacowan parametréow dla b realizacji iterowanej filtracji o
roznych, losowo wybranych punktach startowych w modelu ze ztozeniem dwdch proceséw
zmiennosci o rozkladzie stacjonarnym odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU), kazda po
J =200 iteracji.

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 4.19: Oszacowania jednowymiarowych cigé funkeji wiarygodnosci wzgledem

parametréw wyznaczone za pomoca filtru czasteczkowego (czarne kota) przy uzyciu 1000

czasteczek, interpolacja logarytmu funkcji wiarygodnosci lokalnymi wielomianami

drugiego stopnia (linia niebieska) oraz oszacowania logarytmu funkcji wiarygodnosci

otrzymane przy uzyciu ostatniej iteracji algorytmu iterowanej filtracji (czerwone

tréjkaty). Model ze ztozeniem dwéch proceséw zmiennosci o rozkladzie stacjonarnym

odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU).

Zrédto: opracowanie wlasne.
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(4.5) wzér oraz (4.6)) podano réwniez wyniki dla par hipotez

Eﬂ]:UHVZZAQ =0

(4.7)
filiﬁJf¥O
oraz
jqbi P1 =0
(4.8)
}fliAJfgb

W parze hipotez (4.7), przy prawdziwosci hipotezy Hj restrykcje umozliwiaja
uprosci¢ model BNS2 do modelu BNS, natomiast w przypadku pary hipotez (4.8)
model BNS2L do modelu BNSL. Wynik przestawione w tablicy 4.15 potwierdzaja
spostrzezenia, ze efekt dzwigni mozna pomingé¢ zaréwno w modelu ze ztozeniem
proceséw jak i bez dla obu rozkladéw stacjonarnych (pary hipotez (4.5) oraz (4.8)).
Natomiast wiecej watpliwosci wzbudza uwzglednienie ztozenia proceséw zmiennosci.
Dla obu rozktadow stacjonarnych procesu wariancji rozstrzygniecie, czy nalezy od-
rzuci¢ hipoteze o prawdziwosci restrykeji zalezy od wyboru poziomu istotnosci testu,

przy czym p-wartos¢ jest mniejsza w przypadku rozktadu odwrotnego Gaussa.

Tablica 4.15: Statystyki testu ilorazu wiarygodnosci (w nawiasach p-wartosci testu)

dla par hipotez zagniezdzonych.

Rozktad stacjonarny wariancji chwilowej
Para hipotez
Gamma Odwrotny Gaussa
Hy:py=p2=0 0,384 0,16
Hy:~ Hy (0,8254) (0,9229)
Hy:po=X=w; =0 5,065 7,734
Hy:~ Hy (0,1671) (0,5179)
Hy:wy=X=0 5,122 7,599
Hy:~ Hy (0,0772) (0,0224)
Hy:p1=0 0,441 0,025
Hy:~ Hy (0,5071) (0,8734)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Otrzymane wyniki metoda iterowanej filtracji wskazuja, ze w przypadku kursu

USD/PLN mozna zastosowaé estymacje metoda quasi-najwiekszej wiarygodnosci w
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oparciu o filtr Kalmana. Po pierwsze, oszacowanie parametru S sa bliskie zera. Po
drugie, testy statystyczne nie odrzucaja hipotez zaktadajacych, ze parametry pi, po
sa réwne 0. Jest to zgodne z uwaga z pracy Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b), ze
w przypadku rynku walutowego przyjecie zatozenia, ze 5 = p = 0 moze by¢ odpo-
wiednie. W tablicy 4.16 przedstawiono wyniki estymacji metoda quasi-najwiekszej
wiarygodnosci w oparciu o filtr Kalmana. W nawiasach podano btedy standardowe
wyznaczone numerycznie na podstawie wzoréw asymptotycznych (por. (3.27)). Za-
stosowano modele przestrzeni stanéw 3.1 oraz 3.2. Modele przestrzeni stanéw dla
filtru Kalmana nie rozrézniajg rozktadu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej,
poniewaz sg oparte jedynie na wartosci oczekiwanej, odchyleniu standardowym i
funkcji autokorelacji procesu wariancji chwilowej. Otrzymane wyniki sa poréwny-
walne do otrzymanych metoda iterowanej filtracji. Oszacowania parametru dryfu,
wartosci oczekiwane, odchylenia standardowego oraz wagi sg nieco wyzsze w przy-
padku metody quasi-najwickszej wiarygodnosci. Natomiast oszacowania parametrow
A1 1 A sg zblizone.

Na rysunku 4.20 przedstawiono oszacowanie wariancji aktualnej dla modelu
BNS2 IG-OU otrzymane za pomoca wygtadzania czasteczkowego (K = 1000 cza-
steczek, L = 20) oraz jej dwoch sktadowych w poréwnaniu do wartosci kwadra-
téw logarytmicznych stop zmian kursu USD/PLN. Jako parametry modelu przy-
jeto oszacowaniu uzyskane metodg iterowanej filtracji przedstawione w tablicy 4.13.
Dla poréwnania przedstawiono réwniez wyniki wygtadzania Kalmana dla modelu ze
ztozeniem dwoch proceséw zmiennosci na podstawie oszacowan parametréow przed-
stawionych w tablicy 4.16. Oszacowania wariancji aktualnej wyznaczone za pomocsg
filtru Kalmana sg wyzsze niz wygladzania Kalmana. Moze to si¢ wigzaé¢ z wyzszym
oszacowaniem parametru £ otrzymanym za pomocg metody quasi-najwickszej wia-

rygodnosci.
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(a) Kwadraty logarytmicznych dziennych stép zmian
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Rysunek 4.20: Kwadraty dziennych logarytmicznych stép zmian kursu USD/PLN (a)
oraz oszacowanie wariancji aktualnej (b) wraz ze sktadowymi (c¢) i (d) w modelu ze
ztozeniem dwéch proceséw zmiennodci o rozkladzie odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU)
otrzymane za pomoca wygladzania czasteczkowego (K = 1000 czasteczek, L = 20) oraz

wygladzania Kalmana.

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Tablica 4.16: Wyniki estymacji parametréw modeli stochastycznej zmiennosci
wyznaczone metoda quasi-najwiekszej wiarygodnosci. W nawiasach podano btedy

standardowe oszacowan.

Model 1 & w A1 Ao wq loglik

0,0304 | 0,6428 | 04994 | 0,0628
BNS - - -2618,953
(0,0165) | (0,0186) | (0,0368) | (0,0335)

0,0853 | 0,7528 | 0,3969 | 0,0795 | 0,5833 | 0,4012
BNS2 -1898,15
(0,0516) | (0,0493) | (0,0743) | (0,0735) | (0,1274) | (0,0153)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

4.6 Wyniki estymacji dla indeksu WIG20

Dla indeksu WIG20 zastosowano jako zmienng obserwacji oszacowania wariancji
zrealizowanej. Pozwala to znacznie zmniejszy¢ liczbe obserwacji w poréwnaniu do
zastosowania bezposrednio zwrotow sroddziennych, przy jednoczesnym wykorzysta-
niu informacji w nich zawartych.

Jako model przestrzeni stanéow zastosowano reprezentacje 3.7 dla modelu sto-
chastycznej zmiennosci bez ztozenia proceséw zmiennosci oraz reprezentacje 3.8 dla
modelu ze ztozeniem dwoéch procesow zmiennosci. Wybrano dwa rozklady stacjo-
narne procesu wariancji chwilowej gamma i odwrotny Gaussa. Wykorzystanie wa-
riancji zrealizowanej umozliwia jedynie estymacje parametrow rozkladu wariancji
chwilowej oraz parametru persystencji A\, bez mozliwosci wyznaczenia parametrow
dryfu czy premii za ryzyko. Tablica 4.17 przedstawia wyniki estymacji parametréw
uzyskane dla rozktadu stacjonarnego gamma oraz odwrotnego Gaussa. Poréwnujac
wynika dla obu rozktadéw stacjonarnych procesu wariancji chwilowej mozna zauwa-
zy¢ zblizone oszacowania parametréw A; i Ay. Wieksze wartosci logarytmu funk-
cji wiarygodnosci uzyskaly model z rozkladem stacjonarnym odwrotnym Gaussa.
Dla tego rozktadu zastosowanie zlozenia proceséw zmiennosci daje wiekszy wzrost
wartosci logarytmu funkcji wiarygodnosci niz w przypadku rozktadu gamma. Kry-
terium informacyjnego AIC wskazuje jako najlepszy model ze ztozeniem proceséw
zmiennosci i rozktadem stacjonarnym odwrotnym Gaussa. Dla tego modelu stocha-

stycznej zmiennosci na rysunku 4.21 przedstawiono trajektorie oszacowan poszcze-
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gblnych sktadowych wzgledem kolejnych iteracji algorytmu iterowanej filtracji, a na
rysunku 4.22 oszacowania jednowymiarowych cie¢ funkeji wiarygodnosci. Wszystkie
pie¢ oszacowan mieszcza sie w jednej jednostce logarytmu funkcji wiarygodnosci.
Przedstawione rysunki potwierdza zbieznosé¢ algorytmu.

W tablicy 4.18 zestawiono uzyskane oszacowania warto$ci oczekiwanej (para-
metr £) i odchylenia standardowego (parametr w) procesu wariancji chwilowej dla
rozpatrywanych modeli. Wartosci uzyskane dla rozktadu gamma sa bardzo do sie-
bie zblizone. Natomiast wartosci uzyskana dla rozktadu odwrotnego Gaussa duzo
bardziej zaleza od uwzglednienia drugiego procesu zmiennosci. W modelu ze ztoze-
niem proceséw zmiennosci pojawia si¢ znaczny spadek oszacowan obu parametrow

w poréwnaniu do modelu bez zlozenia.



Tablica 4.17: Wyniki estymacji parametréw modeli stochastycznej zmiennosci z rozktadem stacjonarnym procesu wariancji

chwilowej gamma i odwrotnym Gaussa wraz z uzyskanym oszacowaniem logarytmu funkcji wiarygodnosci oraz wartoscia kryterium

informacyjnego AIC. W nawiasach podano bledy standardowe oszacowan.

Model A Ao o v ~ ) wy loglik AIC
BNS 0,0175 5,9617 5,3741 -595,03
- - - - -1196,06
Ga-OU | (0,0051) (0,5132) | (0,6512 ) (0,2314)
BNS2 0,0135 0,3697 5,6697 5,1783 0,2312 | -592.04 1194.08
Ga-OU | (0,0059) | (0,1975) | (0,4328) | (0,5423) (0,0512) | (0,2137) ’
BNS 0,0147 4,2774 5,0196 -594,05
_ _ ] ] 119411
IG-OU | (0,0069) (0,6113) | (0,6113) (0,2176)
BNS2 0,0124 0,4906 5,4027 4,2381 0,1886 | -590,01 1190.02
IG-OU | (0,0066) | (0,2066) (0,7189) | (0,6035) | (0,0442) | (0,2145) 7

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Tablica 4.18: Wyniki estymacji wartosci Sredniej (parametr &) oraz odchylenia

standardowego (parametr w) rozkladu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej dla

o$miu rozwazanych modeli stochastycznej zmiennosci z podzialem na rozklady

stacjonarne: gamma (Ga-OU) oraz odwrotnym Gaussa (IG-OU).

Ga-OU IG-OU
Model Model
13 w & w

BNS BNS

0,9014 0,3888 1,1735 0,2532
Ga-OU 1G-OU
BNS2 BNS2

0,9133 0,4013 0,7844 0,1639
Ga-OU 1G-OU

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Model BNS mozna traktowa¢ jako model z restrykcjami na przestrzeni para-
metréw dla modelu BNS2. Mozna zatem ponownie rozwazaé pare hipotez (4.7).
Statystyki i p-wartosci testu ilorazu wiarygodnosci przedstawia tablica 4.19. W przy-
padku rozktadu odwrotnego Gaussa wyniki testu wskazuja na odrzucenie hipotezy
Hy na poziomie istotnosci 0,05. Natomiast p-wartos¢ testu dla rozktadu gamma jest
na granicy typowego poziomu istotnosci testu. Wyniki zatem mniej jednoznacznie
wskazuja na istotno$¢ uwzglednienia ztozenia proceséw zmiennosci.

W przypadku, gdy zmienng pomiaru jest wariancja zrealizowana mozna réw-
niez zastosowac¢ filtr Kalmana i estymowaé parametry metoda quasi-najwiekszej
wiarygodnosci. Odpowiednie modele przestrzeni stanu (3.7 dla modelu bez ztoze-
nia procesu oraz 3.4 dla modelu ze ztozeniem) oparte sa na wartosci oczekiwanej,
odchyleniu standardowym procesu i funkcji autokorelacji wariancji chwilowej. Nie
zaleza od wyboru rozktadu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej. Wyniki esty-
macji przedstawia tablica 4.20. Poréwnujac te wyniki z oszacowaniami uzyskanymi
metoda iterowanej filtracji mozna zauwazy¢, ze oszacowania wartosci oczekiwanej
procesu wariancji chwilowej sa wieksze natomiast odchylenia standardowego mniej-
sze. Najwieksza roznica jest w oszacowaniu wagi pierwszego sktadnika ztozenia. Te
uzyskane metoda quasi-najwiekszej wiarygodnosci jest znacznie wieksze niz w przy-

padku iterowanej filtracji. Natomiast wyniki estymacji parametréw A, oraz Ay sa
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zblizone.

Na rysunku 4.23 przedstawiono oszacowania wariancji aktualnej otrzymane za
pomoca wygladzania czasteczkowego (dla K=1000 czasteczek, L = 20) oraz wy-
gltadzania Kalmana. Przyjeto oszacowania uzyskane odpowiednio algorytmem ite-
rowanej filtracji (dla modelu BNS2 IG-OU) oraz metoda quasi-najwickszej wiary-
godnoéci. Oszacowania wariancji aktualnej mimo réznic w przyjetych wartosciach
parametrow oraz roznych metod estymacji sa bardzo zblizone. Natomiast oszaco-
wania poszczegdlnych sktadowych réznig sie istotnie. Wpltywa na to gltéwnie duza

roznica w oszacowaniach wagi pierwszej sktadowej.

Tablica 4.19: Statystyki testu ilorazu wiarygodnosci (w nawiasach p-wartosci testu)

dla pary hipotez zagniezdzonych.

Rozktad stacjonarny wariancji chwilowej
Para hipotez
Gamma Odwrotny Gaussa
Hy:wi=X=0 5,9801 8,0866
H, :~ H, (0,0502) (0,0175)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Tablica 4.20: Wyniki estymacji parametréw modeli stochastycznej zmiennosci
wyznaczone metoda quasi-najwieckszej wiarygodnosci. W nawiasach podano btedy

standardowe oszacowan.

Model & w A Ao Wy loglik

1,3714 | 0,146 | 0,0864
BNS - - -1309,477
(0,2791) | (0,0741) | (0,0035)

1,1142 | 0,1327 | 0,0821 | 0,5128 | 0,3314
BNS2 -1289,12
(0,3419) | (0,1098) | (0,0308) | (0,2279) | (0,1241)

Zrbdlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 4.21: Trajektorie oszacowan parametréow dla b realizacji iterowanej filtracji o
roznych, losowo wybranych punktach startowych w modelu ze ztozeniem dwdch proceséw
zmiennosci o rozkladzie stacjonarnym odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU), kazda po
J =200 iteracji.

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 4.22: Oszacowania jednowymiarowych cigé funkeji wiarygodnosci wzgledem
parametréw wyznaczone za pomoca filtru czasteczkowego (czarne kota) przy uzyciu 1000
czasteczek, interpolacja logarytmu funkcji wiarygodnosci lokalnymi wielomianami
drugiego stopnia (linia niebieska) oraz oszacowania logarytmu funkcji wiarygodnosci
otrzymane przy uzyciu ostatniej iteracji algorytmu iterowanej filtracji (czerwone
tréjkaty). Model ze ztozeniem dwéch proceséw zmiennosci o rozkladzie stacjonarnym

odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU).

Zrédto: opracowanie wlasne.
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(a) Wariancja zrealizowana (na podstawie zwrotéw 5 minutowych)
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Rysunek 4.23: Wariancja zrealizowana (a) oraz oszacowanie wariancji aktualnej (b)
wraz ze skladowymi (c) i (d) w model u ze zlozeniem dwéch proceséw zmiennosci
o rozkladzie odwrotnym Gaussa (BNS2 IG-OU) otrzymane za pomoca wygladzania
czasteczkowego (K = 1000 czasteczek, L = 20) oraz wygladzania Kalmana.

Zrédlo: opracowanie wlasne.



Z.akonczenie

Gléwnym celem niniejszej pracy bylo przedstawienie niegaussowskich modeli sto-
chastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka oraz opracowanie i zastosowanie
metod opartych na filtrach Kalmana i filtrach czasteczkowych do estymacji warian-
cji aktualnej i parametréw tych modeli. W ramach wymienionego celu gtéwnego
rozwazane byly trzy cele czastkowe.

W rozdziale drugim zrealiozwano pierwszy cel czastkowy rozprawy — omdwione
zostaly niegaussowskie modele stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka.
Przedstawiono szczegdtowo wlasnosci podstawowego modelu zaproponowanego przez
Barndorff-Nielsen i Shephard (2001b), a nastepnie rozszerzenia tego modelu pozwa-
lajace na uchwycenie zaleznosci dtugookresowych w procesie zmiennosci oraz kore-
lacji pomiedzy procesem logarytmicznych cen i procesem zmiennosci, co pozwala na
modelowanie efektu dzwigni. Zaprezentowano takze powiazania modelu z estymato-
rami wariancji zrealizowanej.

Rozdziat trzeci podejmuje drugi cel czastkowy — zagadanie estymacji zmien-
nosci i parametrow modeli niegaussowkich modeli stochastycznej zmiennosci typu
Ornsteina-Uhlenbecka za pomocg filtru Kalmana i filtréw czasteczkowych. Przedsta-
wiono liniowe modele przestrzeni stanow, ktére pozwalajg wykorzystac filtr Kalmana
do estymacji wariancji aktualnej oraz zastosowaé¢ metode quasi-najwiekszej wiary-
godnosci do estymacji parametrow zaréwno w przypadku, gdy zmienng pomiaru sg
zwroty logarytmiczne jak i wariancja zrealizowana. Ograniczeniem stosowania filtréw
Kalmana jest brak mozliwosci przedstawienia niegaussowskich modeli stochastycz-

nej zmiennosci w postaci liniowej przestrzeni stanéw w przypadku, gdy parametr
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[ jest rézny od 0. Ponadto estymacja metodg quasi-najwiekszej wiarygodnosci wy-
maga przyjecia upraszczajacego, ale nieprawdziwego zalozenia o normalnym rozkta-
dzie zaburzen. W takim przypadku estymatory pozostaja zgodne, ale ich wtasnosci
w matych prébach nie sg znane. Nastepnie oméwione zostalty filtry czasteczkowe
jako narzedzie estymacji w przypadku nieliniowych niegaussowkich modeli prze-
strzeni stanéw. Przedstawiono odpowiednie modele przestrzeni standéw pozwalajace
na estymacje wariancji aktualnej w ogoélnej postaci modelu stochastycznej zmien-
nosci zawierajacym ztozenie proceséw zmiennoéci i uwzgledniajacym efekt dzwigni.
Zastosowanie filtrow czasteczkowych wymaga opracowania metod symulacji kolej-
nych generacji czasteczek. W kolejnym podrozdziale szczegdétowo przeanalizowano
to zagadnienie dla roznych rozktadéw stacjonarnych procesu Ornsteina-Uhlenbecka.
Rozwazaniom teoretycznym towarzyszyto opracowanie w jezyku programowania R
odpowiednich skryptéw. Autorska propozycja jest wykorzystanie do estymacji para-
metrow metody iterowanej filtracji, ktéra pozwala na wykorzystanie filtrow czastecz-
kowych do estymacji parametrow. Zaprezentowano teoretyczne podstawy iterowanej
filtracji oraz metody diagnostyczne pozwalajace zweryfikowaé, czy udato sie osiggnac
zbieznos¢ algorytmu do wartosci estymatora metody najwigkszej wiarygodnosci.

Przedstawione nieliniowe niegaussowskie modele przestrzeni stanéw dla modelow
ze ztozeniem proceséw zmiennosci i uwzgledniajace efekt dzwigni wraz z przedsta-
wionymi metodami symulacji kolejnych generacji czasteczek dla réznych rozktadéw
stacjonarnych proceséw wariancji chwilowej w potaczeniu z algorytmem iterowanej
filtracji pozwalajg na estymacje parametrow modeli w przypadkach, ktére do tej pory
byty niedostepne w klasycznym wnioskowaniu. Jest to takze istotne rozszerzenie
propozycji przedstawionych w pracach Szczepocki (2019a) oraz Szczepocki (2019b),
w ktorych zastosowano iterowang filtracje jedynie w przypadku procesu wariancji
chwilowej o rozktadzie stacjonarnym gamma bez ztozenia proceséw zmiennosci i
uwzglednienia efektu dzwigni.

Trzeciemu celowi czastkowemu poswiecony zostal czwarty rozdziat rozprawy.
Przedstawiono wyniki estymacji zmiennosci i parametréw niegaussowskich modeli
stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka dla trzech szeregéow czaso-

wych pochodzacych z polskiego rynku finansowego: notowan Warszawskiego Indeksu
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Gieldowego (WIG), indeksu dwudziestu najwiekszych spotek akcyjnych notowanych
na warszawskiej Gieldzie Papieréw Wartosciowych (WIG20) oraz kursu USD/PLN.
Nalezy zwroci¢é uwage, ze sg to jedne z pierwszych prac dotyczace zastosowania
niegaussowskich modeli stochastycznej zmiennosci do analizy finansowych szeregéw
pochodzacych z polskiego rynku finansowego. Wezesniej w pracy Szczepocki (2018)
przedstawiono wyniki estymacji metoda quasi-najwickszej wiarygodnosci dla kursu
EUR/PLN (kursu Euro wyrazonego w ztotych).

W przypadku szeregéw czasowych indeksu WIG i kursu dolara w analizie wyko-
rzystano dane dzienne, natomiast w przypadku indeksu WIG20 dane $réddzienne.
Punktem wyjscia byta statystyczna analiza szeregéw czasowych, ktéra pozwolita
wybraé¢ dwa rozktady jako potencjalne rozktady stacjonarne procesu wariancji chwi-
lowej: gamma i odwrotny Gaussa. W dwdéch przypadkach: kursu WIG kryterium
informacyjne Akaike AIC wskazato, ze nieco lepiej odzwierciedlaja dane modele sto-
chastycznej zmiennosci o rozkladzie stacjonarnym gamma, a w przypadku — kursu
USD/PLN oraz indeksu WIG20 o rozkltadzie odwrotnym Gaussa. Na podstawie
kryterium informacyjne Akaike AIC oraz testéw statystycznych okazato sie, ze naj-
lepszym modelem w przypadku kursu indeksu WIG jest model ze ztozeniem dwdch
proceséw zmiennosci oraz uwzgledniajacy efekt dzwigni o rozktadzie stacjonarnym
gamma (BNS2L Ga-OU). Natomiast w przypadku kursu USD /PLN oraz WIG20 mo-
dele ze ztozeniem dwoch proceséw zmiennosci o rozktadzie stacjonarnym odwrotnym
Gaussa.

Przeprowadzonych w pracy rozwazania teoretycznych i wyniki badan empirycz-
nych pozwalaja na pozytywng weryfikacje wszystkich trzech hipotez. Niegaussowkie
modele stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka pozwalaja dobrze od-
zwierciedla¢ obserwowane wtasnosci szeregéw czasowych: grupowanie zmiennosci,
brak autokorelacji stop zwrotu i powoli malejaca korelacja kwadratow stép zwrotu,
efekt dzwigni oraz bezwarunkowe rozktady stop zwrotu zblizone do obserwowanych
empirycznie. Dla przedstawionych szeregéw czasowych pochodzacych z polskiego
rynku finansowego udalo sie dobra¢ rozktady wariancji chwilowej. Przedstawione
wyniki badan empirycznych w szczegdlnosci wykresy diagnostyczne wskazuja, ze

udato osiggnaé sie osiggnaé zbieznosé algorytmu do wartosci estymatora metody
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najwiekszej wiarygodnosci.

Celem dalszych prac jest porownanie jakosci oszacowan zmiennosci otrzymanych
za pomoca niegaussowskich modeli stochastycznych z modelami GARCH i innymi
modelami SV. W literaturze przedmiotu mozna znalezé bardzo wiele specyfikacji
modeli GARCH i modeli SV. W celu poréwnania wynikéw nalezatoby przeprowa-
dzi¢ bardzo rozbudowane badanie poréwnawcze. Ponadto musiatoby uwzgledni¢ kon-
tekst zagadnienia (prognoza zmiennosci, szacowanie ryzyka, wycena instrumentow
pochodnych itp.). Realizacja tak rozbudowanego przedsiewziecia jest celem przy-
sztych badan autora.

Celem dalszych badan sg rowniez wielowymiarowe modele stochastycznej zmien-
noéci. Pigorsch i Stelzer (2009) zaproponowali uogélnienie rozwazanych w tej pracy
nieujemnych proceséw Ornsteina-Uhlenbecka do wielowymiarowych dodatnio okre-
Slonych (positive semidefinite) proceséw Ornsteina-Uhlenbecka. Barndorff-Nielsen i
Stelzer (2013) rozszerzyli wielowymiarowe dodatnio okreslone procesy Ornsteina-
Uhlenbecka na przypadek ztozenia skonczonej ilosci takich proceséw. Modele te
ciggle maja jednak gtéwnie znaczenie teoretyczne. Malo jest jest prac dotyczacych
estymacji. W jednej z nielicznych, Raknerud i Skare (2010) zaproponowali uzycia wy-
korzystywanych w tej pracy filtrow Kalmana i estymacje metoda quasi-najwieksze;j
wiarygodnosci.

Przedmiotem dalszych prac moze by¢ réowniez zastosowanie iterowanej filtra-
cji estymacji parametréw innych modeli stochastycznej m.in. Hestona, czy mo-

deli, w ktérym logarytm procesu zmiennosci jest gaussowskim procesem Ornsteina-

Uhlenbecka.



Dodatek

Rozklady bezwarunkowe

logarytmicznych stép zwrotu

W niniejszej pracy wykorzystano nastepujace rozktady do modelowania bezwarun-
kowych rozktadow stop zwrotu: uogélniony rozktad hiperboliczny oraz dwa jego spe-
cjalne przypadki: rozktad normalny odwrotny Gaussa NIG (Normal Inverse Gaus-

sian) oraz VG (Variance Gamma)'.
1. Uogolniony rozklad hiperboliczny

Uogdlniony rozktad hiperboliczny z parametrami p € R, « € R, € R, § € R,

v € R ma gestos¢ dang wzorem

(v—1/2)/2
fan (x, 1,0, 8,0,v) = a(x, 0, 8,0,v) (6% + (x — p)?)

% Ky (/8 + (@ = ) exp (8(z — ),

(o* - 5"
V2rar-125v K, (5 oz — 32 62)

gdzie K, jest zmodyfikowang funkcjg Bessela trzeciego rodzaju oraz:

a(x,a,p,0,v) =

=20, |Bl<a jesi v>0

W literaturze przedmiotu rozwaza sie takze inne rozktady logarytmicznych stép zwrotu, m.in:
a—stabilne (Mandelbrot, 1963), Meizner (Schoutens i Teugels, 2001), CGMY (Carr i in., 2002),
uogdlnione rozklad wartosci ekstremalnych (Generalized extreme value distribution) (Makhwiting

iin., 2014).
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>0, |fl<a jesi v=0
>0, |fl<a jesi v<O.

Parametr p jest parametrem potozenia, 5 asymetrii, a ¢ skali.

Specjalnymi przypadkami uogélnionego rozktadu hiperbolicznego sg rozktady
normalny odwrotny Gaussa NIG: GH (u, «, 8,0, —1/2) = NIG (u, o, 3, 9) oraz VG
(dla v =0?/v,a = \/W, B=0/c?id—0).

Uogdlniony rozktad hiperboliczny jest rozkladem bedacym normalna mieszaning
srednio-wariacyjna, dla ktorego rozktadem miksujacym jest uogolniony rozktad od-
wrotny Gaussa (por. twierdzenie 1.6).

Funkcja charakterystyczna uogdlnionego rozktadu hiperbolicznego przyjmuje po-

staé

o? — 5 )V/? K, (/0 (a? = (B +i()?)
)? K, (6v/oZ =)

Wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o uogélnionym rozktadzie

PGH (C;M7a7ﬁ>57 V) - elﬂ'c (&2

hiperbolicznym sa réwne odpowiednio

P Kya(dve? — 5

B =1t R K, GvaE = )

oraz

Var(X) = 6 ( K, 11(6v/0? = 3?)
oy = K, (5v/a” = FP)
bt (B ) - el )
2 _ ﬁ2 |

KOVaT— ) | Kiova )
Uogdlniony rozktad hiperboliczny jest rozktadem nieskonczenie podzielnym. Mozna

z nim zwigza¢ nastepujacy proces Lévy’ego.

Definicja A.1.
Proces Lévy’ego (L(t)),5q, dla ktorego przyrosty L(t+s)— L(t) (dla dowolnycht > 0
oraz s > 0 ) majq rozktad o funkcji charakterystycznej (v (¢;0,a, B))° nazywamy

uogolnionym procesem hiperbolicznym.
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2. Rozktad normalny odwrotny Gaussa NIG

Rozktad normalny odwrotny Gaussa z parametrami p € R, a > 0, —a < 8 < a,

0 > 0 ma gesto$¢ dang wzorem

fvic (s p,a,8,0) = O;f exp <5M+ Bz — u)) Kl(“\/m).

02+ (x — p)?

Parametr p jest parametrem potozenia, 8 asymetrii, ¢ skali, a « ,,ciezkosci” ogondw
rozktadu. Rozklad NIG jest mieszaning srednio-wariacyjna, dla ktérego rozktadem
miksujacym jest rozklad odwrotny Gaussa (por. twierdzenie 1.6). Jako pierwszy
dowéd przedstawit Barndorff-Nielsen (1978).

Funkcja charakterystyczna rozktadu NIG(u, o, 5, §) przyjmuje postaé

enic (G ps o, B,6) = exp (m’(—5 <\/a2 — (B+1i0)? — \Ja? —52>) :

Wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozktadzie NIG(u, a, 3, 9)
sg rowne odpowiednio
03 a?d
]EX =M + ﬁ oraz Var(X) = m
Jako specjalny przypadek uogélnionego rozktadu hiperbolicznego jest réwniez

rozktadem nieskonczenie podzielnym i mozna zwigzaé z nim proces Lévy’ego.

Definicja A.2.
Proces Lévy’ego (L(t)),5q, dla ktorego przyrosty L(t+s)— L(t) (dla dowolnycht > 0
oraz s >0 ) majg rozkltad NIG(u, ., 5, sd) nazywamy procesem normalnym odwrot-

nym Gaussa NIG.

Zgodnie z twierdzeniem 1.8 proces NIG mozna przedstawi¢ jako proces Wienera
ze ,zmiang czasu”, w ktérym procesem podporzadkowanym jest proces odwrotny

Gaussa.
3. Rozklad VG

Rozktad VG z parametrami p € R, o > 0, v > 0, § € R ma gestos¢ dang wzorem

o) — L (e \T (VBT
VG s, O, U, - UﬁF(V/Q) 9 F92+02 VTfl 0.2 H
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Rozktad VG jest mieszaning Srednio-wariacyjng, dla ktorego rozktadem miksu-
jacym jest rozkltad gamma (por. twierdzenie 1.6).

Funkcja charakterystyczna rozktadu VG(pu, o, v, 8) przyjmuje postaé

) 1 —-1/v
pve (G, 0) = € (1= icow + Jo*uc?)

Wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozktadzie VG(u, o, v, 6)

sg réwne odpowiednio
EX =pu+60 oraz Var(X) = o>+ vb>.

Podobnie jak rozktad NIG, rozktad VG jako specjalny przypadek uogélnionego
rozktadu hiperbolicznego jest rozktadem nieskorniczenie podzielnym i mozna zwigzac

z nim proces Lévy’ego.

Definicja A.3.
Proces Lévy’ego (L(t)),, dla ktorego przyrosty L(t+s)— L(t) (dla dowolnycht > 0
oraz s >0 ) majg rozktad VG (u,o+/s,v/s,s0) nazywamy procesem VG.

Proces VG mozna przedstawi¢ jako proces Wienera ze ,,zmiang czasu”, w ktérym

procesem podporzadkowanym jest proces gamma (por. twierdzenie 1.8).



Dodatek

Symulacja niegaussowskich

procesow Ornsteina-Uhlenbecka

Kod w jezyku programowania R zwracajacy wektor n, = [, ngn]T dla procesu

Ga-OU:

eta.vec<-function(lambda,alpha,ni,Delta)q{

ci=0

licznik=0

etal=0

eta2=0

while(ci<1){
licznik=licznik+1
ci<-ci+rexp(l, rate = lambda*Delta*ni)
ri=runif (1)
if(ci>1) break
etal=etal+log(1/ci)*exp(lambda*Delta*ri)
eta2=eta2+log(1/ci)

}

if (licznik==1){
etal=0
eta2=0

} else{
etal=1/alphax*exp(-lambda*Delta)*etal
eta2=1/alpha*eta?2
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3

return(c(etal,eta2))

Kod w jezyku programowania R zwracajacy wektor 0, = [1,  72n]" dla procesu

GIG-OU:

eta.vec<-function(J,lambda,Delta,delta,gamma,nu){

g<-function(x,gamma){
2/ (x*pi~2)/(besselJ(sqrt(x), nu=abs(gamma)) 2+
besselY(sqrt(x), nu=abs(gamma))"2)

integrant<-function(zeta,z,gamma,nu){

exp (-z*zeta/(2xdelta"2) ) *g(zeta,gamma)

inverse<-function(z,gamma,nu,alpha){

(1/2*(integrate(integrant,0,Inf,z,gamma,nu)$value)+max(0,nu) ) *exp (-gamma~2*z/2)

xx<-c(seq(0.0000001, .01,1length.out = 100),seq(.01,1,length.out = 10))

dt = data.table(xx, val=xx)
dt=dt [order (-xx)]
setkey(dt, xx)

eta<-c(0,0)

ri=runif (J)

ai=rexp(J)

ai=cumsum(ai)

temp=0

for(j in 1:1){

temp=xx[length(xx)+1-dt[J(ai[j]/lambda/Delta), roll = "nearest", which = TRUE]]
eta[l]=etal[1] +temp*exp(lambda*Delta*ri[j])
eta[2]=eta[2] +temp

}

return(c(eta[1] *exp(-lambda*Delta),eta[2]))
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Kod w jezyku programowania R zwracajacy wektor 7, = [n, nQn]T dla procesu

TS-OU:

eta.vec<-function(J,lambda,Delta, kappa,nu,alpha){

eta<-c(0,0)
ri=runif (J)
ai=rexp(J)

ai=cumsum(ai)

W<-function(x){
A=nuxkappa*2 ~kappa/gamma (1-kappa)
B=kappa
C=(alpha” (1/kappa))/2
(A/x) "~ (1/B)*exp(-lambertW (C/B*(A/x) "~ (1/B)))

temp=0

for(j in 1:1){
temp= W((ail[j]/(lambda*Delta)))
eta[1]=eta[1]+temp*exp(lambda*Delta*ri[j])
eta[2]=eta[2] +temp

}

return(c(eta[1] *exp(-lambda*Delta) ,eta[2]))

Kod w jezyku programowania R zwracajacy wektor 0, = [n1,  72n]" dla procesu
IG-OU:
eta.vec<-function(J,lambda,Delta,delta,gamma){
eta<-c(0,0)
ri=runif (J)

ai=rexp(J)

ai=cumsum(ai)

for(j in 1:1){
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temp=1/ (gamma"2)*lambertW(delta 2*gamma 2/ (2*pi*(ai[j]/(lambda*Delta))))
eta[1]=eta[1]+temp*exp(lambda*Delta*ri[j])
eta[2]=eta[2] +temp
}
return(c(eta[1] *exp(-lambda*Delta),eta[2]))
}

Na rysunku (3.6) przedstawiono symulacje trajektorii procesu IG-OU za pomoca
powyzszego kodu dla J=100.
Kod w jezyku programowania R zwracajacy wektor n,, = [n1, 772n]T dla procesu

OU-Ga:

eta.vec<-function(hbar,lambda,Delta,nu,alpha){

eta<-c(0,0)

partition=seq(0,Delta,by = hbar)

J=length(partition)

temp=0

for(j in 1:1){
temp=rgamma (1, shape=hbar*nu,rate=alpha)
etal[l]=etal[1] +temp*exp(lambda*Delta*partition[j])
eta[2]=eta[2] +temp

}

return(c(eta[1] *exp(-lambda*Delta),etal[2]))



Dodatek

Symulacja procesu

logarytmicznych cen

Symulacja procesu logarytmicznych cen w niegaussowskich modelach sto-
chastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka

Na podstawie symulacji procesu wariancji chwilowej wraz z procesem BDLP
dla momentow czasu t = An, dla n = 0,1, 2... mozna dokona¢ symulacji procesu

logarytmu cen. W szczegdlnosci dla modelu BNS z efektem dzwigni postaci

dY = (u+ Bo>(t)) dt + o(t)dW (t) + pdZ(Mt) Y (0) =0,
do?(t) = —\o?(t)dt + dZ(\t), 2(0) > 0.

mozna otrzymac¢ symulacje procesu logarytmu cen za pomocy dyskretyzacji

Y(An) =Y(A(n —1)) + (n+ Bo?(An)) A+ \/o?(An)AY,+
+p(Z(\AR) — ZOMA(n — 1)) — MAE) Y (0) =0, (C.1)

gdzie £ jest wartoscig oczekiwang rozktadu stacjonarnego procesu wariancji chwilo-
wej, Y, ~ N(0,1) dla t = An, dla n = 0,1,2... . Na rysunku (C.1) przedstawiono
symulacje proceséw logarytmoéw cen z efektem dzwigni na podstawie procesu wa-

riancji z rozktadem stacjonarnym gamma.
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(a) y(1)
40

0 250 500 750 1000

0 250 500 750 1000

0 250 500 750 1000

(d) o7

0 250 500 750 1000

Rysunek C.1: Symulacja trajektorii procesu logarytmu cen (a) oraz odpowiadajace tej
trajektorii stopy zwrotu (b), kwadraty stép zwrotu (c), proces wariancji aktualnej (d).
Wykorzystano proces wariancji chwilowej o rozktadzie stacjonarnym gamma o warto$ci
oczekiwanej & = 0,5 i wariancji w = 0, 2. Pozostale parametry
uw=20,5=0,05 p=—0,1.

Zrédio: opracowanie wlasne.
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wariancji w = 0, 2. Pozostale parametry =0, § = 0,05, p = —0, 1.

Zrodlo: opracowanie wlasne. . . . . . . . . L. L L L L L0
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