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WSTEP

W ostatnich latach coraz wigksze zainteresowanie budzi badanie
kointegracji zmiennych i coraz czgSciej wlaczane jest jako typowy etap analizy
szeregdw czasowych. Do popularnych metod badania kointegracji nalezy
procedura Engle'a i Grangera. W pracy tej podejmuje si¢ probg wskazania jej
wad, na ktorych tle pokazana jest metoda Johansena, bazujaca na modelach
wektorowo-autoregresyjnych. Metoda Johansena jest coraz czesciej dotgczana do
pakietow komputerowych jako typowy element analizy szeregdw czasowych. Nie
nalezy jej jednak stosowa¢ mechanicznie. Bardzo istotnym etapem w badaniu
kointegracji metoda Johansena jest wiasciwa specyfikacja modelu wektorowo-
autoregresyjnego. Dalsza czg$¢ badania, tzn. badanie zwigzkéw kointegracyjnych
moze by¢ wykonywana automatycznie, lecz wiarygodno$¢ wynikdéw zalezy
wiasnie od etapu wstepnego.

Praca ta ma na celu szczegdtowa prezentacje kolejnych etapow algorytmu
znajdowania wektora kointegrujacego metoda Johansena, a w szczeg6Inosci etapu
wstepnego, polegajacego na specyfikacji postaci modelu. Wérod prezentowanych
testow na uwagg zastuguja przede wszystkim dwa z nich:

- test dlugosci opoznien
- test badajacy wystepowanie wyrazu wolnego w wektorze kointegrujacym
Testy te rzadko s3 stosowane jako typowy etap analizy kointegracyjne;,

pomimo ich prostej kontrukeji, niewatpliwej przydatnosci i ciekawej interpretacji.



1. BADANIE KOINTEGRACJI- DWA ALTERNATYWNE PODEJSCIA

Bardzo popularnym algorytmem badajgcym skointegrowanie zmiennych
jest podejscie Engla- Grangera (por. R.F.Engle, C.W.J. Granger [1987], s.251-
256), gdzie w pierwszym kroku bada si¢ rzad integracji zmiennych, a nast¢pnie
estymuje zwigzek dhugookresowej rownowagi np.

Y, = By + 512, +€ (1.1)
Reszty z powyzszego rownania sa odchyleniami od dlugookresowej rownowagi.

Jesli odchylenia te sa stacjonarne, to zmienne Y,,z, ~CIl(11), a wektor

kointegrujgcy ma postaé [1 -, —ﬁl].

Metoda Engla i Grangera jest do$¢ prostym narz¢dziem testowania
kointegracji, lecz ma kilka istotnych wad. Po pierwsze procedura ta bazuje na
dwustopniowej estymacji. W pierwszym kroku generujemy reszty ze zwigzku
dhlugookresowej réwnowagi, ktére, w kroku drugim, sa podstawa nastepnej
regresji. Jesli wiec regresja rownania rdéwnowagi byta obarczona bledem, jest on
przenoszony do etapu drugiego. Druga wada podejscia Engle'a i Grangera jest 1o,
7ze estymacja zwigzku dlugookresowej rownowagi wymaga jednoznacznego
rozstrzygnigcia, ktora ze zmiennych wystapi w roli zmiennej objasniajacej, a
ktéra objasnianej. Wezmy pod uwage zmienne z modelu (1.1). Mozliwe jest dla

nich badanie dwoch zwigzkow dtugookresowej rownowagi:
Yo = Bio + PuZ +8&y (1.1a)
2, = P + Pl €y (1.1b)

Je$li rozmiar proby rostby w nieskofczono$é, to zgodnie z teorig

asymptotyczng, testowanie istnienia pierwiastka jednostkowego w €, jest

rownoznaczne z testowaniem istnienia pierwiastka szeregu €, . JednoczeS$nie



jednak wiasciwosc¢ ta, charakterystyczna dla duzych prob nie jest przydatna tam,
gdzie badacz dysponuje ograniczong proba, a z taka sytuacja mamy zazwyczaj do
czynienia. W praktyce wiec, mozliwa jest sytuacja, ze regresja rownania (1.1a)
wskazuje na istnienie kointegracji zmiennych, a regresja réwnania (1.1b)
wskazuje na brak kointegracji.

Po trzecie zagadnienie kointegracji jest proste w przypadku dwodch
zmiennych (obja$nianej i objasniajacej). Wtedy bowiem zwigzek dlugookresowe;j
rownowagi mozna wyznaczy¢ jednoznacznie (lub stwierdzi¢, ze zmienne nie sg
skointegrowane). Z bardziej skomplikowang sytuacja mamy do czynienia, gdy
ro$nie liczba zmiennych obja$niajagcych, wraz z ktérg rosnie liczba mozliwych
zwigzkéw kointegrujgcych. Np. jesli liczba zmiennych w modelu wynosi N
istnigje od 0 do Nn—1 liniowo niezaleznych wektoréw kointegrujacych.
Procedura Engle'a i Grangera nie formutuje przepisu (testu) na wyznaczanie
liczby wektoréw kointegrujacych.

Pewien przelom w badaniach nad kointegracja nastapit wraz z
opublikowaniem pracy S. Johansena [1988] (s. 231-54), ktory proponuje badanie
zwigzkow  dtugookresowej rownowagi na podstawie modeli wektorowo-
autoregresyjnych -VAR- postaci:

X, = A+ AXi g + AX o+ A AX & (1.2)
gdzie:

X, - wektor o wymiarach (nx1) zawierajacy zmienne wlaczone do modelu VAR,

X, = [Xlt Xpg oo Xnt]I
A, - wektor wyrazow wolnych, A, = [am Ay .. Ay, ]' ,

A - (nxn) macierz parametréw przy opéznionych zmiennych wektora X, ,

€, - jest (nx1) wektorem zaktocen losowych. Przyjmuje sig, Zze €, moga by¢



jednoczesnie skorelowane (korelacja pomiedzy poszczegdlnymi rownaniami),
ale nie podlegajace autokorealcji (w czasie), zatem macierz kowariancji nie
jest diagonalna.
W celu uzycia modelu VAR do badania kointegracji nalezy go
przeksztatci¢ do postaci modelu korekty bledem VECM (ang. Vector Error
Corretion Model ). Reprezentacjg VECM dla modelu (1.2) otrzymujemy poprzez

odjecie X,_; od obu stron réwnania (1.2):

AX = Ay + (A = DX+ AX, + AX gt A AX L+ §
Kolejne przksztalcenia polegajace na odejmowaniu wyrazenia (A —1)X,_,,
(A, +A —1)X,_5..., doprowadzaja do otrzymania modelu z korekta blgdem

postaci:

k-1
AX; = Ao +Z7ZiAXH + Xt & (1.3)

i=1
gdzie:

3

ﬂ:_ A -1

T, = ZI: Aj +1
j=1
Johansen dowiodl, ze w przypadku wielowymiarowym, do badania
kointegracji mozna uzy¢ rzgdu macierzy m, ktory jest rowny liczbie niezaleznych
wektorow kointegrujacych, a w szczegolnosci:
1. Jesli rzad © wynosi 0, to wszystkie elementy tej macierzy musza by¢ zerowe i
model (1.3) jest typowym modelem VAR w pierwszych réznicach, dla ktorego

nie istnieje reprezentacja korekty bledem - nie istnieje zatem kombinacja

liniowa tych zmiennych, ktora jest stacjonarna.



2. Jesli macierz 7 jest pelnego rzedu, wtedy szeregi wektora X, sa stacjonarne.
3. Jedli macierz m jest rzedu pierwszego, istnieje tylko jeden wektor
kointegrujacy a wyrazenie 7tX,_, jest czynnikiem korekty bledem. W

pozostatych przypadkach tzn. 1<rzgd(rm)<n wystepuje wiele wektorow
kointegrujacych.
Zwroémy uwage, ze procedura Johansena nie bazuje na dwustopniowej
estymacji, uwzglednia kazda ze zmiennych jako objasniang, oraz pozwala na
wyznaczenie liczby zwigzkéw kointegrujacych - jest wiec pozbawiona wad

ktorymi obarczony jest algorytm Engla-Grangera.

1.1. Wyraz wolny

W procedurze Engle'a i Grangera wiaczenie wyrazu wolnego w zwigzek
dhlugookresowej rownowagi pomigdzy zmiennymi byt jednoznaczny z pojawieniem
si¢ jego reprezentacji w wektorze kointegrujacym. Pokazane to zostato np. przy
estymacji zwigzku (1.1) i towarzyszacemu mu wektorowi kointegracyjnemu. W
przypadku procedury Johansena, skupiajacej si¢ na oszacowaniach macierzy ©
widzimy, ze wlaczenie wyrazu wolnego do réwnania
(1.2), lub (1.3) nie powoduje pojawienia si¢ jego reprezentacji w wektorze lub
wektorach kointegrujacych. Mozliwe sa w tej sytuacji trzy drogi postepowania:

1. Poming¢ wyraz wolny, tzn. szacowa¢ model (1.2) i/ lub (1.3), dla ktorego

wektor A, =0,
2. Wlaczy¢ wyraz wolny w sposob pokazany w modelu (1.2) i/lub (1.3),

pamigtajac jednoczesnie, ze metoda taka nie spowoduje pojawienia si¢ jego
reprezentacji w wektorze lub wektorach kointegrujacych,

3. Wiaczy¢ wyraz wolny do wektora lub wektorow kointegrujacych.



Oczywiscie kazde z tych podej$¢ ma rézne konsekwencje 1 interpretacje.
Rozwazmy model:

Ax = A+ 7% i+ & (1.32)
Jesli istnieje dtugookresowa rownowaga pomiedzy zmiennymi to 72X, , =0, a
zatem szeregi AX; maja warto$ci oczekiwane rowne kolejnym elementom a; .
Zagregowanie kolejnych a,; w czasie daje wyrazenie a,t. A zatem wigczenie

roznych a,; jest jednoznaczne z przyjeciem zalozenia o wystepowaniu liniowego
trendu deterministycznego w procesach generujagcych zmienne. Mozliwe jest
jednakze wlaczenie wyrazu wolnego do wektora kointegrujacego. W tym
przypadku zmienne nie wykazujg trendu.

Jedng z mozliwosci pojawienia si¢ wyrazu wolnego w wektorze
kointegrujgcym jest natozenie restrykcji na wektor wyrazoéw wolnych w modelu
(1.3). Wezmy pod uwage model (1.3a) i przyjmijmy, ze rzad macierzy © Wynosi
1. Jesli tak, to poszczegdlne rzedy macierzy m roznig si¢ tylko o pewien skalar
(wniosek ten wyptywa bezposrednio z faktu, ze rzad macierzy jest réwny liczbie

liniowo niezaleznych wektorow ja tworzacych). Jesli dla modelu:
AX, = Ay + 71X+ €, (1.4)
rzad macierzy m wynosi 1, to n zmiennych tworzacych wektor AX, mozna

przedstawi¢ nastgpujaco:



AXy = T3 Xy g + pXoe g+ A7, X g H 850+ €
AXy =S, (713 Xy g +\ T X g+t T, Xy ) + 850+ €y

AXy =S, (T Xy g + T X g+t T Xy ) + 800+ €
gdzie s; oznaczajg takie skalary, ze §7;; = T;

Wilaczenia wyrazu wolnego do wektora kointegrujgcego mozna dokonaé po
znalezieniu takich a;,, zea,, = Sa,,. Model (1.4) moze by¢ wtedy zapisany
jako:

AXy = Ty Xyg + i Xou g oo 701 Xy +85p)+ €y
AXyy = 8, (g Xy g + g Xy Hee A1, Xy +850)+ €y

Ay = 8, (10 Xg g + T X g+ A0 X g +850)+ €
lub w bardziej zwartej formie jako:

AX, = n*xt*_1+ = (1.5)
gdzie :

*

X1 = [Xlt—l; Xotar1 Xnea 11]

Ty Ty o Ty 3y

* Ty Ty v Ty 8y
TE =

Tcnl Tcnz Tcnn a'nO

Jedng z bardziej interesujacych aspektow procedury Johansena jest

mozliwo$¢ testowania ograniczonej formy wektora lub wektorow kointegrujacych.
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2. TESTOWANIE HIPOTEZ W ANALIZIE KOINTEGRACYJNEJ
Procedure znajdowania ilosci wektoréow kointegrujacych mozna podzieli¢
na trzy zasadnicze etapy:

1. Badanie integracji zmiennych. Metoda Johansena, podobnie jak procedura
Engle'a i Grangera wymaga tego samego stopnia integracji zmiennych. Ze
wzgledu na powszechno$¢ stosowania testow badajgcych rzad integracji nie
zostang one tutaj omowione. Ich opis mozna znalez¢ w np. D.A. Dickey
[1981], s. 1057-1072, W. Charemza [1993], s. 130-135, lub W. Enders
[1995], s.221-225 1 239. Zaklada sie, ze wynikiem tego etapu jest
stwierdzenie, ze zmienne sg zintegrowane rzedu 1-ego (w przypadku
zmiennych opisujgcych zjawiska ekonomiczne rzadko zdarza si¢ integracja
stopnia drugiego. Jesli jednak taka sytuacja wystapi, do dalszego badania
mozna wzig¢ np. przyrosty zmiennej, ktore sa zintegrowane rzedu pierwszego).

2. Badanie dlugo$ci op6znien, tzn. wielko$ci kK w (1.2). Jesli analiza ma si¢
koncentrowac jedynie na stwierdzeniu istnienia i estymacji wektora lub
wektorow kointegrujacych, to wystarczy, gdy wielkosci k beda na tyle duze,
aby wyeliminowaly autokorelacj¢ sktadnika losowego z poszczeg6lnych
rownan. Jesli jednak ten etap badan ma poshuzy¢ do budowy i interpretacji
modelu korekty btedem tzn. postaci (1.3) to duze wartosci k moga by¢
niezgodne z przestankami ekonomicznymi. W modelu (1.3) dtugo$¢ opdznien
odpowiada dhugosci reakcji na odchylenia od dtugookresowej rownowagi,
zgodnie z interpretacja mechanizmu korekty btedem. Zazwyczaj przyjmuje sie,
ze korekta ta wystepuje w relatywnie krotkim czasie, zatem K nie mogg by¢
zbyt duze.

3. Zastosowanie testow badajacych obecnos¢ wyrazu wolnego w modelu
wyjsciowym lub w wektorze kointegracyjnym. Znaczenie tego etapu

omoOwiono w paragrafie 1.1.
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2.1. Testy dhugos$ci opéznien

Czesto wiedza o badanym zjawisku jest nie wystarczajaca do
jednoznacznego wyznaczenia wielkosci kK w modelu VAR. Pomocny wtedy jest
test diugosci opoznien bazujacy na statystyce wspdtczynnika wiarygodnosci (por.
np. W. Enders [1995], 5.313).

Badanie nalezy rozpocza¢ z najdtuzszym prawdopodobnym opoznieniem
(np. dla danych kwartalnych moze to by¢ wielokrotnos¢ czterech), lub mozliwie
najdluzsza dhlugoscig ze wzgledu na liczbe stopni swobody.

Nastepnie nalezy postawi¢ zespot hipotez:

H,: dlugo$¢ op6znienia zmiennych wynosi K —r,

H, : dlugo$¢ opdznienia zmiennych wynosi K,

gdzie:

K - jest maksymalng dlugoscig op6znienia od ktorej rozpoczeliémy badanie,
I - ilo$¢ opdznien o ktore chcemy zredukowa¢ model.

Niech X, oznacza macierz wariancji-kowariancji reszt z modelu o
maksymalnej ilo§ci opdznien. Chcac zredukowaé model o I opdznien, nalezy
reestymowa¢ model dla tej samej probki, uzywajac opoznienia K —r i obliczy¢
macierz wariancji-kowariancji reszt X, . Azeby przetestowa¢ postawiony
zespdt hipotez nalezy obliczyé statystyke wspotczynnika wiarygodnosci®
(ang.likelihood ratio statistic) postaci:

LRS = (T —c)(log[Z, _,| - log|Z,|) 2.1)

gdzie:

T - ilo$¢ dostepnych obserwacii,

! Jest to statystyka wspolczynnika wiarygodnosci z poprawka Simsa [1980] -por. W. Enders,
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C - ilo§¢ parametrow estymowanych w kazdym z réwnan nieograniczonego (z
maksymalng ilo$cig op6znien) modelu VAR,

log|=, | - logarytm naturalny z wyznacznika %, ,
log|=, _,| - logarytm naturalny z wyznacznika =, _, .

Statystyka LRS ma asymtotyczny rozktad y? z ilocia stopni swobody,

v = (k — r)%n?, rowna ilosci ograniczen natozonych w catym systemie.

2.2. Badanie ilosci wektorow kointegrujacych- rzedu kointegracji

W badaniu rzedu macierzy 7 w modelu (1.3) mozna wykorzysta¢ fakt, ze
rzad macierzy jest roéwny iloSci  jej niezerowych  pierwiastkow
charakterystycznych. Ilo§¢ réznych (liniowo niezaleznych)  wektorow
kointegrujgcych moze by¢ zatem wyznaczana poprzez badanie pierwiastkow

charakterystycznych macierzy m. Zatézmy, ze mamy n pierwiastkow

charakterystycznych uporzadkowanych tak, ze A, > A, >..A,. JeSli zmienne

wchodzace w sktad wektora X; sa nieskointegrowane, rzad macierzy m wynosi 0
i wszystkie pierwiastki charakterystyczne sa réwne zero. Podobnie, jesli rzad
macierzy m wynosi 1, to wiadomo, ze tylko jeden z pierwiastkow
charakterystycznych jest rozny od zera, a dokltadnie: A, >0, za$ pozostale sa
Zerowe.

W praktyce mozemy otrzymac tylko estymator macierzy 7 i pierwiastkow

charakterystycznych. Zaden z nich z pewnoécig nie bedzie rowny doktadnie

[1995], s. 313
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zero. Musimy zatem skorzysta¢ z kolejnych testow sprawdzajacych liczbe
pierwiastkow charakterystycznych, ktore sa nieistotnie (statystycznie) réozne od
zera. Pomocne tu bedg nastgpujace statystyki (por. S. Johansen [1988]):
n
Mace (1) = =T 2 In(1= 1)) (2.2)
i=r+1

A (M7 +1) ==TIn(1-A,,,) (2.3)
gdzie:
A, - oszacowane warto$ci pierwiastkow charakterystycznych (warto$ci

wiasnych),

T - ilo§¢ dostepnych obserwacji.

Pierwsza statystyka testuje hipoteze zerowa, ze liczba roéznych od siebie
wektoréw kointegrujacych jest mniejsza lub rowna r. Jesli wszystkie pierwiastki

sg zerami, to A =0. Im bardziej oddalone sg od zera pierwiastki

trace
charakterystyczne, tym mniejsze jest In(1—2A;) i tym wigksza statystyka A,

Druga statystyka testuje hipoteze =zerowa, ze liczba wektorow
kointegrujgcych wynosi r przeciwko hipotezie alternatywnej, ze jest ich r+1.
Podobnie, jesli oszacowana warto$¢ pierwiastkow charakterystycznych jest bliska

zero, statystyka A, bedzie mata. Tabela 1 pokazuje wartosci krytyczne tych

statystyk (uzyskane metoda badan symulacyjnych):
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Tabela 1: WartoS$ci krytyczne statystyki Xmax i 7\‘trace

n-r a=0.05 a=0.01 a=0.05 «=0.01
Model z nieograniczonym wyrazem wolnym

n-r 7\‘ max 7\‘trace

1 3.962 6.936 3.962 6.936
2 14.036 17.936 15.197 19.310
3 20.778 25.521 29.509 35.397
Model z wyrazem wolnym w wektorze kointegrujacym

n-r 7\‘ max 7\‘trace

1 9.094 12.740 9.094 12.741
2 15.752 19.834 20.168 24.988
3 21.894 26.409 35.068 40.198

Zrédto: W. Enders [1995], s. 420

W przypadku, gdy obliczona warto$¢ ktorejs z wymienionych statystyk jest
mniejsza od wartosci krytycznej, nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej. Warto$ci wicksze od wartosci krytycznych pozwalaja na odrzucenie

hipotezy zerowej na korzys$¢ alternatywne;.

2.3. Wyraz wolny

W celu przetestowania hipotezy zerowej o obecno$ci wyrazu wolnego w
wektorze kointegrujacym przeciwko hipotezie alternatywnej o nieograniczonym

skfadniku A, (por pp. 1.3), nalezy estymowa¢ obie formy modelu. Oznaczamy

uporzadkowane pierwiastki charakterystyczne nieograniczonej macierzy m jako

A Ay, A, @ pierwiastki ograniczonej macierzy m jako A;,4,,..., A, Jesli

n?

nieograniczona forma modelu posiada r niezerowych pierwiastkow

charakterystycznych, to statystyka:
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T Zn:[ln(l—x; )= InL-2,)] (2.4)

i=r+1
ma asymptotyczny rozktad x*z (n—r) stopniami swobody.

Jesli obliczona warto$¢ jest mniejsza od wartosci krytycznej nie mamy podstaw
do odrzucenia hipotezy zerowej, wartosci wigksze od wartosci krytycznych

powoduja odrzucenie hipotezy zerowej na korzys¢ alternatywne;j.

3. TESTOWANIE KOINTEGRACJI NA PRZYKLADZIE SPRZEDAZY,
ZATRUDNIENIA I WYNAGRODZEN W LODZI

Procedura Johansena przedstawiona zostanie na przykladzie znajdowania
ilosci wektoréw kointegrujacych wsrod zmiennych:
spr - przychody ze sprzedazy wyrobow i uslug w sektorze prywatnym w todzi
(w tys. z1),
zZpr - liczba pracujacych w sektorze prywatnym w Lodzi (w osobach),
wnpr - przecietne wynagrodzenia netto w sektorze prywatnym w Lodzi (w z}).

Dane maja posta¢ szeregow czasowych o czestotliwo$ci miesiecznej i
obejmuja okres od czerwca 1992 do wrzesnia 1996 r. (52 obserwacje). Pochodza
z Biuletynu Urzedu Statystycznego w Lodzi: "Sytuacja spoteczno-gospodarcza
Lodzi" .

Zmienne spr, wnpr zostaty wyrazone w ujeciu realnym, w cenach statych z
wrzesnia 1996 r. Zastosowane zostaly tu odpowiednie ogolnopolskie deflatory
cenowe: indeks cen produkcji przemystowej (spr) oraz indeks cen dobr

konsumpcyjnych (wnpr).
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3.1. Badanie rzedu intergracji

Pierwszym etapem badan bylo ustalenie rzedu integracji zmiennych za
pomoca testu Dickey'a-Fullera.

Zbior hipotez dla zmiennej Yy, ma postac:
Ho:yt ~ 1)
Hl:yt ~1(0)

Do zbadania rzedu integracji zostala zastosowana statystyka DF = A

S(7)

badajaca istotno$¢ parametru y w roéwnaniu:
AY, = 0y + 1Yy

Statystyka DF przypomina statystyke t-Studenta, jednak jej rozktad nie jest
standardowy. Wartosci krytyczne tego testu mozna znnalez¢ np. w W. Enders
[1995], s. 419.

Podstawiajac pod Y, kolejno zmienng spr, zpr, wnpr, otrzymano
nastgpujace warto$ci statystyki DF: DFg,=-1.845, DF,=-2.049, DFyp=-4.093

Warto$¢ ststystyki dla zmiennej wnpr jest mniejsza od wartosci
krytycznych, nawet dla bardzo niskiego poziomu istotnosci (a=0.01), zatem w
tym przypadku nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowa na korzys$¢ alternatywne;,
mowiacej o stacjonarnos$ci zmiennej. W pozostatych przypadkach wartosci DF
nie przekraczaja wartosci krytycznych na poziomie istotnosci a=0.1, co
sklaniatoby do przyjecia hipotezy zerowej. Otrzymane wartosci sa jednak na tyle
niskie, ze niewielkie zwiekszenie poziomu istotnosci pozwoli na na odrzucenie
hipotezy zerowej. Badanie funkcji autokorelacyjnej rowniez nie przynosi
jednoznacznego rozstrzygnigcia. Jesli jednak zmienne te sg tacznie stacjonarne,

powinni§my otrzymac¢ potwierdzenie tego faktu w trakcie badania rzgdu macierzy
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© w modelu korekty bledem zbudowanym dla tych zmiennych. Jesli macierz ta
bedzie si¢ charakteryzowala pelnym rzedem, to, zgodnie z tym, co zostato
powiedziane w p. 1.2, nalezy stwierdzi¢, ze zmienne uzyte w modelu sa

stacjonarne.

3.2. Badanie dlugosci op6znien

Do zbadania dlugo$ci opdznien postuzyt test dhugosci opdznien opisany w
p. 2.2. Badanie rozpocz¢to z najdtuzszym ze wzgledu na liczbg stopni swobody
op6znieniem k=12. Nastepnie postawiono zesp6t hipotez:
H, : dlugos¢ opdznieia zmiennych wynosi 8
H, : dlugo$¢ opdznien zmiennych wynosi 12
W celu przetestowania tego zespotu hipotez oszacowano parametry dwoch modeli

w obrebie tej samej proby:

12
1.X = A0+th7k
k=1

8
2. X, = A +th7k

k=1

gdzie x, =[spr, zpr, wnprt]'
i obliczono wartos¢ statystyki wpotczynnika wiarygodnos$ci:
LRS = (T —c)(In[Z,] — In|=,|) =(40-37)(39.9198-28.3182)=34.8047
Poniewaz obliczona warto$¢ jest mniejsza od wartosci krytycznych

rozktadu x* dla 36 stopni swobody (Xi:o.l =47.212) nie mamy podstaw do

odrzucenia hipotezy zerowej. Wlasciwe jest zatem testowanie mniejszej niz 8
dtugoséci opdznien. W podobny sposdb przeprowadzone zostaly zatem kolejne

testy, ktore wskazaty na dhugos¢ opdznienia k=1, czyli model:
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X = A+ AX (3.2)
gdzie:

X =[spr. zpr, wnpr]

3.3. Badanie rzedu kointegracji

Aby zbada¢ rzad kointegracji model (3.2) przeksztatcono do postaci:

AX = Ay + Xy (3.3)

Przy wyznaczaniu rzedu macierzy n wykorzystano fakt, ze rzad macierzy
jest rowny iloSci jej niezerowych pierwiastkow charakterystycznych.

Dla uporzadkowanych malejaco pierwiastkow charakterystycznych
obliczono warto$ci statystyk Amax | Agae W celu sprawdzenia, ktére z nich

nieistotnie r6znig si¢ od zera. Wyniki pokazuje tabela 2.

Tabela 2: Wartosci statystyki Amax i Atrace

T=51 Amax Atrace

A1=0.34417 21.515 38.166
A2=0.21958 12.644 16.652
A3=0.075573 4.0076 4.0076

Zrédlo: Obliczenia whasne

Zespot hipotez (por. p.2.2) i wartosci krytyczne statystyk dla odpowiedniej
liczby swobody podaja tabele 3 i 4:
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Tabela 3: Wartos$ci krytyczne statystyki Amax

Wartosci krytyczne statystyki Amax

dla n-r stopni swobody
Ho H: 0=0.1 0=0.05 0=0.01
r=0 r=1 18.697 20.778 25.521
r=1 r=2 12.099 14.036 17.936
r=2 r=3 2.816 3.962 6.936
Zrédto: W. Enders [1995], s. 420
Tabela 4: WartoS$ci krytyczne statystyki Atrace

Wartosci krytyczne statystyki Atrace

dla n-r stopni swobody
Ho Hi a=0.1 0=0.05 a=0.01
r=0 r>1 26.791 29.509 35.397
r<i r>2 13.338 15.197 19.310
r<2 r=3 2.816 3.962 6.936

Zrédto: W. Enders [1995], s. 420

Testowanie ilosci wektorow kointegrujacych jest mozliwe dzigki
porownaniu warto$ci statystyk z tabeli 2 z ich warto$ciami krytycznymi
podanymi w tabelach 3 i 4.

Hipoteza o braku zwiazku kointegrujacego (r=0) moze by¢ odrzucona dla
a=0.05 w przypadku statystyki Ams | @=0.01 w przypadku statystyKi Aace.

Hipoteze o wystgpowaniu jednego tylko wektora kointegrujacego

odrzucamy na poziomie istotnosci a=0.1 dla Aymax | @=0.05 dla Atrace.
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Weryfikacja zespolu hipotez testujacych wystepowanie dwoch wektorow
kointegrujacych moze by¢ odrzucona w przypadku obu statystyk na poziomie
istotnosci a=0.05.

Na poziomie istotno$ci a=0.1 mozemy zatem stwierdzi¢ istnienie trzech
roznych od zera pierwiastkéw charakterystycznych. Wniosek ten $wiadczy o
stacjonarno$ci zmiennych (macierz 7 jest pelnego rzgdu) i tym samym rozwiewa

watpliwosci postawione przy badaniu integracji zmiennych.

3.4. Wyraz wolny

Badanie macierzy n z modelu postaci (3.3) jest tozsame z przyjeciem
zatozenia o braku wyrazu wolnego w wektorze kointegrujacym. Nastepstwa tego
faktu byly dyskutowane w punkcie 1.3: szacowanie parametréw modelu (3.3),
tzn. modelu z tzw. nieograniczonym wyrazem wolnym, jest tozsame z przyjeciem
zatozenia o wystepowaniu trendu deterministycznego w procesach generujacych
przynajmniej niektére ze zmiennych. Procedura Johansena pozwala przetestowac
alternatywna posta¢ modelu; posta¢ ktoéra powoduje wlaczenie wyrazu wolnego w
wektor kointegrujacy (mamy wtedy do czynienia ze zmiennymi nie wykazujacymi
trendu deterministycznego) tak jak to pokazano w punkcie 1.3 - model (1.5). W
tym celu nalezy oszacowac pierwiastki charakterystyczne obu postaci, tzn. (3.3) i
(1.5), i obliczy¢ statystyke:

n
—T > [In(1-27) - In(1-4;)] (2.4)
i=r+l
gdzie r oznacza liczbe niezerowych pierwiastkow charakterystycznych modelu z
nieograniczonym wyrazem wolnym (por. p. 2.4.).
Badanie to ma tym wigksze znaczenie, ze stwierdzenie w poprzednim

punkcie stacjonarno$ci (w sensie wariancji - por. M. Pilatowska [1995], s. 89)
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zmiennych ktoci si¢ z obserwacja przebiegu niektorych z nich. W przypadku
bowiem zmiennych zpr oraz spr obserwujemy ich powolny wzrost w okresie
proby. Fakt wystgpowania trendu deterministycznego w tych zmiennych bylby
znakomitym uzupehieniem zbadania proceséw generujacych te zmienne.
Poniewaz sumowanie we wzorze (2.4) przebiega od liczby pierwiastkow
nieistotnie réznych od zera, przyjmijmy, ze ich ilo§¢ w modelu (3.2) wynosi r=1
(w tym wypadku mogliSmy odrzuci¢ hipoteze zerowg: r=1, dopiero na poziomie
istotnosci a=0.1).

Do obliczenia statystyki (2.4) nalezy oszacowaé pierwiastki
charakterystyczne ograniczonej formy macierzy m. Sga one nastepujace:
A1*=0.37281, A,*=0.16779, 13*=0.00815.

Statystyka (2.4) wynosi:
~T([In(1-X,) — In(1—2,)]+[In(1— X;) —In(1—2A;)]) =-51([(In(1-0.21958)-
In(1-0.16779)] +[In(1-0.075573)-In(1-0.00815)])=6.86717

Warto$¢ rozktadu y° dla (n-r)=(3-1)=2 stopni swobody wynosi 3?=4.605
dla 0=0.1, ¥’=5.991 dla 0=0.05 oraz %?=9.210 dla «=0.01. Na poziomie
istotno$ci =0.05 mozemy odrzuci¢ hipoteze zerowa mowiacg o wystepowaniu
wyrazu wolnego w wektorze kointegrujacym, na korzys$¢ alternatywnej, o

nieograniczonym wyrazie wolnym.

4. PODSUMOWANIE

Celem pracy bylo zaprezentowanie alternatywnej metodologii badania
kointegracji. Skoncentrowano si¢ przede wszystkim na znajdowaniu iloéci, a nie
"jakosci" wektoréw kointegrujacych. Rozmyslnie pominieto tu wyodrebnianie i
interpretacje mechanizmu korekty bledem, bowiem ta analiza moze by¢ z

powodzeniem przeprowadzana na bazie algorytmu Engle'a i Grangera. Algorytm
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ten jednoczesnie nie formuluje przepisu na znajdowanie ilosci zwigzkow
kointegrujacych z czym doskonale radzi sobie procedura Johansena. Pokazany
przyktad empiryczny daje asumpt do pokazania jednej jeszcze zalety wspomnianej
procedury. Zbadanie, Ze macierz wt jest pelnego rzedu $wiadczy o stacjonarnosci
zmiennych. Mozliwos$¢ takiego wnioskowania jest znakomitym uzupetieniem
analizy integracyjnej, ktora, jak zbadano (por M. Pitatowska [1995], s.89), daje
czesto niejednoznaczne, lub nawet sprzeczne ze sobg wyniki.

Testowanie wystgpowania wyrazu wolnego w wektorze kointegrujacym jest
dodatkowsa zaletg procedury Johansena. Wiadomo, Ze niestacjonarno$¢ zmiennej
wywolana trendem stochastycznym oznacza, ze to czynniki losowe (a nie
kontrolowane) sg podstawowym sprawcg ksztaltowania si¢ zmiennej. Znalezienie,
ze w procesach generujacych zmienne wystepuje dlugookresowa tendencja (trend
deterministyczny), jest optymistycznym wnioskiem dla polityki gospodarczej
panstwa lub regionu.

Przedstawiona procedura badania wektorow kointegrujacych na podstawie
modeli VAR ma dwa aspekty zastosowan. Po pierwsze zbudowanie modelu
wektorowo- autoregresyjnego moze postuzy¢ li jedynie do zbadania ilosci
zwiazkdéw kointegracyjnych pomiedzy zmiennymi, ktore, w nastgpnym etapie
badan, moga postuzy¢ do budowy innego modelu, np. strukturalnego. W tym
wypadku model VAR jest jedynie narzedziem do zbadania kointegracji, a nie
przedmiotem badan. Czesto jednak budowa tych modeli (VAR) jest celem analizy
ekonometrycznej, a nie jedynie jednym z jej etapéw. Sytuacja taka wystepuje
czesto tam, gdzie model ekonometryczny ma postuzy¢ do celow prognostycznych.
Ze wzgledu na obecno$¢ jedynie opdznionych zmiennych jako zmiennych
objasniajacych w modelach VAR, sa one znakomitym narzgdziem
prognozowania. Prognozy za$ beda tym lepsze im lepiej wyspecyfikowany jest

model. Praca ta zawiera wszystkie niezbedne testy towarzyszace kolejnym etapom
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budowy modelu i tym samym jest dobrym przewodnikiem dla badaczy, ktorzy
analiz¢ kointegracyjng lub proces budowania prognoz chca oprze¢ na modelach

wektorowo-autoregresyjnych.
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