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Wstep. Praca mgr Aleksandry Zakrzewskiej nosi tytul ,Skoki liczb Milnora defor-
macji liniowych osobliwosci krzywych”. Dotyczy ona nastepujgcego problemu. Rozpa-
trujemy rodzine wielomianéw f, : (C?,0) — (C,0), gdzie s jest parametrem (zazwy-
czaj s nalezy do dysku jednostkowego), takich ze dla wszystkich s krzywa f-40) c.C?
ma osobliwog¢ izolowang w 0 € C?. Patrzymy na liczbe Milnora u, jako funkcje pa-
rametru deformacji. Dla generycznego zbioru parametrow u, jest stala (mozna jg
oznaczyé przez jgen). Pytamy o wielkos¢ A(fs) = po — Hs-

Gléwne pytanie, jakie jest postawione w pracy dotyczy tego, czy dla ustalonego
kietka osobliwosci fo i zadanej liczby @ istnieje deformacja f, taka, ze A(fs) = 6. Inaczej
méwige, pytamy o wyznaczenie zbioru mozliwych wartosci A przy ustalonym fo, a
zwlaszcza 0 wyznaczenie minimalnego A > 0. Sabir Gusein-Zade w 1993 roku podat
przyktady osobliwoéci dla ktérych minimalne dodatnie A jest wigksze od jednosci.

Juz na pierwszy rzut oka wida¢, ze odpowiedz moze zaleze¢ od typu analitycznego
osobliwosci fo, a nie tylko od jej typu topologicznego. Istotnie, samo pytanie o rodzine
osobliwosci przyleglych do fy zalezy od typu analitycznego osobliwosci.

Uproszczeniem problemu jest ograniczenie si¢ do badania deformacji liniowych, to
znaczy deformacji typu f, = fo+ sg dla pewnego wielomianu g. Wynik Alberich-Roé
z 2005 roku pokazuje, ze przyleglos¢ liniowa jest wyznaczona kombinatorycznie przez
diagram Enriquesa osobliwosci fo. W szczeg6lnosci, przy ograniczeniu si¢ do deforma-
cji liniowych, zbiér mozliwych skokéow A zalezy od topologicznego typu osobliwosci.

Autorka w pracy wyznacza minimalne niezerowe A dla f; bedacego osobliwoscig
jednorodna i dla deformacji liniowych fs = fo + sg. Gléwnym wynikiem, na ktorym
sie opiera, jest wsponiniana wyzej praca Marii Alberich i Joagima Roé’go.

Druga cze$¢ pracy mowi o zachowaniu jako$ciowym skoku deformacji przy rozdmu-
chaniu. Uzyskana nier6wnosé¢ (Wniosek 5.8) jest interesujgcym wkladem jakosciowym
do badania skokéw deformacji.

Tematyka badan i wynik. Jakkolwiek tematyka badan wyglada na bardzo ni-
szowg, powigzanie jej z ostatnimi pracami Fernandeza de Bobadilli, Pe Pereiry i
Popescu-Pampu daje szanse na to, ze praca bedzie zauwazona. Szanse na to rosng,
w miare jak praca dotyka bardziej ogélnych wlasnoéci skoku liczby Milnora, jak na
przyktad zachowanie przy rozdmuchaniu.

Pierwszy gtéowny wynik pracy zawiera si¢ w Lemacie 4.12, w ktorym autorka do-
wodzi gornego oszacowania na liczbe Milnora osobliwosci przyleglej do osobliwoéci
jednorodnej. Dowo6d zajmuje 6 stron (z czego dwie strony zajmujg rysunki wyjasnia-
jace oznaczenia), przy czym wigkszo$¢ zajmujg oszacowania na wagi w diagramie
Enriquesa. W rozdziale piatym pokazano, w jaki sposéb mozna uogélni¢ Lemat 4.12
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na przypadek osobliwosci quasijednorodnych. Obliczenia i ostateczne wyniki nie zo-
staly podane w tym przypadku, autorka jedynie pokazuje ogélny pomyst na podejscie
do problemu.
Drugim gléwnym wynikiem jest nier6wnos¢ we Wniosku 5.8, omawiajgca zachowa-
nie skoku Milnora przy rozdmuchaniu. Nier6wnos¢ jest podana w jedna strone.
Warto$ciows czg8¢ pracy stanowi rozdziat trzeci, podajacy doktadne dowody faktow
znanych ekspertom.

Uwagi. Praca ma 42 strony podzielone na 5 rozdzialéow, z ktérych ostatni zostal
dodany w nowej wersji doktoratu. Jest on najmniej spéjny, sklada si¢ z dwéch nieza-
leznych czesci. Praca napisana jest bardzo starannie.

Na stronach 4 i 5 autorka przypomina réznice pomiedzy typem topologicznym
a typem analitycznym osobliwosci. Jako przyklad niezmiennika rozrézniajacego typ
analityczny pokazuje skok liczby Milnora. Jest to formalnie poprawne, niemniej nie-
bezpiecznie bliskie definicji typu idem per idem. Warto bylo wspomnie¢ chociazby o
liczbie Tyurina.

Autorka uzywa oznaczenia v(Rp) na wielkos¢, ktéra jest po prostu krotnoscig
punktu osobliwego. Prawdopodobnie ta drobna w sumie niezreczno$é prowadzi do
tego, ze autorka nie zauwaza dwoch faktéw. Mianowicie:

e Twierdzenie 5.7, wigzace liczby Milnora po rozdmuchaniu z liczbg Milnora
przed rozdmuchaniem jest wynikiem klasycznym. Osobidcie, kiedy stosuje taki
wynik, najczesciej odwotuje si¢ do prac Orevkowa i Zajdenberga, jakkolwiek
podobny fakt mozna znalezé w wigkszosci podrecznikéw z teorii osobliwosci.
Nie ma wiec potrzeby dowodzi¢ tego rezultatu.

o Nierownos¢ we Wniosku 5.8 nie ma szans byé réwnoscig w ogélnosci. Ustalmy
m 2 2 i dla k wzglednie pierwszego z m oznaczmy przez ax skok liniowy
liczby Milnora dla osobliwoéci kwazijednorodnej (m; k). Wiadomo, ze jesli k—1
jest wzglednie pierwsze z m, zachodzi ar < m — 1, istotnie, deformacja z* +
sz*~1 + y™ ma skok liczby Milnora réwny m — 1. Z drugiej strony nieré6wnogé
we Wniosku 5.8 méwi, ze ay < ax—,, + m — 1. Gdyby zachodzila réwnosé
Ak = Qg—m +m — 1, mielibySmy dla k& > 2m a, > 2(m — 1), sprzeczne z
nieréwnoécig ay < m — 1.

Z punktu widzenia recenzenta, pokazanie réznicy miedzy zachowaniem przy roz-
dmuchaniu miedzy skokiem liczby Milnora a liniowym skokiem liczby Milnora jest
problemem do$é¢ interesujgcym, do ktérego byé moze wlasciwym jezykiem bytaby
praca Fernandeza de Bobadilly, Pe Pereiry i Popescu-Pampu.

Konkluzja. Praca doktorska mgr Aleksandry Zakrzewskiej speinia ustawowe i zwy-
czajowe wymagania dotyczace prac doktorskich. Wnosze o dopuszczenie mgr Aleksan-
dry Zakrzewskiej do dalszych etapéw postepowania o przyznanie stopnia doktora.

Maciej Borodzik
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