








Agnieszka Rossa – Uniwersytet Łódzki, Wydział Ekonomiczno-Socjologiczny 

Katedra Demografii, 90-214 Łódź, ul. Rewolucji 1905 roku nr 41/43 

RECENZENT 

Andrzej Ochocki 

REDAKTOR INICJUJĄCY 

Iwona Gos 

KOREKTA JĘZYKOWA 

Paweł M. Sobczak 

SKŁAD I ŁAMANIE 

Agnieszka Rossa 

KOREKTA TECHNICZNA 

Leonora Gralka 

PROJEKT OKŁADKI 

Katarzyna Turkowska 

Zdjęcie wykorzystane na okładce: © Depositphotos.com/lamnee 

Wydrukowano z gotowych materiałów dostarczonych do Wydawnictwa UŁ 

© Copyright by Agnieszka Rossa, Łódź 2019 

© Copyright for this edition by Uniwersytet Łódzki, Łódź 2019 

Wydane przez Wydawnictwo Uniwersytetu Łódzkiego 

Wydanie I. W.07706.16.0.S 

Ark. druk. 9,375 

ISBN 978-83-8142-374-8 

e-ISBN 978-83-8142-375-5

Wydawnictwo Uniwersytetu Łódzkiego 

90-131 Łódź, ul. Lindleya 8 

www.wydawnictwo.uni.lodz.pl 

e-mail: ksiegarnia@uni.lodz.pl

tel. (42) 665 58 63 

https://www.doi.org/10.18778/8142-374-8

https://www.doi.org/10.18778/8142-374-8


Spis treści

Przedmowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

Rozdzia l 1. ISTOTA I PRZEDMIOT DEMOGRAFII . . . . . 9

1.1. Podstawowe definicje i poj ↪ecia . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2. G lówne nurty demografii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3. Interdyscyplinarny charakter demografii . . . . . . . . . . . . 10
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3.5. Strategie wyboru wspó lczynników nax . . . . . . . . . . . . . 83

3.5.1. Model interpolacji liniowej . . . . . . . . . . . . . . . . 84
3.5.2. Model interpolacji wyk ladniczej . . . . . . . . . . . . . 85
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6.5.3. Oczekiwana d lugość generacji . . . . . . . . . . . . . . 141
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6.5.5. Intensywność wzrostu a intensywność urodzeń, zgonów 144
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Przedmowa

Niniejsza ksi ↪ażka zawiera omówienie podstawowych metod i modeli
z zakresu demografii matematycznej, zwanej w skrócie demometri ↪a.

Celem autorki by lo przybliżenie w możliwie przyst ↪epny i wizualnie
czytelny sposób metod i narz ↪edzi analizy demograficznej, poprzez zilu-
strowanie ich licznymi przyk ladami oraz zadaniami do samodzielnego
rozwi ↪azania. W opracowaniu pomini ↪eto elementy demografii opisowej,
której g lównym zadaniem jest opis liczbowy wielkości i struktur rze-
czywistych zbiorowości ludzkich wraz zachodz ↪acymi w nich procesami
demograficznymi.

Materia l podzielony zosta l na sześć rozdzia lów. W rozdziale 1 przy-
bliżone zosta ly istota i przedmiot demografii, jak również definicje
podstawowych poj ↪eć. Rozdzia l 2 zawiera omówienie ogólnych zasad
konstrukcji wspó lczynników demograficznych opartych na koncepcji
siatki Lexisa. Rozdzia l 3 prezentuje podstawowe modele dyskretne sto-
sowane w demografii, czyli tablice trwania życia, zwane także tablicami
wymieralności. Alternatyw ↪a dla tego uj ↪ecia s ↪a tzw. modele z czasem
ci ↪ag lym. Niektóre z nich zosta ly przedstawione w rozdziale 4. Ko-
lejny rozdzia l porusza podstawowe zagadnienia dotycz ↪ace reprodukcji
ludności, natomiast rozdzia l ostatni kontynuuje t ↪e tematyk ↪e w zakresie
modeli wzrostu, w tym także modelu Lotki ludności ustabilizowanej.

Autorka pragnie podzi ↪ekować Recenzentowi ksi ↪ażki, Profesorowi
Andrzejowi Ochockiemu, za cenne uwagi i sugestie, które pomog ly po-
prawić, uzupe lnić i uszczegó lowić zagadnienia prezentowane w ksi ↪ażce.





Rozdzia l 1

ISTOTA I PRZEDMIOT
DEMOGRAFII

1.1. Podstawowe definicje i poj ↪ecia

Demografia jest nauk ↪a o prawid lowościach rz ↪adz ↪acych rozwojem
populacji, z uwzgl ↪ednieniem konkretnych warunków spo lecznych i gos-
podarczych w danym okresie i na danym terytorium [Okólski 2004,
Holzer 2006, Kȩdelski, Paradysz 2006].

Kluczowym w tej definicji jest poj ↪ecie populacji. Określenie to
powsta lo w XVI wieku, a jego rozumienie zmienia lo sie na przestrzeni
lat i ma obecnie wiele znaczeń (np. populacja ludzi, firm, zwierz ↪at).
W demografii przez to poj ↪ecie rozumieć b ↪edziemy populacj ↪e ludzk ↪a,
scharakteryzowan ↪a pod wzgl ↪edem:

– podmiotowym – zdefiniowanie jednostek wchodz ↪acych w sk lad
badanej populacji, np. osoby lub grupy osób (gospodarstwa do-
mowe, ma lżeństwa, rodziny, kohorty itp.) spe lniaj ↪ace ustalone kry-
teria (spo leczne, ekonomiczne, polityczne, etniczne),

– przestrzennym – ustalenie geograficznego umiejscowienia popu-
lacji,

– czasowym – określenie momentu lub okresu, w którym żyj ↪a jed-
nostki populacji lub wyst ↪epuj ↪a interesuj ↪ace nas zdarzenia demogra-
ficzne.
Przedmiot badań demograficznych obejmuje stan i struktur ↪e po-

pulacji wg cech spo leczo-ekonomicznych, dynamik ↪e zmian populacji,
w tym zdarzenia i procesy demograficzne, ich zróżnicowanie, a także
spo leczno-ekonomiczne uwarunkowania i konsekwencje tych procesów.

Przez procesy demograficzne rozumieć b ↪edziemy zjawiska za-
chodz ↪ace w populacji, kszta ltowane przez nat ↪eżenie i rozk lad w cza-
sie (kalendarz) zdarzeń demograficznych, do których należ ↪a przede
wszystkim urodzenia, zgony, migracje oraz zmiany stanu cywilnego.
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Obserwacji i analizie podlegaj ↪a w szczególności:

– zmienna zasobu, tj. wielkość populacji w ustalonym momencie
lub momentach czasu,

– zmienne strumienia, tj. liczby zdarzeń demograficznych zrealizo-
wanych w danym przedziale czasu, wp lywaj ↪acych na zmiany w wiel-
kości i strukturze populacji,

– struktura populacji wg cech spo leczno-ekonomicznych, ta-
kich jak wiek, p leć, stan cywilny, wykszta lcenie, zawód,

– struktura populacji wg cech geograficznych, np. miejsca uro-
dzenia, zamieszkania, pracy,

– uwarunkowania i konsekwencje spo leczno-ekonomiczne proce-
sów demograficznych.

1.2. G lówne nurty demografii

Wyróżnić można nast ↪epuj ↪ace g lówne nurty demografii:

Demografia ogólna – zajmuj ↪aca si ↪e teoretycznymi rozważaniami na
temat prawid lowości rz ↪adz ↪acych rozwojem populacji, a także zagad-
nieniami zwi ↪azanymi z opisem i pomiarem zjawisk demograficznych.

Demografia opisowa – zajmuj ↪aca si ↪e opisem liczbowym wielkości
i struktur zbiorowości, a także zdarzeń i procesów demograficznych,
z wykorzystaniem zarówno liczb bezwzgl ↪ednych, jak i stosunkowych,
np. wyrażonych za pomoc ↪a prawdopodobieństw określonych zdarzeń
lub wspó lczynników demograficznych.

Demografia matematyczna (demometria) – zajmuj ↪aca si ↪e meto-
dami pomiaru i opisu prawid lowości rz ↪adz ↪acych zbiorowościami i pro-
cesami demograficznymi oraz metodami ich modelowania i predykcji
z wykorzystaniem aparatu matematyczno-statystycznego.

Poza tym podzia lem istnieje też szereg specjalności szczegó lowych,
np. demografia spo leczna, ekonomiczna, historyczna czy potencjalna.

1.3. Interdyscyplinarny charakter demografii

Obszary badawcze demografii zaz ↪ebiaj ↪a si ↪e z wielu innymi dyscy-
plinami, dla których sfer ↪a zainteresowań s ↪a populacje ludzkie.



Istota i przedmiot demografii 11

Zagadnienia analizowane w ramach tych dyscyplin s ↪a cz ↪esto zbieżne
z przedmiotem badań demograficznych. Do nich należ ↪a m.in.:

ekonomia – w zakresie badań dotycz ↪acych popytu, potencja lu si ly ro-
boczej, uwarunkowań rozwoju systemów ekonomicznych,

socjologia – w obszarze badań nad rozwojem spo leczeństw, zasadami
formowania si ↪e rodzin, uwarunkowań rozwoju systemów spo lecznych,

geografia – w analizach nad migracjami i terytorialnym rozmieszcze-
niem ludności,

psychologia – w zakresie badań dotycz ↪acych postaw i zachowań ludz-
kich,

epidemiologia i nauki medyczne – w analizach śmiertelności, rozpo-
wszechniania chorób, czynników wp lywaj ↪acych na stan zdrowia i czas
życia w zdrowiu.

1.4. Źród la informacji w demografii

Badania demograficzne opieraj ↪a si ↪e na danych statystycznych do-
tycz ↪acych ludności, dlatego z demografi ↪a wi ↪aże si ↪e tzw. statystyka
publiczna.

W Polsce dane na temat stanu i struktury ludności w różnych prze-
krojach terytorialnych i czasowych s ↪a gromadzone i publikowane przez
G lówny Urz ↪ad Statystyczny (GUS) oraz wojewódzkie urz ↪edy statys-
tyczne. Bazy i rejestry tematyczne prowadz ↪a także inne urz ↪edy i or-
gany administracji państwowej. Z punktu widzenia źróde l informacji,
wyróżniamy (por. [Kurkiewicz (red.) 2010], s. 31–40):

– powszechne spisy ludności – badanie ca lkowite przeprowadzane
mniej wi ↪ecej co 10 lat (tj. w latach zakończonych na zero lub im
bliskich),

– rejestracja bież ↪aca – rejestracja urodzeń, zgonów, zmian stanu
cywilnego lub miejsca zamieszkania, prowadzona przez urz ↪edy ewi-
dencji ludności czy urz ↪edy stanu cywilnego,

– badania reprezentacyjne – badania przeprowadzane w losowych
próbach jednostek (osób, rodzin, gospodarstw domowych) i organi-
zowane na użytek konkretnych celów. Przyk ladem jest Badanie Ak-
tywności Ekonomicznej Ludności (BAEL) prowadzone przez GUS
w losowej próbie gospodarstw domowych.
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1.5. Poj ↪ecie przestrzeni i czasu

Przestrzeń jest rozumiana w demografii nie tylko w kategoriach re-
gionów geograficznych, ale również stanów i warstw spo lecznych. Prze-
mieszczanie si ↪e osób pomi ↪edzy regionami nazywane jest mobilności ↪a
poziom ↪a, natomiast przemieszczanie si ↪e w obr ↪ebie warstw spo lecznych
– mobilności ↪a pionow ↪a.

Dalej stosować b ↪edziemy nast ↪epuj ↪ace poj ↪ecia czasu:

1. Czas w lasny jednostek należ ↪acych do kohort, generacji lub zbio-
rowości jednocześnie żyj ↪acych w danym czasie i na danym teryto-
rium.

W przypadku osób indywidualnych czas w lasny zwykle utożsamia
si ↪e z wiekiem, choć może być on rozumiany także np. jako czas
pozostawania w wieku prokreacyjnym w przypadku kobiet, czas
trwania zwi ↪azku w przypadku ma lżeństw, czas edukacji m lodzieży
szkolnej itp.

2. Czas historyczny (kalendarzowy), w którym jest umiejscowio-
na dana kohorta, generacja lub zbiorowość ogó lu żyj ↪acych na danym
terytorium.

Bardziej szczegó lowego wyjaśnienia wymagaj ↪a użyte w tej klasyfi-
kacji określenia: kohorta, generacja i zbiorowość ogó lu żyj ↪acych.

Kohorta to zbiorowość jednostek wyodr ↪ebniona na podstawie zda-
rzeń demograficznych ustalonego typu, które wyst ↪api ly w zadanym
okresie, np. dniu, miesi ↪acu, kwartale, roku lub innym przedziale czasu
i by ly doświadczeniem każdego z cz lonków tej zbiorowości. Mówimy
wtedy o kohortach dziennych, miesi ↪ecznych, kwartalnych, rocznych itp.

Kohort ↪e mog ↪a tworzyć np. ma lżeństwa zawarte w danym roku ka-
lendarzowym, kobiety rodz ↪ace w tym samym dniu, dzieci rozpoczy-
naj ↪ace nauk ↪e w ustalonym roku szkolnym, absolwenci podejmuj ↪acy
pierwsz ↪a prac ↪e w określonym miesi ↪acu itp.

Szczególny przypadek stanowi kohorta urodzeniowa, któr ↪a two-
rz ↪a osoby urodzone w tym samym okresie kalendarzowym. Gdy rozwa-
żanym okresem jest rok, wówczas tak ↪a kohort ↪e nazywać b ↪edziemy ge-
neracj ↪a.

Zbiorowość ogó lu żyj ↪acych tworz ↪a jednostki z różnych generacji
żyj ↪acych jednocześnie w danym czasie. Prawid lowości zaobserwowane
w takiej zbiorowości odnosi si ↪e niekiedy do tzw. kohorty hipotetycz-
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nej, o której zak lada si ↪e, że intensywność (nat ↪eżenie) określonych zda-
rzeń demograficznych jest zgodna z nat ↪eżeniem zdarzeń odnotowanym
w badanym okresie we wszystkich generacjach wchodz ↪acych w sk lad
tej zbiorowości.

1.6. Poj ↪ecie czasu ekspozycji i osobolat życia

W analizie demograficznej ważn ↪a rol ↪e pe lni poj ↪ecie czasu ekspo-
zycji (person-years of exposure). Rozumie si ↪e go jako czas, przez który
dana jednostka jest narażona na ryzyko wyst ↪apienia określonego zda-
rzenia demograficznego. Suma czasów ekspozycji dla wszystkich jed-
nostek zbiorowości b ↪edzie nazywana dalej  l ↪acznym czasem ekspozycji.

Przyk ladowo, kobieta wchodz ↪aca w wiek rozrodczy ma szans ↪e uro-
dzenia dziecka. Mówimy wówczas, że podlega ,,ryzyku” doświadczenia
tego zdarzenia demograficznego, a ekspozycja na ryzyko rozpoczyna
si ↪e w momencie osi ↪agni ↪ecia wieku prokreacyjnego. W przypadku in-
nego zdarzenia, jakim jest np. zgon, na ryzyko narażone s ↪a wszystkie
jednostki zbiorowości, a czas ekspozycji mierzony jest od momentu
urodzenia si ↪e poszczególnych osób.

Czas ekspozycji zast ↪epowany jest w niektórych przypadkach poj ↪e-
ciem osobolat życia (person-years lived). Poj ↪ecia tego używać b ↪edzie-
my w sytuacji, gdy nie wszystkie jednostki zbiorowości narażone s ↪a na
ryzyko wyst ↪apienia danego zdarzenia [Preston et al. 2001].

1.7. Siatki demograficzne

Cz ↪est ↪a praktyk ↪a prezentacji kohort czy generacji jest umiejscowie-
nie ich w dwuwymiarowym uk ladzie wspó lrz ↪ednych, w którym oś pio-
nowa reprezentuje czas w lasny kohorty (generacji), a oś pozioma – czas
kalendarzowy. Taki rodzaj prezentacji nazywamy siatk ↪a demogra-
ficzn ↪a. Pocz ↪awszy od lat 60. XX wieku, bardzo popularny sta l si ↪e jej
francuski wariant, b ↪ed ↪acy modyfikacj ↪a tradycyjnej siatki zapropono-
wanej przez W. Lexisa w 1875 roku.

W rozważaniach i analizach opartych na siatkach demograficznych
b ↪edziemy zak ladać dalej, że mamy do czynienia z kohortami (gene-
racjami), w których przyrost lub ubytek liczebny spowodowany jest
ruchem naturalnym (urodzenia, zgony), natomiast nie wyst ↪epuje ruch
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w ↪edrówkowy (odp lyw lub nap lyw migracyjny). Tego rodzaju zbioro-
wości nazywamy zamkni ↪etymi.

Przyk lad 1. Przedstawimy graficzn ↪a prezentacj ↪e losów pewnej kobie-
ty w postaci tzw. linii życia, wykreślonej na rysunku 1 za pomoc ↪a
linii prostej, nachylonej pod k ↪atem 450 do osi poziomej.

Za lóżmy, że dysponujemy danymi na temat momentów czasowych
wyst ↪apienia nast ↪epuj ↪acych zdarzeń, b ↪ed ↪acych udzia lem tej kobiety:
u – narodziny, m – zawarcie ma lżeństwa, bi – urodzenie i-tego dziecka,
r – rozpad ma lżeństwa (tj. rozwód lub śmierć ma lżonka), d – śmierć.

6

-

czas w lasny (wiek) linia życia

czas kalendarzowy

Rysunek 1. Przyk ladowa linia życia w uk ladzie wspó lrz ↪ednych
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Obok linii życia, na rysunku 1 zaznaczono umiejscowienie w czasie
w lasnym i kalendarzowym poszczególnych zdarzeń w dwuwymiarowym
uk ladzie wspó lrz ↪ednych.

Wspó lrz ↪edne na osi pionowej reprezentuj ↪a wiek kobiety w chwili
wyst ↪apienia poszczególnych zdarzeń, natomiast wspó lrz ↪edne na osi po-
ziomej – momenty kalendarzowe tych zdarzeń. Wspó lrz ↪edne te ozna-
czone zosta ly symbolami odpowiednio:
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wu, wm, wbi , wr, wd – momenty czasu w lasnego zaznaczone na osi pio-
nowej, reprezentuj ↪ace wiek w chwili wyst ↪apienia zdarzeń u,m, bi, r, d,

τu, τm, τbi , τr, τd – momenty czasu kalendarzowego zaznaczone na osi
poziomej, reprezentuj ↪ace daty kalendarzowe zdarzeń u,m, bi, r, d.

Przedstawiony schemat ilustruje zdarzenia demograficzne w odnie-
sieniu do pojedynczej osoby. W demografii przedmiotem zainteresowa-
nia zwykle nie s ↪a pojedyncze jednostki, ale duże zbiorowości jedno-
stek. Jednakże w wi ↪ekszych zbiorowościach nie ma na ogó l możliwości
odnotowania dok ladnych momentów pojedynczych zdarzeń. Zamiast
tego rozpatruje si ↪e liczby zagregowanych zdarzeń, które wyst ↪api ly w za-
danych przedzia lach czasu kalendarzowego lub w lasnego. Liczby te
umieszcza si ↪e wewn ↪atrz diagramu podzielonego na jednostkowe kwa-
draty, tj. pola o wymiarach 1×1 (jednostka czas w lasnego × jednostka
czasu kalendarzowego). Zagadnienie to wyjaśnimy w przyk ladzie 2.

Przyk lad 2. Rozważmy linie życia czterech osób urodzonych w latach
1940 – 1950. W tym przyk ladzie b ↪ed ↪a to dwa ma lżeństwa (rysunek 2).

6czas w lasny (wiek w latach)

czas kalendarzowy
-

Rysunek 2. Przyk ladowe cztery linie życia
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Podobnie jak w przyk ladzie 1, zdarzenia demograficzne oznaczone
zosta ly etykietami uk,mk, bki, rk, dk, przy czym dodatkowy indeks k
oznacza numer jednostki. Zdarzenia dotycz ↪ace kobiet wyróżnione zo-
sta ly dodatkowo gwiazdk ↪a *.

Rysunek 3 przedstawia fragment siatki demograficznej z poziomymi
oraz pionowymi liniami uk ladu wspó lrz ↪ednych, wykreślonymi w jed-
nostkowych odst ↪epach czasu (tu co 10 lat) oraz z liniami ukośnymi,
dziel ↪acymi każdy kwadrat jednostkowy na dwa trójk ↪aty – górny i dolny,
zwane trójk ↪atami Lexisa.

Przy wybranych odcinkach poziomych i pionowych siatki umiesz-
czone zosta ly liczby osób z analizowanej czteroosobowej kohorty, które
doży ly kolejnych momentów czasu w lasnego i kalendarzowego. S ↪a to
tzw. liczby dożywaj ↪acych I i II rodzaju ilustruj ↪ace proces wymierania
kohorty.

Wewn ↪atrz trójk ↪atów Lexisa można umieścić dodatkowo liczby zda-
rzeń określonego rodzaju, np. liczby zgonów. W tym przyk ladzie zo-
sta ly one pomini ↪ete dla zachowania lepszej przejrzystości wykresu.

6czas w lasny (wiek w latach)

czas kalendarzowy

Rysunek 3. Fragment siatki demograficznej i liczby jednostek dożywaj ↪acych
(dane na podstawie rysunku 2)

-0

10

20

30

40

50

60

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

4
4

4

4

4

4

4

4

3

2

1

0



Istota i przedmiot demografii 17

Wyjaśnimy bardziej szczegó lowo poj ↪ecie dożywaj ↪acych I i II ro-
dzaju, użyte w przyk ladzie 2. W tym cely rozważmy podzia l czasu
w lasnego na roczne przedzia ly [x, x + 1). Niech t oznacza wybrany
rok kalendarzowy, czyli przedzia l czasu od 1 stycznia do 31 grudnia
roku t, natomiast τ niech b ↪edzie ustalonym momentem w ci ↪agu da-
nego roku, określonym z dok ladności ↪a do jednego dnia. Na przyk lad,
dzień 1 stycznia roku t oznaczymy symbolem τ=1.01.t.

Zbiorowość dożywaj ↪acych I rodzaju – zbiór jednostek, które osi ↪ag-
n ↪e ly czas w lasny x (pe lnych lat) w ci ↪agu roku t. Liczb ↪e takich jednostek
oznaczać b ↪edziemy przez Ux(t). W niektórych sytuacjach zapis może
być skrócony do Ux.

Zbiorowość dożywaj ↪acych II rodzaju – zbiór jednostek, które
w ustalonym momencie τ czasu kalendarzowego by ly w przedziale czasu
w lasnego [x, x+1) lat, tj. czas w lasny (np. wiek) wynosi l x pe lnych lat.
Liczb ↪e takich jednostek oznaczać b ↪edziemy symbolem Lx(τ). W szcze-
gólnych przypadkach zapis można skrócić do L(τ) lub Lx.

czas w lasny (w latach)

czas kalendarzowy

Rysunek 4. Fragment siatki demograficznej i liczby dożywaj ↪acych I i II rodzaju
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Przyk ladowe oznaczenia liczb dożywaj ↪acych I i II rodzaju umiesz-
czono na rysunku 4 przy wybranych poziomych i pionowych odcinkach
siatki.

Poza liczbami dożywaj ↪acych I i II rodzaju, w siatce Lexisa umiesz-
cza si ↪e także liczby zdarzeń demograficznych. Zdarzenia przypisane do
górnych i dolnych trójk ↪atów Lexisa określane s ↪a terminami odpowied-
nio zdarzeń m lodszych i starszych.

Liczby zdarzeń m lodszych i starszych przyporz ↪adkowane do czasu
w lasnego x (pe lnych lat) w roku kalendarzowym t oznaczać b ↪edziemy
symbolami odpowiednio Zml

x (t) oraz Zst
x (t).

Ze wzgl ↪edu na sposoby  l ↪aczenia dwóch s ↪asiaduj ↪acych ze sob ↪a trój-
k ↪atów Lexisa, wyróżniamy trzy podstawowe ich konfiguracje, przyj-
muj ↪ace postać równoleg loboków poziomych, pionowych lub kwadratów
[por. rysunek 5]. Koresponduj ↪a one z trzema rodzajami zbiorów zda-
rzeń demograficznych.

Zbiór zdarzeń I rodzaju – reprezentowany przez równoleg lobok po-
ziomy siatki Lexisa. Zawiera zdarzenia m lodsze i starsze odnotowane
w latach odpowiednio t+ 1 oraz t we wspólnym przedziale czasu w las-
nego [x, x + 1). Zauważymy, że zdarzenia te dotycz ↪a jednej kohorty
powsta lej (lub urodzonej) w roku s= t−x, któr ↪a nazwiemy w skrócie
kohort ↪a s. Sum ↪e tych zdarzeń identyfikujemy jednoznacznie na podsta-
wie czasu w lasnego i numeru kohorty. Oznaczaj ↪ac j ↪a jako Zkoh.s

x , mamy

Zkoh.s
x = Zml

x (t+ 1) + Zst
x (t). (1.1)

Zbiór zdarzeń II rodzaju – koresponduje z równoleg lobokiem piono-
wym siatki Lexisa. Zawiera zdarzenia m lodsze i starsze w przedzia lach
czasu w lasnego odpowiednio [x − 1, x) i [x, x + 1) odnotowane we
wspólnym roku kalendarzowym t. Zdarzenia te identyfikujemy za po-
moc ↪a oznaczenia kohorty s = t− x i okresu t. Suma Zkoh.s(t) wynosi

Zkoh.s(t) = Zml
x−1(t) + Zst

x (t). (1.2)

Zbiór zdarzeń III rodzaju – wyrażony za pomoc ↪a kwadratu siatki
Lexisa. Zawiera zdarzenia m lodsze i starsze odnotowane we wspólnym
przedzia le czasu w lasnego [x, x + 1) i roku t. Zdarzenia te dotycz ↪a
jednostek pochodz ↪acych z dwóch s ↪asiednich kohort s = t− x− 1 oraz
s+1 = t−x. Do oznaczenia ich sumy użyjemy symbolu Zx(t), ponieważ
identyfikujemy j ↪a na podstawie indeksów x, t. Mamy

Zx(t) = Zml
x (t) + Zst

x (t). (1.3)
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Przyk ladow ↪a ilustracj ↪e graficzn ↪a liczb zdarzeń I, II i III rodzaju
w wybranych przedzia lach czasu w lasnego i kalendarzowego przedsta-
wia rysunek 5.

wiek (w latach)

czas kalendarzowy

Legenda: zdarzenia I rodzaju – reprezentowane przez równoleg lobok poziomy,
zdarzenia II rodzaju – reprezentowane przez równoleg lobok pionowy, zdarzenia
III rodzaju – reprezentowane przez kwadrat Lexisa (zdarzenia m lodsze, starsze
– odpowiednio górny i dolny trójk ↪at Lexisa).

Rysunek 5. Fragment siatki demograficznej, liczby zdarzeń I, II, III rodzaju
oraz zdarzeń m lodszych i starszych
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Na rysunku zaznaczono równoleg lobok poziomy, pionowy oraz kwa-
drat z lożone z dwóch przylegaj ↪acych trójk ↪atów Lexisa. Każdy z trój-
k ↪atów przedstawia w sposób graficzny zbiory zdarzeń m lodszych lub
starszych. Ich liczby oznaczone s ↪a umownie symbolami Zml

x (t), Zst
x (t),

gdzie x jest wiekiem w ukończonych latach, a t – rokiem kalenda-
rzowym. Trzy różne z lożenia trójk ↪atów Lexisa stanowi ↪a reprezentacj ↪e
zbiorów zdarzeń I, II, III rodzaju odnotowanych w odpowiednich prze-
dzia lach czasu w lasnego i kalendarzowego. Dwa pierwsze zbiory dotycz ↪a
osób urodzonych w roku 2009, a ostatni – generacji z lat 2009 i 2010.
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Ćwiczenie

Dany jest fragment siatki demograficznej (rysunek 6), przedsta-
wiaj ↪acy umowne liczby kobiet (w tys.) z dwóch generacji, dożywaj ↪a-
cych wieku 20, 21, . . . , 25 lat (liczby pogrubione na odcinkach pozio-
mych siatki), a także liczby urodzonych dzieci (w tys.) w podziale wg
wieku matek (liczby pochylone, wewn ↪atrz trójk ↪atów Lexisa).

1. Ile dzieci urodzi ly kobiety należ ↪ace do generacji z roku 1990, b ↪ed ↪ac
w grupie wieku:

a) 20 ukończonych lat? b) 21 ukończonych lat?

2. Podać liczb ↪e dzieci urodzonych w obu generacjach kobiet w roku:
a) 2010, b) 2011, c) 2012.

3. Obliczyć liczb ↪e zgonów wśród kobiet w wieku 23 ukończonych lat:
a) w obu generacjach, b) w generacji urodzonych w 1990 roku.

wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 6. Fragment siatki demograficznej (dane umowne)
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Rozdzia l 2

WSPÓ LCZYNNIKI
DEMOGRAFICZNE

2.1. Wprowadzenie

W tym rozdziale przedstawione zostan ↪a zasady budowy wspó lczyn-
ników demograficznych definiowanych jako ilorazy zmiennych strumie-
nia i zasobu. Tak rozumiane wspó lczynniki interpetujemy jako liczby
zdarzeń demograficznych przypadaj ↪acych na 1 osoborok czasu ekspo-
zycji lub na 1 osoborok życia jednostek zbiorowości.

W celu u latwienia zapisu i interpretacji, wspó lczynniki demogra-
ficzne podaje si ↪e niekiedy w przeliczeniu na 1000, 10 000 lub 100 000
osobolat. Można je wówczas interpretować jako liczby zdarzeń przypa-
daj ↪acych w skali roku na 1000, 10 000 lub 100 000 ludności.

W szerszym znaczeniu wspó lczynniki demograficzne mog ↪a być też
konstruowane jako ilorazy dwóch zmiennych zasobu (np. iloraz liczby
kobiet do liczby m ↪eżczyzn) lub jako ilorazy dwóch zmiennych strumie-
nia (np. iloraz liczby urodzeń do liczby zgonów). Miary tego rodzaju
b ↪ed ↪a nazywane dla odróżnienia wskaźnikami demograficznymi.

2.2. Podzia l wspó lczynników demograficznych

Metoda wyodr ↪ebnienia liczb dożywaj ↪acych oraz zbiorów zdarzeń
demograficznych rzutuje na sposób budowy wspó lczynników demogra-
ficznych i ich podzia l. Ze wzgl ↪edu na konfiguracj ↪e danych, wyróżniamy
trzy podstawowe uj ↪ecia analizy demograficznej:

• analiza kohortowa lub zamiennie analiza wzd lużna (Cohort Analy-
sis, Cohort-Age Analysis),

• analiza przekrojowo-kohortowa (Period-Cohort Analysis),

• analiza przekrojowa lub zamiennie analiza transwersalna (Period
Analysis, Period-Age Analysis).
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Analiz ↪e kohortow ↪a przeprowadza si ↪e w odniesieniu do zadanej
kohorty lub generacji jednostek, niekiedy dodatkowo w podziale na
roczne lub kilkuletnie przedzia ly czasu w lasnego, np. wieku. Bierze si ↪e
tu pod uwag ↪e liczby dożywaj ↪acych I rodzaju i liczby zdarzeń I rodzaju.

Analiza przekrojowo-kohortowa odnosi si ↪e do kohorty lub ge-
neracji jednostek, w podziale wg ustalonych okresów czasu kalendarzo-
wego, np. lat. W analizie tego rodzaju uwzgl ↪ednia si ↪e liczby dożywaj ↪a-
cych II rodzaju i liczby zdarzeń II rodzaju.

Analiza przekrojowa dotyczy ustalonej zbiorowości, na któr ↪a
sk lada si ↪e wiele generacji żyj ↪acych w tym samym czasie kalendarzo-
wym. Uwzgl ↪ednia si ↪e niekiedy także podzia l na roczne lub kilkuletnie
przedzia ly czasu w lasnego, np. wieku. W analizie tej bierze si ↪e pod
uwag ↪e liczby dożywaj ↪acych II rodzaju i liczby zdarzeń III rodzaju.

Do innych kryteriów klasyfikacji wspó lczynników demograficznych za-
liczamy:

1) szczegó lowość uj ↪ecia badanego zjawiska,

2) ryzyko (lub szans ↪e) narażenia jednostek na wyst ↪apienia danego zda-
rzenia demograficznego,

3) oddzia lywanie czynników zak lócaj ↪acych.

Ad. 1. Ze wzgl ↪edu na szczegó lowość uj ↪ecia badanego zjawiska, wyróż-
niamy:

– wspó lczynniki cz ↪astkowe (specyficzne, grupowe) obliczane
dla podzbiorowości jednostek, wydr ↪ebnionych z wi ↪ekszej zbiorowoś-
ci ze wzgl ↪edu na określone charakterystyki, np. wiek, p leć, miejsce
zamieszkania, inne cechy spo leczno-ekonomiczne,

– wspó lczynniki ogólne (surowe): obliczane dla ca lej zbiorowości.

Wspó lczynniki surowe oznaczać b ↪edziemy dalej dużymi literami,
a wspó lczynniki cz ↪astkowe literami ma lymi.

Ad. 2. Ze wzgl ↪edu na ryzyko lub szans ↪e wyst ↪apienia danego zdarze-
nia, wyróżniamy:

– wspó lczynniki pierwszej kategorii: dotycz ↪a zbiorowości jedno-
stek, które s ↪a narażone na ryzyko określonego zdarzenia, np. wspó l-
czynniki p lodności czy zgonów (poj ↪ecie wspó lczynnika demogra-
ficznego jest w tym sensie zbieżne z poj ↪eciem ,,stopy” używanym
w analizach finansowych),
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– wspó lczynniki drugiej kategorii: dotycz ↪a zbiorowości, w której
nie wszystkie jednostki s ↪a bezpośrednio narażone na ryzyko danego
zdarzenia, czego przyk ladem jest ogólny wspó lczynnik urodzeń.

Ad. 3. Ze wzgl ↪edu na wp lyw czynników zak lócaj ↪acych, rozważamy:

– wspó lczynniki netto: konstruowane z uwzgl ↪ednieniem wp lywu
czynników zak lócaj ↪acych,

– wspó lczynniki brutto: definiowane z pomini ↪eciem czynników za-
k lócaj ↪acych.

Czynniki zak lócaj ↪ace oddzia luj ↪a zarówno na liczb ↪e obserwowanych
zdarzeń, jak i na czas ekspozycji jednostek zbiorowości. Przyk ladowo,
hipotetyczna liczba urodzeń żywych w ustalonej kohorcie kobiet przy
za lożeniu braku umieralności i braku migracji może różnić si ↪e od rze-
czywistej liczby urodzeń. Zdarzeniami zak lócaj ↪acymi s ↪a w tym przy-
padku zgony i migracje kobiet w wieku rozrodczym, powoduj ↪ace po-
tencjalne ,,straty” w  l ↪acznym czasie ekspozycji, a tym samym w liczbie
urodzeń.

Niekiedy zak lada si ↪e nieselektywny charakter zdarzeń zak lócaj ↪a-
cych, choć takie za lożenie nie zawsze jest s luszne. Innymi s lowy, zak lada
si ↪e, że gdyby zdarzenia niezrealizowane w danej zbiorowości by ly znane,
to ich intensywność by laby taka sama, jak dla zdarzeń zrealizowanych.
Przy tym za lożeniu wspó lczynniki demograficzne obliczone z uwzgl ↪ed-
nieniem lub bez uwzgl ↪edniania ,,utraconych” zdarzeń s ↪a jednakowe
[por. przyk lad 3 w sekcji 2.7].

2.3. Wspó lczynniki kohortowe

A. Ogólny, kohortowy wspó lczynnik demograficzny

Rozważmy iloraz liczby zdarzeń demograficznych w pewnej kohor-
cie s do liczby osobolat życia (lub do  l ↪acznego czasu ekspozycji na
ryzyko wyst ↪apienia badanego zdarzenia) wśród jednostek tej kohorty.
Iloraz taki nazywamy ogólnym, kohortowym wspó lczynnikiem demo-
graficznym. Zapisujemy go ogólnie wzorem

W koh.s =
Zkoh.s

Kkoh.s
· C, (2.1)
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gdzie:
Zkoh.s – liczba zdarzeń demograficznych w s-tej kohorcie,

Kkoh.s – liczba osobolat życia ( l ↪aczny czas ekspozycji) jednostek s-tej
kohorty,

C – zadana sta la.

Iloraz w formule (2.1), podobnie jak wszystkie nast ↪epne, mnoży si ↪e
cz ↪esto przez pewn ↪a sta l ↪a C, np. przez 1000, 10 000, szczególnie wtedy,
gdy sam iloraz jest bardzo ma lym u lamkiem. Zabieg ten u latwia zapis
dziesi ↪etny u lamka, a także interpretacj ↪e wspó lczynnika [por. przyk lady
w sekcji 2.7]. Jeśli mnożenie przez sta l ↪a nie jest w danym przypadku
konieczne, przyjmujemy domyślnie C = 1.

B. Cz ↪astkowy (grupowy), kohortowy wspó lczynnik demogra-
ficzny

Za lóżmy, że badan ↪a kohort ↪e jednostek podzielono na podzbiorowoś-
ci z punktu widzenia wybranej cechy spo leczno-ekonomicznej. Może
to być np. podzia l ze wzgl ↪edu na wiek, p leć, miejsce zamieszkania,
wykszta lcenie, grupy zawodowe itp. W praktyce stosuje si ↪e g lównie
podzia l ze wzgl ↪edu na ustalone grupy wieku [x, x+ n) lat.

Przyjmiemy dalej, że x jest indeksem identyfikuj ↪acym wyodr ↪ebnio-
ne podzbiorowości.

Kohortowy wspó lczynnik demograficzny dla x-tej podzbiorowości
obliczamy jako iloraz liczby zdarzeń demograficznych do liczby oso-
bolat życia (lub do  l ↪acznego czasu ekspozycji na ryzyko wyst ↪apienia
danego zdarzenia) wśród jednostek tej podzbiorowości. Wspó lczynnik
cz ↪astkowy zapiszemy wzorem

W koh.s
x =

Zkoh.s
x

Kkoh.s
x

· C, (2.2)

gdzie:
Zkoh.s
x – liczba zdarzeń demograficznych, które wyst ↪api ly w x-tej pod-

zbiorowości wydr ↪ebnionej w s-tej kohorcie,

Kkoh.s
x – liczba osobolat życia ( l ↪aczny czas ekspozycji) x-tej podzbio-

rowości w kohorcie s,

C – zadana sta la.
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Uwaga 1: Wyj ↪atek w zakresie oznaczeń stanowić b ↪edzie wspó lczynnik
kohortowy dla podzbiorowości jednostek wyodr ↪ebnionych ze wzgl ↪edu
na przedzia ly czasu w lasnego [x, x+n), gdy n > 1. Oznaczać b ↪edzie-
my go ogólnie symbolem nW

koh.s
x . W podobny sposób oznaczone b ↪ed ↪a

wtedy sk ladniki ilorazu po prawej stronie wzoru (2.2), tj. jako nZ
koh.s
x

oraz nK
koh.s
x .

Uwaga 2: Wspó lczynniki kohortowe (cz ↪astkowe i ogólne) różnić si ↪e
mog ↪a pomi ↪edzy kohortami. Poszczególne generacje mog ↪a być umiejs-
cowione w innych okresach historycznych, a z tym wi ↪aże si ↪e odmienne
środowisko ich życia, np. spo leczne, kulturowe czy materialne. Mówi-
my wówczas o wp lywie efektu kohortowego na różnice w poziomie
wspó lczynników kohortowych.

Uwaga 3: W przeciwieństwie do licznika formu l definiuj ↪acych wspó l-
czynnik demograficzny określonego typu, mianownik (liczba osobolat
życia lub czas ekspozycji na ryzyko wyst ↪apienia określonego zdarze-
nia) w praktyce rzadko bywa znany i konieczne staje si ↪e zastosowanie
pewnych jego przybliżeń.

Za lóżmy zatem, że dana zbiorowość zosta la podzielona ze wzgl ↪edu
na pewne przedzia ly czasu w lasnego. Jeśli przyjmiemy, że liczebność
w poszczególnych przedzia lach zmienia si ↪e liniowo wraz z czasem, wów-
czas w celu aproksymacji liczby osobolat życia lub  l ↪acznego czasu
ekspozycji w danym przedziale możemy wykorzystać średni ↪a z dwóch
liczebności, tj. z pocz ↪atku i końca przedzia lu lub liczebność zbiorowoś-
ci w momencie określaj ↪acym środek przedzia lu. Liczebność średni ↪a
lub środkow ↪a mnożymy nast ↪epnie przez szerokość przedzia lu wyrażon ↪a
w latach.

Przyk ladowo, rozważmy cz ↪astkowy wspó lczynnik kohortowy (2.2),
w którym indeks dolny x oznacza roczne przedzia ly wieku [x, x+1) lat.
Wówczas formu la aproksymuj ↪aca mianownik Kkoh.s

x może być zapisana
jako średnia arytmetyczna z liczb dożywaj ↪acych I rodzaju postaci

Kkoh.s
x ≈ 1

2
·
(
Ukoh.s
x + Ukoh.s

x+1

)
(2.3)

lub też jako liczba Ukoh.s
x+ 1

2

dożywaj ↪acych do po lowy przedzia lu [x, x+1),

czyli osi ↪agaj ↪acych wiek x+ 1
2

lat

K(koh.s)
x ≈ U

(koh.s)

x+ 1
2

. (2.4)
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Wtedy wspó lczynnik kohortowy W
(koh.s)
x przybliżamy wzorami

W koh.s
x ≈ Zkoh.s

x
1
2
·
(
Ukoh.s
x + Ukoh.s

x+1

) · C (2.5)

lub

W koh.s
x ≈ Zkoh.s

x

Ukoh.s
x+ 1

2

· C. (2.6)

W przypadku przedzia lów wieku postaci [x, x + n), gdy n > 1

(n∈N), analogiczne przybliżenia liczby osobolat życia nK
(koh.s)
x maj ↪a

postać

nK
(koh.s)
x ≈ n ·

Ukoh.s
x + Ukoh.s

x+n

2
, (2.7)

lub

nK
(koh.s)
x ≈ n · U (koh.s)

x+n
2
, (2.8)

gdzie n oznacza szerokość przedzia lu.

Wspó lczynnik kohortowy nW
(koh.s)
x aproksymujemy wtedy na pod-

stawie wzorów

nW
koh.s
x ≈ nZ

koh.s
x

n
2
·
(
Ukoh.s
x + Ukoh.s

x+n

) · C (2.9)

lub

nW
koh.s
x ≈ nZ

koh.s
x

n · Ukoh.s
x+n

2

· C. (2.10)

2.4. Wspó lczynniki przekrojowo-kohortowe

A. Ogólny, przekrojowo-kohortowy wspó lczynnik demogra-
ficzny

Rozważmy iloraz liczby zdarzeń demograficznych, które wyst ↪api ly
w kohorcie s w przedziale czasu kalendarzowego t do liczby osobolat
życia (lub do  l ↪acznego czasu ekspozycji na ryzyko wyst ↪apienia bada-
nego zdarzenia) wśród jednostek tej kohorty w okresie t. Iloraz ten
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nazywamy ogólnym, przekrojowo-kohortowym wspó lczynnikiem demo-
graficznym. Zapisujemy go wzorem

W koh.s(t) =
Zkoh.s(t)

Kkoh.s(t)
· C, (2.11)

gdzie:
Zkoh.s(t) – liczba zdarzeń demograficznych w przedziale czasu kalen-

darzowego t w kohorcie s,

Kkoh.s(t) – liczba osobolat życia ( l ↪aczny czas ekspozycji) w okresie t
dla jednostek s-tej kohorty,

C – zadana sta la.

B. Cz ↪astkowy (grupowy), przekrojowo-kohortowy wspó lczyn-
nik demograficzny

Podobnie jak w przypadku grupowych wspó lczynników kohorto-
wych, możemy rozważać przekrojowo-kohortowe wspó lczynniki cz ↪ast-
kowe.

Za lóżmy, że dan ↪a kohort ↪e jednostek podzielono z punktu widze-
nia wybranej cechy spo leczno-ekonomicznej na pewne podzbiorowości.
Niech x b ↪edzie indeksem identyfikuj ↪acym te podzbiorowości. Przekro-
jowo-kohortowy wspó lczynnik demograficzny dla x-tej podzbiorowości
zapiszemy wzorem

W koh.s
x (t) =

Zkoh.s
x (t)

Kkoh.s
x (t)

· C, (2.12)

gdzie:
Zkoh.s
x (t) – liczba zdarzeń demograficznych, które wyst ↪api ly w okresie
t w x-tej pozbiorowości wydr ↪ebnionej w s-tej kohorcie,

Kkoh.s
x (t) – liczba osobolat życia w okresie t dla x-tej podzbiorowości

w kohorcie s,

C – zadana sta la.

Uwaga 4: W przypadku szczególnym, jeśli podzbiorowości zosta ly
wyodr ↪ebnione ze wzgl ↪edu na roczne przedzia ly czasu w lasnego [x, x+1),
a t oznacza ustalony rok kalendarzowy, wówczas (2.12) sprowadza si ↪e
do (2.11), ponieważ przedzia l czasu w lasnego w ustalonej kohorcie s
w roku t jest z góry zdeterminowany, st ↪ad indeks x można pomin ↪ać.
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Uwaga 5: Analiza przekrojowo-kohortowa, podobnie jak analiza ko-
hortowa, umożliwia porównania pomi ↪edzy kohortami, w tym badanie
wp lywu efektu kohortowego. Analiza taka ma dodatkowo t ↪e zalet ↪e,
że może być ograniczona do ostatniego okresu kalendarzowego, np. do
ostatniego roku lub kilku ostatnich lat, a wi ↪ec z pomini ↪eciem okresów
odleg lych w czasie.

Uwaga 6: Ze wzgl ↪edu na ograniczony dost ↪ep do dok ladnych danych
dotycz ↪acych czasu ekspozycji lub liczby osobolat życia zbiorowości
w danym przedziale czasu kalendarzowego, mianownik wzorów (2.11)
lub (2.12) przybliżamy zwykle za pomoc ↪a średniej arytmetycznej z liczb
dożywaj ↪acych II rodzaju odnotowanych na pocz ↪atku i końcu analizo-
wanego okresu (liczebność średnia) lub też za pomoc ↪a liczby dożywaj ↪a-
cych II rodzaju odnotowanej w po lowie danego okresu kalendarzo-
wego (liczebność środkowa). W obu sytuacjach liczebność średni ↪a lub
środkow ↪a mnożymy przez d lugość okresu wyrażon ↪a w latach.

Przyk ladowo, formu la aproksymacji ogólnego wspó lczynnika kohor-
towo-przekrojowego W koh.s(t) dla zadanego przedzia lu czasu kalenda-
rzowego t = [τ1, τ2] o d lugości τ2 − τ1 jest postaci

W koh.s(t) ≈ Zkoh.s(t)

(τ2 − τ1) · Lkoh.s(τ1)+Lkoh.s(τ2)
2

· C, (2.13)

lub

W koh.s(t) ≈ Zkoh.s(t)

(τ2 − τ1) · Lkoh.s(τ̄)
· C, (2.14)

gdzie Lkoh.s(τ1), Lkoh.s(τ2), Lkoh.s(τ̄) s ↪a liczebnościami kohorty odpo-
wiednio na pocz ↪atku, końcu i w środku okresu t. Gdy t jest ustalonym
rokiem kalendarzowym, wówczas τ1, τ2 oznaczaj ↪a pocz ↪atek i koniec
roku t, τ̄ jest środkiem roku, natomiast τ2 − τ1 = 1.

Przez analogi ↪e do (2.13), (2.14), cz ↪astkowy wspó lczynnik kohor-
towo-przekrojowy dla x-tej podzbiorowości przybliżamy za pomoc ↪a
wzorów

W koh.s
x (t) ≈ Zkoh.s

x (t)

(τ2 − τ1) · Lkoh.sx (τ1)+Lkoh.sx (τ2)
2

· C, (2.15)

lub

W koh.s
x (t) ≈ Zkoh.s

x (t)

(τ2 − τ1) · Lkoh.sx (τ̄)
· C. (2.16)

W szczególnym przypadku indeks podzbiorowości x może być ozna-
czeniem przedzia lów wieku.
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2.5. Wspó lczynniki przekrojowe

A. Ogólny, przekrojowy wspó lczynnik demograficzny

Rozważmy iloraz liczby określonych zdarzeń demograficznych, które
wyst ↪api ly w zbiorowości żyj ↪acych w danym przedziale czasu kalenda-
rzowego t do liczby osobolat życia (lub do  l ↪acznego czasu ekspozy-
cji na ryzyko wyst ↪apienia badanego zdarzenia) w zbiorowości ogó lu
żyj ↪acych w okresie t. Iloraz taki nazywamy ogólnym, przekrojowym
wspó lczynnikiem demograficznym. Zapisujemy go wzorem

W (t) =
Z(t)

K(t)
· C, (2.17)

gdzie:
Z(t) – liczba zdarzeń odnotowanych w okresie kalendarzowym t,

K(t) – liczba osobolat życia w okresie t ogó lu żyj ↪acych w tym okresie,

C – zadana sta la.

B. Cz ↪astkowy (grupowy), przekrojowy wspó lczynnik demo-
graficzny

Za lóżmy, że zbiorowość żyj ↪acych w okresie t podzielono na pewne
podzbiorowości z punktu widzenia wybranej cechy spo leczno-ekono-
micznej. Niech x b ↪edzie indeksem identyfikuj ↪acym wyodr ↪ebnione pod-
zbiorowości. Przekrojowy, cz ↪astkowy wspó lczynnik demograficzny dla
x-tej podzbiorowości w okresie t dany jest wzorem

Wx(t) =
Zx(t)

Kx(t)
· C, (2.18)

gdzie:
Zx(t) – liczba zdarzeń demograficznych, które wyst ↪api ly w x-tej pod-

zbiorowości w okresie t,

Kx(t) – liczba osobolat życia ( l ↪aczny czas ekspozycji) w okresie t jed-
nostek x-tej podzbiorowości,

C – zadana sta la.
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Uwaga 7: Analiza przekrojowa umożliwia badanie zdarzeń demogra-
ficznych w zbiorowości jednostek żyj ↪acych w tym samym czasie i po-
równywanie rezultatów w wybranych odst ↪epach czasowych. Pozwala
to uchwycić wp lyw efektu kalendarzowego na różnice w poziomach
przekrojowych wspó lczynników demograficznych.

Uwaga 8: W praktyce pojawia si ↪e zwykle konieczność przybliżania
mianownika formu l definiuj ↪acych wspó lczynniki demograficzne w za-
danym przedziale czasu kalendarzowego [zob. też Uwagi 3 i 6].

Za lożmy, że liczebność zbiorowości w danym przedziale czasu ka-
lendarzowego zmienia si ↪e liniowo. Wówczas mianownik wspó lczynnika
(2.17) dla okresu t = [τ1, τ2] o d lugości τ2 − τ1 przybliżamy wzorami

K(t) ≈ (τ2 − τ1) · L(τ1) + L(τ2)

2
(2.19)

lub
K(t) ≈ (τ2 − τ1) · L(τ̄). (2.20)

St ↪ad przybliżona formu la na wspó lczynnik (2.17) przybiera postać

W (t) ≈ Z(t)

(τ2 − τ1) · L(τ1)+L(τ2)
2

· C (2.21)

lub

W (t) ≈ Z(t)

(τ2 − τ1) · L(τ̄)
· C, (2.22)

gdzie L(τ1), L(τ2), L(τ̄) s ↪a liczebnościami zbiorowości odpowiednio na
pocz ↪atku, końcu i w środku okresu t. Gdy t jest zadanym rokiem, wtedy
τ1, τ2, τ̄ oznaczaj ↪a pocz ↪atek, koniec i środek roku, natomiast τ2−τ1 =1.

Analogicznie, cz ↪astkowy wspó lczynnik przekrojowy (2.18) dla x-tej
podzbiorowości w okresie t = [τ1, τ2] przybliżamy za pomoc ↪a formu l

Wx(t) ≈
Zx(t)

(τ2 − τ1) · Lx(τ1)+Lx(τ2)
2

· C (2.23)

lub

Wx(t) ≈
Zx(t)

(τ2 − τ1) · Lx(τ̄)
· C. (2.24)

W szczególnym przypadku indeks x może oznaczać ustalony prze-
dzia l wieku.

Uwaga 9: Inna metoda określania liczby osobolat życia lub  l ↪acznego
czasu ekspozycji w zadanym okresie odwo luje si ↪e do poj ↪ecia stopy wzro-
stu populacji [zob. rozdzia l 6 – formu la (6.34)].
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2.6. Wybrane wspó lczynniki demograficzne

W rozważaniach tej sekcji dotycz ↪acych wybranych wspó lczynników
demograficznych przyjmiemy, iż sta la C jest równa 1. Zak ladać b ↪edzie-
my także, że czasem w lasnym jednostek jest wiek mierzony w latach.
Rozważan ↪a zbiorowości ↪a b ↪edzie ustalona kohorta urodzeniowa s lub
też ogó l jednostek żyj ↪acych w ustalonym okresie kalendarzowym t.

Dotychczasowe oznaczenia zawiera ly symbol kohorty s i symbol
okresu t dla odróżnienia uj ↪ecia kohortowego od uj ↪ecia przekrojowego.
Aby uprościć zapis, wspomniane oznaczenia zostan ↪a w tej sekcji po-
mini ↪ete, ponieważ prezentowane dalej wspó lczynniki definiowane b ↪ed ↪a
w podobny sposób w obu uj ↪eciach, tj. można je odnieść do zbiorowości,
któr ↪a jest kohorta lub ogó l żyj ↪acych w danym okresie. Zaznaczyć jed-
nak należy, że wspó lczynniki kohortowe i przekrojowe w ogólnym przy-
padku co do wartości nie s ↪a jednakowe, poza nielicznymi wyj ↪atkami,
o których b ↪edzie mowa w rozdziale 3.

2.6.1. Ogólny wspó lczynnik urodzeń (rodności)

Ogólny wspó lczynnik urodzeń CBR (crude birth rate) jest ilora-
zem liczby urodzeń żywych U0 w danej zbiorowości do  l ↪acznej liczby
osobolat życia K tej zbiorowości, co zapisujemy wzorem

CBR =
U0

K
, (2.25)

gdzie

K =
X−1∑
x=0

Kx. (2.26)

Symbol X w (2.26) określa górn ↪a granic ↪e wieku (przyjmiemy dalej
X = 120 lat).

CBR w podanej formule informuje, ile urodzeń żywych przypada
na 1 osoborok życia zbiorowości.

W przypadku kohorty urodzeniowej, wspó lczynnik urodzeń jest ilo-
razem pocz ↪atkowej liczebności do  l ↪acznej liczby osobolat życia kohorty.
Cz ↪eściej jednak CBR jest rozważany w odniesieniu do zbiorowości
ogó lu żyj ↪acych w tym samym okresie kalendarzowym, np. w tym sa-
mym roku. Wówczas licznik równy jest liczbie urodzeń żywych w da-
nym roku, a mianownik wyraża  l ↪aczn ↪a liczb ↪a osobolat życia w ci ↪agu
roku wszystkich jednostek danej zbiorowości.
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Ponieważ na mianownik wspó lczynnika CBR sk lada si ↪e liczba oso-
bolat życia zarówno m ↪eżczyzn, jak i kobiet, dlatego, zgodnie z klasyfi-
kacj ↪a podan ↪a w sekcji 2.2, wspó lczynnik urodzeń zaliczamy do wspó l-
czynników drugiej kategorii.

2.6.2. Ogólny wspó lczynnik p lodności

Ogólny wspó lczynnik p lodności GFR (general fertility rate) jest
ilorazem liczby żywo urodzonych dzieci B do  l ↪acznego czasu ekspozycji
K(fem) kobiet w wieku rozrodczym na szans ↪e urodzenia dziecka, co
zapisujemy wzorem

GFR =
B

K(fem)
, (2.27)

gdzie

K(fem) =

a2−1∑
x=a1

K(fem)
x . (2.28)

Liczby a1, a2 w (2.28) wyznaczaj ↪a przedzia l [a1, a2) wieku rozrodczego
(przyjmujemy a1 = 15, a2 = 50 lat).

Wspó lczynnik (2.27) informuje, ile żywo urodzonych dzieci przy-
pada na 1 osoborok życia kobiety w wieku rozrodczym. Może być on
konstruowany dla ustalonej kohorty kobiet lub dla kobiet z różnych
generacji żyj ↪acych w tym samym okresie kalendarzowym. W drugim
przypadku B = U0.

Wspó lczynnik GFR zalicza si ↪e do mierników pierwszej kategorii,
bowiem odnosi badane zdarzenie (urodzenie dziecka) do populacji ko-
biet, podlegaj ↪acych ,,ryzyku” (szansie) jego wyst ↪apienia.

2.6.3. Ogólny wspó lczynnik zgonów

Ogólny wspó lczynnik zgonów CDR (crude death rate) jest ilorazem
liczby zgonów D do  l ↪acznego czasu ekspozycji K danej zbiorowości na
ryzyko zgonu, czyli

CDR =
D

K
, (2.29)

gdzie

K =
X−1∑
x=0

Kx, (2.30)

przy czym X oznacza górn ↪a granic ↪e wieku.



Wspó lczynniki demograficzne 33

Iloraz (2.29) informuje o liczbie zgonów przypadaj ↪acych na 1 oso-
borok życia zbiorowości.

W przypadku kohorty urodzeniowej zachodzi CBR = CDR, po-
nieważ liczebność pocz ↪atkowa kohorty równa jest  l ↪acznej liczbie zgo-
nów. W praktyce zwykle stosowane jest uj ↪ecie przekrojowe, tj. liczb ↪e
zgonów D ustala si ↪e dla danego roku kalendarzowego i odnosi do czasu
ekspozycji K na ryzyko zgonu w ci ↪agu roku dla ogó lu jednostek żyj ↪a-
cych w tym samym czasie.

2.6.4. Wspó lczynnik przyrostu naturalnego

Wspó lczynnik przyrostu naturalnego RNI (rate of natural incre-
ase) jest różnic ↪a pomi ↪edzy ogólnymi (surowymi) wspó lczynnikami uro-
dzeń i zgonów

RNI = CBR− CDR. (2.31)

Wspó lczynnik RNI interpretujemy jako wielkość przyrostu (ubyt-
ku) zbiorowości spowodowanego ruchem naturalnym w przeliczeniu na
1 osoborok życia jednostek zbiorowości. Dodatnie wartości RNI wska-
zuj ↪a na nadwyżk ↪e liczby urodzeń nad liczb ↪a zgonów, a wartości ujemne
– na relacj ↪e odwrotn ↪a.

Warto zauważyć, że w przypadku kohorty urodzeniowej RNI = 0.
Z tego wzgl ↪edu wspó lczynnik przyrostu naturalnego obliczamy g lównie
na podstawie danych przekrojowych.

2.6.5. Cz ↪astkowe wspó lczynniki p lodności

Cz ↪astkowy wspó lczynnik p lodności (age-specific fertility rate) dla
danej grupy wieku [x, x + n) oznaczać b ↪edziemy symbolem nfx. Defi-
niujemy go jako iloraz liczby nBx żywo urodzonych dzieci w zbiorowości
kobiet b ↪ed ↪acych w wieku [x, x + n) lat do  l ↪acznego czasu ekspozycji

nK
(fem)
x kobiet na szans ↪e urodzenia dziecka w tej grupie wieku, czyli

nfx =
nBx

nK
(fem)
x

. (2.32)

Dla n = 1 zapis można uprościć do postaci

fx =
Bx

K
(fem)
x

. (2.33)

Cz ↪astkowe wspó lczynniki p lodności mog ↪a być wyznaczane zarówno
w uj ↪eciu kohortowym, jak i przekrojowym. W pierwszym przypadku
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zbiorowość stanowi kohorta kobiet, w drugim – kobiety z różnych gene-
racji żyj ↪ace w tym samym czasie. Zak ladamy przy tym, że analizowana
grupa wieku [x, x + n) zawiera si ↪e w przedziale wieku prokreacyjnego
[15, 50) lat. W praktyce rozważa si ↪e na ogó l podzia l na grupy roczne
lub pi ↪ecioletnie.

W przypadku cz ↪astkowych wspó lczynników p lodności analizujemy
wy l ↪acznie zbiorowość kobiet podlegaj ↪acych szansie wyst ↪apienia da-
nego zdarzenia. Zgodnie z klasyfikacj ↪a podan ↪a w sekcji 2.2, cz ↪astkowe
wspó lczynniki p lodności zaliczamy do grupy mierników pierwszej ka-
tegorii.

2.6.6. Cz ↪astkowe wspó lczynniki zgonów

Cz ↪astkowy wspó lczynnik zgonów (age-specific mortality rate) dla
grupy wieku [x, x+n) lat oznaczać b ↪edziemy symbolem nmx. Definiu-
jemy go jako iloraz liczby zgonów nDx odnotowanych w zbiorowości
osób w wieku [x, x+n) lat do  l ↪acznego czasu ekspozycji nKx na ryzyko
zgonu w tej grupie wieku, czyli

nmx =
nDx

nKx

. (2.34)

Dla n = 1 zapis można uprościć do postaci

mx =
Dx

Kx

. (2.35)

Podobnie jak w przypadku wspó lczynników p lodności, populacj ↪e
w uj ↪eciu kohortowym stanowi ustalona kohorta osób, a w uj ↪eciu prze-
krojowym – osoby w wieku [x, x+n) lat żyj ↪ace jednocześnie w ustalo-
nym czasie.

Uwaga 10: Szczególny rodzaj wspó lczynnika przekrojowego stanowi
wspó lczynnik zgonów niemowl ↪at, mierz ↪acy nat ↪eżenie zgonów w grupie
dzieci w wieku [0, 1) lat lub, innymi s lowy, w wieku 0 ukończonych
lat. Oznaczymy ten wspó lczynnik symbolem m0(t). Jedna z formu l
stosowana do przybliżania m0(t) ma postać

m0(t) ≈ D0(t)

αU0(t) + (1−α)U0(t−1)
· C, (2.36)

gdzie D0(t) jest liczb ↪a zgonów niemowl ↪at w roku t, U0(t) oznacza uro-
dzenia żywe w roku t, α to wskaźnik udzia lu zgonów niemowl ↪at urodzo-
nych i zmar lych w roku t w ogólnej liczbie niemowl ↪at zmar lych w tym
roku, natomiast C jest zadan ↪a sta l ↪a.
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Cz ↪esto stosuje si ↪e wzór, w którym α = 1. Mamy wówczas

m0(t) ≈ D0(t)

U0(t)
· C. (2.37)

2.7. Przyk lady

Przyk lad 3. Rozważmy umown ↪a kohort ↪e urodzeniow ↪a sk ladaj ↪ac ↪a si ↪e
z dwóch kobiet i dwóch m ↪eżczyzn, których linie życia przedstawia ry-
sunek 7.

Niech punkt oznaczony symbolem uk na pocz ↪atku k-tej linii oznacza
urodzenie si ↪e k-tej osoby w kohorcie, dk niech oznacza zgon k-tej osoby,
natomiast bki – urodzenie i-tego dziecka przez k-t ↪a osob ↪e (kobiet ↪e).
Zdarzenia dotycz ↪ace kobiet oznaczono dodatkowo gwiazdk ↪a *.

Obliczymy ogólny wspó lczynnik zgonów CDR, urodzeń CBR oraz
wspó lczynnik p lodności GFR.

6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 7. Fragment siatki demograficznej i przyk ladowe linie życia
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Na podstawie rysunku 7 możemy  latwo ustalić, że pocz ↪atkowa li-
czebność U0 kohorty oraz liczba zgonów D s ↪a równe i wynosz ↪a 4, na-
tomiast liczba urodzonych dzieci B w tej kohorcie wynosi 3. Z kolei
 l ↪aczny czas ekspozycji na ryzyko zgonu jest równy

K = 46 +55+49+38=188 osobolat,

a  l ↪aczny czas ekspozycji kobiet w wieku rozrodczym na szans ↪e urodze-
nia dziecka wynosi

K(fem) = 35 + 23 = 58 osobolat.

Wartości sk ladaj ↪ace si ↪e na liczb ↪e K oznaczaj ↪a lata życia czterech
osób należ ↪acych do rozważanej kohorty, natomiast w przypadku K(fem)

– czas ekspozycji dwóch kobiet mierzony od momentu wej́scia w wiek
prokreacyjny, tj. przedzia l wieku [15, 50) lat, do momentu zakończenia
okresu rozrodczego (zak ladamy dodatkowo ci ↪ag lość czasu ekspozycji
w tym okresie) lub do momentu zgonu, o ile zdarzenie to nast ↪api lo
wcześniej.

Na tej podstawie otrzymujemy ogólny wspó lczynnik zgonów i jed-
nocześnie ogólny wspó lczynnik urodzeń (rodności)

CDR = CBR =
4

188
,

a także ogólny wspó lczynnik p lodności

GFR =
3

58
.

Warto zauważyć, że w obliczeniach czasu ekspozycji K(fem) dla obu
kobiet uwzgl ↪ednione zosta lo wyst ↪apienie czynnika zak lócaj ↪acego, jakim
jest zgon jednej z nich, który skróci l o 12 lat czas ekspozycji tej kobiety
na szans ↪e urodzenia dziecka. Jeśli przyjmiemy, że nat ↪eżenie p lodności
w relacji do tej cz ↪eści czasu wynosi 3/58, to wspó lczynnik GFR wy-
znaczony z uwzgl ↪ednieniem ,,utraconego” czasu ekspozycji osi ↪agnie t ↪e
sam ↪a wartość. Mamy bowiem

GFR =
3 + 12 · 3

58

58 + 12
=

3(58 + 12)

58(58 + 12)
=

3

58
,

przy czym sk ladnik 12· 3
58

jest oszacowaniem dodatkowej liczby urodzeń
przypadaj ↪acej na ,,utracony” czas ekspozycji.
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Do wyznaczenia rozważanych wyżej wspó lczynników korzystalísmy
z danych dotycz ↪acych m.in. czasu ekspozycji. Jeśli zamiast tego po-
siadamy informacje o liczbie dożywaj ↪acych I rodzaju oraz o liczbie
zdarzeń I rodzaju (urodzeń lub zgonów), wtedy możemy wyznaczyć
odpowiednie przybliżenia.

Rysunek 8 zawiera zagregowane informacje o liczbach dożywaj ↪a-
cych I rodzaju (na odcinkach poziomych siatki) i liczbach zgonów
(wewn ↪atrz trójk ↪atnych pól) ustalone na podstawie rysunku 7.

6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 8. Fragment siatki demograficznej, liczby dożywaj ↪acych I rodzaju oraz
liczby zgonów (dane na podstawie rysunku 7)
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Przybliżymy  l ↪aczny czas ekspozycji K na ryzyko zgonu dla wszyst-
kich jednostek kohorty. Mamy

K ≈
[
4 + 4 + 4 +

4 + 3

2
+

3 + 1

2
+

1 + 0

2

]
· 10 = 180 osobolat,

gdzie 10 (lat) oznacza jednostk ↪e czasu, tj. d lugość poszczególnych
przedzia lów czasu w lasnego i kalendarzowego.
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St ↪ad otrzymujemy

CDR = CBR ≈ 4

180
.

Rozważmy teraz zagregowane informacje o liczbach kobiet dożywa-
j ↪acych określonego wieku (liczby dożywaj ↪acych I rodzaju) i liczbach
urodzonych dzieci (liczby wewn ↪atrz trójk ↪atów Lexisa). Uk lad danych
przedstawia rysunek 9.

6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 9. Fragment siatki demograficznej, liczby dożywaj ↪acych I rodzaju
oraz liczby urodzeń (dane na podstawie rysunku 7)
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Przybliżony  l ↪aczny czas ekspozycji K(fem) kobiet w wieku rozrod-
czym na szans ↪e urodzenia dziecka wyznaczymy na podstawie danych
z rysunku 9. Mamy

K(fem) ≈ 2 · 5 +

[
2 +

2 + 1

2
+ 1

]
· 10 = 55 osobolat.

St ↪ad

GFR ≈ 3

55
.
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Warto zauważyć, że wyniki uzyskane na podstawie danych zagre-
gowanych s ↪a przybliżeniem wartości poszczególnych wspó lczynników
CDR,CBR,GFR otrzymanych wcześniej z danych indywidualnych.

Przyk lad 4. Na podstawie danych z przyk ladu 3 obliczymy ogólne
wspó lczynniki zgonów i p lodności, ograniczaj ↪ac rozważania do wybra-
nego przedzia lu czasu kalendarzowego t, zaznaczonego na rysunku 10
[oznaczenia analogiczne, jak w przyk ladzie 3].

6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 10. Fragment siatki demograficznej, przyk ladowe linie życia i wybrany
przedzia l czasu kalendarzowego t
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Liczba zgonów D i liczba urodzeń B w zadanym okresie kalenda-
rzowym (tutaj 10-letnim) s ↪a równe

D = 2, B = 1.

Z kolei czas ekspozycji na ryzyko zgonu w tym okresie wynosi

K ≈ 8 + 10 + 10 + 6 = 34 osobolata,
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a czas ekspozycji kobiet w wieku rozrodczym na szans ↪e urodzenia
dziecka jest równy

K(fem) ≈ 10 + 8 = 18 osobolat,

st ↪ad wspó lczynniki zgonów i p lodności dla rozważanego okresu wyno-
sz ↪a odpowiednio

CDR =
2

34
,

GFR =
1

18
.

Jeśli dysponujemy danymi zagregowanymi, tj. posiadamy informa-
cje o liczbach dożywaj ↪acych II rodzaju i liczbach zdarzeń II rodzaju
(tu: zgonów lub urodzeń), wówczas możliwe jest wyznaczenie przy-
bliżeń analizowanych wspó lczynników.

6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 11. Fragment siatki demograficznej, liczby dożywaj ↪acych II rodzaju
oraz liczby zgonów (dane na podstawie rysunku 10)
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Rysunek 11 ilustruje liczby dożywaj ↪acych II rodzaju (na odcinkach
pionowych siatki) oraz liczby zgonów w badanej kohorcie (wewn ↪atrz
trójk ↪atnych pól).

Liczba zgonów D i czas ekspozycji K na ryzyko zgonu w roz-
ważanym okresie kalendarzowym wynosz ↪a odpowiednio

D = 2,

K ≈ 4 + 2

2
· 10=30 osobolat,

zatem wspó lczynnik CDR obliczony dla zadanego okresu równy jest
w przybliżeniu

CDR ≈ 2

30
.

Wynik jest aproksymacj ↪a wspó lczynnika CDR wyznaczonego z da-
nych indywidualnych.

Do obliczenia wspó lczynnika p lodności GFR skorzystamy z liczb
dożywaj ↪acych II rodzaju dla kobiet oraz liczb urodzeń (rysunek 12).
Różnice w stosunku do poprzedniej siatki dotycz ↪a określenia zdarzeń
demograficznych, którymi s ↪a obecnie urodzenia.

Wyznaczenie GFR na podstawie zagregowanych danych rozpoczy-
namy od ustalenia liczby urodzeń B oraz czasu ekspozycji K(fem) ko-
biet na szans ↪e urodzenia dziecka w zadanym okresie kalendarzowym.
Mamy na podstawie rysunku 12

B = 1,

K(fem) ≈ 2 + 1

2
· 10=15 osobolat.

St ↪ad otrzymujemy

GFR ≈ 1

15
.

Wynik jest przybliżeniem wspó lczynnika GFR uzyskanego z da-
nych indywidualnych.
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6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 12. Fragment siatki demograficznej, liczba dożywaj ↪acych II rodzaju
(kobiety) oraz liczby urodzeń (dane na podstawie rysunku 10)
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Przyk lad 5. Dla kohorty z przyk ladu 3 obliczymy cz ↪astkowy wspó l-
czynnik p lodności i cz ↪astkowy wspó lczynnik zgonów w grupie wieku
[30, 40) lat (por. rysunek 13).

W przypadku cz ↪astkowych wspó lczynników p lodności analiz ↪e ogra-
niczamy do kobiet. W tej kohorcie s ↪a tylko dwie kobiety, obie przeży ly
okres odpowiednio 10 lat i 8 lat swojego życia w przedziale wieku
[30, 40) lat.

Oznaczmy  l ↪aczny czas ekspozycji obu kobiet na szans ↪e urodzenia
dziecka w zadanym przedziale wieku i liczb ↪e urodzonych w tym czasie
dzieci symbolami odpowiednio 10K

(fem)
30 oraz 10B30. Mamy

10B30 =1, 10K30
(fem) = 10 + 8 = 18 osobolat.

Zatem analizowany cz ↪astkowy wspó lczynnik p lodności wynosi

10f30 =
1

18
.
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6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 13. Fragment siatki demograficznej, przyk ladowe linie życia i wybrany
przedzia l wieku [30, 40) lat
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Z kolei cz ↪astkowy wspó lczynnik zgonów obliczymy na podstawie da-
nych dotycz ↪acych wszystkich jednostek, tj. kobiet i m ↪eżczyzn  l ↪acznie.
Oznaczmy przez 10D30 liczb ↪e zgonów, natomiast przez 10K30 czas eks-
pozycji na ryzyko zgonu w danej grupie wieku. Mamy

10D30 = 1, 10K30 = 10 + 10 + 10 + 8 = 38 osobolat.

Otrzymujemy cz ↪astkowy wspó lczynnik zgonów równy

10m30 =
1

38
.

Nast ↪epnie obliczymy wartości obu wspó lczynników (p lodności i zgo-
nów) na podstawie danych zagregowanych. Rysunek 14 przedstawia
fragment siatki demograficznej, a w niej liczby dożywaj ↪acych I rodzaju
(kobiet) i liczby urodzonych dzieci (odpowiednio na odcinkach pozio-
mych oraz wewn ↪atrz trójk ↪atnych pól).
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6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 14. Fragmenty siatek demograficznych, liczby dożywaj ↪acych I rodzaju,
wybrany przedzia l wieku i liczby urodzeń (na podstawie rys. 13)
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Na tej podstawie określimy liczb ↪e urodzeń 10B30 oraz przybliżymy
czas ekspozycji 10K

(fem)
30 na szans ↪e urodzenia dziecka dla kobiet w gru-

pie wieku [30, 40) lat. Mamy

10B30 = 1, 10K
(fem)
30 ≈ 2 + 1

2
· 10 = 15 osobolat.

St ↪ad cz ↪astkowy wspó lczynnik p lodności jest równy w przybliżeniu

10f30 ≈
1

15
.

Nast ↪epna siatka (rysunek 15) zawiera dane zagregowane dotycz ↪ace
liczb dożywaj ↪acych I rodzaju (kobiet i m ↪eżczyzn) oraz liczb zgonów
w analizowanej kohorcie. Na tej podstawie znajdziemy wartości 10D30

oraz 10K30 dla cz lonków kohorty b ↪ed ↪acych w grupie wieku [30, 40) lat.
Mamy w tym przypadku

10D30 = 1, 10K30 ≈
4 + 3

2
· 10 = 35 osobolat.
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6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 15. Fragmenty siatek demograficznych, liczby dożywaj ↪acych I rodzaju
oraz liczby zgonów (na podstawie rysunku 13)
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Otrzymujemy przybliżon ↪a wartość cz ↪astkowego wspó lczynnika zgo-
nów postaci

10m30 ≈
1

35
.

Przyk lad 6. Rysunek 16 ilustruje linie życia osób z kilku genera-
cji żyj ↪acych w interesuj ↪acym nas okresie t, którym jest 10-letni prze-
dzia l czasu kalendarzowego. Do tego przedzia lu odnosić b ↪edziemy dalej
zarówno liczb ↪e określonych zdarzeń, jak i czas ekspozycji.

Na rysunku linie życia kobiet zakończone s ↪a gwiazdk ↪a *, natomiast
punkty • umieszczone na niektórych z nich oznaczaj ↪a wyst ↪apienie zda-
rzenia demograficznego, jakim jest urodzenie dziecka.

Na podstawie danych z siatki obliczymy wartości ogólnych wspó l-
czynników zgonów i p lodności, a nast ↪epnie cz ↪astkowych wspó lczynni-
ków zgonów i p lodności w grupie wieku [30, 40) lat.
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Rysunek 16. Fragment siatki demograficznej, przyk ladowe linie życia kilku
generacji oraz wybrany przedzia l czasu kalendarzowego t
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Liczba zgonów D oraz liczba urodzeń B w okresie t równe s ↪a w tym
przyk ladzie odpowiednio

D = 2, B = 4.

Czas ekspozycji K na ryzyko zgonu w okresie t dla ogó lu jednostek jest
równy

K = 11 · 10 + 6 + 8 + 6 + 2 + 1 = 133 osobolat,

natomiast czas ekspozycji kobiet w wieku rozrodczym na szans ↪e uro-
dzenia dziecka w tym okresie wynosi

K(fem) = 4 · 10 + 8 + 5 = 53 osobolat.

Otrzymujemy ogólne wspó lczynniki zgonów i p lodności

CDR =
2

133
, GFR =

4

53
.
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Nast ↪epnie wartości CDR i GFR przybliżymy, korzystaj ↪ac z liczb
dożywaj ↪acych II rodzaju, które s ↪a określone przez liczby linii życia
przecinaj ↪acych pocz ↪atek i koniec rozważanego okresu. Wynosz ↪a one
odpowiednio 13 oraz 14, a dla kobiet w wieku rozrodczym – s ↪a równe
w obu przypadkach 5. Na tej podstawie szacujemy czas ekspozycji K
na ryzyko zgonu w okresie t dla danej zbiorowości i czas ekspozycji
K(fem) kobiet na szans ↪e urodzenia dziecka w tym okresie, czyli

K ≈ 13 + 14

2
· 10 = 135 osobolat, K(fem) ≈ 5 + 5

2
· 10 = 50 osobolat.

Wobec tego wspó lczynniki CDR i GFR s ↪a w przybliżeniu równe

CDR ≈ 2

135
, GFR ≈ 4

50
.

W celu obliczenia cz ↪astkowego wspó lczynnika zgonów w przedziale
wieku [30, 40) lat oraz cz ↪astkowego wspó lczynnika p lodności kobiet
w tej samej grupie wieku, znajdujemy liczb ↪e zgonów, liczb ↪e urodzeń,
czas ekspozycji osób b ↪ed ↪acych w wieku [30, 40) lat na ryzyko zgonu
w okresie t, a także czas ekspozycji kobiet na szans ↪e urodzenia dziecka
w analogicznej grupie wieku i okresie. Oznaczymy te wielkości odpo-
wiednio 10D30, 10B30, 10K30, 10K

(fem)
30 . Mamy na podstawie linii życia

z rysunku 16

10D30 = 1, 10K30 = 1 + 4 + 8 + 8 + 7 + 1 + 4 = 33 osobolata,

10B30 = 2, 10K
(fem)
30 = 4 + 8 + 8 + 7 + 1 = 28 osobolat.

Na tej podstawie otrzymujemy

10m30 =
1

33
, 10f30 =

2

28
.

Wartości przybliżone obu wspó lczynników cz ↪astkowych uzyskamy
na podstawie liczb zdarzeń III rodzaju, tj. urodzeń lub zgonów, a także
liczb dożywaj ↪acych II rodzaju. Na rysunku 17 liczby zgonów i uro-
dzeń zamieszczono wewn ↪atrz kwadratu koresponduj ↪acego z wybran ↪a
grup ↪a wieku [30, 40) lat i okresem kalendarzowym t (liczba zgonów
– czcionka pogrubiona, liczba urodzeń – czcionka pochylona). Z kolei
liczby z lewej i prawej strony kwadratu dotycz ↪a dożywaj ↪acych II ro-
dzaju do pocz ↪atku i końca okresu t (w tym ogó lu badanych – czcionka
pogrubiona, kobiet – czcionka pochylona).
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Rysunek 17. Fragment siatki demograficznej, liczby dożywaj ↪acych II rodzaju
i zdarzeń III rodzaju: zgony/urodzenia (na podstawie rysunku 16)
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Mamy zatem

10D30 = 1,

10K30 ≈
4 + 3

2
· 10 = 35 osobolat

oraz

10B30 = 2,

10K
(fem)
30 ≈ 3 + 2

2
· 10 = 25 osobolat,

z czego dostajemy przybliżenia obu wspó lczynników cz ↪astkowych

10m30 ≈
1

35
, 10f30 ≈

2

25
.
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2.8. Prawdopodobieństwa zdarzeń
demograficznych – uj ↪ecie kohortowe
i kohortowo-przekrojowe

W przypadku prawdopodobieństw zdarzeń demograficznych korzy-
sta si ↪e na ogó l z klasycznej definicji prawdopodobieństwa.

Za lóżmy, że zdefiniowany jest pewien n-elementowy zbiór zdarzeń
elementarnych Ω, jednakowo prawdopodobnych. W demografii Ω re-
prezentuje zbiorowość osób lub grup osób (np. ma lżeństw, rodzin, go-
spodarstw domowych).

Zgodnie z definicj ↪a klasyczn ↪a, prawdopodobieństwo p wyst ↪apienia
określonego zdarzenia obliczamy jako

p =
k

n
, (2.38)

gdzie k – liczba zdarzeń określonego rodzaju, które wyst ↪api ly w danej
zbiorowości jednostek, n –  l ↪aczna liczebność zbiorowości.

W analizie demograficznej prawdopodobieństwa zdarzeń obliczamy
w uj ↪eciu kohortowym lub kohortowo-przekrojowym.

W analizie kohortowej, jeśli dysponujemy danymi o liczbie zda-
rzeń I rodzaju Zkoh.s

x w rocznych grupach wieku oraz danymi o liczbie
dożywaj ↪acych I rodzaju Ukoh.s

x w ustalonej kohorcie s (rysunek 18),
prawdopodobieństwo wyst ↪apienia interesuj ↪acego zdarzenia w tej gru-
pie wieku definiujemy jako iloraz

qkoh.sx =
Zkoh.s
x

Ukoh.s
x

, (2.39)

a pomijaj ↪ac oznaczenie numeru kohorty, w postaci

qx =
Zx
Ux
. (2.40)

Dla porównania, kohortowy cz ↪astkowy wspó lczynnik demograficzny
ma postać (2.2), tj. W koh.s

x = Zkoh.s
x /Kkoh.s

x , gdzie Kkoh.s
x jest  l ↪acznym

czasem ekspozycji osób w wieku x ukończonych lat na ryzyko wyst ↪a-
pienia danego zdarzenia.
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Rysunek 18. Fragment siatki demograficznej, liczby dożywaj ↪acych I rodzaju
oraz liczby zdarzeń I rodzaju
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Podobnie w analizie kohortowo-przekrojowej, jeśli dysponu-
jemy danymi o liczbie zdarzeń II rodzaju oraz o liczbie dożywaj ↪acych
II rodzaju (rysunek 19), wówczas prawdopodobieństwo wyst ↪apienia
interesuj ↪acego nas zdarzenia w roku t i w badanej kohorcie obliczymy
ze wzoru

qpersp.(t) =
Zkoh.s(t)

Lx(1.01.t)
. (2.41)

Dla przypomnienia, kohortowo-przekrojowy wspó lczynnik demo-
graficzny dla roku t i zadanej kohorty s wyraża si ↪e wzorem (2.12), tj.
W koh.s
x (t) = Zkoh.s

x (t)/Kkoh.s
x (t), gdzie Kkoh.s

x (t) jest czasem ekspozycji
w roku t dla jednostek kohorty b ↪ed ↪acych w wieku x ukończonych lat.
Jak  latwo zauważyć, różnice wyst ↪epuj ↪a w mianownikach obu formu l.
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Rysunek 19. Fragment siatki demograficznej, liczby dożywaj ↪acych II rodzaju
oraz liczby zdarzeń II rodzaju
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Prawdopodobieństwa qx oraz qpersp(t) różni ↪a si ↪e z punktu widzenia
zarówno konstrukcji, jak i interpretacji:

qx – oznacza prawdopodobieństwo wyst ↪apienia określonego zdarzenia
w ci ↪agu roku dla tych jednostek kohorty, które doży ly określonego
momentu czasu w lasnego (np. do x-tych urodzin),

qpersp(t) – oznacza prawdopodobieństwo wyst ↪apienia zdarzenia w ci ↪a-
gu roku dla tych jednostek kohorty, które doży ly określonego mo-
mentu czasu kalendarzowego (np. do 1 stycznia roku t). Prawdo-
podobieństwo to nazywamy perspektywicznym.

Należy zauważyć, że w przypadku danych przekrojowych nie
wyznaczamy prawdopodobieństw zdarzeń demograficznych jako ilo-
razów liczb zdarzeń III rodzaju oraz liczb dożywaj ↪acych II rodzaju.
Na przyk lad, nie obliczamy prawdopodobieństw zgonu, dziel ↪ac  l ↪aczn ↪a
liczb ↪e zgonów w roku t w grupie osób w wieku x ukończonych lat
przez ogóln ↪a liczb ↪e osób w tym wieku dożywaj ↪acych do pocz ↪atku roku
kalendarzowego t. Problem ten jest wyjaśniony bliżej w przyk ladzie 7.
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Przyk lad 7. Rozważmy umown ↪a zbiorowość dzieci, których linie życia
ilustruje rysunek 20.

Liczba zgonów trzylatków w roku 2013 wynosi D3 = 3, ale liczba
trzylatków, która doży la do dnia 1 stycznia 2013 roku, wynosi tylko
L3(1.01.13) = 2, bowiem tylko dwie linie życia przebiegaj ↪a przez prze-
dzia l wieku [3, 4) lat i przecinaj ↪a jednocześnie pionow ↪a lini ↪e siatki wy-
znaczaj ↪ac ↪a pocz ↪atek roku 2013.

6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 20. Fragment siatki demograficznej, przyk ladowe linie życia oraz wyb-
rane przedzia ly czasu kalendarzowego (rok 2013) i wieku [3,4) lata
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nie może jednak reprezentować prawdopodobieństwa zgonu w grupie
trzylatków, ponieważ otrzymany wynik jest wi ↪ekszy od 1.

Przyk lad ten pokazuje, że dane przekrojowe w ogólnym przypadku
nie nadaj ↪a si ↪e do obliczania prawdopodobieństw zdarzeń, ponieważ
liczby zdarzeń III rodzaju i liczby dożywaj ↪acych II rodzaju nie odnosz ↪a
si ↪e do tych samych zbiorowości.
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2.9. Zwi ↪azek wspó lczynników demograficznych
i prawdopodobieństw zdarzeń

Relacj ↪e wi ↪aż ↪ac ↪a wspó lczynnik demograficzny i prawdopodobień-
stwo zdarzeń przedstawimy na przyk ladzie kohortowego, cz ↪astkowego
wspó lczynnika zgonów mkoh.s

x i prawdopodobieństwa zgonu qkoh.sx .

Na wst ↪epie rozważmy przyk lad wyjaśniaj ↪acy zwi ↪azek

Kx = Ux −Dx +Dx · ax, (2.42)

gdzie Kx oznacza czas ekspozycji osób w wieku x ukończonych lat, ax
oznacza średni czas życia w ci ↪agu roku tych x-latków, którzy nie dożyli
x + 1 urodzin, Ux jest liczb ↪a dożywaj ↪acych wieku x, a Dx jest liczb ↪a
zgonów w grupie wieku [x, x+ 1) lat.

Przyk lad 8. Niech dana b ↪edzie kohorta urodzeniowa, w której linie
życia ilustruje rysunek 21. Za lóżmy, że badanymi zdarzeniami w tej
kohorcie s ↪a zgony w grupie wieku x = 3 ukończonych lat.

6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 21. Fragment siatki demograficznej, przyk ladowe linie życia generacji
urodzonych w 2009 roku oraz wybrany przedzia l wieku [3, 4) lata
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Liczb ↪e zgonów w grupie wieku [3, 4) lat oznaczmy symbolem D3.
Wówczas czas ekspozycji K3 na ryzyko zgonu w analizowanej grupie
wieku można zapisać nast ↪epuj ↪aco

K3 ={d lugość przedz. wieku [3,4)}·{liczba dożywaj ↪acych 4 lat}
+{liczba zgonów wśród trzylatków}·{średni czas życia trzylatków,

którzy zmarli, nie dożywaj ↪ac czwartych urodzin} =

= 1 · (4− 3) + 3 · 0, 6 + 0, 2 + 0, 8

3
= 1 + 3 · 0, 53 = 2, 59,

Powyższe równanie można zapisać symbolami jako

K3 = n · (U3 −D3) +D3 · a3,

gdzie U3 = 4 to liczba dożywaj ↪acych I rodzaju do wieku 3 lat, D3 = 3
jest liczb ↪a zdarzeń demograficznych (zgonów) w generacji trzylatków,
a3 = 0, 53 jest średnim czasem życia trzylatków zmar lych w ci ↪agu roku,
natomiast n = 1 to d lugość przedzia lu wieku [3, 4) lat.

Uogólniaj ↪ac rozważania z przyk ladu 8 na przypadek przedzia lów
[x, x+ n) dla n > 1 (n ∈ N), możemy zapisać

nKx = n · (Ux − nDx) + nDx · nax, (2.43)

co daje

n · Ux = nKx + n · nDx − nDx · nax = nKx + (n− nax) · nDx, (2.44)

st ↪ad

nqx =
nDx

Ux
=

n · nDx

nKx + (n− nax) · nDx

=

=
n · nDx

nKx
nKx
nKx

+ (n− nax) · nDx
nKx

=
n · nmx

1 + (n− nax) · nmx

.

(2.45)

Ostatecznie otrzymujemy

nqx =
n · nmx

1 + (n− nax) · nmx

. (2.46)

Wzór (2.46) przedstawia relacj ↪e wi ↪aż ↪ac ↪a kohortowy wspó lczynnik
zgonów nmx z prawdopodobieństwem zgonu nqx.
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Warto wspomnieć, że choć prawdopodobieństw zgonu nie wyzna-
czamy z danych przekrojowych, to jednak możemy je oszacować na
podstawie relacji (2.46), wykorzystuj ↪ac przekrojowe, cz ↪astkowe wspó l-
czynniki zgonów.

Przypadek szczególny: Rozważmy roczne grupy wieku [x, x + 1).
Wówczas (2.43) upraszcza si ↪e do zapisu

Kx = Ux −Dx +Dx · ax, (2.47)

natomiast relacja (2.46) redukuje si ↪e do postaci

qx =
mx

1 + (1− ax) ·mx

. (2.48)

Przyjmijmy cz ↪esto stosowane przybliżenie ax ≈ 1
2
. Należy zazna-

czyć, że przybliżenie to nie jest adekwatne dla grupy wieku x = 0 lat.
Wśród niemowl ↪at umieralność jest wysoka w pierwszych tygodniach
po urodzeniu, a wi ↪ec wspó lczynik a0 kszta ltuje si ↪e w tej grupie na
poziomie znacznie poniżej 0,5.
Mamy dla x=1, . . . , X

Kx ≈ Ux −
1

2
Dx (2.49)

oraz

qx =
mx

1 + 1
2
·mx

=
2mx

2 +mx

. (2.50)

Ponieważ

Dx = Ux − Ux+1, (2.51)

wi ↪ec otrzymujemy również

Kx ≈ Ux −
1

2
(Ux − Ux+1) =

1

2
(Ux + Ux+1) . (2.52)

St ↪ad wynika cz ↪esto stosowana metoda przybliżania wspó lczynnika zgo-
nów za pomoc ↪a wyrażenia

mx =
Dx

Kx

≈ Dx

1
2

(Ux + Ux+1)
. (2.53)
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Zauważymy także, że dla wspó lczynnika (2.53), spe lniona jest nadal
relacja (2.50), czyli

2mx

2 +mx

=
2Dx

1
2
(Ux + Ux+1)

(
2 + Dx

1
2

(Ux+Ux+1)

) =

=
2Dx

(Ux + Ux+1)Ux+Ux+1+Dx
Ux+Ux+1

=
2Dx

2Ux
= qx.

(2.54)

2.10. Standaryzacja i dekompozycja
wspó lczynników demograficznych

Wspó lczynniki demograficzne s luż ↪a do oceny nat ↪eżenia i poziomu
zjawisk demograficznych. W wielu przypadkach zachodzi również po-
trzeba ich porównania w czasie, w przestrzeni lub pomi ↪edzy subpopu-
lacjami.

Porównanie w czasie pozwala określać kierunek zmian, porównanie
w przestrzeni – ustalić miejsce badanego regionu w relacji do innych
regionów, porównanie pomi ↪edzy subpopulacjami – ocenić różnice w po-
ziomie zjawiska w poszczególnych subpopulacjach.

W analizach porównawczych dotycz ↪acych zjawisk demograficznych
użyteczne jest korzystanie z metod standaryzacji i dekompozycji
wspó lczynników.

Przybliżymy to zagadnienie na przyk ladzie ogólnego wspó lczynnika,
oznaczonego dalej symbolem W (t), gdzie t oznaczać b ↪edzie okres, re-
gion lub subpopulacj ↪e. Mamy z definicji

W (t) =
Z(t)

K(t)
· C, (2.55)

gdzie:
Z(t) – liczba zdarzeń w okresie, regionie lub subpopulacji t,

K(t) – liczba osobolat życia (czasu ekspozycji) jednostek w okresie,
regionie lub subpopulacji t,

C – ustalona sta la.

Niech x = 0, 1, . . . , X b ↪ed ↪a indeksami identyfikuj ↪acymi kategorie
pewnej cechy spo leczno-ekonomicznej (np. wieku, p lci, wykszta lcenia
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itp.), natomiast Wx(t) niech oznacza dowolny cz ↪astkowy wspó lczynnik
demograficzny w x-tej podzbiorowości w okresie, regionie lub subpo-
pulacji t, wyrażony przez analogi ↪e do (2.55) jako iloraz

Wx(t) =
Zx(t)

Kx(t)
· C. (2.56)

Przy tych oznaczeniach (2.55) można przedstawić w postaci

W (t) =

∑X
x=0 Zx(t)∑X
x=0 Kx(t)

· C. (2.57)

Po kilku przekszta lceniach otrzymujemy

W (t) =

∑X
x=0

Zx(t)
Kx(t)

Kx(t)∑X
x=0Kx(t)

· C =

∑X
x=0 Wx(t)Kx(t)∑X

x=0 Kx(t)
=

=
X∑
x=0

Wx(t)
Kx(t)∑X
x=0Kx(t)

.

(2.58)

Oznaczaj ↪ac

kx(t) =
Kx(t)∑X
x=0Kx(t)

, (2.59)

mamy także

W (t) =
X∑
x=0

Wx(t)kx(t). (2.60)

Z zapisu (2.60) wynika, że ogólny wspó lczynnik demograficznyW (t)
jest ważon ↪a sum ↪a wspó lczynników cz ↪astkowych Wx(t) z wagami kx(t)
reprezentuj ↪acymi udzia ly osobolat życia (czasów ekspozycji) podzbio-
rowości x w  l ↪acznej liczbie osobolat życia jednostek populacji w okresie,
regionie lub subpopulacji t.

W praktyce wagi kx(t) przybliżamy za pomoc ↪a wzoru

kx(t) ≈
L̄x(t)∑X
x=0 L̄x(t)

,

gdzie L̄x(t) jest średni ↪a liczebności ↪a x-tej podzbiorowości w okresie,
regionie lub subpopulacji t.
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Uwaga 11: Jeśli t oznacza okres kalendarzowy (np. ustalony rok),
to w miejsce L̄x(t) przyjmujemy na ogó l średni ↪a ze stanu liczebnego
podzbiorowości x na pocz ↪atku i końcu danego okresu lub liczebność
w po lowie roku, tj. w dniu 30 czerwca.

Przyk lad 9. Rozważmy liczb ↪e zgonów w roku 2017 oraz liczb ↪e lud-
ności w Polsce w po lowie roku 2017, w podziale wg 10-letnich grup
wieku (tablica 1).

Obliczymy cz ↪astkowe wspó lczynniki zgonów, wskaźniki struktury
ludności wg wieku, a nast ↪epnie ogólny wspó lczynnik zgonów dla 2017
roku.

Tablica 1. Liczba zgonów oraz stan ludności

na dzień 30 czerwca 2017 roku

Grupy Liczba Ludność
wieku zgonów (30.06.17)

(1) (2) (3)

0− 10 2023 3 961 035
10− 20 870 3 730 509
20− 30 3087 4 976 155
30− 40 6866 6 310 291
40− 50 13 968 5 272 064
50− 60 36 726 5 007 944
60− 70 81 625 5 074 712
70− 80 82 816 2 469 250
80+ 174 871 1 620 386

Razem 402 852 38 422 346
Źród lo: dane GUS, stat.gov.pl

Rozwi ↪azanie

Cz ↪astkowe wspó lczynniki zgonów w poszczególnych grupach wieku
znajdziemy, dziel ↪ac przez siebie wyrazy z kolumn 2 i 3 tablicy 1. Rezul-
taty dzielenia pomnożymy dodatkowo przez sta l ↪a C = 1000. Wyniki
obliczeń zawiera kolumna 5 tablicy 2.

Z kolei wskaźniki struktury wyznaczymy na podstawie danych z ko-
lumny 3 tablicy 1, jako ilorazy liczby ludności w poszczególnych gru-
pach wieku do ogólnej liczebności. Wyniki przedstawia kolumna 4 ta-
blicy 2.
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W celu wyznaczenia ogólnego wspó lczynnika zgonów zastosu-
jemy dwie metody. W pierwszej wykorzystamy definicj ↪e (2.29) wspó l-
czynnika CDR, jako ilorazu ogólnej liczby zgonów i średniej liczby
ludności w danym roku. W drugiej metodzie wykorzystamy sum ↪e ważo-
n ↪a wspó lczynników cz ↪astkowych (2.60).

Metoda 1 – z definicji wspó lczynnika CDR:

CDR =
liczba zgonów w roku 2017

liczba ludności w po lowie roku 2017
· sta la =

=
402 852

38 422 346
· 1000 ≈ 10, 485.

Metoda 2 – suma ważona wspó lczynników cz ↪astkowych:

CDR = 0, 511 · 0, 103 + 0, 233 · 0, 097 + 0, 620 · 0, 130+

+ 1, 088 · 0, 164 + 2, 649 · 0, 137 + 7, 334 · 0, 130+

+ 16, 085 · 0, 132 + 33, 539 · 0, 065 + 107, 919 · 0, 042 ≈ 10, 485.

Tablica 2. Liczba zgonów, stan ludności na 30 czerwca 2017 roku,

struktura wg wieku i wspó lczynniki zgonów wg grup wieku

Grupy Liczba Ludność Wskaźniki Wsp. zgonów
wieku zgonów (30.06.17) struktury na 1000 osób

(1) (2) (3) (4) (5)

0− 10 2023 3 961 035 0,103 0,511
10− 20 870 3 730 509 0,097 0,233
20− 30 3087 4 976 155 0,130 0,620
30− 40 6866 6 310 291 0,164 1,088
40− 50 13 968 5 272 064 0,137 2,649
50− 60 36 726 5 007 944 0,130 7,334
60− 70 81 625 5 074 712 0,132 16,085
70− 80 82 816 2 469 250 0,065 33,539
80+ 174 871 1 620 386 0,042 107,919

Razem 402 852 38 422 346 1,000 ×
Źród lo: dane GUS, obliczenia w lasne
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Jak  latwo zauważyć, obie metody prowadz ↪a do takiej samej wartości
wspó lczynnika CDR, tj. do liczby 10, 485. Wielkość ta określa średni ↪a
liczb ↪e zgonów w Polsce w roku 2017 przypadaj ↪ac ↪a na 1000 ludności.

Druga metoda użyta w tym przyk ladzie, oparta na iloczynie wspó l-
czynników cz ↪astkowych i wskaźników struktury, pokazuje dodatkowo,
że na poziom ogólnego wspó lczynnika CDR ma wp lyw zarówno nat ↪e-
żenie umieralności w poszczególnych grupach wieku, jak również struk-
tura ludności wg wieku.

W podsumowaniu możemy stwierdzić, że o wartości ogólnego wspó l-
czynnika demograficznego, tj. sumy ważonej wspó lczynników cz ↪ast-
kowych, decyduj ↪a dwa g lówne czynniki:

1) nat ↪eżenie zjawiska w podzbiorowościach x, reprezentowane przez
wspó lczynniki cz ↪astkowe Wx(t) w badanym okresie, regionie lub
subpopulacji t,

2) struktura zbiorowości, reprezentowana przez udzia ly kx(t) poszcze-
gólnych podzbiorowości w  l ↪acznej liczbie osobolat życia (czasie eks-
pozycji) w okresie, regionie lub subpopulacji t.

W ogólnym przypadku może si ↪e zdarzyć, że w porównywanych
okresach, regionach lub subpopulacjach wspó lczynniki cz ↪astkowe s ↪a
podobne, a mimo to wartości wspó lczynika ogólnego wykazuj ↪a znaczne
różnice lub na odwrót. Wskazane jest wówczas zbadanie, jaki wp lyw
na wartość tego wspó lczynnika ma jeden z wyżej wymienionych czyn-
ników, przy niezmiennym poziomie drugiego z nich. W tym celu po-
mocne s ↪a tzw. wspó lczynniki standaryzowane.

Jeśli w formule (2.60) wartości wag kx(t) zast ↪apimy pewnymi hi-

potetycznymi wagami k
(hip)
x lub wartości wspó lczynników cz ↪astkowych

Wx(t) zast ↪apimy hipotetycznymi wspó lczynnikami W
(hip)
x wzi ↪etymi na

przyk lad z ustalonego okresu referencyjnego (lub ustalonego regionu,
subpopulacji), to w efekcie otrzymamy dwa standaryzowane wspó l-
czynniki demograficzne postaci

W (b)(t) =
X∑
x=0

Wx(t)k
(hip)
x , (2.61)

W (p)(t) =
X∑
x=0

W (hip)
x kx(t). (2.62)
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Formu ly (2.61), (2.62) definiuj ↪a wspó lczynniki standaryzowane me-
tod ↪a bezpośredni ↪a i pośredni ↪a. S luż ↪a one za podstaw ↪e porównań
różnych okresów, regionów lub subpopulacji.

Co wi ↪ecej, jeśli w miejsce hipotetycznych wspó lczynników W
(hip)
x

lub wskaźników struktury k
(hip)
x przyjmiemy wartości średnie z dwóch

porównywanych okresów, regionów lub subpopulacji t1 i t2, to w ko-
lejnym kroku możemy dokonać prostej dekompozycji różnicy wspó l-
czynników W (t1)−W (t2) na sum ↪e dwóch różnic postaci

W (t1)−W (t2)=
[
W (b)(t1)−W (b)(t2)

]
+
[
W (p)(t1)−W (p)(t2)

]
. (2.63)

Pierwszy sk ladnik W (b)(t1) −W (b)(t2) po prawej stronie (2.63) in-
terpretujemy jako efekt różnic w nat ↪eżeniu zjawiska, a drugi sk ladnik
W (p)(t1)−W (p)(t2) jako efekt różnic w strukturze obu porównywanych
zbiorowości.

Przyk lad 10. Na podstawie danych dotycz ↪acych cz ↪astkowych wspó l-
czynników zgonów w subpopulacji m ↪eżczyzn i kobiet w pewnej zbio-
rowości (tablice 3 i 4), oszacujemy ogólne wspó lczynniki zgonów dla
obu subpopulacji, a nast ↪epnie wspó lczynniki standaryzowane metod ↪a
bezpośredni ↪a i pośredni ↪a, przyjmuj ↪ac w pierwszym przypadku uśred-
nion ↪a struktur ↪e wg wieku, a w drugim – uśrednione cz ↪astkowe wspó l-
czynniki zgonów. Na tej podstawie dokonamy dekompozycji różnicy
pomi ↪edzy wspó lczynnikami ogólnymi, korzystaj ↪ac z (2.63).

Rozwi ↪azanie

Ogólne wspó lczynniki zgonów dla obu subpopulacji znajdziemy na
podstawie wzoru (2.60), tj. jako sumy ważone wspó lczynników cz ↪ast-
kowych. Mamy na podstawie danych z tablic 3 i 4

CDRM ≈ 9, 483,

CDRK ≈ 9, 800,

co oznacza, że na 1000 m ↪eżczyzn przypada ok. 9,5 zgonów, natomiast
na 1000 kobiet – ok. 9,8 zgonów.

Zauważymy, że wspó lczynnik CDR dla m ↪eżczyzn jest nieco niż-
szy niż dla kobiet, choć wszystkie wspó lczynniki cz ↪astkowe w sub-
populacji m ↪eżczyzn s ↪a znacz ↪aco wi ↪eksze od analogicznych wspó lczyn-
ników w subpopulacji kobiet (por. dane w kolumnie 2 w tablicach 3 i 4).
Różnica obu wspó lczynników ogólnych wynosi

CDRM − CDRK = −0, 317.
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Paradoks ten wynika z faktu, że struktura m ↪eżczyzn wg wieku różni
si ↪e od analogicznej struktury kobiet. Wi ↪ekszy udzia l wśród kobiet maj ↪a
starsze grupy wieku. Oczywiste jest, że nat ↪eżenie zgonów rośnie wraz
z wiekiem, co wspólnie z wyższym udzia lem starszych grup daje w efek-
cie wi ↪eksz ↪a wartość ogólnego wspó lczynnika zgonów w subpopulacji
kobiet.

Tablica 3. Cz ↪astkowe wspó lczynniki zgonów oraz wskaźniki struktury

subpopulacji m ↪eżczyzn wg 10-letnich grup wieku

Przedzia ly Wspó lczynniki Wskaźniki
wieku zgonów (na 1000 m ↪eżczyzn) struktury

(1) (2) (3)

0− 10 0,563 0,109
10− 20 0,302 0,103
20− 30 0,974 0,136
30− 40 1,657 0,172
40− 50 3,872 0,143
50− 60 10,641 0,132
60− 70 23,142 0,125
70− 80 46,686 0,075
80+ 124,083 0,005

Źród lo: dane GUS (cz ↪eściowo zmienione), 2017

Tablica 4. Cz ↪astkowe wspó lczynniki zgonów oraz wskaźniki struktury

subpopulacji kobiet wg 10-letnich grup wieku

Przedzia ly Wspó lczynniki Wskaźniki
wieku zgonów (na 1000 kobiet) struktury

(1) (2) (3)

0− 10 0,456 0,097
10− 20 0,161 0,092
20− 30 0,253 0,123
30− 40 0,505 0,157
40− 50 1,411 0,132
50− 60 4,167 0,129
60− 70 10,129 0,139
70− 80 24,796 0,075
80+ 100,703 0,056

Źród lo: dane GUS, 2017
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Aby wyeliminować wp lyw struktury na wartości porównywanych
wspó lczynników, przyjmiemy dalej struktur ↪e uśrednion ↪a, czyli za loży-
my hipotetyczne wskaźniki struktury w grupach wieku równe średnim
wskaźnikom dla obu subpopulacji. W ten sposób otrzymamy standary-
zowane wspó lczynniki zgonów (przy sta lej strukturze), oznaczone dalej

jako CDR
(b)
M , CDR

(b)
K . Obliczaj ↪ac zgodnie ze wzorem (2.61), mamy

CDR
(b)
M ≈ 12, 748, CDR

(b)
K ≈ 7, 184,

co daje różnic ↪e równ ↪a

CDR
(b)
M − CDR

(b)
K = 5, 564.

Rozważmy teraz wspó lczynniki standaryzowane metod ↪a pośredni ↪a.
Jeśli przyjmiemy, że nat ↪eżenie zgonów, reprezentowane przez wspó l-
czynniki cz ↪astkowe, jest na poziomie średnim w obu porównywanych
subpopulacjach, wówczas otrzymamy drugi zestaw wspó lczynników
standaryzowanych (przy sta lym nat ↪eżeniu), które oznaczymy symbo-

lami CDR
(p)
M , CDR

(p)
K . Zgodnie z formu l ↪a (2.62), obydwa wspó lczyn-

niki s ↪a równe

CDR
(p)
M ≈ 7, 026, CDR

(p)
K ≈ 12, 907,

a ich różnica wynosi

CDR
(p)
M − CDR

(p)
K = −5, 881.

Zauważmy, że spe lniona jest tu równość (2.63). Mamy bowiem

−0, 317 = 5, 564− 5, 881.

Z tego wynika, że na ujemn ↪a różnic ↪e pomi ↪edzy ogólnymi wspó lczyn-
nikami umieralności m ↪eżczyzn i kobiet, tj. CDRM−CDRK = −0, 317,
sk lada si ↪e efekt różnic w nat ↪eżeniu umieralności cz ↪astkowej (efekt rz ↪edu
5, 564), a także efekt odmiennych struktur obu porównywanych sub-
populacji (na poziomie −5, 881). Obydwa efekty co do wartości bez-
wzgl ↪ednej s ↪a do siebie zbliżone, maj ↪a jednak odmienne znaki, co wska-
zuje na przeciwny kierunek wp lywu na różnic ↪e pomi ↪edzy umieralności ↪a
m ↪eżczyzn i kobiet.

Podsumowuj ↪ac, na ogólny poziom umieralności m ↪eżczyzn negatyw-
nie wp lywa przede wszystkim niekorzystny w porównaniu do kobiet
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poziom nat ↪eżenia umieralności w poszczególnych grupach wieku, czyli
cz ↪astkowych wspó lczynników zgonów, co określane jest cz ↪esto mianem
nadumieralności m ↪eżczyzn (ponad poziom umieralności kobiet).

Z drugiej strony, obserwujemy dodatni efekt struktury wg wieku
subpopulacji m ↪eżczyzn w relacji do kobiet, b ↪ed ↪acy w pewnym stopniu
konsekwencj ↪a wspomnianej nadumieralności. W przypadku m ↪eżczyzn
wyst ↪epuj ↪a bowiem relatywnie wi ↪eksze niż u kobiet udzia ly m lodszych
grup wieku, a tym samym niższe udzia ly grup starszych.

Porównania struktury wg wieku subpopulacji m ↪eżczyzn w relacji do
kobiet można dokonać stosunkowo  latwo na podstawie tzw. piramidy
wieku, powsta lej przez po l ↪aczenie dwóch wykresów kolumnowych ob-
razuj ↪acych obie subpopulacje w liczbach stosunkowych. Rysunek 22
ilustruje przyk ladow ↪a piramid ↪e wieku dla populacji Polski z roku 2017.

Rysunek 22. Piramida wieku ludności w Polsce w 2017 roku

Źród lo: GUS

Na podstawie analizy rysunku 22 możemy stwierdzić, że subpopula-
cje m ↪eżczyzn i kobiet w Polsce różni ↪a si ↪e udzia lami poszczególnych grup
wieku (wzgl ↪edne niedobory w porównywanych proporcjach zaznaczone
zosta ly symbolicznie liniami przerywanymi). Na przyk lad, wśród kobiet
obserwujemy rosn ↪ac ↪a nadwyżk ↪e udzia lów grup wieku pocz ↪awszy od 60
lat w porównaniu do analogicznych udzia lów wśród m ↪eżczyzn.
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Ćwiczenia

Ćwiczenie 2.1

Dany jest fragment siatki demograficznej (rysunek 23), przedsta-
wiaj ↪acy umowne liczby osób (w tys.) z dwóch generacji, dożywaj ↪acych
wieku x=20, . . . , 25 lat (wartości na odcinkach poziomych siatki) oraz
liczby osób (w tys.), które w dniu 1 stycznia poszczególnych lat by ly
w wieku x = 19, 20, . . . , 24 ukończonych lat (wartości na odcinkach
pionowych siatki).

6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 23. Fragment siatki demograficznej oraz liczby dożywaj ↪acych I i II
rodzaju (dane umowne)
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Korzystaj ↪ac z odpowiednich wzorów, obliczyć i zinterpretować:

1. Kohortowe, cz ↪astkowe wspó lczynniki zgonów dla generacji osób
urodzonych w 1960 roku (wg rocznych grup wieku 20, 21, . . . , 24 lat),

2. Kohortowo-przekrojowe wspó lczynniki zgonów dla generacji uro-
dzonych w 1961 roku, osobno dla lat 1981, . . . , 1985 i grup wieku uwi-
docznionych na rysunku,
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3. Prawdopodobieństwa zgonu w ci ↪agu roku dla osób z obu generacjach
 l ↪acznie, b ↪ed ↪acych w grupie wieku:

a) 21 ukończonych lat, b) 22 ukończonych lat.

4. Prawdopodobieństwa perspektywiczne zgonu w ci ↪agu roku kalen-
darzowego dla osób z obu generacji  l ↪acznie, które doży ly do 1 stycznia
roku:

a) 1981, b) 1982, c) 1983.

Ćwiczenie 2.2

Na podstawie siatki demograficznej przedstawionej na rysunku 6
(strona 20) obliczyć:

1. Kohortowy wspó lczynnik p lodności w grupie wieku 21 ukończonych
lat w generacji kobiet urodzonych w 1989 roku,

2. Kohortowy wspó lczynnik zgonów dla generacji kobiet urodzonych
w roku 1990 i b ↪ed ↪acych w grupie wieku 23 ukończonych lat,

3. Prawdopodobieństwo zgonu w ci ↪agu roku w grupie wieku 24 ukoń-
czonych lat w obu generacjach kobiet.

Ćwiczenie 2.3

Tablica 5 przedstawia cz ↪astkowe wspó lczynniki p lodności w Polsce
w roku 1980, natomiast rysunek 24 ilustruje profil p lodności wg wieku
w tym roku.

Tablica 5. Cz ↪astkowe wspó lczynniki

p lodności w Polsce w roku 1980

Grupa wieku 5fx

15–19 0,033
20–24 0,180
25–29 0,136
30–34 0,069
35–39 0,029
40–44 0,008
45–49 0,001

Źród lo: dane GUS, stat.gov.pl
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Rysunek 24. Profil p lodności w Polsce w roku 1980

Źród lo: dane GUS, obliczenia w lasne.

1. Obliczyć analogiczne wspó lczynniki cz ↪astkowe dla lat 2010, 2015,
korzystaj ↪ac z danych statystycznych zamieszczonych w Banku Da-
nych Lokalnych na stronie GUS (stat.gov.pl) na temat:

– liczby urodzeń w podziale wg pi ↪ecioletnich grup wieku matek
(jak w tablicy 5),

– liczby kobiet w poszczególnych grupach wieku w po lowie roku.

2. Sporz ↪adzić wykres profili p lodności dla lat 2010 i 2015 oraz ocenić
różnice w stosunku do roku 1980.

3. Obliczyć i zinterpretować ogólne wspó lczynniki p lodności GFR,
osobno dla roku 2010 i roku 2015.

4. Dokonać standaryzacji wspó lczynników GFR dla lat 2010 i 2015,
przyjmuj ↪ac:



68 Podstawy demometrii

a) struktur ↪e kobiet wg wieku na poziomie średnim z analizowanych
dwóch okresów,

b) średnie wspó lczynniki cz ↪astkowe z obu okresów.

Wyniki porównać z uzyskanymi w punkcie 3.

5. Dokonać dekompozycji różnicy pomi ↪edzy ogólnymi wspó lczynnika-
mi p lodności, o których mowa w punkcie 3. Wyniki zinterpretować.

Ćwiczenie 2.4

Tablica 6 przedstawia liczby zgonów wg p lci zarejestrowane w Pols-
ce w latach 1980 i 2007 oraz odpowiadaj ↪ace im cz ↪astkowe wspó lczynniki
zgonów.

Tablica 6. Liczby zgonów oraz cz ↪astkowe wspó lczynniki zgonów

wg p lci w Polsce w latach 1980 i 2007

P leć Zgony Zgony na 1000 osób

1980 2007 1980 2007

kobiety 162 331 174 985 8,89 8,88
m ↪eżczyźni 190 833 202 241 11,01 10,98

Źród lo: dane GUS, stat.gov.pl

1. Wyznaczyć i zinterpretować ogólne wspó lczynniki zgonów CDR,
osobno dla roku 1980 i roku 2007.

2. Dokonać standaryzacji wspó lczynników CDR dla lat 1980 oraz
2007, zak ladaj ↪ac:
a) struktur ↪e ludności wg p lci na poziomie średnim z analizowanych

okresów,

b) średnie wspó lczynniki cz ↪astkowe z obu okresów.

Wyniki porównać z uzyskanymi w punkcie 1.

3. Dokonać dekompozycji różnicy pomi ↪edzy ogólnymi wspó lczynnika-
mi zgonów, o których mowa w punkcie 1. Wyniki zinterpretować.



Rozdzia l 3

TABLICE TRWANIA ŻYCIA

3.1. Wprowadzenie

Tablica trwania życia TTŻ (life table) jest jednym z najważniej-
szych narz ↪edzi analitycznych w demografii [Boles lawski 1973]. To mo-
del teoretyczny ilustruj ↪acy proces wymierania generacji o umownej li-
czebności pocz ↪atkowej.

TTŻ można także odnieść do generacji rzeczywistej (rzeczywistej
kohorty urodzeniowej). Mówimy wówczas o tablicy kohortowej. Jed-
nak konstruowanie takiej tablicy wymaga gromadzenia danych do-
tycz ↪acych umieralności przez ca ly okres życia danej kohorty, co w przy-
padku populacji ludzkich może trwać 100 lub wi ↪ecej lat. Z tego powodu
tablice kohortowe stosowane s ↪a bardzo rzadko. Cz ↪eściej konstruuje si ↪e
tzw. tablice przekrojowe (bież ↪ace), które bazuj ↪a na danych bież ↪acych,
np. na przekrojowych wspó lczynnikach umieralności odnotowanych w
rzeczywistej populacji osób żyj ↪acych jednocześnie w tym samym okre-
sie kalendarzowym. Przyjmuje si ↪e wówczas, że wspó lczynniki te opi-
suj ↪a proces wymierania pewnej hipotetycznej kohorty urodzeniowej.
Przy za lożeniu braku migracji, sta lej liczby urodzeń oraz niezmien-
nego porz ↪adku wymierania przekrojowa tablica trwania życia może
być traktowana jako model tzw. populacji stacjonarnej [zob. paragraf
3.6].

3.2. Podstawowe charakterystyki TTŻ

Tablica trwania życia sk lada si ↪e z kilku kolumn, z których pierwsza
reprezentuje grupy wieku, np. roczne, dwuletnie, pi ↪ecioletnie. Pozo-
sta le kolumny zawieraj ↪a wartości parametrów charakteryzuj ↪acych pro-
ces wymierania generacji w podziale na zadane przedzia ly wieku, m.in.
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liczb ↪e osób dożywaj ↪acych do pocz ↪atku danego przedzia lu, średnie dal-
sze trwanie życia czy też liczb ↪e zgonów w poszczególnych przedzia lach
wieku itp.

Rozważmy w pierwszej kolejności tablic ↪e pe ln ↪a, tj. tablic ↪e dla rocz-
nych przedzia lów wieku [x, x+ 1). Niech x b ↪edzie identyfikatorem po-
szczególnych przedzia lów o wartościach ca lkowitych 0, 1, 2, . . .. Zmien-
n ↪a x możemy także interpretować jako wiek w ukończonych latach.

Do najważniejszych charakterystyk tablic trwania życia należ ↪a:

1. Liczba lx dożywaj ↪acych wieku x ukończonych lat, przy czym li-
czebność pocz ↪atkowa l0 jest zadana z góry (np. l0 = 100 000) oraz
maj ↪a miejsce relacje

l0 > l1 > l2 . . . > lX = 0, (3.1)

gdzie X oznacza górn ↪a nieprzekraczaln ↪a granic ↪e wieku.

2. Liczba zgonów dx w wieku x ukończonych lat, tj. w grupie wieku
[x, x + 1) lat, b ↪ed ↪aca różnic ↪a liczb dożywaj ↪acych wieku x oraz x + 1
lat, czyli

dx = lx − lx+1, (3.2)

z czego wynika również relacja

lx+1 = lx − dx. (3.3)

3. Średni czas ekspozycji na ryzyko zgonu ax w przedziale wieku
[x, x+ 1) lat osób zmar lych w tym przedziale wieku, przy czym cz ↪esto
przyjmuje si ↪e ax = 1

2
[zob. sekcja 3.5],

4. Czas ekspozycji Kx na ryzyko zgonu w grupie wieku [x, x + 1),
definiowane jako

Kx = lx+1 + ax · dx (3.4)

lub równoważnie
Kx = lx − (1− ax) · dx. (3.5)

5. Wspó lczynnik zgonów mx w grupie wieku [x, x+ 1) lat

mx =
dx
Kx

. (3.6)
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6. Fundusz Tx osobolat lat życia osób w wieku co najmniej x ukoń-
czonych lat

Tx =
∞∑
u=x

Ku. (3.7)

7. Prawdopodobieństwo zgonu qx w ci ↪agu roku dla osób, które doży ly
x-tych urodzin

qx =
dx
lx

(3.8)

lub równoważnie
qx =

mx

1 + (1− ax) ·mx

. (3.9)

8. Prawdopodobieństwo przeżycia px kolejnego roku dla osób, które
doży ly x-tych urodzin

px = 1− qx (3.10)

lub

px =
lx+1

lx
. (3.11)

9. Średnie dalsze trwanie życia ex dla osób, które doży ly wieku x lat

ex =
Tx
lx
. (3.12)

W przypadku przedzia lów wieku [x, x + n) dla n > 1 (n ∈ N),
konstruowane s ↪a tzw. tablice skrócone. Zmienna x przyjmuje wówczas
wartości ca lkowite 0, n, 2n, . . .. Modyfikacji ulegaj ↪a także oznaczenia
i formu ly obliczania niektórych parametrów tablicowych, wymienione
poniżej.

Ad 2. Liczba zgonów ndx w grupie wieku [x, x+n) lat, b ↪ed ↪aca różnic ↪a
liczb dożywaj ↪acych wieku x oraz x+ n lat

ndx = lx − lx+n. (3.13)

Ad 3. Średnia liczba osobolat życia nax w przedziale [x, x+n) lat dla
osób zmar lych w tym przedziale wieku – na ogó l przybliżamy j ↪a jako

nax = n
2
.
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Ad. 4. Czas ekspozycji nKx na ryzyko zgonu w grupie wieku [x, x+n)

nKx = n · lx+n + nax · ndx (3.14)

lub równoważnie

nKx = n · lx − (n− nax) · ndx. (3.15)

Ad 5. Wspó lczynnik zgonów nmx w grupie wieku [x, x+n) lat

nmx =
ndx

nKx

. (3.16)

Ad 7. Prawdopodobieństwo nqx zgonu w ci ↪agu n kolejnych lat dla
osób, które doży ly wieku x lat

nqx =
ndx
lx

(3.17)

lub

nqx =
n · nmx

1 + (n− nax) · nmx

. (3.18)

Ad 8. Prawdopodobieństwo npx przeżycia x+n-tych urodzin dla osób,
które doży ly wieku x lat

npx = 1− nqx lub npx =
lx+n

lx
. (3.19)

Warto zauważyć, że parametry lx, Tx, ex skróconej TTŻ obliczone
dla x = 0, n, 2n, . . . s ↪a zgodne co do wartości z analogicznymi parame-
trami tablicy pe lnej.

3.3. Tablica kohortowa

Kohortowa tablica trwania życia przedstawia proces wymierania
rzeczywistej kohorty urodzeniowej, któr ↪a jest zazwyczaj kohorta
roczna (generacja). Przyjmijmy dla uproszczenia, że na zmiany stanu
liczebnego badanej kohorty nie maj ↪a wp lywu ruchy w ↪edrówkowe (mi-
gracje). Za lóżmy również, że posiadamy dane pochodz ↪ace z obserwacji
kohorty rzeczywistej, dotycz ↪ace:
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1) liczb zgonów I rodzaju nD
koh.s
x w grupach wieku [x, x + n) lat

w danej kohorcie, dalej oznaczonych w skrócie jako nDx,

2) liczb dożywaj ↪acych I rodzaju Ukoh.s
x w danej kohorcie, w skrócie

oznaczonych dalej jako Ux,

3) wspó lczynników nax, reprezentuj ↪acych średni czas ekspozycji na
ryzyko zgonu w grupach wieku [x, x+n) lat dla tych osób z kohorty
rzeczywistej, które zmar ly w rozważanej grupie wieku.

Liczba zgonów w przypadku rocznych grup wieku może być nie-
kiedy relatywnie ma la, dlatego wskazane jest w takich przypadkach
korzystanie z szerszych przedzia lów wieku [x, x + n), np. dla n = 3.
Należy także zaznaczyć, że liczba zgonów nDx w rzeczywistej kohorcie
nie jest zwykle równa liczbie zgonów ndx w tablicy trwania życia, która
opisuje proces wymierania kohorty o umownej liczebności pocz ↪atkowej
l0. Również wartości parametrów lx nie pokrywaj ↪a si ↪e z wartościami
Ux liczb dożywaj ↪acych I rodzaju w kohorcie rzeczywistej. Niemniej
jednak, parametry ndx oraz lx kohortowej tablicy trwania życia pozo-
staj ↪a w ustalonej relacji odpowiednio do liczb nDx oraz Ux. Relacj ↪e t ↪e
można wyrazić wzorami

lx =
l0
U0

· Ux, ndx =
l0
U0

· nDx. (3.20)

Zgodnie z podanymi wyżej za lożeniami 1–3 za lóżmy dalej, że znamy
wartości nDx, Ux oraz nax w grupach wieku [x, x+n) w kohorcie rzeczy-
wistej. Wówczas cz ↪astkowe wspó lczynniki zgonów nmx wyznaczamy
przez analogi ↪e do (2.34)

nmx =
nDx

nKx

=
nDx

n · Ux+n + nax · nDx

. (3.21)

W przypadku braku danych na temat wspó lczynników nax, przyj-
mujemy przybliżenie nax ≈ n/2. Mianownik formu ly (3.21) redu-
kuje si ↪e wtedy do wyrażenia n

2
(Ux +Ux+n), a cz ↪astkowe wspó lczynniki

zgonów wyrażaj ↪a si ↪e przybliżonym wzorem

nmx ≈ nDx
n
2
(Ux + Ux+n)

. (3.22)

Zauważymy, że w mianowniku (3.22) wyst ↪epuje średnia liczba do-
żywaj ↪acych do pocz ↪atku i końca przedzia lu wieku [x, x+n), pomnożona
przez jego d lugość n [por. Uwaga 3 w sekcji 2.3].
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Podobnie prawdopodobieństwa zgonów nqx w kohorcie rzeczywistej
możemy wyznaczyć na podstawie danych o liczbie zgonów nDx oraz
liczbie Ux dożywaj ↪acych I rodzaju, tj. korzystaj ↪ac ze wzorów

nqx =
nDx

Ux
(3.23)

lub

nqx = 1− Ux+n

Ux
. (3.24)

W praktyce, kohortowe wspó lczynniki zgonów nmx czy też praw-
dopodobieństwa zgonów nqx poddawane s ↪a cz ↪esto dodatkowym proce-
durom wyg ladzania, w celu zredukowania zak lóceń losowych. Zak lada
si ↪e bowiem, że wielkości te nie zmieniaj ↪a si ↪e w sposób skokowy wraz
z przechodzeniem do kolejnych grup wieku, ale raczej w sposób ci ↪ag ly.
Stosowane jest np. wyg ladzanie metod ↪a ważonych średnich ruchomych.
Nast ↪epnie, na podstawie wyg ladzonych parametrów nmx czy nqx po-
zosta le wskaźniki kohortowej tablicy trwania życia ndx, lx, nKx, Tx, ex
wyznaczane s ↪a zgodnie z formu lami przedstawionymi w sekcji 3.2. Jed-
nak zależnie od stopnia wyg ladzenia parametrów wyj́sciowych, relacje
(3.20) mog ↪a stać si ↪e mniej lub bardziej przybliżone.

Warto dodać, że średnie trwanie życia noworodka e0 uzyskane na
podstawie danych z kohorty rzeczywistej określa również średni wiek x̄
w momencie śmierci poszczególnych jednostek należ ↪acych do danej ko-
horty. W przypadku uj ↪ecia przekrojowego równość taka nie zachodzi.
Wyj ↪atkiem jest przypadek tzw. ludności stacjonarnej [rozdzia l 6].

Przyk lad 11. Zbudujemy tablic ↪e trwania życia na podstawie linii
życia przedstawionych na rysunku 25. Zak ladamy przy tym, że mamy
do czynienia z kohort ↪a o dużej liczebności. Przyjmujemy zatem dla
uproszczenia, że każda linia życia na rysunku 25 reprezentuje np. 1 mln
osób.

Obliczenia rozpoczynamy od wyznaczenia prawdopodobieństw zgo-
nów (3.23). Nast ↪epnie, wykorzystamy te prawdopodobieństwa do zna-
lezienia pozosta lych parametrów kohortowej TTŻ dla rocznych i dwu-
letnich grup wieku, przyjmuj ↪ac umown ↪a liczebność pocz ↪atkow ↪a l0 =
100 000. Wyniki obliczeń zawarte s ↪a w tablicach 7 (wersja pe lna)
i 8 (wersja skrócona). Zauważymy, że parametry lx, Tx oraz ex w ta-
blicy skróconej równe s ↪a analogicznym parametrom z tablicy pe lnej
dla x = 0, 2, 4.
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6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 25. Fragment siatki demograficznej i przyk ladowe linie życia
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Tablica 7. Pe lna TTŻ dla rocznych grup wieku

x qx lx dx Kx ax Tx ex

0 0 100 000 0 100 000 0, 0 354 000 3, 54
1 1/5 100 000 20 000 90 000 0, 5 254 000 2, 54
2 1/4 80 000 20 000 72 000 0, 6 164 000 2, 05
3 1/3 60 000 20 000 56 000 0, 8 92 000 1, 53
4 1/2 40 000 20 000 24 000 0, 2 36 000 0, 90
5 1 20 000 20 000 12 000 0, 6 12 000 0, 60

Źród lo: obliczenia na podstawie danych z rysunku 25

Tablica 8. Skrócona TTŻ dla dwuletnich grup wieku

x 2qx lx 2dx 2Kx 2ax Tx ex

0 1/5 100 000 20 000 190 000 1, 5 354 000 3, 54
2 1/2 80 000 40 000 128 000 1, 2 164 000 2, 05
4 1 40 000 4 0000 36 000 0, 9 36 000 0, 90

Źród lo: obliczenia na podstawie danych z rysunku 25
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 Latwo sprawdzić, że oczekiwany czas życia e0 jest w tym przypadku
równy średniemu wiekowi x̄ w chwili zgonu. Mamy bowiem

x̄ =
1, 5 + 2, 6 + 3, 8 + 4, 2 + 5, 6

5
= 3, 54 = e0.

3.4. Tablica przekrojowa

Przekrojowa TTŻ ilustruje proces wymierania hipotetycznej gene-
racji o ustalonej liczebności l0. Zak ladamy, że w generacji tej inte-
sywność zgonów w poszczególnych przedzia lach wieku odzwierciedla
intensywność zgonów odnotowan ↪a we wszystkich rzeczywistych genera-
cjach żyj ↪acych w roku t. Innymi s lowy, przekrojowa TTŻ jest konstru-
owana na podstawie danych pochodz ↪acych z rejestracji liczby zgonów
i danych o liczbie żyj ↪acych w ustalonym roku.

Przekrojowe TTŻ dla Polski publikowane s ↪a przez G lówny Urz ↪ad
Statystyczny, osobno dla m ↪eżczyzn i kobiet. Metoda konstrukcji prze-
krojowych TTŻ stosowana przez GUS uwzgl ↪ednia m.in. korekt ↪e liczby
ludności spowodowan ↪a migracjami oraz zak lada wyg ladzanie prawdo-
podobieństw zgonów wyznaczonych z danych empirycznych za pomoc ↪a
średnich ruchomych. Poniżej przedstawimy etapy konstrukcji tablic
dla rocznych grup wieku wg zasad GUS [Tablice trwania życia 2017, s.
8–12].

W pierwszym kroku wyznaczane s ↪a prawdopodobieństwa zgonów qx
dla x = 0, 1, . . . , X. Wymaga to przedstawienia przekrojowych danych
o liczbie zgonów w uk ladzie przekrojowo-kohortowym.

Przyjmijmy nast ↪epuj ↪ace oznaczenia:

Lx(τ) – liczba osób w wieku x ukończonych lat w momencie τ ,
B(t) – liczba urodzeń żywych w roku t,
Dml
x (t) – liczba zgonów w roku t w wieku x ukończonych lat wśród

urodzonych w roku t− x− 1 (zgony m lodsze),
Dst
x (t) – liczba zgonów w roku t w wieku x ukończonych lat wśród

urodzonych w roku t− x (zgony starsze),
Rx(t) – korekta liczby ludności spowodowana migracjami w roku
t osób urodzonych w roku t− x,
Rx+1(t) – korekta liczby ludności spowodowana migracjami w roku
t wśród osób urodzonych w roku t− x− 1.
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Rozważmy dwa s ↪asiednie lata kalendarzowe oznaczone umownie
jako t− 1 = [τ0, τ1] oraz t = [τ1, τ2]. Symbol τ0 oznacza pocz ↪atek roku
t− 1, τ1 – koniec roku t− 1 i jednocześnie pocz ↪atek roku t, natomiast
τ2 – koniec roku t.

Skorzystamy dalej z relacji wyrażonych w postaci równań bilanso-
wych

Lx(τ2) =


B(t)−Dst

x (t)−Rx(t), x = 0,

Lx−1(τ1)−Dml
x−1(t)−Dst

x (t)−Rx(t), x ≥ 1.

(3.25)

St ↪ad otrzymujemy

Rx(t) =


B(t)− Lx(τ2)−Dst

x (t), x = 0,

Lx−1(τ1)− Lx(τ2)−Dml
x−1(t)−Dst

x (t), x ≥ 1.

(3.26)

Prawdopodobieństwa qx dla x = 0, 1, . . . , 84 obliczamy, korzystaj ↪ac
z formu ly

qx = 1− (1− q′x)(1− q′′x), (3.27)

gdzie q′x oraz q′′x s ↪a zdefiniowane wzorami

q′x =
Dml
x (t) +Dml

x (t− 1)

Lx(τ1)− 1
2
Rx+1(t) + Lx(τ0)− 1

2
Rx+1(t− 1)

,

q′′x =
Dst
x (t)+Dst

x (t− 1)

Lx(τ2)+Dst
x (t)+ 1

2
Rx(t)+Lx(τ1)+Dst

x (t−1)+ 1
2
Rx(t−1)

.

(3.28)

Prawdopodobieństwa qx dla najstarszych grup wieku x = 85, 86, . . .
s ↪a wyznaczane poprzez dopasowanie funkcji wielomianowo-wyk ladni-
czej

f(x) = l0 exp{−b0 − b1x− b2x
2 − . . .− b5x

5} (3.29)

do liczb lx dożywajacych wieku x = 40, 45, 50, . . . , 85 lat, dla zada-
nej liczebności pocz ↪atkowej l0 = 100 000. Wykorzystywana jest do
tego celu metoda najmniejszych kwadratów i algorytm optymalizacji
nieliniowej Marquardta.

W kolejnym kroku dokonujemy ekstrapolacji funkcji (3.29), uzy-
skuj ↪ac liczby dożywaj ↪acych l̃x = f(x) dla x > 85.
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Przyk lad 12. Rysunek 26 przedstawia funkcj ↪e (3.29) dopasowan ↪a
metod ↪a optymalizacji nieliniowej Marquardta do liczb dożywaj ↪acych lx
zaczerpni ↪etych z tablic trwania życia dla Polski dla x = 40, 45, . . . , 85
lat (dane GUS, 2017 rok), a także ekstrapolacj ↪e tej funkcji dla rocz-
ników od x = 85 lat do x = 120 lat, osobno dla m ↪eżczyzn i kobiet.

Jak można wywnioskować na podstawie uk ladu krzywych na ry-
sunku 26, dopasowanie funkcji wielomianowo-wyk ladniczej do liczb
dożywaj ↪acych lx dla x = 40, 45, . . . , 85 jest stosunkowo dok ladne. Po-
twierdza to także m.in. średnie wzgl ↪edne odchylenie wartości tablico-
wych lx od wartości dopasowanych, które kszta ltuje si ↪e w tym przy-
padku na poziomie ok. 0, 001 dla m ↪eżczyzn i ok. 0, 002 dla kobiet.

Rysunek 26. Dopasowanie funkcji wielomianowo-wyk ladniczej do liczb
dożywaj ↪acych zaczerpni ↪etych z TTŻ dla Polski z 2017 roku

Źród lo: obliczenia w lasne na podstawie TTŻ 2017, GUS

Na podstawie l̃x wyznaczamy także prawdopodobieństwa zgonów
dla x = 85, 86, . . . , 120, korzystaj ↪ac z formu ly

qx =
l̃x − l̃x+1

l̃x
. (3.30)

W celu wyg ladzenia prawdopodobieństw zgonu qx przeprowadza
si ↪e dodatkowo zabieg wyrównywania za pomoc ↪a tzw. ważonych śred-
nich ruchomych (z wyj ↪atkiem q0). Stosowane jest w tym celu ruchome
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dopasowanie paraboliczne z różn ↪a liczb ↪a wyrazów, co sprowadza si ↪e do
nast ↪epuj ↪acych średnich ruchomych ważonych:

• w wieku x = 1 roku – średnia z wartości od 1 do 5 lat o wagach:
0,88571; 0,25714; -0,08571; -0,14286; 0,08571,

• w wieku x = 2 lat – średnia z wartości od 1 do 5 lat o wagach:
0,25714; 0,37143; 0,34286; 0,17143; -0,14286,

• w wieku x = 3 lat – scentrowana pi ↪eciowyrazowa średnia o wagach:
-0,08571; 0,34286; 0,48571; 0,34286; -0,08571,

• w wieku od x = 4 do x = 29 lat – scentrowana siedmiowyrazowa
średnia o wagach: -0,09524; 0,14286; 0,28571; 0,33333; 0,28571;
0,14286; -0,09524,

• w wieku od x = 30 do x = 89 lat – scentrowana dziewi ↪eciowyrazowa
średnia o wagach: -0,09091; 0,06061; 0,16883; 0,23377; 0,25541;
0,23377; 0,16883; 0,06061; -0,09091.

Cykl wyg ladzania prawdopodobieństw qx powtarza si ↪e trzykrotnie,
co prowadzi do otrzymania prawdopodobieństw wyg ladzonych.

Etapy konstrukcji przekrojowej TTŻ

1. Wyznaczamy prawdopodobieństwa przeżycia px na podstawie wy-
g ladzonych prawdopodobieństw qx, wg wzoru

px = 1− qx. (3.31)

2. Określamy liczby lx+1 dożywaj ↪acych do wieku x+ 1 lat

lx+1 = lx · px, (3.32)

przyjmuj ↪ac pocz ↪atkow ↪a liczebność l0 (np. l0 = 100 000).

3. Obliczamy liczby zgonów dx w grupie osób w wieku x ukończonych
lat

dx = lx · qx = lx − lx+1. (3.33)
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4. Ustalamy liczb ↪e osobolat życia Kx w grupie wieku [x, x + 1) dla
x ≥ 1 (tzw. ludność stacjonarn ↪a)

Kx = lx+1 + ax · dx, (3.34)

lub równoważnie
Kx = lx − (1− ax) · dx. (3.35)

Wartości wspó lczynników ax zast ↪epujemy przybliżeniem ax ≈ 1
2
.

Mamy wtedy

Kx = lx+1 +
1

2
dx (3.36)

lub równoważnie

Kx = lx −
1

2
dx. (3.37)

Dla x = 0 przyjmujemy

K0 = l0 · (1− q′′0). (3.38)

5. Znajdujemy fundusz osobolat lat Tx osób w wieku x (tzw. ludność
stacjonarn ↪a skumulowan ↪a)

Tx =
∑
u≥x

Ku. (3.39)

6. Wyznaczamy średnie dalsze trwanie życia ex

ex =
Tx
lx
. (3.40)

Analogiczny sposób post ↪epowania można zastosować także przy bu-
dowie TTŻ w podziale na szersze przedzia ly wieku [x, x+ n) lat, czyli
tzw. skróconych przekrojowych tablic trwania życia.

Wyj́sciowe prawdopodobieństwa zgonu nqx s ↪a obliczane w tym przy-
padku na podstawie tablicy pe lnej, korzystaj ↪ac z relacji

nqx = 1− lx+n

lx
. (3.41)

Nast ↪epnie wyznaczane s ↪a pozosta le parametry tablicowe.

Ze wzgl ↪edu na różnice w nat ↪eżeniu umieralności kobiet i m ↪eżczyzn,
tablice trwania życia tworzone s ↪a zwykle osobno dla obu p lci. Frag-
menty tablic przekrojowych GUS dla 2017 roku dla m ↪eżczyzn i kobiet
przedstawiaj ↪a tablice 9 i 10.
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Tablica 9. Fragment przekrojowej tablicy trwania życia

m ↪eżczyźni (2017 rok)

x lx qx dx Kx Tx ex

0 100 000 0,00446 446 99 611 7 396 267 73,96
1 99 554 0,00028 28 99 540 7 296 656 73,29
2 99 526 0,00019 19 99 516 7 197 117 72,31
3 99 506 0,00013 13 99 500 7 097 601 71,33
4 99 493 0,00010 10 99 488 6 998 101 70,34
5 99 482 0,00009 9 99 478 6 898 614 69,35
6 99 473 0,00009 9 99 469 6 799 136 68,35
7 99 464 0,00009 9 99 460 6 699 667 67,36
8 99 455 0,00009 9 99 450 6 600 207 66,36
9 99 446 0,00009 9 99 441 6 500 757 65,37

10 99 436 0,00010 10 99 432 6 401 316 64,38
11 99 427 0,00010 10 99 422 6 301 884 63,38
12 99 417 0,00011 11 99 411 6 202 462 62,39
13 99 405 0,00013 13 99 399 6 103 051 61,40
14 99 392 0,00017 16 99 384 6 003 653 60,40
15 99 376 0,00022 22 99 365 5 904 268 59,41
16 99 354 0,00032 32 99 338 5 804 904 58,43
17 99 322 0,00045 45 99 299 5 705 566 57,45
18 99 277 0,00059 58 99 248 5 606 267 56,47
19 99 219 0,00071 71 99 183 5 507 019 55,50
20 99 148 0,00080 79 99 108 5 407 835 54,54
21 99 069 0,00085 84 99 027 5 308 727 53,59
22 98 985 0,00088 87 98 941 5 209 700 52,63
23 98 898 0,00090 89 98 853 5 110 759 51,68
24 98 809 0,00093 92 98 763 5 011 906 50,72
25 98 716 0,00097 96 98 668 4 913 143 49,77
26 98 621 0,00101 100 98 571 4 814 475 48,82
27 98 521 0,00105 103 98 469 4 715 904 47,87
28 98 417 0,00109 107 98 364 4 617 435 46,92
29 98 310 0,00114 113 98 254 4 519 071 45,97
30 98 197 0,00121 119 98 138 4 420 817 45,02
31 98 079 0,00128 126 98 016 4 322 679 44,07
32 97 953 0,00136 133 97 887 4 224 663 43,13
33 97 820 0,00145 142 97 749 4 126 777 42,19
34 97 679 0,00154 151 97 603 4 029 027 41,25
35 97 528 0,00165 161 97 447 3 931 424 40,31
36 97 367 0,00177 172 97 281 3 833 977 39,38
37 97 195 0,00191 185 97 102 3 736 696 38,45
38 97 009 0,00207 200 96 909 3 639 594 37,52
39 96 809 0,00225 218 96 700 3 542 684 36,59
40 96 591 0,00246 238 96 473 3 445 984 35,68
41 96 354 0,00270 261 96 223 3 349 512 34,76
42 96 093 0,00298 286 95 950 3 253 288 33,86
43 95 807 0,00329 315 95 649 3 157 338 32,96
44 95 491 0,00364 347 95 318 3 061 689 32,06
45 95 144 0,00402 382 94 953 2 966 372 31,18
46 94 761 0,00444 421 94 551 2 871 419 30,30
47 94 341 0,00490 462 94 109 2 776 868 29,43
48 93 878 0,00541 508 93 624 2 682 758 28,58
49 93 371 0,00596 557 93 092 2 589 134 27,73
50 92 814 0,00657 610 92 509 2 496 041 26,89
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

100 941 0,32054 302 790 2191 2,33

Źród lo: dane GUS, stat.gov.pl
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Tablica 10. Fragment przekrojowej tablicy trwania życia

kobiety (2017 rok)

x lx qx dx Kx Tx ex

0 100 000 0,00361 361 99 685 8 181 635 81,82
1 99 639 0,00023 23 99 627 8 081 950 81,11
2 99 616 0,00015 15 99 608 7 982 322 80,13
3 99 601 0,00010 10 99 596 7 882 714 79,14
4 99 591 0,00008 8 99 587 7 783 118 78,15
5 99 583 0,00008 8 99 579 7 683 531 77,16
6 99 575 0,00008 8 99 571 7 583 952 76,16
7 99 567 0,00008 7 99 563 7 484 381 75,17
8 99 559 0,00007 7 99 556 7 384 818 74,17
9 99 553 0,00007 7 99 549 7 285 262 73,18

10 99 546 0,00007 7 99 542 7 185 713 72,18
11 99 539 0,00008 8 99 535 7 086 170 71,19
12 99 531 0,00010 10 99 526 6 986 636 70,20
13 99 521 0,00012 12 99 515 6 887 110 69,20
14 99 509 0,00014 14 99 502 6 787 595 68,21
15 99 495 0,00016 16 99 487 6 688 093 67,22
16 99 479 0,00019 19 99 469 6 588 606 66,23
17 99 460 0,00022 22 99 449 6 489 137 65,24
18 99 438 0,00024 24 99 426 6 389 688 64,26
19 99 414 0,00026 25 99 401 6 290 262 63,27
20 99 389 0,00026 25 99 376 6 190 861 62,29
21 99 363 0,00025 25 99 351 6 091 485 61,31
22 99 339 0,00024 24 99 327 5 992 134 60,32
23 99 315 0,00023 23 99 304 5 892 808 59,33
24 99 292 0,00023 23 99 281 5 793 504 58,35
25 99 269 0,00023 23 99 258 5 694 223 57,36
26 99 246 0,00025 24 99 234 5 594 965 56,37
27 99 222 0,00026 26 99 209 5 495 731 55,39
28 99 196 0,00028 28 99 182 5 396 523 54,40
29 99 168 0,00031 31 99 152 5 297 341 53,42
30 99 137 0,00033 33 99 121 5 198 189 52,43
31 99 104 0,00035 35 99 087 5 099 068 51,45
32 99 069 0,00038 38 99 050 4 999 981 50,47
33 99 031 0,00041 41 99 011 4 900 930 49,49
34 98 990 0,00045 45 98 968 4 801 919 48,51
35 98 946 0,00050 49 98 921 4 702 951 47,53
36 98 897 0,00055 54 98 870 4 604 030 46,55
37 98 843 0,00060 60 98 813 4 505 160 45,58
38 98 783 0,00067 66 98 750 4 406 348 44,61
39 98 717 0,00075 74 98 680 4 307 598 43,64
40 98 643 0,00084 83 98 601 4 208 918 42,67
41 98 560 0,00094 92 98 514 4 110 317 41,70
42 98 467 0,00105 103 98 416 4 011 803 40,74
43 98 364 0,00118 116 98 306 3 913 388 39,78
44 98 248 0,00131 129 98 184 3 815 082 38,83
45 98 119 0,00146 144 98 047 3 716 898 37,88
46 97 976 0,00163 160 97 896 3 618 850 36,94
47 97 816 0,00181 177 97 728 3 520 955 36,00
48 97 639 0,00200 196 97 542 3 423 227 35,06
49 97 444 0,00222 216 97 336 3 325 685 34,13
50 97 227 0,00246 239 97 108 3 228 350 33,20
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

100 2 868 0,30613 878 2 429 6902 2,41

Źród lo: dane GUS, stat.gov.pl



Tablice trwania życia 83

3.5. Strategie wyboru wspó lczynników nax

A. Bezpośrednia obserwacja

Sposób obliczania nax, nmx lub nqx poprzez bezpośredni ↪a obser-
wacj ↪e jest możliwy do zastosowania w przypadku, gdy mamy dok ladne
dane o wieku w chwili zgonu badanych osób. Z tego powodu rzadko
si ↪e go wykorzystuje.

Przyk lad 13. Za lóżmy, że zarejestrowano czas życia w pewnej gene-
racji 5 osób (dane w latach):

70, 44; 70, 81; 33, 17; 70, 85; 71, 62.

W celu wyznaczenia wspó lczynnika ax, np. dla grupy wieku [70, 71)
lat, wystarczy obliczyć średni ↪a wartość z tych obserwacji, które należ ↪a
do przedzia lu [70, 71) lat i odj ↪ać od niej pocz ↪atek przedzia lu, co daje

a70 =
1

3
(70, 44 + 70, 81 + 70, 85)− 70 = 0, 7.

Czas ekspozycji na ryzyko zgonu w przedziale [70, 71) lat wynosi

K70 = 1 + 0, 44 + 0, 81 + 0, 85 = 3, 1.

St ↪ad wspó lczynnik zgonów dla tej grupy wieku równy jest

m70 =
3

3, 1
≈ 0, 968,

natomiast prawdopodobieństwo zgonu wynosi

q70 =
3

4
= 0, 75.

 Latwo sprawdzić, że każd ↪a z wielkości a70,m70, q70 można wyznaczyć
na podstawie pozosta lych dwóch

a70 = 1 +
1

m70

− 1

q70

= 1 +
1

0, 968
− 1

0, 75
≈ 1 + 1, 033− 1, 333 = 0, 7.

Podobnie

m70 =
q70

1− (1− a70) · q70

=
0, 75

1− (1− 0, 7) · 0, 75
≈ 0, 968
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oraz

q70 =
m70

1 + (1− a70) ·m70

=
0, 968

1 + (1− 0, 7) · 0, 968
≈ 0, 75.

B. Modele interpolacyjne

Niech lx+y dla y ∈ [0, n] oznacza liczb ↪e dożywaj ↪acych wieku x+y lat.
Liczb ↪e lx+y traktować b ↪edziemy jako ci ↪ag l ↪a funkcj ↪e zmiennej y∈ [0, n].
Zak ladać b ↪edziemy dalej liniow ↪a b ↪adź wyk ladnicz ↪a postać tej funkcji.

3.5.1. Model interpolacji liniowej

Za lóżmy, że lx+y dla ustalonego x jest liniow ↪a funkcj ↪a zmiennej y,
czyli

lx+y = α + βy dla y ∈ [0, n]. (3.42)

Parametry α, β określamy w taki sposób, aby funkcja lx+y przyj-
mowa la zadan ↪a wartość lx dla y = 0 oraz lx+n dla y = n. Warunki te
możemy zapisać nast ↪epuj ↪aco

lx = α dla y = 0, lx+n = α + βn dla y = n. (3.43)

Z warunków tych wynika, że

α = lx,

β =
lx+n − lx

n
= −ndx

n
,

(3.44)

gdzie ndx jest liczb ↪a zgonów w przedziale wieku [x, x+ n).

W rezultacie (3.42) możemy zapisać wzorem

lx+y = α + βy = lx − ndx
n
y. (3.45)

Obliczymy teraz czas ekspozycji nKx na ryzyko zgonu w przedziale
[x, x + n). Gdy lx+n jest funkcj ↪a ca lkowaln ↪a, wówczas czas ekspozycji

nKx obliczamy jako ca lk ↪e oznaczon ↪a z tej funkcji na przedziale [0, n].
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W tym przypadku funkcja lx+y ma postać liniow ↪a (3.42), a zatem jest
funkcj ↪a ca lkowaln ↪a. Wobec tego mamy

nKx =

∫ n

0

lx+ydy =

∫ n

0

(lx − ndx
n
y)dy =

= nlx − ndx
n

1

2
y2
∣∣∣n
0

= n · lx −
n

2
· ndx.

(3.46)

Ponieważ lx, lx+n  l ↪aczy relacja

lx = lx+n + ndx, (3.47)

wi ↪ec otrzymujemy także

nKx = n · lx+n +
n

2
· ndx. (3.48)

Z porównania otrzymanego wyniku z praw ↪a stron ↪a wzoru (3.15)
definiuj ↪acego czas ekspozycji nKx, tj. z wyrażeniem n · lx+n + nax · ndx
wnioskujemy ostatecznie, że wspó lczynnik nax równy jest

nax =
n

2
. (3.49)

Tym samym w modelu interpolacji liniowej formu la (2.46), defi-
niuj ↪aca relacj ↪e pomi ↪edzy prawdopodobieństwem nqx oraz cz ↪astkowym
wspó lczynnikiem zgonów nmx, sprowadza si ↪e do postaci

nqx =
n · nmx

1 + (n− n
2
) · nmx

=
2 · n · nmx

2 + n · nmx

. (3.50)

W szczególnym przypadku dla n = 1, otrzymujemy

qx =
mx

1 + 1
2
mx

=
2 ·mx

2 +mx

. (3.51)

3.5.2. Model interpolacji wyk ladniczej

Przyjmijmy, że lx+y jest funkcj ↪a wyk ladnicz ↪a zmiennej y ∈ [0, n],
określon ↪a wzorem

lx+y = αβy, y ∈ [0, n], (3.52)
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przy warunkach ograniczaj ↪acych

lx = α dla y = 0,

lx+n = αβn dla y = n,

(3.53)

przy czym lx oraz lx+n s ↪a zadane z góry.

Z powyższych warunków wynika, że

α = lx,

β =

(
lx+n

lx

)1
n

.
(3.54)

St ↪ad funkcja lx+y zdefiniowana w (3.52) ma postać

lx+y = lx

(
lx+n

lx

) y
n

. (3.55)

Oznaczmy
1− nqx = npx. (3.56)

Z faktu, że
lx+n

lx
= npx, (3.57)

otrzymujemy na podstawie (3.55)

lx+y = lx (npx)
y
n. (3.58)

Obliczymy czas ekspozycji nKx jako ca lk ↪e na przedziale [0, n] z funkcji
lx+y. Mamy

nKx =

∫ n

0

lx+ydy =

∫ n

0

lx (npx)
y
n dy =

= lx

∫ n

0

exp{y
n

ln npx}dy.

(3.59)

Ostatnie przekszta lcenie pod ca lk ↪a wynika z faktu, że

αz ≡ ez lnα dla dowolnej, dodatniej sta lej α. (3.60)
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Dokonamy zamiany zmiennych. Niech

z =
y

n
ln npx, st ↪ad dy =

n

ln npx
dz. (3.61)

Mamy wtedy

nKx = n · lx
∫ ln npx

0

ez

ln npx
dz =

=
n · lx
ln npx

∫ ln npx

0

ezdz =
n · lx
ln npx

ez
∣∣∣ln npx
0

=

=
n · lx
ln npx

(
eln npx − e0

)
=

n · lx
ln npx

(npx − 1) =

= − n · lx
ln npx

nqx.

(3.62)

Z relacji lx · nqx = ndx, otrzymujemy

nKx = −n ndx
ln npx

. (3.63)

Przyrównuj ↪ac otrzymany wynik do prawej strony wzoru (3.15), definiu-
j ↪acego czas ekspozycji nKx, tj. do wyrażenia n · lx+n + nax · ndx, uzy-
skujemy równość

−n ndx
ln npx

= n · lx+n + nax · ndx. (3.64)

Ostatecznie, wzór na wspó lczynnik nax ma postać

nax = −nlx+n

ndx
− n

ln npx
= −n

lx+n
lx
ndx
lx

− n

ln npx
=

= −nnpx
nqx
− n

ln npx
= n− n

nqx
− n

ln(1− nqx)
.

(3.65)

Zbadamy teraz zwi ↪azek pomi ↪edzy wspó lczynnikiem zgonów nmx

oraz prawdopodobieństwem zgonów nqx w modelu interpolacji wyk lad-
niczej. Z definicji cz ↪astkowego wspó lczynnika zgonów mamy

nmx =
ndx

nKx

. (3.66)
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Korzystaj ↪ac z (3.63), wzór (3.66) sprowadza si ↪e do postaci

nmx =
nZx

nKx

=
nZx

−n nZx
ln npx

= − 1

n
ln npx = − 1

n
ln(1− nqx), (3.67)

otrzymalísmy

nmx = − 1

n
ln(1− nqx). (3.68)

Relacj ↪e wi ↪aż ↪ac ↪a wspó lczynniki i prawdopodobieństwa zgonów można
także zapisać równoważnie wzorem

nqx = 1− e−n·nmx. (3.69)

W przypadku szczególnym dla n = 1, powyższa formu la redukuje si ↪e
do postaci

qx = 1− e−mx . (3.70)

C. Średnie dalsze trwanie życia w modelach interpolacji

Średnie dalsze trwanie życia definiujemy ogólnym wzorem (3.12)

ex =
Tx
lx
, (3.71)

gdzie lx jest liczb ↪a dożywaj ↪acych wieku x, a Tx funduszem osobolat
życia osób w wieku x ukończonych lat.

Niech T ∗x oznacza fundusz osobolat życia mierzony w pe lnych la-
tach. To za lożenie oznacza, że czas życia osób, które zmar ly w danym
przedziale wieku, nie jest wliczany do funduszu T ∗x .

Jeśli na pocz ↪atku danego przedzia lu [x, x + 1) by lo lx osób, a do
końca tego przedzia lu doży lo lx+1 osób, to  l ↪aczny czas życia tych osób
w podanym przedziale w pe lnych latach równy jest liczbie lx+1 po-
mnożonej przez d lugość przedzia lu (tutaj 1). Z kolei fundusz osobo-
lat życia T ∗x wyrażony w pe lnych latach równy jest sumie pe lnych lat
przeżytych kolejno w przedzia lach [x, x+ 1), [x+ 1, x+ 2) itd. Otrzy-
mujemy wi ↪ec

T ∗x =
X∑

y=x+1

ly =
X−x∑
k=1

lx+k, (3.72)

gdzie X oznacza górn ↪a granic ↪e wieku.
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Gdyby w obliczeniach uwzgl ↪ednić dodatkowo czas życia tych osób,
które zmar ly w przedzia lach wieku [x + k − 1, x + k), czyli wyrażenia
ax+k−1dx+k−1, wówczas fundusz osobolat życia Tx przyjmie postać

Tx =
X−x∑
k=1

(lx+k + ax+k−1dx+k−1) =

=
X−x∑
k=1

lx+k +
X−x∑
k=1

ax+k−1(lx+k−1 − lx+k).

(3.73)

Otrzymujemy w ten sposób formu l ↪e na średnie dalsze trwanie życia

ex =
Tx
lx

=
X−x∑
k=1

lx+k

lx
+

X−x∑
k=1

ax+k−1
lx+k−1 − lx+k

lx
. (3.74)

Rozważymy teraz przypadki szczególne.

Przyjmijmy model interpolacji liniowej, w którym ax = 1
2
. Wtedy

Tx =
X−x∑
k=1

(lx+k + ax+k−1dx+k−1)=

=
X−x∑
k=1

lx+k+
1

2

X−x∑
k=1

(lx+k−1−lx+k).

(3.75)

Powyższe wyrażenie możemy także przekszta lcić do postaci

Tx =
X−x∑
k=1

lx+k +
1

2
(lx − lX). (3.76)

Zak ladamy, że liczba dożywaj ↪acych górnej granicy wieku X wynosi
0, czyli lX = 0. St ↪ad w modelu interpolacji liniowej ex wyraża si ↪e
wzorem

ex =
Tx
lx

=
1

2
+

X−x∑
k=1

lx+k

lx
=

=
1

2
+

X−x∑
k=1

kpx.

(3.77)
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Odmienn ↪a formu l ↪a określamy ex w modelu interpolacji wyk ladni-
czej. Wówczas czas życia tych osób, które zmar ly w przedzia lach wieku
[x+ k − 1, x+ k), czyli wyrażenia ax+k−1dx+k−1 s ↪a równe

ax+k−1dx+k−1 =

(
1− 1

qx+k−1

− 1

ln(1− qx+k−1)

)
dx+k−1, (3.78)

a zatem w modelu interpolacji wyk ladniczej ex przyjmuje postać

ex=
X−x∑
k=1

kpx+
X−x∑
k=1

(
1− 1

qx+k−1

− 1

ln(1− qx+k−1)

)
(k−1px−kpx). (3.79)

Uwagi podsumowuj ↪ace

1. Formu ly dotycz ↪ace ex różni ↪a si ↪e w zależności od za lożonego modelu
interpolacyjnego. W każdym jednak przypadku można odwo lać si ↪e
bezpośrednio do definicji ex jako ilorazu funduszu osobolat Tx i licz-
by lx osób dożywaj ↪acych wieku x.

2. Modele interpolacji liniowej i wyk ladniczej nie s ↪a adekwatne dla
x = 0. Dlatego w przypadku obliczania e0 wskazane jest uwzgl ↪ed-
nienie innej metody szacowania wspó lczynnika a0.

Przyk ladowo, w latach 70-tych ubieg lego stulecia Coale i in. zapro-
ponowali, aby przyj ↪ać a0 = 0, 33 dla niemowl ↪at p lci m ↪eskiej oraz
a0 = 0, 35 dla niemowl ↪at p lci żeńskiej w populacji o wysokim
wspó lczynniku zgonów niemowl ↪at, tj. gdy m0 ≥ 0, 107. W in-
nych przypadkach wartość a0 uzależnili od wartości m0 za pomoc ↪a
relacji a0 = 0, 045 + 2, 684 · m0 dla niemowl ↪at p lci m ↪eskiej oraz
a0 = 0, 053 + 2, 800 ·m0 dla niemowl ↪at p lci żeńskiej.

3. W metodologii GUS odmienny jest sposób obliczania osobolat życia
K0. W przypadku grupy wieku [0, 1) lat, zamiast ogólnej formu ly
(3.34), korzysta si ↪e z relacji (3.38).

3.6. TTŻ w analizie czasu trwania zjawisk

Tablice trwania życia mog ↪a być wykorzystywane nie tylko do ana-
lizy umieralności sensu stricto lub, innymi s lowy, do opisu czasu trwa-
nia życia jednostek należ ↪acych do danej populacji, ale mog ↪a też znaleźć
zastosowanie w analizie czasu trwania dowolnych zjawisk. Niektóre
przyk lady zastosowań TTŻ zawiera tablica 11.
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Tablica 11. Przyk lady zastosowań TTŻ
Nazwa Jednostki Zdarzenie Zdarzenie Czas

zjawiska badane inicjuj ↪ace kończ ↪ace w lasny

umieralność osoby żyj ↪ace urodzenie zgon wiek
zawieranie osoby w sta- zawarcie
pierwszego nie wolnym urodzenie pierwszego wiek
ma lżeństwa ma lżeństwa

urodzenie pierw- ma lżeństwa zawarcie urodzenie staż zwi ↪az-
szego dziecka bezdzietne ma lżeństwa pierwszego ku ma lż.

w ma lżeństwie dziecka bez dzieci
staż pary zawarcie rozpad czas

ma lżeński w zwi ↪azku ma lżeństwa ma lżeństwa trwania
ma lżeńskim zgon/rozwód ma lżeństwa

migracja osoby zam. zmiana czas
z miejsca w miejscu urodzenie miejsca pobytu
urodzenia urodzenia zamieszkania (wiek)

rozpocz ↪ecie osoby, które urodzenie rozpocz ↪ecie wiek
pracy nigdy nie (ukończenie pierwszej (czas do pod-

zawodowej pracowa ly edukacji) pracy j ↪ecia pracy)
trwanie osoby utrata rozpocz ↪ecie czas poszuki-

bezrobocia bezrobotne pracy pracy wania pracy

Źród lo: opracowanie w lasne

3.7. Koncepcja populacji stacjonarnej

Rozważymy populacj ↪e zamkni ↪et ↪a (bez migracji), w której ruch rze-
czywisty określaj ↪a jedynie urodzenia i zgony. Przyjmijmy dodatkowo:

— sta l ↪a liczb ↪e urodzeń U0/365 dziennie, tj. U0 rocznie,

— sta le prawdopodobieństwa xp0 – jednakowe dla dziennych kohort
urodzeniowych.

Populacja spe lniaj ↪aca wymienione warunki nosi miano populacji
stacjonarnej lub zamiennie – populacji zastojowej.

Przyk lad 14. Za lóżmy, że dla dziennych kohort urodzeniowych od-
notowanych w ci ↪agu roku w pewnej zamkni ↪etej populacji spe lnione s ↪a
za lożenia populacji zastojowej. Proces wymierania tych kohort w ko-
lejnych dniach roku ilustruje tablica 12.
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Tablica 12. Proces wymierania dziennych kohort urodzeniowych

w ci ↪agu roku

wiek Populacja żyj ↪acych w dniu:
x(dni) xp0 1.01 2.01 3.01 4.01 5.01 6.01 ... 31.12

0 1,000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 ... 1000
1 0,970 970 970 970 970 970 ... 970
2 0,950 950 950 950 950 ... 950
3 0,946 946 946 946 ... 946
4 0,942 942 942 ... 942

... ... ... ...
364 0,900 900

Źród lo: dane umowne

Jeśli w lasności te utrzymuj ↪a si ↪e niezmiennie od wielu lat, wówczas
tablic ↪e 12 możemy uzupe lnić do postaci prezentowanej w tablicy 13.

Tablica 13. Ilustracja populacji stacjonarnej

wiek Populacja żyj ↪acych w dniu:
x (dni) xp0 1.01 2.01 3.01 4.01 5.01 6.01 ... 31.12

0 1,000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 ... 1000
1 0,970 970 970 970 970 970 970 ... 970
2 0,950 950 950 950 950 950 950 ... 950
3 0,946 946 946 946 946 946 946 ... 946
4 0,942 942 942 942 942 942 942 ... 942

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
364 0,900 900 900 900 900 900 900 ... 900

Źród lo: dane umowne

Z analizy danych w tablicy 13 p lynie kilka spostrzeżeń, które uogól-
nić można na przypadek dowolnej populacji stacjonarnej:

1. Zauważmy, że liczba osób, które w dniu τ = 31.12 nie ukończy ly
1-go roku życia jest równa sumie wyrazów w ostatniej kolumnie
tablicy 13, czyli

L0(τ)= L0 =1000+970+950+946+942+ . . .+900.

Suma ta jest jednakowa dla dowolnego τ .
Uogólniaj ↪ac, w populacji stacjonarnej liczba osób Lx(τ) w wieku x
w chwili τ jest sta la w czasie, tj. Lx(τ) = Lx dla dowolnego τ .
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2. Oznacza to, że sta la w czasie jest również  l ↪aczna liczebność po-
pulacji L(τ), bowiem sta le s ↪a elementy sk ladowe L0(τ), L1(τ), . . . .
Mamy wi ↪ec

L(τ) = L = L0 + L1 + L2 + L3 + . . . ,

a tym samym sta la jest też struktura populacji wg wieku, wyrażona
wskaźnikami struktury

L0

L
,
L1

L
,
L2

L
, . . . .

3. Liczba osobolat życia w ci ↪agu roku dla pojedynczej, dziennej ko-
horty urodzeniowej z dowolnego dnia, np. z dnia 1 stycznia, obli-
czona na podstawie danych z tablicy 13 wynosi

1

365
·1000+

1

365
·970+

1

365
·950+

1

365
·946+

1

365
·942+. . .+

1

365
·900.

Mnoż ↪ac przez  l ↪aczn ↪a liczb ↪e dziennych kohort, otrzymamy liczb ↪e
osobolat życia K0 rocznej kohorty urodzeniowej (licz ↪ac od dnia
urodzenia przez okres 1 roku), czyli

K0 = 365·
[

1

365
(1000+970+950+946+942+ . . .+900)

]
.

Z porównania wyniku z liczebności ↪a L0 otrzymujemy równość

K0 = L0.

Podobne równości zachodz ↪a także dla dowolnego x

K1 = L1, K2 = L2, K3 = L3, . . .

Uogólniaj ↪ac, liczba osobolat życia Kx w ci ↪agu roku rocznej kohorty
urodzeniowej dożywaj ↪acej wieku x lat równa jest liczebności Lx(τ).

4. Z powyższego wynika, że  l ↪aczna liczba osobolat życia K dla rocznej
kohorty urodzeniowej wynosi

K = L0 + L1 + L2 + . . .

5. Sta ly w czasie jest też porz ↪adek wymierania kolejnych generacji, co
oznacza, że liczba zgonów I rodzaju jest równa liczbie zgonów III
rodzaju.
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6. Fundusz T0 osobolat życia (b ↪ed ↪acy sum ↪a K0 +K1 +K2 + . . .) jest
równy ogólnej liczbie żyj ↪acych w populacji w tym samym momencie

T0 = L0 + L1 + L2 + . . . .

Analogiczne relacje zachodz ↪a dla dowolnego x.

7. Skoro liczebność populacji jest sta la w czasie, to liczba zgonów D
w danym okresie t równa si ↪e liczbie urodzeń U0 w tym okresie.
W konsekwencji, ogólny przekrojowy wspó lczynnik zgonów CDR
oraz ogólny przekrojowy wspó lczynnik urodzeń CBR s ↪a jednakowe,
czyli

CDR = CBR.

8. Przekrojowe wspó lczynniki urodzeń i zgonów równe s ↪a odwrotności
średniego trwania życia noworodka e0. Z definicji bowiem e0 jest
ilorazem funduszu osobolat T0 życia kohorty urodzeniowej do jej
liczebności pocz ↪atkowej U0. Liczebność t ↪e możemy obliczyć, su-
muj ↪ac liczby zgonów Dx w kolejnych grupach wieku (w uj ↪eciu ko-
hortowym) lub jako sum ↪e liczby zgonów w zadanym okresie w zbio-
rowości ogó lu żyj ↪acych (uj ↪ecie przekrojowe). Mamy wi ↪ec

U0 =
X−1∑
x=0

Dx = D,

a ponadto
T0 = K.

Otrzymujemy

e0 =
T0

U0

=
K

D
=
K

B
,

czyli

e0 =
1

CDR
=

1

CBR

lub równoważnie

CDR = CBR =
1

e0

.

9. W przypadku modelu ludności stacjonarnej oczekiwany czas życia
noworodka e0 oraz średni wiek x̄ jednostek w chwili zgonu s ↪a równe.
Równość e0 = x̄ w ogólnym przypadku nie zachodzi [zob. sekcja
6.5.6 w rozdziale 6].
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Uwagi podsumowuj ↪ace

1. Model populacji stacjonarnej (zastojowej) pozwala powi ↪azać ze so-
b ↪a g lówne parametry tablicy trwania życia, takie jak średnie dalsze
trwanie życia, wspó lczynniki urodzeń, zgonów czy czas ekspozycji.
Umożliwia to estymowanie wybranych parametrów tablicowych na
podstawie innych parametrów.

2. Model ten znajduje zastosowanie np. w demografii historycznej.
Przyjmuje si ↪e, że populacje żyj ↪ace w dawnych wiekach posiada ly
w lasności zbliżone do populacji stacjonarnych (ze wzgl ↪edu na ich
powolny wzrost liczebny). Przyk ladowo, analiza liczby prehistorycz-
nych szkieletów z określonej epoki i przyporz ↪adkowanie ich do odpo-
wiednich grup wieku może być podstaw ↪a do szacowania wspó lczyn-
nika urodzeń.

3. Model ludności stacjonarnej może być użyty do wyznaczania para-
metrów populacji zamkni ↪etej, dla której zdefiniowano poj ↪ecie ,,uro-
dzenia”, ,,zgonu”, a także ,,czasu życia”. Przyk ladem jest zbioro-
wość uczniów, w której ,,urodzeniem” i ,,zgonem” s ↪a odpowiednio
rozpocz ↪ecie i ukończenie szko ly, a ,,czasem życia” – czas trwania
nauki.

Ćwiczenia

Ćwiczenie 3.1

Dany jest fragment skróconej tablicy trwania życia (tablica 14).
Obliczyć:

1. Liczb ↪e zgonów w grupie wieku [20, 30) lat oraz [50, 60) lat,

2. Wspó lczynnik zgonów w grupie wieku [20, 30) lat oraz [50, 60) lat,

3. Prawdopodobieństwo zgonu przed up lywem 10 lat dla 20-latków,

4. Prawdopodobieństwo przeżycia 10 lat w grupie 20-latków,

5. Prawdopodobieństwo zgonu przed up lywem 10 lat dla 50-latków,

6. Prawdopodobieństwo przeżycia 10 lat w grupie 50-latków,

7. Prawdopodobieństwo zgonu przed up lywem 20 lat dla 70-latków,

8. Prawdopodobieństwo przeżycia 20 lat w grupie 70-latków,

9. Średnie dalsze trwanie życia noworodka,
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10. Średnie dalsze trwanie życia osób w wieku 30 ukończonych lat,

11. Średnie dalsze trwanie życia osób w wieku 50 ukończonych lat.

Tablica 14. Fragment skróconej tablicy trwania życia

Wiek x (w latach) lx (w tys.) 10Kx (w tys.) Tx (w tys.)

0 100, 0 997,5 8117
10 99, 5 993,5 7119,5
20 99, 2 991 6126
30 99, 0 985 5135
40 98, 0 975 4150
50 97, 0 945 3175
60 92, 0 870 2230
70 82, 0 720 1360
80 62, 0 430 640
90 24, 0 165 210

100 9, 0 45 45
110 0, 0 0 0

Źród lo: dane umowne

Ćwiczenie 3.2

Dany jest fragment siatki demograficznej (rysunek 27), przedsta-
wiaj ↪acy liczb ↪e osób urodzonych w roku 2000 i liczby dożywaj ↪acych
I rodzaju (w tys.).

Korzystaj ↪ac z danych zamieszczonych w siatce, zbudować tablic ↪e
trwania życia (tj. wyznaczyć lx, dx, qx, px, Tx, ex), wykorzystuj ↪ac model
interpolacji:

1. Liniowej,

2. Wyk ladniczej.
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6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 27. Fragment siatki demograficznej oraz liczby dożywaj ↪acych I rodzaju

(dane umowne)
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Ćwiczenie 3.3

Dany jest fragment siatki demograficznej (rysunek 28), przedsta-
wiaj ↪acy liczebność pocz ↪atkow ↪a pewnej generacji oraz liczby zgonów
m lodszych i starszych (w tys.).

Na podstawie danych zamieszczonych w siatce zbudować tablic ↪e
trwania życia (tj. wyznaczyć lx, dx, qx, px, Tx, ex), stosuj ↪ac model inter-
polacji:

1. Liniowej,

2. Wyk ladniczej.
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6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 28. Fragment siatki demograficznej oraz liczby zgonów m lodszych
i starszych (dane umowne)

-�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

35

5 6

5
3

2
2

3
2

1 3

2 1

0

1

2

3

4

5

6

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Ćwiczenie 3.4

Rozważmy przyk ladow ↪a populacj ↪e zastojow ↪a, w której porz ↪adek
wymierania przedstawia rysunek 29. Liczby dożywaj ↪acych I rodzaju
(w tys.) zaznaczono na wykresie drukiem pogrubionym, natomiast
liczby dożywaj ↪acych II rodzaju (w tys.) – drukiem pochylonym. Przy-
j ↪et ↪a jednostk ↪a czasu jest 20 lat.

Ustalić i porównać:

1. Liczby zgonów I rodzaju w poszczególnych 20-letnich grupach wie-
ku w kohorcie s oraz liczby zgonów III rodzaju w analogicznych
grupach wieku w okresach t′ oraz t′′,

2. Liczby dożywaj ↪acych I rodzaju osi ↪agaj ↪acych wiek 40 lat w dwóch
dowolnych kohortach,

3. Liczebność populacji we wszystkich grupach wieku  l ↪acznie na koniec
okresu t′ oraz t′′,
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4. Struktur ↪e ludności wg grup wieku na pocz ↪atku i końcu okresu t′

oraz t′′,

5.  L ↪aczn ↪a liczb ↪a zgonów i liczb ↪e urodzeń w dowolnym okresie kalen-
darzowym.

6wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 29. Siatka demograficzna i liczby dożywaj ↪acych I i II rodzaju (dane
umowne)
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Rozdzia l 4

ROZK LADY CZASU TRWANIA
ŻYCIA

4.1. Wprowadzenie

W rozważaniach dotycz ↪acych tablic trwania życia poznalísmy m.in.
ogólny model tablicy trwania życia oraz jego zastosowanie do konstruk-
cji tablic kohortowych i przekrojowych.

Uj ↪ecie tablicowe ma t ↪e wad ↪e, iż proces wymierania danej kohorty
urodzeniowej jest przedstawiony w TTŻ w podziale na arbitralne prze-
dzia ly wieku [x, x+n), gdzie x, n to liczby nieujemne, ca lkowite. Jednak
w niektórych zastosowaniach, np. w ubezpieczeniach na życie, ważna
staje si ↪e możliwość wyznaczenia wybranych charakterystyk czasu trwa-
nia życia dla dowolnego x ≥ 0 lub dla dowolnego przedzia lu [x, x+y),
y > 0. Uj ↪ecie takie jest możliwe dzi ↪eki traktowaniu czasu życia jako
zmiennej losowej o pewnym ci ↪ag lym rozk ladzie prawdopodobieństwa.
To podej́scie zostanie przedstawione w dalszej cz ↪eści tego rozdzia lu.

4.2. Niektóre charakterystyki funkcyjne i liczbowe

Definicja 1. Niech X b ↪edzie nieujemn ↪a i ci ↪ag l ↪a zmienn ↪a losow ↪a re-
prezentuj ↪ac ↪a czas życia noworodka. Niech FX(x) b ↪edzie dystrybuant ↪a
rozk ladu zmiennej X, czyli

FX(x) = P (X < x), (4.1)

tak ↪a, że FX(0) = 0.
Funkcj ↪a przeżycia SX zmiennej X nazywamy funkcj ↪e komplementarn ↪a
do FX , tj.

SX(x) = 1− FX(x). (4.2)
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B ↪edziemy pisać dalej F (x), S(x) zamiast FX(x), SX(x) w przypad-
kach, gdy nie b ↪edzie w ↪atpliwości, o jak ↪a zmienn ↪a losow ↪a chodzi.

Z definicji 1 wynika, że dla ustalonego x ≥ 0 wartość SX(x) w punk-
cie x określa prawdopodobieństwo zdarzenia, że noworodek dożyje wie-
ku x.

Definicja 2. Za lóżmy, że x ≥ 0 jest ustalon ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a. Niech

T (x) = X − x dla X ≥ x. (4.3)

Zmienn ↪a T (x) nazywamy pozosta lym czasem życia osoby w wieku x.

Dystrybuanta zmiennej losowej T (x) dla zadanego y ≥ 0 wyraża
si ↪e wzorem

FT (x)(y) = P (T (x) < y) =

= P (X − x < y | X ≥ x) = P (X < x+ y | X ≥ x) =

= 1− P (X ≥ x+ y | X ≥ x) =

= 1− P (X ≥ x+ y)

P (X ≥ x)
= 1− SX(x+ y)

SX(x)
.

(4.4)

Zauważymy, że dla x = 0 mamy T (0) = X i FT (0) = FX , czyli zmienna
X jest szczególnym przypadkiem zmiennej losowej T (x).

Niech ypx oznacza prawdopodobieństwo zdarzenia, że osoba w wie-
ku x lat przeżyje co najmniej y nast ↪epnych lat, natomiast yqx praw-
dopodobieństwo, że osoba w wieku x lat umrze przed up lywem y lat.
Prawdopodobieństwa ypx oraz yqx s ↪a wyrażone wzorami

ypx =
SX(x+ y)

SX(x)
, (4.5)

yqx = 1− SX(x+ y)

SX(x)
, (4.6)

przy czym zachodzi oczywisty zwi ↪azek ypx+ yqx = 1. Gdy x = 0 mamy
także yp0 = SX(y) oraz yq0 = 1− SX(y) = FX(y).

W przypadku gdy y = 1, zamiast ypx, yqx b ↪edziemy pisać px, qx.
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Pokazalísmy w (4.4), że dystrybuanta zmiennej T (x) w punkcie
y ≥ 0 ma postać

FT (x)(y) = 1− SX(x+ y)

SX(x)
, (4.7)

czyli funkcja ST (x) komplementarna do FT (x) wyraża si ↪e wzorem

ST (x)(y) = 1− FT (x)(y) =
SX(x+ y)

SX(x)
. (4.8)

Z porównania prawej strony (4.7) z (4.6) oraz prawej strony (4.8)
z (4.5) wynika, że dystrybuanta rozk ladu reszty życia osoby w wieku
x równa jest prawdopodobieństwu yqx, a funkcja komplementarna do
tej dystrybuanty – prawdopodobieństwu ypx, czyli dla ustalonego x

FT (x)(y) ≡ yqx, ST (x)(y) ≡ ypx. (4.9)

Definicja 3. Niech F ′X(x) oznacza pochodn ↪a dystrybuanty FX(x), tj.
wartość funkcji g ↪estości fX zmiennej X w punkcie x. Intensywności ↪a
(nat ↪eżeniem) zgonów nazywamy funkcj ↪e

µx =
fX(x)

SX(x)
, gdy SX(x) > 0. (4.10)

Iloczyn µxdx oznacza w przybliżeniu prawdopodobieństwo zgonu
w bardzo ma lym przedziale wieku [x, x + dx) w grupie osób, które
doży ly wieku x.

Zauważymy, że na mocy (4.10) oraz (4.5) funkcj ↪e g ↪estości fX(x)
można przedstawić w postaci iloczynu

fX(x) = xp0 · µx, x ≥ 0. (4.11)

Po sca lkowaniu stronami (4.10) na przedziale [0, x], otrzymamy∫ x

0

µvdv =

∫ x

0

fX(v)

SX(v)
dv. (4.12)

Dokonamy zamiany zmiennych pod ca lk ↪a. Niech z = SX(v). Mamy
wtedy dSX(v) = dz lub inaczej S ′X(v)dv = dz. Ponieważ SX(v) =
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1−FX(v), wi ↪ec pochodna funkcji SX(v) wzgl ↪edem v równa jest−fX(v),
wobec tego mamy także −fX(v)dv = dz. Otrzymujemy∫ x

0

µvdv = −
∫ SX(x)

1

1

z
dz=− ln z

∣∣∣SX(x)

1
= − lnSX(x). (4.13)

Z powyższego wynika wi ↪ec nast ↪epuj ↪acy zwi ↪azek

SX(x) = e−
∫ x
0 µvdv, (4.14)

tym samym
FX(x) = 1− e−

∫ x
0 µvdv. (4.15)

W innym zapisie mamy

SX(x) = exp

{
−
∫ x

0

µvdv

}
(4.16)

oraz

FX(x) = 1− exp

{
−
∫ x

0

µvdv

}
, (4.17)

st ↪ad dostajemy również

FT (x)(y) =1− SX(x+ y)

SX(x)
= 1−

exp
{
−
∫ x+y

0
µvdv

}
exp

{
−
∫ x

0
µvdv

} =

=1− exp

{
−
∫ x+y

x

µvdv

} (4.18)

oraz

ST (x)(y) =1− FT (x)(y) = exp

{
−
∫ x+y

x

µvdv

}
. (4.19)

Korzystaj ↪ac z (4.4) oraz (4.10), obliczymy na koniec g ↪estość fT (x)

zmiennej losowej T (x). Ponieważ FT (x)(y) wyraża si ↪e wzorem (4.7),
wi ↪ec pochodna funkcji FT (x)(y) wzgl ↪edem y ≥ 0 jest równa

fT (x)(y) =
dFT (x)(y)

dy
= − 1

SX(x)

dSX(x+ y)

dy
=

= − 1

SX(x)
(−fX(x+ y)) =

fX(x+ y)

SX(x)
=

=
SX(x+ y)

SX(x)
· fX(x+ y)

SX(x+ y)
= ypx · µx+y.

(4.20)
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W przypadku szczególnym, gdy x = 0, funkcja g ↪estości zmiennej T (x)
sprowadza si ↪e do funkcji g ↪estości (4.11) zmiennej X, czyli do

fX(x) = xp0 · µx. (4.21)

Zauważymy, że funkcja intensywności µx jednoznacznie determinuje
zarówno dystrybuant ↪e, jak i g ↪estość rozk ladu czasu życia noworodka,
tj. zmiennej losowej X, a także czasu życia osoby w wieku x, repre-
zentowanego przez zmienn ↪a losow ↪a T (x). Funkcje te można wyzna-
czyć na podstawie intensywności zgonów µx, korzystaj ↪ac ze zwi ↪azków
(4.14)–(4.19) oraz (4.20)–(4.21).

Definicja 4. Wartość oczekiwana czasu trwania życia, tj. zmiennej
losowej X ≥ 0 o rozk ladzie ci ↪ag lym z g ↪estości ↪a fX(x), jest określona
wzorem

E(X) =

∫ ∞
0

x · fX(x)dx. (4.22)

E(X) nazywać b ↪edziemy średnim trwaniem życia noworodka i oznaczać
symbolem ė0.

Ponieważ funkcj ↪e g ↪estości fX(x) możemy wyrazić za pomoc ↪a ilo-
czynu S(x) ·µx, wobec tego wartość oczekiwan ↪a czasu życia noworodka
możemy zapisać także w postaci

ė0 ≡ E(X) =

∫ ∞
0

x · S(x) · µxdx. (4.23)

Po dokonaniu ca lkowania przez cz ↪eści prawej strony (4.23) oraz po
uwzgl ↪ednieniu faktu, że x · S(x) → 0, gdy x → ∞ oraz x · S(x) = 0,
gdy x = 0, mamy

ė0 ≡ E(X) = −x · S(x)
∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

S(x)dx =

∫ ∞
0

S(x)dx. (4.24)

Pokażemy, że wartość oczekiwana (4.24) jest tożsama w tzw. mo-
delu ci ↪ag lym ze średnim trwaniem życia noworodka (3.12) z tablic trwa-
nia życia, zdefiniowanym jako iloraz T0/l0, przy za lożeniu, że liczby
dożywaj ↪acych do określonego wieku s ↪a funkcjami ci ↪ag lymi wzgl ↪edem
wieku.

Niech lx+y dla y ∈ [0, 1] oznacza liczb ↪e dożywaj ↪acych wieku x + y
lat. Za lożymy, że lx+y jest ci ↪ag l ↪a funkcj ↪a zmiennej y ∈ [0, 1]. Wówczas
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czas ekspozycji Kx na ryzyko zgonu w grupie wieku [x, x+ 1) możemy
zapisać jako ca lk ↪e

Kx =

∫ 1

0

lx+ydy, (4.25)

natomiast fundusz T0 osobolat życia, zdefiniowany przez analogi ↪e do
(3.7), zapiszemy za pomoc ↪a nast ↪epuj ↪acej sumy ca lek

T0 =
∞∑
u=0

Ku =

∫ 1

0

l0+ydy +

∫ 1

0

l1+ydy +

∫ 1

0

l2+ydy + . . . (4.26)

Po dokonaniu odpowiedniej zamiany zmiennych pod poszczególnymi
ca lkami powyższa suma daje si ↪e sprowadzić do postaci

T0 =

∫ 1

0

lxdx+

∫ 2

1

lxdx+

∫ 3

2

lxdx+ . . . =

∫ ∞
0

lxdx. (4.27)

Ostatecznie, na podstawie (3.12), (3.11) oraz (4.27) mamy

T0

l0
=

1

l0

∫ ∞
0

lxdx =

∫ ∞
0

xp0dx =

∫ ∞
0

S(x)dx. (4.28)

Otrzymalísmy wartość oczekiwan ↪a zmiennej losowej X, tj. (4.24).

Można pokazać w drodze podobnego rozumowania i przy analogicz-
nym za lożeniu, że

Tx
lx

= E(T (x)) ≡ ėx, dla x = 1, 2, . . . . (4.29)

4.3. Intensywność zgonów a wspó lczynnik zgonów

Cz ↪astkowy, tablicowy wspó lczynnik zgonów (3.16), przedstawiony
w rozdziale 3, ma postać

nmx =
ndx

nKx

, (4.30)

gdzie ndx oraz nKx oznaczaj ↪a odpowiednio liczb ↪e zgonów i czas eks-
pozycji na ryzyko zgonu w przedziale wieku [x, x + n) lat. Warto do-
datkowo przypomnieć, że liczba zgonów ndx jest równa różnicy liczb
dożywaj ↪acych wieku x oraz x+ n, czyli

ndx = lx − lx+n, (4.31)
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z kolei czas ekspozycji nKx na ryzyko zgonu w przedziale [x, x + n)
wyraża si ↪e wzorem

nKx = n · lx+n + nax · ndx. (4.32)

Zbadamy granic ↪e limn→0 nmx. Zauważymy, że dla ma lych n czas
ekspozycji nKx może być przybliżony jako

nKx ≈ n · lx. (4.33)

Przybliżenie to jest tym lepsze, im mniejsza d lugość n przedzia lu.

Dla n→ 0 mamy

lim
n→0

nmx = lim
n→0

lx − lx+n

n · lx
. (4.34)

Korzystaj ↪ac z definicji pochodnej funkcji, stwierdzamy, że

lim
n→0

lx − lx+n

n
= −l′x, (4.35)

a st ↪ad otrzymujemy

lim
n→0

nmx = − l
′
x

lx
. (4.36)

Ponieważ lx = l0 · S(x), wi ↪ec mamy dalej

lim
n→0

nmx = − l0 · S
′(x)

l0 · S(x)
=
fX(x)

S(x)
= µx, (4.37)

co oznacza, że intensywność zgonów µx jest granic ↪a, do której d ↪aż ↪a
wspó lczynniki zgonów nmx, gdy n→ 0.

4.4. Relacja mi ↪edzy yqx a prawdopodobieństwami
tablicowymi qx

Zwi ↪azek pomi ↪edzy prawdopodobieństwami yqx oraz qx omówimy
dla przypadku, w którym x, y s ↪a liczbami nieujemnymi, ca lkowitymi
[Ska lba 2002].

Niech x1 < x2 < . . . < xX b ↪edzie ustalonym podzia lem osi czasu
w lasnego [0, X] (wieku). Przyjmijmy dla uproszczenia, że xj = j, tj.

x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, . . . , xX = X. (4.38)
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Wtedy

jpi =
S(i+ j)

S(i)
=
S(i+ 1)

S(i)
· S(i+ 2)

S(i+ 1)
· . . . · S(i+ j)

S(i+ j − 1)
=

=pi · pi+1 · . . . · pi+j−1 =

j∏
k=1

pi+k−1 =

=(1− qi) · (1− qi+1) · . . . · (1− qi+j−1) =

j∏
k=1

(1− qi+k−1).

(4.39)

Otrzymalísmy równość

jpi =

j∏
k=1

(1− qi+k−1), (4.40)

co prowadzi także do równości

jqi = 1− jpi = 1−
j∏

k=1

(1− qi+k−1) . (4.41)

Z drugiej strony mamy także na podstawie wzorów (4.5) oraz (4.6)

jpi =
S(i+ j)

S(i)
=
li+j
li
, (4.42)

jqi = 1− S(i+ j)

S(i)
= 1− li+j

li
, (4.43)

gdzie lj jest parametrem tablicy trwania życia oznaczaj ↪acym liczb ↪e
dożywaj ↪acych wieku xj = j.

Przyk lad 15. Obliczymy prawdopodobieństwo zgonu w ci ↪agu 3 lat
w grupie osób (m ↪eżczyzn b ↪adź kobiet), które doży ly wieku 25 lat, ko-
rzystaj ↪ac z danych zamieszczonych w tablicach 9 i 10.
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I sposób: na podstawie prawdopodobieństw tablicowych qx

Skorzystamy najpierw z relacji (4.41) oraz z danych dotycz ↪acych
prawdopodobieństw qx zawartych w tablicy trwania życia dla m ↪eżczyzn
(tablica 9). Mamy

3q
(M)
25 =1−

3∏
k=1

(
1− q(M)

25+k−1

)
=

=1−(1−q(M)
25 ) · (1−q(M)

26 ) · (1−q(M)
27 ) =

=1− (1−0, 00097) · (1−0, 00101) · (1−0, 00105) =

=1− 0, 996973 ≈ 0, 00303.

Podobnie, w przypadku kobiet skorzystamy z relacji (4.41) oraz z da-
nych zawartych w tablicy 10, czyli

3q
(K)
25 =1−

3∏
k=1

(
1− q(K)

25+k−1

)
=

=1−(1−q(K)
25 ) · (1−q(K)

26 ) · (1−q(K)
27 ) =

=1− (1−0, 00023) · (1−0, 00025) · (1−0, 00026) =

=1− 0, 99926 ≈ 0, 00074.

II sposób: na podstawie liczb dożywaj ↪acych lx

Tym razem skorzystamy z relacji (4.43) oraz z liczb dożywaj ↪acych
do określonego wieku dla m ↪eżczyzn i kobiet, zawartych w tablicach
odpowiednio 9 i 10. Mamy

3q
(M)
25 = 1− l

(M)
28

l
(M)
25

= 1− 98417

98716
≈ 0, 00303,
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3q
(K)
25 = 1− l

(K)
28

l
(K)
25

= 1− 99196

99269
≈ 0, 00074.

Podsumowuj ↪ac wyniki uzyskane w przyk ladzie 15, warto zauważyć,
że prawdopodobieństwo zgonu w ci ↪agu 3 lat dla 25-latków jest ponad-
czterokrotnie wyższe w przypadku m ↪eżczyzn niż kobiet.

4.5. Prawa umieralności – uj ↪ecie historyczne

W literaturze znanych jest wiele prób modelowania intensywności
zgonów, prawdopodobieństw zgonów lub prawdopodobieństw przeży-
cia w określonych populacjach. Najprostszym uj ↪eciem jest model wyk-
 ladniczy, w którym intensywność zgonów jest funkcj ↪a sta l ↪a

µx ≡ µ = const, x ≥ 0. (4.44)

Wzór (4.44) rzadko jednak znajduje zastosowanie w modelowaniu
umieralności generacji ludzkich, ze wzgl ↪edu na nierealistyczne za lożenie
o jednakowym nat ↪eżeniu zgonów dla dowolnego wieku x.

W modelach demograficznych zak lada si ↪e niekiedy, że µx jest funk-
cj ↪a przedzia lami sta l ↪a (piecewise exponential model), co dla dosta-
tecznie w ↪askich przedzia lów wieku może być dobrym przybliżeniem
rzeczywistej intensywności zgonów. Przedzia lami wyk ladniczy model
umieralności sprowadza si ↪e wówczas do modelu interpolacji, przedsta-
wionego w sekcji 3.5.2.

Do historycznych praw umieralności zaliczamy model de Moivre’a,
Lamberta, Gompertza-Makehama czy model Weibulla [Fra̧tczak 1997].

Najstarszy model de Moivre’a z roku 1725 przedstawia nat ↪eżenie
wymierania jako funkcj ↪e wieku x postaci

µx =
1

X − x
dla 0 < x < X, (4.45)

gdzie X oznacza nieprzekraczaln ↪a granic ↪a wieku.

Formu la ta jest równoważna za lożeniu, że prawdopodobieństwo xp0

przeżycia przez noworodka wieku x maleje liniowo wraz ze wzrostem
x, czyli

xp0 = 1− x

X
dla 0 ≤ x < X oraz xp0 = 0 dla x ≥ X. (4.46)
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Kolejne dwa modele Lamberta i Gompertza pochodz ↪a z lat od-
powiednio 1776 oraz 1825. Lambert zaproponowa l model z czterema
parametrami, który można zapisać w postaci

xp0 =

[
a− x
x

]2

− b
[
e−

x
c − e−

x
d

]
, x > 0, (4.47)

natomiast drugi model sformu lowany zosta l dla ,,si ly umieralności”,
tj. funkcji intensywności zgonów, która w modelu Gompertza rośnie
wyk ladniczo wraz z wiekiem

µx = Bcx, B > 0, c ≥ 1, x ≥ 0, (4.48)

co z kolei prowadzi do formu ly dla prawdopodobieństwa przeżycia xp0

xp0 = e−k(cx−1), (4.49)

gdzie k = −B/ ln c.

W roku 1867 Makeham zmodyfikowa l propozycj ↪e Gompertza wyra-
żon ↪a równaniem (4.48), dodaj ↪ac po prawej stronie sta l ↪a A niezależn ↪a
od wieku x, czyli

µx = A+Bcx, A,B > 0, c ≥ 1, x ≥ 0, (4.50)

co sprowadza si ↪e do wzoru na prawdopodobieństwo xp0 postaci

xp0 = e−k(bx+cx−1), (4.51)

gdzie b = A ln c/B oraz k = −B/ ln c.

Model(4.50) znany jest wspó lcześnie pod nazw ↪a prawa umieralności
Gompertza–Makehama.

Inny model zaproponowany przez Weibulla w 1939 roku ma postać

µx = kxm, k,m > 0, x > 0. (4.52)

Intensywność zgonów w modelu Weibulla jest funkcj ↪a monotonicz-
n ↪a, tj. rosn ↪ac ↪a lub malej ↪ac ↪a, dlatego modelu tego rzadko używa si ↪e
w demografii do modelowania umieralności. Cz ↪eściej natomiast znaj-
duje on zastosowanie w analizie niezawodności, np. w badaniach doty-
cz ↪acych czasu bezawaryjnej pracy urz ↪adzeń.

Przegl ↪ad innych parametrycznych modeli umieralności znaleźć moż-
na m.in. w pracy zbiorowej [Tabeau et al. 2001].
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Ćwiczenia

Ćwiczenie 4.1

Korzystaj ↪ac z danych zawartych w tablicy 10 (strona 82), obliczyć
prawdopodobieństwo:

1. Dożycia wieku 25 lat, wśród kobiet w wieku 20 lat,

2. Zgonu przed up lywem 5 lat, wśród kobiet w wieku 40 lat.

Ćwiczenie 4.2

Czas życia w pewnej populacji ludzi ma rozk lad Gompertza z funk-
cj ↪a intensywności

λ(x) = γ · eδ·x,

przy czym parametry w tym rozk ladzie s ↪a równe

γ = 0, 000133, δ = 0, 08.

Na podstawie odpowiednich wzorów zbudować tablic ↪e trwania życia
w podziale wg rocznych grup wieku, zawieraj ↪ac ↪a nast ↪epuj ↪ace dane:

1. Liczby dożywaj ↪acych lx, przyjmuj ↪ac liczebność pocz ↪atkow ↪a l0 =
100 000,

2. Liczby zgonów dx oraz prawdopodobieństwa zgonu w ci ↪agu roku qx
dla osób dożywaj ↪acych wieku x lat,

3. Fundusz osobolat Tx i średnie dalsze trwanie życia ex dla osób
dożywaj ↪acych wieku x lat.



Rozdzia l 5

REPRODUKCJA LUDNOŚCI

5.1. Wprowadzenie

Ważny dzia l analizy demograficznej dotyczy reprodukcji ludności,
tj. zagadnień odtwarzania stanu liczebnego populacji pod wp lywem
ruchu naturalnego i w ↪edrówkowego. W w ↪eższym sensie, reprodukcj ↪e
rozważa si ↪e w odniesieniu do ruchu naturalnego, na który sk ladaj ↪a
si ↪e strumienie urodzeń i zgonów, wp lywaj ↪ace odpowiednio za przyrost
i ubytek liczebny populacji.

Warto zauważyć, że na reprodukcj ↪e ludności ma także wp lyw struk-
tura ludności wg wieku. Przyk ladowo, w populacji z dużym udzia lem
osób starszych liczba urodzeń jest cz ↪esto niższa od liczby zgonów, co
w efekcie skutkuje ujemnym przyrostem naturalnym. W tym znacze-
niu struktura populacji wg wieku wp lywa na potencja l odtwarzania si ↪e
populacji.

Analiza urodzeń jest bardziej z lożona niż analiza zgonów. W prze-
ciwieństwie do uniwersalnego prawa umieralności, któremu podlegamy
wszyscy, szansa lub swoíscie rozumiane ,,ryzyko” urodzenia dziecka do-
tyczy jedynie kobiet w wieku rozrodczym. Ponadto, poza różnicami in-
dywidualnymi, zwi ↪azanymi m.in. z wiekiem, zdrowiem, wyst ↪epuje sze-
reg czynników spo leczno-kulturowych, które mog ↪a wykluczać w sposób
czasowy lub trwa ly niektóre kobiety z populacji podlegaj ↪acej temu ,,ry-
zyku” (np. antykoncepcja, sterylizacja itp.).

Zasadnicza różnica pomi ↪edzy analiz ↪a urodzeń i zgonów polega jed-
nak na tym, że wydanie na świat dziecka może być dla kobiety doświad-
czeniem powtarzalnym, podczas gdy zgon jest zdarzeniem jednorazo-
wym. Oznacza to, że urodzenia można rozważać także pod k ↪atem ich
kolejności, natomiast kobiety pod k ↪atem liczby dotychczas urodzonych
dzieci (parity).
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Analiz ↪e urodzeń odnosi si ↪e tradycyjnie do populacji kobiet. Jednak
formalnie rzecz bior ↪ac, przedstawione dalej miary reprodukcji mog ↪a
być dostosowane także do populacji m ↪eżczyzn.

5.2. Wskaźnik dynamiki demograficznej

Wskaźnik dynamiki demograficznej DDR (demographic dynamics
ratio) jest najprostszym miernikiem reprodukcji, określaj ↪acym relacj ↪e
liczby urodzeń U0 i zgonów D w danej populacji i w ustalonym prze-
dziale czasu, np. w wybranym roku. Definiujemy go wzorem

DDR =
U0

D
. (5.1)

Wartość DDR wi ↪eksza od 1 wskazuje na nadwyżk ↪e liczby urodzeń
nad zgonami, wartość mniejsza od 1 oznacza relacj ↪e odwrotn ↪a, nato-
miast wartość 1 oznacza, że liczba urodzeń kompensuje liczb ↪e zgonów.

Utrzymywanie si ↪e jednej z wymienionych relacji w d luższym okresie
wskazuje na reprodukcj ↪e odpowiednio rozszerzon ↪a (DDR > 1), zaw ↪e-
żon ↪a (DDR < 1) lub prost ↪a (DDR = 1).

5.3. Wspó lczynniki reprodukcji netto i brutto

Wspó lczynnik reprodukcji netto NRR (net reproduction rate) jest
agregatowym miernikiem reprodukcji wywodz ↪acym si ↪e z analizy ko-
hortowej.

Za lóżmy, że rozważamy pewn ↪a generacj ↪e kobiet o liczebności po-
cz ↪atkowej U

(fem)
0 , a także populacj ↪e dziewczynek żywo urodzonych

przez kobiety z tej kohorty, o  l ↪acznej liczebności B(fem). Nazwijmy
obie zbiorowości odpowiednio pokoleniem matek i pokoleniem córek.
Wówczas iloraz

NRR =
B(fem)

U
(fem)
0

(5.2)

nazwiemy kohortowym wspó lczynnikiem reprodukcji netto.

Kohortowy wspó lczynnik reprodukcji netto NRR informuje, w ja-
kim stopniu pokolenie matek jest zast ↪apione przez ich córki. W po-
pulacji zamkni ↪etej, jeśli NRR utrzymuje si ↪e na poziomie wi ↪ekszym
niż 1 dla kolejnych pokoleń kobiet (tzw. reprodukcja rozszerzona),
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wówczas stan liczebny pokoleń wzrasta, natomiast jeśli NRR utrzy-
muje si ↪e poniżej 1 (reprodukcja zaw ↪eżona), wówczas liczebność kolej-
nych pokoleń maleje. Jeśli wartość NRR stabilizuje si ↪e na poziomie
1 (reprodukcja prosta), wówczas populacja zmierza do stanu zwanego
stacjonarnym [zob. sekcja 3.7].

Wspó lczynnik (5.2) jest średni ↪a liczb ↪a żywo urodzonych córek wy-
danych na świat przez kobiety z danej generacji. Zauważymy, że we
wzorze tym zarówno liczba córek B(fem), jak i liczba matek U

(fem)
0

wzi ↪ete s ↪a pod uwag ↪e przy urodzeniu [Pressat 1966, s. 406]. Pomnóżmy

licznik i mianownik przez prawdopodobieństwa xp
(m)
0 , xp

(c)
0 dożycia

przez noworodka p lci żeńskiej do wieku rozrodczego x = 15 lat, od-
powiednio w pokoleniu matek i ich córek. Otrzymamy nast ↪epuj ↪ac ↪a
zmodyfikowan ↪a formu l ↪e kohortowego wspó lczynnika reprodukcji netto

NRR∗ =
B(fem) · xp(c)

0

U
(fem)
0 · xp0

(m)
. (5.3)

Powyższy zapis pozwala na interpretacj ↪eNRR
∗, jako średniej liczby

córek osi ↪agaj ↪acych wiek rozrodczy, przypadaj ↪acej na 1 kobiet ↪e z danej
generacji, dożywaj ↪ac ↪a wieku rozrodczego.

Iloraz (5.3) sprowadza si ↪e do (5.2), gdy xp
(c)
0 = xp

(m)
0 , czyli przy

za lożeniu, że prawdopodobieństwa dożycia do ustalonego wieku x s ↪a
jednakowe w pokoleniu matek i córek. Takie za lożenie jest spe lnione
np. w populacji ustabilizowanej. Wówczas prawdopodobieństwa w licz-
niku i mianowniku (5.3) upraszczaj ↪a si ↪e i prowadz ↪a do wzoru (5.2).
W innych przypadkach wzory (5.2) oraz (5.3) nie s ↪a równoważne.

Poniżej przedstawimy kilka równoważnych do (5.2) formu l defi-
niuj ↪acych kohortowy wspó lczynnik reprodukcji netto NRR.

Dost ↪epne w statystyce publicznej dane dotycz ↪a zwykle urodzeń
ogó lem. W takich przypadkach licznik ilorazu (5.2) obliczamy, mnoż ↪ac
 l ↪aczn ↪a liczb ↪e urodzeń przez udzia l dziewczynek. Prawdopodobieństwa
urodzenia dziewczynki lub ch lopca s ↪a uwarunkowane biologicznie, wy-
nosz ↪ac w przybliżeniu odpowiednio 0, 485 i 0, 515. Warto jednak dodać,
że proporcje te mog ↪a zostać zak lócone np. w sytuacji ingerencji cz lowie-
ka w naturalny proces kszta ltowania si ↪e p lci dziecka (przyk ladem mog ↪a
być aborcje dzieci określonej p lci lub próby ingerencji genetycznej).
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Oznaczmy symbolem c iloraz urodzeń dzieci p lci żeńskiej B(fem) do
urodzeń ogó lem B, czyli

c =
B(fem)

B
. (5.4)

Mamy wtedy z (5.2)

NRR = c · B

U
(fem)
0

. (5.5)

Inna reprezentacja kohortowego wspó lczynnika NRR opiera si ↪e na
relacji wi ↪aż ↪acej go z cz ↪astkowymi wspó lczynnikami p lodności. W przy-
padku rocznych grup wieku [x, x+ 1) relacja ta jest nast ↪epuj ↪aca

NRR = c ·
a2−1∑
x=a1

fx ·
K

(fem)
x

U
(fem)
0

, (5.6)

gdzie [a1, a2) jest przedzia lem wieku prokreacyjnego (zak ladamy dalej
a1 =15, a2 =50 lat), fx dla x=15, . . . , 49 s ↪a kohortowymi, cz ↪astkowymi

wspó lczynnikami p lodności dla rocznych grup wieku, K
(fem)
x jest cza-

sem ekspozycji kobiet w grupie wieku [x, x + 1) lat, natomiast U
(fem)
0

oznacza liczebność pocz ↪atkow ↪a kohorty kobiet (pokolenia matek).

Zauważmy, że zapisy (5.5) i (5.6) s ↪a równoważne. Przypomnijmy,
że cz ↪astkowe wspó lczynniki p lodności fx dla rocznych grup wieku de-
finiujemy jako ilorazy Bx/K

(fem)
x , gdzie Bx oznacza liczb ↪e dzieci uro-

dzonych przez kobiety w wieku [x, x + 1) lat, a K
(fem)
x jest czasem

ekspozycji kobiet w tej grupie wieku [por. (2.33)]. Po podstawieniu
wspomnianych ilorazów w miejsce fx po prawej stronie (5.6), formu la

sprowadza si ↪e do sumy urodzeń
∑

xBx podzielonej przez U
(fem)
0 . Z ko-

lei suma
∑

xBx dla x przebiegaj ↪acego przedzia l wieku [a1, a2) daje
 l ↪aczn ↪a liczb ↪e B dzieci urodzonych przez kobiety w wieku rozrodczym,
co w efekcie prowadzi do wzoru (5.5).

Niekiedy w miejsce iloczynów c · fx we wzorze (5.6) przyjmuje si ↪e
cz ↪astkowe wspó lczynniki p lodności dotycz ↪ace urodzeń żeńskich, które
oznaczymy symbolem f

(fem)
x . Wtedy (5.6) przyjmuje postać

NRR =

a2−1∑
x=a1

f (fem)
x · K

(fem)
x

U
(fem)
0

. (5.7)
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Gdy dysponujemy cz ↪astkowymi wspó lczynnikami p lodności w za-
kresie urodzeń żeńskich dla szerszych przedzia lów wieku [x, x + n),
tj. gdy n > 1 (n ∈ N), wówczas NRR możemy wyznaczać ze wzoru

NRR =
∑
x

nfx
(fem) · nK

(fem)
x

U
(fem)
0

. (5.8)

Liczby osobolat życia K
(fem)
x w formule (5.7) lub nKx

(fem) w (5.8)
zwykle nie s ↪a znane. Przybliżyć je możemy przy pomocy liczb kobiet
dożywaj ↪acych wieku odpowiednio x+1

2
lub x+n

2
pomnożonych przez sze-

rokość przedzia lów wieku, tj. za pomoc ↪a wyrażeń U
(fem)

x+ 1
2

lub n · U (fem)
x+n

2

[przez analogi ↪e do (2.4) lub (2.8)]. Ponadto, ilorazy

U
(fem)

x+ 1
2

U
(fem)
0

,
U

(fem)
x+n

2

U
(fem)
0

(5.9)

traktować możemy jako prawdopodobieństwa dożycia wieku x+ 1
2

lub
x+n

2
przez noworodka p lci żeńskiej. Oznaczmy te prawdopodobieństwa

symbolami odpowiednio x+ 1
2
p0 oraz x+n

2
p0. Wówczas NRR dla rocz-

nych grup wieku [x, x+ 1) można przybliżać wzorami

NRR ≈
a2−1∑
x=a1

f (fem)
x · x+ 1

2
p0 lub NRR ≈ c

a2−1∑
x=a1

fx · x+ 1
2
p0, (5.10)

a w przypadku grup wieku [x, x+ n) wzorami

NRR ≈ n
∑
x

nfx
(fem) ·x+n

2
p0 lub NRR ≈ nc

∑
x

nfx ·x+n
2
p0, (5.11)

przy czym prawdopodobieństwa x+ 1
2
p0 oraz x+n

2
p0 wyznaczamy z ko-

hortowych tablic trwania życia dla kobiet wg formu l

x+ 1
2
p0 =

1

l0
· lx + lx+1

2
,

x+n
2
p0 =

1

l0
· lx + lx+n

2
,

(5.12)

gdzie lx oznacza liczby kobiet dożywaj ↪acych wieku x.
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Warto wspomnieć, że wspó lczynnik reprodukcji netto oblicza si ↪e
z regu ly w uj ↪eciu przekrojowym. NRR obliczamy wówczas ze wzorów
(5.10) lub (5.11), zast ↪epuj ↪ac kohortowe wspó lczynniki p lodności odpo-
wiednimi wspó lczynnikami przekrojowymi oraz wyznaczaj ↪ac prawdo-
podobieństwa (5.12) z przekrojowych tablic trwania życia dla kobiet.

Kolejny wskaźnik, zwany wspó lczynnikiem reprodukcji brutto
GRR (gross reproduction rate), ma charakter teoretyczny. Wyznacza-
my go na podstawie cz ↪astkowych wspó lczynników p lodności przy za lo-
żeniu braku umieralności. Podobnie jak wspó lczynnik reprodukcji net-
to, GRR wywodzi si ↪e z analizy kohortowej.

Za lóżmy, że czas ekspozycji na szans ↪e urodzenia dziecka dla każdej
kobiety w danej grupie wieku [x, x + 1) równy jest dok ladnie d lugości
tego przedzia lu, tj. wynosi 1 rok, co jest równoznaczne z za lożeniem
braku umieralności w tym przedziale wieku. Wówczas formu la defi-
niuj ↪aca GRR sprowadza si ↪e do zast ↪apienia sk ladnika K

(fem)
x we wzorze

(5.6) liczebności ↪a U
(fem)
0 . Otrzymujemy GRR postaci

GRR = c ·
a2−1∑
x=a1

fx
U

(fem)
0

U
(fem)
0

= c ·
a2−1∑
x=a1

fx, (5.13)

gdzie c jest określone wzorem (5.4).

Dokonuj ↪ac analogicznej zamiany we wzorze (5.7), mamy także

GRR =

a2−1∑
x=a1

f (fem)
x

U
(fem)
0

U
(fem)
0

=

a2−1∑
x=a1

f (fem)
x . (5.14)

Dla grup wieku postaci [x, x + n), gdy n > 1, wspó lczynnik GRR
przyjmuje postać analogiczn ↪a do (5.13) lub (5.14), tj.

GRR = c · n ·
a2−1∑
x=a1

nfx (5.15)

lub
GRR = n ·

∑
x

nf
(fem)
x . (5.16)

W przypadku danych przekrojowych wspó lczynnik GRR możemy
zdefiniować podobnie jak w (5.15) czy (5.16), z tym że kohortowe,
cz ↪astkowe wspó lczynniki p lodności zast ↪epujemy wspó lczynnikami prze-
krojowymi.
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Przy obliczaniu wspó lczynnika GRR możemy także skorzystać z re-
lacji wi ↪aż ↪acej go ze wspó lczynnikiem dzietności TFR, o którym mowa
w kolejnej sekcji.

5.4. Wspó lczynnik dzietności

Ogólny wspó lczynnik dzietności TFR (total fertility rate) jest pro-
porcjonalny do wspó lczynnika GRR. Pomi ↪edzy GRR oraz TFR zacho-
dzi relacja

TFR =
1

c
·GRR. (5.17)

Różnica polega na tym, że w TFR uwzgl ↪edniamy dodatkowo uro-
dzenia dzieci p lci m ↪eskiej. Dla rocznych grup wieku otrzymujemy re-
lacj ↪e

TFR =

a2−1∑
x=a1

fx, (5.18)

natomiast w przypadku grup wieku [x, x + n) dla n > 1 powyższa
formu la przyjmuje postać

TFR = n ·
∑
x

nfx. (5.19)

Obydwa wskaźniki, GRR oraz TFR, maj ↪a charakter hipotetyczny,
a ich interpretacja jest zbliżona. Wspó lczynnik TFR określa, ile dzieci
wyda laby na świat typowa kobieta w hipotetycznych warunkach braku
umieralności i przy obserwowanym profilu p lodności, reprezentowanym
przez cz ↪astkowe wspó lczynniki p lodności.

Patrz ↪ac jednak na zagadnienie z perspektywy reprodukcji, możemy
powiedzieć, że kobieta reprodukuje si ↪e poprzez córki. Z tej perspekty-
wy zastosowanie znajduje wspó lczynnik reprodukcji brutto GRR wska-
zuj ↪acy, ile córek wyda laby na świat typowa kobieta w warunkach braku
umieralności i przy obserwowanym profilu p lodności.

Zauważymy, że wartość wspó lczynnika TFR mniejsza lub równa
2 nie gwarantuje prostej zast ↪epowalności pokoleń. Minimalny poziom
TFR wskazuj ↪acy na prost ↪a zast ↪epowalność winien kszta ltować si ↪e na
poziomie nieco powyżej 2. Uwzgl ↪ednić należy bowiem efekt umieralnoś-
ci, pomini ↪ety w konstrukcji wspó lczynnika TFR. W krajach wysoko
rozwini ↪etych przyjmuje si ↪e, że prosta zast ↪epowalność wyst ↪epuje w przy-
padku, gdy TFR = 2, 1.



120 Podstawy demometrii

Przyk lad 16. Tablica 15 zawiera dane wej́sciowe i obliczenia pośrednie
prowadz ↪ace do wyznaczenia wspó lczynników TFR, GRR oraz NRR
dla Polski w roku 2017.

Kolumny 2 i 3 tablicy zawieraj ↪a ilorazy lx/l0, zaczerpni ↪ete z tablicy
trwania życia dla kobiet (por. tablica 10, strona 82), a także wyzna-
czone na ich podstawie prawdopodobieństwa

x+2,5p0 ≈ (lx + lx+5)/2l0.

Liczby urodzeń 5Bx w podziale wg wieku matek oraz liczby L
(fem)
[x,x+5)

kobiet b ↪ed ↪acych w po lowie roku 2017 w grupach wieku [x, x + 5) lat
dla x = 15, 20, . . . , 45 zaczerpni ↪eto z bazy GUS (stat.gov.pl). Dane te
zamieszczono w kolumnach 4 i 5.

Kolejne dwie kolumny tablicy 15 zawieraj ↪a obliczenie pośrednie,
w tym cz ↪astkowych wspó lczynników p lodności, niezb ↪edne do wyznacze-
nia wspó lczynnika dzietności oraz wspó lczynników reprodukcji brutto
i netto.

Tablica 15. Dane wej́sciowe lx/l0, 5Bx, L
(fem)
[x,x+5) i obliczenia pośrednie

wspó lczynnika dzietności TFR i wspó lczynników reprodukcji

brutto GRR i netto NRR

wiek x lx/l0 x+2,5p0 5Bx L
(fem)
[x,x+5) 5fx (3)×(6)

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

15 0,99495 0,9944 10032 922568 0,0109 0,0108
20 0,99389 0,9933 55928 1104996 0,0506 0,0503
25 0,99269 0,9920 132464 1336564 0,0991 0,0983
30 0,99137 0,9904 134904 1566263 0,0861 0,0853
35 0,98946 0,9879 57563 1547565 0,0372 0,0367
40 0,98643 0,9838 10642 1421700 0,0075 0,0074
45 0,98119 0,9767 397 1197465 0,0003 0,0002
50 0,97227 Razem 0, 2917 0, 2891

Źród lo: obliczenia w lasne na podstawie danych GUS, stat.gov.pl

Cz ↪astkowe wspó lczynniki p lodności 5fx wyznaczone zosta ly poprzez
podzielenie wyrazów z kolumny 4 przez wyrazy z kolumny 5. Wyniki
dzielenia prezentuje kolumna 6.

Zgodnie z formu l ↪a (5.19), suma wspó lczynników p lodności 5fx po-
mnożona przez szerokość przedzia lów wieku n = 5 daje wspó lczynnik
dzietności TFR. W tym przyk ladzie mamy

TFR = 5 · 0, 2917 = 1, 4587.
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Z kolei zgodnie z formu l ↪a (5.17), wspó lczynnik TFR pomnożony
przez udzia l noworodków p lci żeńskiej c prowadzi do wspó lczynnika
reprodukcji brutto GRR. Przyjmuj ↪ac c = 0, 485, otrzymujemy

GRR = 0, 485 · 1, 4587 = 0, 7075.

W ostatniej kolumnie tablicy 15 zawarto iloczyny prawdopodo-
bieństw x+2,5p0 i wspó lczynników p lodności 5fx. Na mocy (5.11) suma
tych iloczynów pomnożona przez iloczyn nc = 5·0, 485 daje wspó lczyn-
nik reprodukcji netto NRR, czyli

NRR = 5 · 0, 485 · 0, 2891 = 0, 701.

Ćwiczenie

Tablica 16 zawiera przekrojowe, cz ↪astkowe wspó lczynniki p lodności
w Polsce obliczone na podstawie danych GUS (stat.gov.pl) dla trzech
lat.

Tablica 16. Cz ↪astkowe wspó lczynniki

p lodności w Polsce w wybranych latach

wiek wsp. p lodności 5fx
x 1980 2000 2007

15 0,033 0,017 0,015
20 0,180 0,083 0,058
25 0,136 0,095 0,092
30 0,069 0,052 0,067
35 0,029 0,021 0,026
40 0,008 0,005 0,005
45 0,001 0,000 0,000

Źród lo: na podstawie danych GUS

Obliczyć i zinterpretować:

1. Wspó lczynniki dzietności TFR osobno dla każdego roku,

2. Wspó lczynniki reprodukcji brutto GRR dla badanych lat, przyj-
muj ↪ac udzia l urodzeń żeńskich c = 0, 485,

3. Wspó lczynniki reprodukcji netto NRR, korzystaj ↪ac z ilorazów lx/l0
z przekrojowych TTŻ dla kobiet z odpowiednich lat (stat.gov.pl).

Uzyskane w punktach 1–3 wartości porównać z analogicznymi wyni-
kami z przyk ladu 16.





Rozdzia l 6

WZROST LICZEBNY
POPULACJI

6.1. Wprowadzenie

Istniej ↪a dwa rodzaje zdarzeń demograficznych wp lywaj ↪acych na
wzrost liczebny populacji, tj. urodzenia i nap lyw migracyjny jed-
nostek do badanej populacji, a także dwa rodzaje zdarzeń demograficz-
nych, które mog ↪a zredukować liczebność danej zbiorowości, tj. zgony
i odp lyw migracyjny.

Podstawowe równanie opisuj ↪ace zmiany w czasie w zakresie stanu
liczebnego populacji nosi miano równania bilansowego (balancing
equation). B ↪edzie ono punktem wyj́scia do wyprowadzenia w dalszej
cz ↪eści tego rozdzia lu jednego z bardziej znanych modeli wzrostu popu-
lacji, tzw. modelu wzrostu wyk ladniczego.

6.2. Równanie bilansowe

Oznaczmy przez t = [τ1, τ2] ustalony przedzia l czasu kalendarzo-
wego, gdzie τ1 < τ2 wyznaczaj ↪a konkretne chwile czasu. Przyk ladowo,
może to być okres od 1 stycznia do 31 grudnia wybranego roku t.
Zmiany w rozmiarze liczebnym populacji w danym przedziale t można
przedstawić w postaci nast ↪epuj ↪acej tożsamości, zwanej równaniem bi-
lansowym

L(τ2) ≡ L(τ1) +B(t)−D(t) +NM(t), (6.1)

gdzie:

L(τi) – liczebność populacji w chwili τi, i = 1, 2,

B(t) – liczba urodzeń żywych w okresie t = [τ1, τ2],

D(t) – liczba zgonów w okresie t = [τ1, τ2],

NM(t) – saldo migracji (migracja netto) w okresie t = [τ1, τ2].
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Odejmiemy stronami pocz ↪atkow ↪a liczebność L(τ1) badanej zbio-
rowości, a nast ↪epnie podzielimy przez liczb ↪e osobolat życia K(t) jed-
nostek populacji w okresie t = [τ1, τ2]. Wówczas otrzymamy

L(τ2)− L(τ1)

K(t)
=
B(t)

K(t)
− D(t)

K(t)
+
NM(t)

K(t)
. (6.2)

Przyjmijmy nast ↪epuj ↪ace oznaczenia i nazwy poszczególnych ilorazów:

Wspó lczynnik wzrostu (crude rate of total increase)

CRTI(t) =
L(τ2)− L(τ1)

K(t)
, (6.3)

Ogólny wspó lczynnik urodzeń (crude birth rate)

CBR(t) =
B(t)

K(t)
, (6.4)

Ogólny wspó lczynnik zgonów (crude death rate)

CDR(t) =
D(t)

K(t)
, (6.5)

Wspó lczynnik przyrostu naturalnego (rate of natural increase)

RNI(t) = CBR(t)− CDR(t) =
B(t)

K(t)
− D(t)

K(t)
, (6.6)

Wspó lczynnik migracji netto (net migration rate)

NMR(t) =
NM(t)

K(t)
. (6.7)

Ogólne wspó lczynniki urodzeń, zgonów czy migracji netto zdefinio-
wane s ↪a tutaj jako liczby określonych zdarzeń demograficznych w danej
populacji i w ustalonym okresie t, podzielone przez liczb ↪e osobolat
życia K(t) jednostek tej populacji, w tym okresie.

Przy wykorzystaniu oznaczeń (6.3)–(6.7), równanie (6.2) prowadzi
do nast ↪epuj ↪acej dekompozycji wspó lczynnika wzrostu

CRTI(t) = CBR(t)− CDR(t) +NMR(t). (6.8)
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Warto zauważyć, że jeden dzień życia jednostki w określonej po-
pulacji stanowi wk lad 1/365 do liczby osobolat życia K(t), natomiast
każda godzina to wk lad rz ↪edu 1/8760 osobolat. W każdym przypadku
wielkość K(t) jest wyrażona w osobolatach, niezależnie od tego, czy
rozważany przedzia l czasu ogranicza si ↪e do godzin, dni, miesi ↪ecy, kwar-
ta lów czy też obejmuje kilka lat.

Na ogó l dok ladna liczba osobolat życia K(t) nie jest znana. Za jej
przybliżenie przyjmujemy wówczas średni ↪a liczb ↪e ludności w danym
okresie lub liczb ↪e ludności w po lowie tego okresu. Liczba ta oznaczona
b ↪edzie dalej symbolem L̄(t).

Przyjmuj ↪ac zatem przybliżenie K(t) ≈ L̄(t), mamy na podstawie
(6.3)–(6.7)

CRTI(t) ≈ L(τ1)− L(τ2)

L̄(t)
,

CBR(t) ≈ B(t)

L̄(t)
,

CDR(t) ≈ D(t)

L̄(t)
,

RNI(t) ≈ CBR(t)− CDR(t),

NMR(t) ≈ NM(t)

L̄(t)
.

(6.9)

Przyk lad 17. Równanie bilansowe (6.1) dla populacji ca lego świata
w okresie obejmuj ↪acym lata 2010 – 2015 można zapisać nast ↪epuj ↪aco
(dane World Population Prospects, https://population.un.org/wpp/):

7 383 008 770 = 6 958 169 159 + 701 346 033− 276 506 422 + 0

Zauważymy, że saldo migracji dla świata wynosi 0, co w przypadku
mniejszych regionów nie musi mieć miejsca.

Przyk lad 18. Rozważymy przyrost rzeczywisty liczby ludności Polski
w roku 2017, tj. w okresie od 1.01.2017 do 31.12.2017 (stat.gov.pl).
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Mamy

38 433 558− 38 432 992︸ ︷︷ ︸
przyrost ludności=566

= 401 982− 402 852︸ ︷︷ ︸
przyrost naturalny=−870

+ 13 324− 11 888︸ ︷︷ ︸
saldo migracji=1436︸ ︷︷ ︸

566

Do mianownika wstawmy średni ↪a liczb ↪e ludności w roku 2017, tj.
38 433 275. Uzyskujemy w ten sposób nast ↪epuj ↪ac ↪a dekompozycj ↪e
wspó lczynnika wzrostu rzeczywistego:

566

38 433 275
=

401 982

38 433 275
− 402 852

38 433 275
+

1 436

38 433 275
,

co po zaokr ↪agleniu do 5 cyfr po przecinku daje równanie postaci:

0, 00002 = 0, 01046− 0, 01048 + 0, 00004.

Oznacza to, że na przyrost rzeczywisty rz ↪edu ok. 2 osób na 100 000
mieszkańców Polski w roku 2017 sk lada si ↪e 1046 urodzeń żywych na
100 000 ludności, pomniejszone o 1048 zgonów na 100 000 ludności
i powi ↪ekszone o dodatnie saldo migracji na poziomie ok. 4 osób na
100 000 ludności. Zatem stopa przyrostu naturalnego wynosi w tym
przypadku −0, 00002, natomiast stopa przyrostu rzeczywistego z uwz-
gl ↪ednieniem migracji wynosi 0, 00002.

Przyk lad 19. Poniżej podane s ↪a wspó lczynniki (6.9) dla świata oraz
wybranych kontynentów w odniesieniu do okresu 2010–2015 (dane:
World Population Prospects, https://population.un.org/wpp/), w uk-
 ladzie analogicznym do (6.8).

Świat
0, 0119 = 0, 0196− 0, 0077 + 0

Afryka
0, 0259 = 0, 0359− 0, 0094− 0, 0006

Azja
0, 0104 = 0, 0177− 0, 0070− 0, 0003

Europa
0, 0010 = 0, 0108− 0, 0109 + 0, 0011

Ameryka Po ludniowa i Środkowa

0, 0114 = 0, 0178− 0, 0058− 0, 0006



Wzrost liczebny populacji 127

Ameryka Pó lnocna

0, 0075 = 0, 0124− 0, 0081 + 0, 0032

Australia
0, 0147 = 0, 0133− 0, 0066 + 0, 0080

Najniższy wspó lczynnik wzrostu w latach 2010–2015 zanotowano
w Europie (przyrost rz ↪edu 10 osób na 10 000 ludności). Jednak obecnie
obserwowane ruchy migracyjne oraz prognozy ludnościowe dla Europy
na lata 2015 – 2020 wskazuj ↪a na wzrost wspó lczynnika migracji netto
w tym okresie, przy jednoczesnym spadku ogólnego wspó lczynnika uro-
dzeń i wzroście ogólnego wspó lczynnika zgonów.

6.3. Intensywność wzrostu populacji

Za lóżmy, że rozważanym przedzia lem czasu t = [τ1, τ2] jest ustalony
rok kalendarzowy. Niech L(1.01.t), L(2.01.t), . . . , L(31.12.t) oznaczaj ↪a
liczebności populacji w kolejnych dniach tego roku.

Za  l ↪aczn ↪a liczb ↪e osobolat życiaK(t) możemy przyj ↪ać w przybliżeniu
nast ↪epuj ↪ac ↪a sum ↪e

K(t) ≈ L(1.01.t)· 1

365
+L(2.01.t) · 1

365
+. . .+L(31.12.t)· 1

365
=

=∆
365∑
i=1

Li,

(6.10)

gdzie Li oznacza liczebność ludności w i-tym dniu, natomiast ∆ = 1
365

.

Uogólniaj ↪ac te rozważania, przyjmijmy, że znamy liczebność L(τ)
populacji w dowolnej chwili τ ∈ [τ1, τ2]. Za lóżmy dodatkowo, że funkcja
L(τ) jest różniczkowalna. Zatem z definicji pochodnej funkcji mamy

L′(τ) = lim
∆τ→0

L(τ + ∆τ )− L(τ)

∆τ

, (6.11)

z kolei liczb ↪e osobolat życia K(t) w przedziale t = [τ1, τ2] możemy
zapisać przez analogi ↪e do (6.10) jako

K(t) =

∫ τ2

τ1

L(τ)dτ. (6.12)
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Zbadamy granic ↪e, do której d ↪aży wspó lczynnik wzrostu dany wzo-
rem (6.3), gdy rozpi ↪etość przedzia lu [τ1, τ2] d ↪aży do 0. W tym celu
rozważać b ↪edziemy dalej przedzia l t oznaczony jako t = [τ, τ + ∆τ ],
natomiast K(t) oznaczymy symbolem K([τ, τ + ∆τ ]). Zak ladaj ↪ac, że
∆τ jest ma l ↪a liczb ↪a, mamy w przybliżeniu

K([τ, τ + ∆τ ]) ≈ L(τ) ·∆τ , (6.13)

a przybliżenie to jest tym lepsze, im bardziej ∆τ zbliża si ↪e do 0.

Zatem korzystaj ↪ac z definicji wspó lczynnika wzrostu (6.3), rozwa-
żać b ↪edziemy granic ↪e postaci

lim
∆τ→0

L(τ + ∆τ )− L(τ)

K([τ, τ + ∆τ ])
, (6.14)

któr ↪a oznaczymy symbolem r(τ) i nazwiemy intensywności ↪a wzro-
stu. Poj ↪ecie to traktujemy jako swego rodzaju analogon intensywności
oprocentowania w analizach finansowych [Ska lba 2002, s. 18].
Mamy

r(τ) = lim
∆τ→0

L(τ + ∆τ )− L(τ)

K([τ, τ + ∆τ ])
=

= lim
∆τ→0

L(τ + ∆τ )− L(τ)

L(τ) ·∆τ

=

=
1

L(τ)
lim

∆τ→0

L(τ + ∆τ )− L(τ)

∆τ

=

=
L′(τ)

L(τ)
=
d lnL(τ)

dτ
.

(6.15)

Ostatecznie otrzymujemy

r(τ) =
d lnL(τ)

dτ
. (6.16)

Ca lkuj ↪ac stronami w przedziale [τ1, τ2], dostajemy∫ τ2

τ1

r(τ)dτ = lnL(τ)|τ2τ1 = lnL(τ2)− lnL(τ1) = ln

(
L(τ2)

L(τ1)

)
. (6.17)
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Uzyskalísmy formu l ↪e ∫ τ2

τ1

r(τ)dτ = ln

(
L(τ2)

L(τ1)

)
(6.18)

lub równoważnie

e
∫ τ2
τ1

r(τ)dτ
=
L(τ2)

L(τ1)
, (6.19)

st ↪ad

L(τ2) = L(τ1)e
∫ τ2
τ1

r(τ)dτ
. (6.20)

Oznacza to, że liczebność populacji w chwili τ2 równa jest liczebności
w chwili τ1 pomnożonej przez dodatni sk ladnik, b ↪ed ↪acy wyk ladnicz ↪a
funkcj ↪a ca lki z intensywności wzrostu r(τ) w przedziale [τ1, τ2].

6.3.1. Roczna stopa wzrostu – przypadki szczególne

Za lóżmy, że intensywność wzrostu populacji r(τ) jest sta la. Ozna-
czymy j ↪a symbolem r i nazwiemy sta l ↪a stop ↪a wzrostu populacji.
Mamy wtedy∫ τ2

τ1

r(τ)dτ =

∫ τ2

τ1

rdτ = r

∫ τ2

τ1

dτ = r(τ2 − τ1), (6.21)

st ↪ad
L(τ2) = L(τ1)er(τ2−τ1) (6.22)

lub przyjmuj ↪ac t = τ2 − τ1, mamy

L(τ2) = L(τ1)ert, (6.23)

zatem liczba ludności L(τ2) w momencie τ2 jest określona przez liczb ↪e
pocz ↪atkow ↪a L(τ1) oraz mnożnik ert, gdzie t jest d lugości ↪a okresu czasu
pomi ↪edzy momentami τ1 oraz τ2. Model ten nazywa si ↪e też modelem
wzrostu Malthusa.

Zauważymy, że jeśli r > 0, wówczas ert > 1, czyli liczba ludności
wzrasta. Jeśli r < 0, wówczas ert < 1, co oznacza, że liczebność
populacji maleje. W przypadku szczególnym, gdy r = 0, tj. ert = 1,
liczebność nie zmienia si ↪e. Utrzymywanie si ↪e tego stanu przez d lugi
okres czasu prowadzi do modelu ludności zastojowej (stacjonarnej).

Z (6.22) mamy

r(τ2 − τ1) = ln

(
L(τ2)

L(τ1)

)
(6.24)
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oraz

r =
ln
(
L(τ2)
L(τ1)

)
τ2 − τ1

. (6.25)

Ostatnia formu la jest wygodna m.in. w obliczaniu, ile czasu musi
up lyn ↪ać, aby badana populacja powi ↪ekszy la si ↪e (wzgl ↪ednie zmniejszy la)
k-krotnie.

Przyk lad 20. Obliczymy, po jakim czasie populacja zwi ↪ekszy si ↪e
dwukrotnie, jeśli charakteryzuje j ↪a sta la, dodatnia stopa wzrostu:
a) r = 0, 03 b) r = 0, 01.

Skoro liczebność populacji ma si ↪e podwoić, mamy

L(τ2)

L(τ1)
= 2.

Ponieważ r wyraża si ↪e formu l ↪a (6.25), otrzymujemy równanie

0, 03 =
ln 2

τ2 − τ1

.

Mamy ln 2 = 0, 693, wi ↪ec wynika z tego dalej równanie postaci

0, 03 =
0, 693

τ2 − τ1

.

W rezultacie wnioskujemy, że populacja podwoi si ↪e w ci ↪agu ok. 23 lat,
ponieważ

τ2 − τ1 =
0, 693

0, 03
= 23, 1.

Na podstawie analogicznych obliczeń można pokazać, że dla r = 0, 01
podwojenie populacji nast ↪api w ci ↪agu 69, 3 lat.

Poznalísmy ogóln ↪a formu l ↪e (6.16) na intensywność r(τ) wzrostu
populacji oraz formu l ↪e (6.20) obliczania liczby ludności w ustalonym
momencie τ2 na podstawie liczby ludności w chwili τ1 oraz na podstawie
ca lki z funkcji r(τ) dla τ ∈ [τ1, τ2]. Zauważymy, że nie jest przy tym
konieczna dok ladna znajomość przebiegu funkcji r(τ) w tym przedziale
czasowym. Wystarczy znać jej średni ↪a wartość, ponieważ w (6.20)
wyst ↪epuje ca lka oznaczona z intensywności r(τ).
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Niech r̄[τ1,τ2] oznacza dalej średni ↪a funkcji r(τ) dla τ ∈ [τ1, τ2].
Nazwiemy t ↪e wielkość średni ↪a roczn ↪a stop ↪a wzrostu w przedziale
czasu [τ1, τ2]. Innymi s lowy, niech

r̄[τ1,τ2] =
1

τ2 − τ1

∫ τ2

τ1

r(τ)dτ. (6.26)

Zauważymy przy tej okazji, że średnia roczna stopa wzrostu nie jest
tożsama z intensywności ↪a wzrostu populacji. Zwi ↪azek pomi ↪edzy obie-
ma wielkościami pokazuje formu la (6.26).

Korzystaj ↪ac z (6.26), liczebność (6.20) możemy zapisać

L(τ2) = L(τ1)e(τ2−τ1)r̄[τ1,τ2] . (6.27)

W ten sposób otrzymujemy formu l ↪e na średni ↪a roczn ↪a stop ↪e wzrostu
populacji w okresie [τ1, τ2]

r̄[τ1,τ2] =
ln
(
L(τ2)
L(τ1)

)
τ2 − τ1

. (6.28)

Jest oczywiste, że w przypadku sta lej stopy wzrostu zachodzi rów-
ność r̄[τ1,τ2] = r.

Warto także zauważyć, że średnia stopa r̄[τ1,τ2] w okresie t = [τ1, τ2]
równa si ↪e w przybliżeniu wspó lczynnikowi wzrostu CRTI(t), wyrażo-
nemu wzorem (6.3), o ile rozważany okres jest relatywnie krótki.

Pokażemy, że średnia arytmetyczna z dwóch średnich stóp r̄[τ1,τ2]

oraz r̄[τ2,τ3] określonych na s ↪asiaduj ↪acych przedzia lach [τ1, τ2], [τ2, τ3]
o jednakowej rozpi ↪etości prowadzi do średniej stopy wzrostu r̄[τ1,τ3] na
przedziale  l ↪acznym [τ1, τ3].

Oznaczmy w tym celu rozpi ↪etość obu przedzia lów [τ1, τ2] oraz [τ2, τ3]
symbolem t, czyli niech t = τ2 − τ1 = τ3 − τ2. Mamy wtedy

r̄[τ1,τ2] + r̄[τ2,τ3]

2
=

1

2

 ln
(
L(τ2)
L(τ1)

)
t

+
ln
(
L(τ3)
L(τ2)

)
t

 =

=
1

2t

[
ln

(
L(τ2)

L(τ1)

)
+ ln

(
L(τ3)

L(τ2)

)]
=

=
1

2t
ln

(
L(τ2)L(τ3)

L(τ1)L(τ2)

)
=

ln
(
L(τ3)
L(τ1)

)
2t

= r̄[τ1,τ3].

(6.29)



132 Podstawy demometrii

Otrzymany wynik można uogólnić na przypadek średniej arytme-
tycznej z kilku średnich stóp określonych na s ↪asiaduj ↪acych przedzia lach
o jednakowej rozpi ↪etości.

Przyk lad 21. Rozważmy ludność Polski w okresie od τ1 = 1.01.2016
do τ2 = 31.12.2016. Mamy na podstawie danych GUS (stat.gov.pl)

L(τ1) = 38 437 239, L(τ2) = 38 432 992.

Obliczymy średni ↪a stop ↪e wzrostu populacji na przestrzeni roku 2016.
D lugość rozważanego przedzia lu mierzona w latach wynosi 1, czyli

τ2 − τ1 = 1,

st ↪ad

r̄2016 = ln

(
38 432 992

38 437 239

)
≈ −0, 00011.

Jednocześnie wspó lczynnik wzrostu CRTI obliczony ze wzoru (6.3)
dla roku 2016 jest równy

CRTI(2016) =
38 432 992− 38 437 239

38 435 115, 5
≈ −0, 00011,

gdzie liczba 38 435 115, 5 w mianowniku jest średnia z liczb L(τ1) =
38 437 239 oraz L(τ2) = 38 432 992.

Otrzymana wartość −0, 00011 oznacza, że w roku 2016 mia l miej-
sce spadek liczby ludności o ok. 11 osób w przeliczeniu na 100 000
mieszkańców.

Analogiczne obliczenia wykonamy dla roku 2017, tj. dla okresu od
τ2 = 1.01.2017 do τ3 = 31.12.2017. Mamy na podstawie danych GUS

L(τ2) = 38 432 992, L(τ3) = 38 433 558,

st ↪ad średnia stopa wzrostu populacji wynosi

r̄2017 = ln

(
38 433 558

38 432 992

)
≈ 0, 00001.

Zbliżon ↪a wartość ma wspó lczynnik wzrostu CRTI(2017)

CRTI(2017) =
38 433 558− 38 432 992

38 433 275
≈ 0, 00001.
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Uzyskany wynik 0, 00001 oznacza wzrost liczebny ludności w roku
2017 o ok. 1 osob ↪e w przeliczeniu na 100 000 mieszkańców.

Obliczymy na koniec średni ↪a stop ↪e wzrostu oraz wspó lczynnik wzro-
stu, korzystaj ↪ac z danych dla okresu 2-letniego, tj. od τ1 = 1.01.2016
do τ3 = 31.12.2017. Rozpi ↪etość rozważanego przedzia lu mierzona w
latach wynosi τ3 − τ1 = 2, zatem mamy

r̄[2016,2017] =
ln
(

38 433 558
38 437 239

)
2

≈ −0, 00005.

Jednocześnie CRTI dla dwuletniego okresu 2016 – 2017 wynosi w przy-
bliżeniu

CRTI([2016, 2017]) =
38 433 558− 38 437 239

2 · 38 435 398, 5
≈ −0, 00005.

Otrzymalísmy wartość ujemn ↪a oznaczaj ↪ac ↪a spadek liczebny populacji
w latach 2016 – 2017 średnio rocznie o 5 osób w przeliczeniu na 100 000
ludności.

Ten sam wynik uzyskamy, uśredniaj ↪ac stopy r̄2016 oraz r̄2017, czyli

r̄[2016,2017] =
−0, 00011 + 0, 00001

2
≈ −0, 00005.

6.3.2. Liczba osobolat życia

Warto zauważyć, że na mocy (6.12), możemy znaleźć liczb ↪e K(t)
osobolat życia jednostek populacji w zadanym przedziale czasu t =
[τ1, τ2]. Oznaczmy dla uproszczenia przez r̄ średni ↪a stop ↪a wzrostu
(6.26) w danym przedziale. Wówczas z (6.12) oraz (6.26) mamy

K(t) =

∫ τ2

τ1

L(τ)dτ = L(τ1)

∫ τ2

τ1

er̄(τ−τ1)dτ =

=
L(τ1)

r̄
e(τ−τ1)

∣∣∣τ2
τ1

=
L(τ1)

r̄

[
er̄(τ2−τ1) − 1

]
=

=
L(τ1)er̄(τ2−τ1) − L(τ1)

r̄
=
L(τ2)− L(τ1)

r̄
.

(6.30)

Z drugiej strony na podstawie (6.28) mamy także

r̄ =
ln
(
L(τ2)
L(τ1)

)
τ2 − τ1

. (6.31)
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Zak ladaj ↪ac, że L(τ1) 6= L(τ2), otrzymujemy wzór na liczb ↪e osobolat
życia (czasu ekspozycji) w okresie t = [τ1, τ2] postaci

K(t) = (τ2 − τ1) · L(τ2)− L(τ1)

ln
(
L(τ2)
L(τ1)

) . (6.32)

Gdy r̄ = 0, wówczas liczebność populacji L(τ) jest sta la dla każdego
τ , co oznacza, że

K(t) = (τ2 − τ1) · L(τ1) = (τ2 − τ1) · L(τ2). (6.33)

Podsumowuj ↪ac, mamy dla t = [τ1, τ2]

K(t) =


(τ2 − τ1) · L(τ2)−L(τ1)

ln
(
L(τ2)
L(τ1)

) , dla r̄ 6= 0,

(τ2 − τ1) · L(τ1), dla r̄ = 0.

(6.34)

6.4. Intensywność urodzeń, p lodności, zgonów
i migracji

Oznaczmy liczb ↪e urodzeń, zgonów i migracji netto w przedziale
czasu [τ, τ+∆τ ) symbolami odpowiednio B([τ, τ+∆τ )), D([τ, τ+∆τ )),
NM([τ, τ+∆τ )). Niech ponadto

b(τ) = lim
∆τ→0

B([τ, τ + ∆τ ))

∆τ

,

d(τ) = lim
∆τ→0

D([τ, τ + ∆τ ))

∆τ

,

nm(τ) = lim
∆τ→0

NM([τ, τ + ∆τ ))

∆τ

.

(6.35)

Na mocy (6.35) wyrażenia b(τ)dτ , d(τ)dτ nm(τ)dτ interpretujemy
odpowiednio jako liczby urodzeń, zgonów i migracji netto w bardzo
ma lym przedziale czasu [τ, τ + dτ).

Niech K([τ, τ + ∆τ )) oznacza liczb ↪e osobolat życia jednostek po-
pulacji w przedziale czasu [τ, τ + ∆τ ), natomiast K(fem)([τ, τ + ∆τ ))
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– czas ekspozycji kobiet na szans ↪e urodzenia dziecka w tym przedziale,
lub innymi s lowy – liczb ↪e osobolat życia kobiet w wieku rozrodczym
w okresie [τ, τ + ∆τ ).

Zgodnie z rozważaniami przedstawionymi na pocz ↪atku sekcji 6.3,
wielkość K([τ, τ + ∆τ )) możemy przybliżyć za pomoc ↪a iloczynu

K([τ, τ + ∆τ )) ≈ L(τ) ·∆τ , (6.36)

podobnie mamy także

K(fem)([τ, τ + ∆τ )) ≈ L(fem)(τ) ·∆τ , (6.37)

gdzie L(τ), L(fem)(τ) oznaczaj ↪a odpowiednio liczb ↪e ludności w chwili τ
oraz liczb ↪e kobiet w wieku rozrodczym w chwili τ .
Rozważmy granic ↪e postaci

β(τ) = lim
∆τ→0

B([τ, τ + ∆τ ))

K([τ, τ + ∆τ ))
=

=
1

L(τ)
lim

∆τ→0

B([τ, τ + ∆τ ))

∆τ

=
b(τ)

L(τ)
.

(6.38)

Analogicznie niech

φ(τ) = lim
∆τ→0

B([τ, τ + ∆τ ))

K(fem)([τ, τ + ∆τ ))
=

=
1

Lfem)(τ)
lim

∆τ→0

B([τ, τ + ∆τ ))

∆τ

=
b(τ)

L(fem)(τ)

(6.39)

oraz

µ(τ) = lim
∆τ→0

D([τ, τ + ∆τ ))

K([τ, τ + ∆τ ))
=

=
1

L(τ)
lim

∆τ→0

D([τ, τ + ∆τ ))

∆τ

=
d(τ)

L(τ)
.

η(τ) = lim
∆τ→0

NM([τ, τ + ∆τ ))

K([τ, τ + ∆τ ))
=

=
1

L(τ)
lim

∆τ→0

NM([τ, τ + ∆τ ))

∆τ

=
nm(τ)

L(τ)
.

(6.40)
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Funkcje β(τ), φ(τ), µ(τ), η(τ) b ↪edziemy nazywać odpowiednio in-
tensywności ↪a urodzeń, p lodności, zgonów i migracji netto.

W analogiczny sposób zdefiniować można intensywność urodzeń,
p lodności, zgonów czy migracji netto w ustalonej chwili τ i dla ustalo-
nego wieku x. W szczególności, rozważać b ↪edziemy dalej intensywność
p lodności φx(τ) oraz intensywność zgonów µx(τ) zdefiniowane, podob-
nie jak φ(τ) i µ(τ), w postaci nast ↪epuj ↪acych ilorazów

φx(τ) =
bx(τ)

L
(fem)
x (τ)

, (6.41)

µx(τ) =
dx(τ)

Lx(τ)
, (6.42)

gdzie bx(τ)dτ jest liczb ↪a urodzeń w grupie kobiet w wieku x w okresie
[τ, τ + dτ), dx(τ)dτ jest liczb ↪a zgonów w grupie wieku x w przedziale
[τ, τ + dτ), Lx(τ) oznacza liczb ↪e ludności w wieku x w chwili τ , nato-

miast L
(fem)
x (τ) – liczb ↪e kobiet w ieku x w chwili τ .

Gdy intensywność zgonów µx(τ) i p lodności φx(τ) s ↪a sta le w czasie,
wówczas b ↪edziemy pisać

µx(τ) ≡ µx, φx(τ) ≡ φx. (6.43)

Na koniec rozważań w tym paragrafie warto dodać, że możemy do-
konać analogicznej do (6.8) dekompozycji intensywności wzrostu po-
pulacji r(τ) w postaci równania

r(τ) = β(τ)− µ(τ) + η(τ). (6.44)

Dalej rozważymy szczególny przypadek populacji zwanej modelem
populacji ustabilizowanej, w którym zak ladamy m.in. brak migracji
(tzw. populacja zamkni ↪eta). W modelu tym lewa i prawa strona (6.44)
redukuj ↪a si ↪e do pewnych wielkości sta lych, a ponadto η(τ) = 0.

6.5. Model Lotki ludności ustabilizowanej

Matematyczny model ludności wyrażony w postaci pewnego rów-
nania ca lkowego przedstawili w 1911 roku Sharpe i Lotka. Rozważany
w nast ↪epnych pracach model ludności ustabilizowanej znany jest obec-
nie pod nazw ↪a modelu Lotki [Lotka 1939].
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Przyjmijmy nast ↪epuj ↪ace za lożenia:

1) populacja jest zamkni ↪eta (brak migracji),

2) intensywność zgonów µx(τ) zależy od wieku x, lecz nie zależy od
czasu kalendarzowego, czyli zapis µx(τ) możemy uprościć do µx,

3) intensywność p lodności φx(τ) zależy od wieku x i jednocześnie nie
zależy od czasu kalendarzowego, czyli φx(τ) ≡ φx.

Niech 0 < τ0 < τ1 < τ2 <∞ b ↪ed ↪a ustalonymi momentami czasu.
Niech ponadto b(τ)dτ oznacza liczb ↪e dzieci urodzonych w przedziale
czasu [τ, τ + dτ) (w oryginalnym modelu Lotki rozważania odnosz ↪a si ↪e
do urodzeń jednej p lci, tj. p lci żeńskiej). Wówczas ca lka∫ τ2

τ0

b(τ)dτ (6.45)

oznacza liczb ↪e urodzeń w okresie [τ0, τ2).

Za lóżmy, że liczba urodzeń b(τ)dτ zmienia si ↪e w czasie wg wzoru

b(τ) = b(τ0)eρ(τ−τ0), τ > τ0, (6.46)

Równoważnie (6.46) możemy zapisać w postaci

b(τ0) = b(τ)e−ρ(τ−τ0) τ0 < τ. (6.47)

Parametr ρ nazwiemy roboczo stop ↪a wzrostu liczby urodzeń. Poka-
żemy, że przy za lożeniach 1–3 parametr ρ jest równy stopie wzrostu po-
pulacji wyrażonej formu l ↪a analogiczn ↪a do (6.25). W tym celu oznaczmy
τ0 = τ1 − x. W momencie τ0 = τ1 − x na mocy (6.47) mamy

b(τ0) = b(τ1)e−ρx, (6.48)

natomiast w momencie τ2 na mocy (6.46) mamy

b(τ2) = b(τ1)eρ(τ2−τ1). (6.49)

Niech S(x) = xp0 oznacza prawdopodobieństwo dożycia noworodka
do wieku x. Prawdopodobieństwo to nie zależy od τ , zgodnie z przyj ↪e-
tym za lożeniem o niezmiennej w czasie intensywności zgonów µx [por.
formu la (4.14)]. Mnoż ↪ac stronami (6.48) przez S(x)dx oraz (6.49) przez
S(x)e−ρxdx, otrzymujemy odpowiednio

S(x)b(τ0)dx = S(x)b(τ1)e−ρxdx, (6.50)
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S(x)b(τ2)e−ρxdx = S(x)b(τ1)eρ(τ2−τ1)e−ρxdx. (6.51)

Wyrażenie S(x)b(τ0)dx możemy interpretować jako liczb ↪e osób b ↪e-
d ↪acych w chwili τ1 w grupie wieku [x, x+dx). Podobnie S(x)b(τ2)e−ρxdx
interpretujemy jako liczb ↪e osób b ↪ed ↪acych w chwili τ2 w przedziale wieku
[x, x+ dx).

 L ↪aczna liczebność populacji L(τ1) w chwili τ1 we wszystkich gru-
pach wieku jest wi ↪ec równa

L(τ1) =

∫ ∞
0

S(x)b(τ0)dx =

∫ ∞
0

S(x)b(τ1)e−ρxdx =

= b(τ1)

∫ ∞
0

S(x)e−ρxdx.

(6.52)

Podobnie,  l ↪aczna liczebność populacji w chwili τ2 we wszystkich gru-
pach wieku wynosi

L(τ2) =

∫ ∞
0

S(x)b(τ2)e−ρxdx =

=

∫ ∞
0

S(x)b(τ1)eρ(τ2−τ1)e−ρxdx =

= eρ(τ2−τ1)b(τ1)

∫ ∞
0

S(x)e−ρxdx.

(6.53)

Otrzymalísmy wyrażenie analogiczne do (6.22), czyli

L(τ2) = L(τ1)eρ(τ2−τ1), (6.54)

co z kolei prowadzi do formu ly zgodnej z (6.25)

ρ =
ln
(
L(τ2)
L(τ1)

)
τ2 − τ1

. (6.55)

Wynika z powyższego, że zachodzi równość

r = ρ, (6.56)
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a zatem przy za lożeniach 1–3 stopa wzrostu populacji jest równa stopie
wzrostu liczby urodzeń. Z tego powodu stop ↪e ρ określa si ↪e zamiennie
mianem rzeczywistego wspó lczynnika przyrostu naturalnego,
wspó lczynnika Lotki lub istotnej stopy wzrostu (intrinsic rate
of growth).

6.5.1. Struktura ludności w modelu Lotki

Rozważmy udzia l wxdx osób b ↪ed ↪acych w wieku [x, x + dx) w po-
pulacji ogó lem. W przypadku ludności ustabilizowanej udzia l ten jest
sta ly w czasie, tj. nie zależy od τ . Mamy bowiem z (6.50) oraz (6.52)
dla τ = τ1

wxdx =
S(x)b(τ1)e−ρxdx

b(τ1)
∫∞

0
S(x)e−ρxdx

=
S(x)e−ρxdx∫∞

0
S(x)e−ρxdx

. (6.57)

Podobny iloraz otrzymamy dla τ = τ2 na podstawie (6.51) oraz (6.54)

wxdx =
S(x)b(τ1)eρ(τ2−τ1)e−ρxdx

eρ(τ2−τ1)b(τ1)
∫∞

0
S(x)e−ρxdx

=
S(x)e−ρxdx∫∞

0
S(x)e−ρxdx

. (6.58)

Co wi ↪ecej, analogiczny iloraz otrzymamy dla dowolnego τ .

Oznacza to, że choć liczebności bezwzgl ↪edne poszczególnych grup
wieku zmieniaj ↪a si ↪e w czasie, np. rosn ↪a, gdy ρ > 0 lub malej ↪a, gdy
ρ < 0, to jednak struktura populacji wg wieku pozostaje niezmienna.
W lasność powyższa wyjaśnia nazw ↪e modelu. Szczególnym przypad-
kiem modelu ludności ustabilizowanej jest model ludności stacjonarnej
(zastojowej), w którym ρ = 0.

Z modelu Lotki p lynie zatem ważny wniosek. Stabilność w czasie
poziomów umieralności i p lodności w populacji zamkni ↪etej prowadzi
do ukszta ltowania si ↪e ludności o sta lej strukturze wed lug wieku i sta-
 lym przyroście lub ubytku ludności reprezentowanym przez rzeczywisty
wspó lczynnik przyrosty naturalnego ρ (dodatni lub ujemny).

Wspó lczynnik ρ jest rozwi ↪azaniem tzw. integralnego równania re-
produkcji ludności, przy zadanych, sta lych poziomach p lodności i umie-
ralności. Równanie to wyprowadzone zosta lo w kolejnej sekcji.

6.5.2. Integralne równanie reprodukcji ludności

Niech b(fem)(τ)dτ oznacza liczb ↪e noworodków p lci żeńskiej urodzo-
nych w przedziale czasu [τ, τ + dτ). Niech ponadto φx oznacza sta l ↪a
w czasie intensywność p lodności kobiet w wieku x.
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Wówczas, przez analogi ↪e do (6.50), liczba kobiet b ↪ed ↪acych w chwili
τ w wieku [x, x+ dx) jest równa

S(fem)(x)b(fem)(τ)e−ρxdx, (6.59)

gdzie S(fem)(x) oznacza prawdopodobieństwo dożycia noworodka p lci
żeńskiej do wieku x.

Z kolei liczba dziewczynek urodzonych w chwili τ przez kobiety
w wieku [x, x+ dx), czyli wyrażenie b

(fem)
x (τ)dx wynosi

S(fem)(x)b(fem)(τ)φxe
−ρxdx. (6.60)

Ca lka oznaczona wyrażenia (6.60) dla x ∈ [a1, a2) wynosi b(fem)(τ).
Tym samym iloczyn b(fem)(τ)dτ , reprezentuj ↪acy  l ↪aczn ↪a liczb ↪e dziew-
czynek urodzonych w przedziale czasu [τ, τ + dτ) przez wszystkie ko-
biety w wieku [a1, a2), wynosi

b(fem)(τ)dτ = b(fem)(τ)dτ

∫ a2

a1

S(fem)(x)φxe
−ρxdx, (6.61)

gdzie [a1, a2) oznacza przedzia l wieku prokreacyjnego kobiet (przyjmu-
jemy a1 = 15, a2 = 50 lat).

Otrzymalísmy w ten sposób tzw. integralne równanie repro-
dukcji ludności, które można uprościć do postaci

1 =

∫ a2

a1

S(fem)(x)φxe
−ρxdx, (6.62)

zwanego równaniem charakterystycznym. Równanie to wskazuje na
relacj ↪e wi ↪aż ↪ac ↪a umieralność, reprezentowan ↪a przez funkcj ↪e przeżycia
S(x), funkcj ↪e p lodności φx oraz istotn ↪a stop ↪e ρ wzrostu populacji.

Wyrażenie S(fem)(x)φx wyst ↪epuj ↪ace pod ca lk ↪a w (6.62) nazywamy
funkcj ↪a p lodności netto. B ↪edziemy j ↪a oznaczać dalej symbolem Φx,
czyli

Φx = S(fem)(x)φx dla x ∈ [a1, a2). (6.63)

Podobne rozumowanie, jak to prowadz ↪ace do formu ly (6.61), mo-
żemy zastosować w odniesieniu do liczby zgonów w wieku [x, x + dx),
czyli do wyrażenia dx(τ)dx, które przez analogi ↪e do (6.60) jest równe

S(x)b(τ)µxe
−ρxdx, (6.64)
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gdzie µx oznacza intensywność zgonów w danej populacji dla ustalo-
nego wieku x, niezależn ↪a od czasu τ .

Ca lka oznaczona z (6.64) dla x ∈ [0,∞) prowadzi do funkcji d(τ),
st ↪ad iloczyn d(τ)dτ , tj.  l ↪aczna liczba zgonów w okresie [τ, τ + dτ),
wynosi

d(τ)dτ = b(τ)dτ

∫ ∞
0

S(x)µxe
−ρxdx. (6.65)

6.5.3. Oczekiwana d lugość generacji

Koncepcj ↪e ,,d lugości generacji” wyjaśnić można za pomoc ↪a hipo-
tetycznej sytuacji, w której wszystkie urodzenia dzieci wydanych na
świat przez kobiety z generacji smaj ↪a miejsce w tym samym, wspólnym
momencie, podobnie urodzenia z generacji s+ 1 itd. Wówczas odst ↪ep
czasu pomi ↪edzy momentami urodzeń matek i ich dzieci nazwać możemy
d lugości ↪a generacji. W rzeczywistości urodzenia dzieci s ↪a rozci ↪agni ↪ete
na przestrzeni ca lego okresu rozrodczego kobiet, a wi ↪ec określenie d lu-
gości generacji w spoób punktowy nie jest możliwe. Możemy jednak
rozważać tzw. średni ↪a d lugość generacji.

Przez średni ↪a d lugość generacji T (mean length of a generation)
w linii żeńskiej rozumieć b ↪edziemy środek ci ↪eżkości funkcji p lodności
netto Φx określonej wzorem (6.63). Mamy wi ↪ec

T =

∫ a2
a1
x · Φxdx∫ a2

a1
Φxdx

=

∫ a2
a1
xS(fem)(x)φxdx∫ a2

a1
S(fem)(x)φxdx

, (6.66)

gdzie [a1, a2) określa ustalony przedzia l wieku rozrodczego, tutaj przyj-
mujemy a1 = 15, a2 = 50 lat.

W ogólnym przypadku tak zdefiniowany parametr T nie jest równy
średniemu wiekowi matek w chwili po logu. Istotnie, np. w modelu
ludności ustabilizowanej średni wiek matek x̄

(fem)
u w momencie uro-

dzenia ich dzieci jest na mocy (6.60) oraz (6.63) równy

x̄(fem)
u =

∫ a2
a1
x · Φx · e−ρxdx∫ a2

a1
Φx · e−ρxdx

. =

∫ a2
a1
xS(fem)(x)φxe

−ρxdx∫ a2
a1
S(fem)(x)φxe−ρxdx

. (6.67)

Formu la ta nie pokrywa si ↪e z (6.66) z wyj ↪atkiem przypadku, gdy ρ = 0,
czyli dla populacji stacjonarnej.
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Metod ↪e szacowania parametru T odnieść możemy do dyskretnego
odpowiednika prawej strony (6.66), czyli

T ≈
∑a2−1

x=a1
(x+ 1

2
) · x+ 1

2
p0 · fx∑a2−1

x=a1 x+ 1
2
p0 · fx

, (6.68)

gdzie x+1
2
p0

oznacza prawdopodobieństwo dożycia przez noworodka p lci

żeńskiej wieku x + 1
2

(wyznaczone z tablic trwania życia dla kobiet),
natomiast fx jest cz ↪astkowym wspó lczynnikiem p lodności dla grupy
wieku [x, x+ 1).

W przypadku, gdy dysponujemy wspó lczynnikami p lodności nfx
w szerszych grupach wieku [x, x+n), tj. dla n > 1, formu l ↪e szacowania
parametru T możemy zapisać wzorem [Brown 1997, s. 153]

T ≈
∑

x (x+ n
2
) · x+n

2
p0 · nfx∑

x x+n
2
p0 · nfx

, (6.69)

Zauważymy także, że jeśli T jest średni ↪a d lugości ↪a generacji w li-
nii żeńskiej, to iloraz urodzeń żeńskich B(fem)(t) oraz B(fem)(t − T )
możemy przyj ↪ać jako aproksymacj ↪e wspó lczynnika reprodukcji netto
NRR, czyli

NRR ≈ B(fem)(t)

B(fem)(t− T )
. (6.70)

6.5.4. Wyznaczanie wspó lczynnika przyrostu naturalnego

Ważnym zagadnieniem w modelu Lotki jest problem rozwi ↪azania
równania charakterystycznego (6.62) ze wzgl ↪edu na wspó lczynnik przy-
rostu naturalnego ρ w danych warunkach p lodności i umieralności zde-
terminowanych funkcjami φx i µx.

Lotka udowodni l, że równanie (6.62) ma dok ladnie jeden pierwia-
stek rzeczywisty. Pozosta le pierwiastki ρi, poza pierwszym ρ1, s ↪a licz-
bami zespolonymi, przy czym zachodzi nierówność Re(ρi) < ρ1, gdzie
Re(z) oznacza cz ↪eść rzeczywist ↪a liczby zespolonej z. Jednak jego roz-
wi ↪azanie wymaga znajomości funkcji φx i µx, podczas gdy w prak-
tyce dysponujemy zazwyczaj tylko ich aproksymacjami, tj. cz ↪astkowy-
mi wspó lczynnikami p lodności oraz wspó lczynnikami zgonów. Istotn ↪a
stop ↪e wzrostu ρ można wtedy przybliżyć, rozwi ↪azuj ↪ac np. wersj ↪e dys-
kretn ↪a równania (6.62) lub też na podstawie relacji  l ↪acz ↪acej ten wspó l-
czynnik ze wspó lczynnikiem reprodukcji netto NRR. Poniżej przed-
stawiona zostanie bliżej druga z wymienionych metod.
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Niech T oznacza oczekiwan ↪a d lugość generacji. Rozważmy model
ludności ustabilizowanej z istotn ↪a stop ↪a wzrostu ρ. Niech b(fem)(τ)dτ
b ↪edzie liczb ↪a urodzeń żeńskich w okresie [τ, τ + dτ), przy czym dla
funkcji b(fem)(τ) ma miejsce zależność (6.46), czyli

b(fem)(τ) = b(fem)(τ − T )eρT . (6.71)

Po sca lkowaniu dwustronnie na przedziale [τ0, τ0 + 1] otrzymujemy

B(fem)(t) =

∫ τ0+1

τ0

b(fem)(τ)dτ = eρT
∫ τ0+1

τ0

b(fem)(τ − T )dτ =

= eρT
∫ τ0+1−T

τ0−T
b(fem)(τ)dτ = eρTB(fem)(t− T ),

(6.72)

gdzie t = [τ0, τ0+1], t− T = [τ0−T, τ0+1−T ], natomiast B(fem)(t) jest
liczb ↪a urodzeń żeńskich w roku t = [τ0, τ0+1].

Z (6.72) oraz (6.70) mamy

NRR ≈ exp{ρT}, (6.73)

a nast ↪epnie

ρ ≈ ln(NRR)

T
. (6.74)

Korzystaj ↪ac z faktu, że eρ ≈ 1 + ρ, możemy zastosować dalsz ↪a
aproksymacj ↪e w postaci

eρT ≈ (1 + ρ)T , (6.75)

co prowadzi do przybliżonej formu ly na rzeczywisty wspó lczynnik przy-
rostu naturalnego

ρ ≈ T
√
NRR− 1. (6.76)

Inn ↪a, iteracyjn ↪a metod ↪e aproksymacji istotnej stopy wzrostu ρ zna-
leźć można m.in. w [Keyfitz 1968].

W celu oszacowania wspó lczynnika ρ na podstawie formu ly (6.74)
lub (6.76) szacujemy najpierw wspó lczynnik reprodukcji netto NRR
oraz średni ↪a d lugości generacji T .

Przyk lad 22. Na podstawie danych z przyk ladu 16 obliczymy rzeczy-
wisty wspó lczynnik przyrostu naturalnego. W tym celu wyznaczymy
najpierw średni ↪a d lugość generacji T na podstawie formu ly (6.69). Ob-
liczenia pośrednie zawiera tablica 17.
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Tablica 17. Prawdopodobieństwa x+2,5p0, wspó lczynniki

p lodności 5fx oraz obliczenia pośrednie parametru T

x x+2,5p0 5fx x+2,5p0 · 5fx (x+2, 5) · x+2,5p0 · 5fx
(1) (2) (3) (4) (5)

15 0,9944 0,0109 0,0108 0,1892
20 0,9933 0,0506 0,0503 1,1312
25 0,9920 0,0991 0,0983 2,7037
30 0,9904 0,0861 0,0853 2,7724
35 0,9879 0,0372 0,0367 1,3780
40 0,9838 0,0075 0,0074 0,3130
45 0,9767 0,0003 0,0002 0,0154

Razem 0,2891 8,5030
Źród lo: obliczenia na podstawie danych GUS

Iloraz sumy wyrazów w kolumnie 5 przez sum ↪e wyrazów w kolumnie
4 daje oszacowanie parametru T = 8, 5030/0, 2891 = 29, 41. Ponie-
waż wspó lczynnik reprodukcji netto wynosi w tym przypadku 0, 701
[por. przyk lad 16, s. 120 – 121], zatem na podstawie przybliżenia (6.74)
otrzymujemy ρ ≈ −0, 0121, a na podstawie przybliżenia (6.76) mamy
ρ ≈ −0, 0120.

Stopa przyrostu naturalnego w roku 2017 w Polsce wynosi la ok.
−0, 00002, co oznacza ubytek ludności rz ↪edu ok. 2 osób na 100 000
mieszkańców [por. przyk lad 18, s. 125 – 126]. Wartość ta różni si ↪e od
istotnej stopy wzrostu −0, 0120. Druga z tym wartości ma charakter
hipotetyczny. Informuje, ile wynosi laby stopa przyrostu naturalnego,
gdyby intensywność p lodności i umieralności obserwowane w roku 2017
utrzymywa ly si ↪e niezmiennie na tym samym poziomie przez d lugi okres
czasu.

6.5.5. Intensywność wzrostu a intensywność urodzeń,
zgonów

Określmy intensywność urodzeń β(τ) oraz zgonów µ(τ) w chwili τ .
W pierwszym przypadku mamy

β(τ) =
B(τ)

B(τ)
∫∞

0
S(x)e−ρxdx

=
1∫∞

0
S(x)e−ρxdx

, (6.77)

gdzie B(τ)dτ oznacza liczb ↪e urodzeń w przedziale [τ, τ+dτ), natomiast
wielkość populacji L(τ) określona jest przez formu l ↪e analogiczn ↪a do
(6.52).
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Podobnie, intensywność zgonów w chwili τ jest równa

µ(τ) =
D(τ)

B(τ)
∫∞

0
S(x)e−ρxdx

=

∫∞
0
S(x)e−ρxµxdx∫∞

0
S(x)e−ρxdx

. (6.78)

Zauważymy, że prawe strony (6.77) oraz (6.78) nie zależ ↪a od czasu
τ , czyli obie wielkości s ↪a sta le w czasie. Oznaczymy je dalej symbolami
β oraz µ i nazwiemy odpowiednio istotn ↪a stop ↪a urodzeń i istotn ↪a
stop ↪a zgonów. Mamy zatem

β =
1∫∞

0
S(x)e−ρxdx

, (6.79)

µ = β

∫ ∞
0

S(x)e−ρxµxdx. (6.80)

Po sca lkowaniu przez cz ↪eści prawej strony (6.80) mamy

µ =β

∫ ∞
0

S(x)e−ρxµxdx =

=− βe−ρxS(x)
∣∣∞
0
− ρ · β

∫ ∞
0

e−ρxS(x)dx =

=β − ρ · β
∫ ∞

0

e−ρxS(x)dx.

(6.81)

Wyrażenie β
∫∞

0
e−ρxS(x)dx równe jest 1, co wynika z (6.62). Wobec

tego mamy dalej
µ = β − ρ · 1 = β − ρ, (6.82)

co prowadzi ostatecznie do równości

ρ = β − µ, (6.83)

a zatem istotna stopa wzrostu ρ w modelu ludności ustabilizowanej
jest różnic ↪a istotnych stóp urodzeń i zgonów.

6.5.6. Średnie trwanie życia a średni wiek w chwili zgonu

Pokażemy na przyk ladzie modelu Lotki, że średnie trwanie życia
noworodka ė0 i średni wiek x̄ w chwili zgonu nie s ↪a tożsame i nie należy
mylić tych poj ↪eć.
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Średni wiek x̄ w chwili zgonu w modelu ludności ustabilizowanej
wyznaczymy jako ca lk ↪e z iloczynu wieku x i liczby zgonów Dx(τ)dxdτ
w grupie wieku [x, x + dx) i w okresie [τ, τ + dτ), podzielon ↪a przez
 l ↪aczn ↪a liczb ↪e zgonów D(τ)dτ w tym okresie, co prowadzi do formu ly

x̄ =

∫∞
0
x ·Dx(τ)dx

D(τ)
=
B(τ)

∫∞
0
x · S(x)e−ρxµxdx

B(τ)
∫∞

0
S(x)e−ρxµxdx

=

=

∫∞
0
x · S(x)e−ρxµxdx∫∞

0
S(x)e−ρxµxdx

.

(6.84)

Wynik ten różni si ↪e od średniego trwania życia ė0, które jest war-
tości ↪a oczekiwan ↪a czasu życia noworodka. Mamy bowiem na podstawie
(4.23)

ė0 ≡ E(X) =

∫ ∞
0

xS(x)µxdx, (6.85)

gdzie fX(x) oraz µx oznaczaj ↪a odpowiednio funkcj ↪e g ↪estości rozk ladu
czasu życia X oraz funkcj ↪e intensywności zgonów.

Dodatkowo, z w lasności funkcji g ↪estości zachodzi równość

∫ ∞
0

fX(x)dx =

∫ ∞
0

S(x)µxdx = 1. (6.86)

Tym samym (6.85) możemy zapisać równoważnie jako

ė0 =

∫∞
0
xS(x)µxdx∫∞

0
S(x)µxdx

. (6.87)

Zauważymy, że w ogólnym przypadku prawa strona (6.84) nie jest
równa prawej stronie (6.87), czyli

x̄ 6= ė0. (6.88)

Wyj ↪atek stanowi model ludności stacjonarnej, gdy ρ = 0.
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Ćwiczenia

Ćwiczenie 6.1

Obliczyć, po jakim czasie populacja zwi ↪ekszy si ↪e dwukrotnie, jeśli
charakteryzuje j ↪a sta la stopa wzrostu równa:

1. r = 0, 01,

2. r = 0, 05.

Ćwiczenie 6.2

Na podstawie danych GUS o liczbie ludności Polski na koniec lat
2003, 2010 i 2017, obliczyć średnie tempo wzrostu w okresie:

1. 2004 – 2010,

2. 2011 – 2017.

Ćwiczenie 6.3

W roku 2017 pewna populacja liczy la 36 mln ludności. Zak ladaj ↪ac,
że średnia stopa wzrostu tej populacji jest ujemna i wynosi -0,001 oraz
utrzyma si ↪e na tym poziomie w przysz lych okresach, obliczyć:

1. Liczb ↪e ludności w roku 2030,

2. Liczb ↪e ludności w roku 2050,

3. Za ile lat ludność tej populacji zmniejszy si ↪e o 1/4?

Ćwiczenie 6.4

Na podstawie wyników obliczeń wspó lczynnika NRR dla roku 2000
opartych na danych z tablicy 16 (strona 121) oraz liczb dożywaj ↪a-
cych lx zaczerpni ↪etych z tablicy trwania życia dla kobiet z roku 2000
(stat.gov.pl), obliczyć średni ↪a d lugość generacji T w linii żeńskiej oraz
istotn ↪a stop ↪e wzrostu populacji ρ. Wyniki porównać z rezultatami
otrzymanymi w przyk ladzie 22 (s. 143 – 144).





Bibliografia

Boles lawski L., (1973), Budowa tablic trwania życia. Teoria i praktyka,
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