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Przedmowa

Niniejsza ksiazka zawiera oméwienie podstawowych metod i modeli
z zakresu demografii matematycznej, zwanej w skrocie demometria.

Celem autorki bylo przyblizenie w mozliwie przystepny i wizualnie
czytelny sposéb metod i narzedzi analizy demograficznej, poprzez zilu-
strowanie ich licznymi przyktadami oraz zadaniami do samodzielnego
rozwiazania. W opracowaniu pominieto elementy demografii opisowej,
ktorej gtownym zadaniem jest opis liczbowy wielkosci i struktur rze-
czywistych zbiorowosci ludzkich wraz zachodzacymi w nich procesami
demograficznymi.

Material podzielony zostal na szesé¢ rozdziatéw. W rozdziale 1 przy-
blizone zostaly istota i przedmiot demografii, jak rowniez definicje
podstawowych poje¢. Rozdzial 2 zawiera omowienie ogdélnych zasad
konstrukcji wspolczynnikéw demograficznych opartych na koncepcji
siatki Lexisa. Rozdzial 3 prezentuje podstawowe modele dyskretne sto-
sowane w demografii, czyli tablice trwania zycia, zwane takze tablicami
wymieralnosci. Alternatywa dla tego ujecia sa tzw. modele z czasem
ciagltym. Niektore z nich zostaly przedstawione w rozdziale 4. Ko-
lejny rozdzial porusza podstawowe zagadnienia dotyczace reprodukcji
ludnos$ci, natomiast rozdziat ostatni kontynuuje te tematyke w zakresie
modeli wzrostu, w tym takze modelu Lotki ludnosci ustabilizowanej.

Autorka pragnie podziekowa¢ Recenzentowi ksiazki, Profesorowi
Andrzejowi Ochockiemu, za cenne uwagi i sugestie, ktore pomogty po-
prawi¢, uzupemic i uszczegdtowi¢ zagadnienia prezentowane w ksiazce.






Rozdzial 1

ISTOTA I PRZEDMIOT
DEMOGRAFII

1.1. Podstawowe definicje i pojecia

Demografia jest nauka o prawidlowosciach rzadzacych rozwojem
populacji, z uwzglednieniem konkretnych warunkow spotecznych i gos-
podarczych w danym okresie i na danym terytorium [Okdlski 2004,
Holzer 2006, Kedelski, Paradysz 2006].

Kluczowym w tej definicji jest pojecie populacji. Okreslenie to
powstato w XVI wieku, a jego rozumienie zmienialo sie na przestrzeni
lat i ma obecnie wiele znaczen (np. populacja ludzi, firm, zwierzat).
W demografii przez to pojecie rozumie¢ bedziemy populacje ludzka,
scharakteryzowana pod wzgledem:

— podmiotowym — zdefiniowanie jednostek wchodzacych w skiad
badanej populacji, np. osoby lub grupy oséb (gospodarstwa do-
mowe, malzenistwa, rodziny, kohorty itp.) speliajace ustalone kry-
teria (spoteczne, ekonomiczne, polityczne, etniczne),

— przestrzennym — ustalenie geograficznego umiejscowienia popu-
lacji,

— czasowym — okreslenie momentu lub okresu, w ktorym zyja jed-
nostki populacji lub wystepuja interesujace nas zdarzenia demogra-
ficzne.

Przedmiot badan demograficznych obejmuje stan i strukture po-
pulacji wg cech spoteczo-ekonomicznych, dynamike zmian populacji,
w tym zdarzenia i procesy demograficzne, ich zréznicowanie, a takze
spoteczno-ekonomiczne uwarunkowania i konsekwencje tych proceséw.

Przez procesy demograficzne rozumie¢ bedziemy zjawiska za-
chodzace w populacji, ksztaltowane przez natezenie i rozklad w cza-
sie (kalendarz) zdarzern demograficznych, do ktérych naleza przede
wszystkim urodzenia, zgony, migracje oraz zmiany stanu cywilnego.
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Obserwacji i analizie podlegaja w szczegdlnosci:

— zmienna zasobu, tj. wielkos¢ populacji w ustalonym momencie
lub momentach czasu,

— zmienne strumienia, tj. liczby zdarzen demograficznych zrealizo-
wanych w danym przedziale czasu, wpltywajacych na zmiany w wiel-
kosci i strukturze populacji,

— struktura populacji wg cech spoleczno-ekonomicznych, ta-
kich jak wiek, pte¢, stan cywilny, wyksztalcenie, zawdd,

— struktura populacji wg cech geograficznych, np. miejsca uro-
dzenia, zamieszkania, pracy,

— uwarunkowania i konsekwencje spoteczno-ekonomiczne proce-
sow demograficznych.

1.2. Gléwne nurty demografii

Wyrézni¢ mozna nastepujace gtéwne nurty demografii:

Demografia ogdélna — zajmujaca sie teoretycznymi rozwazaniami na
temat prawidlowosci rzadzacych rozwojem populacji, a takze zagad-
nieniami zwigzanymi z opisem i pomiarem zjawisk demograficznych.

Demografia opisowa — zajmujaca sie opisem liczbowym wielkosci
i struktur zbiorowosci, a takze zdarzen i procesow demograficznych,
z wykorzystaniem zaréwno liczb bezwzglednych, jak i stosunkowych,
np. wyrazonych za pomoca prawdopodobienstw okreslonych zdarzen
lub wspéteczynnikéw demograficznych.

Demografia matematyczna (demometria) — zajmujaca sie meto-
dami pomiaru i opisu prawidlowosci rzadzacych zbiorowosciami i pro-
cesami demograficznymi oraz metodami ich modelowania i predykcji
z wykorzystaniem aparatu matematyczno-statystycznego.

Poza tym podzialem istnieje tez szereg specjalnosci szczegétowych,
np. demografia spoleczna, ekonomiczna, historyczna czy potencjalna.

1.3. Interdyscyplinarny charakter demografii

Obszary badawcze demografii zazebiaja sie z wielu innymi dyscy-
plinami, dla ktorych sfera zainteresowan sa populacje ludzkie.
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Zagadnienia analizowane w ramach tych dyscyplin sa czesto zbiezne
z przedmiotem badan demograficznych. Do nich naleza m.in.:

ekonomia — w zakresie badan dotyczacych popytu, potencjatu sity ro-
boczej, uwarunkowan rozwoju systemow ekonomicznych,

socjologia — w obszarze badan nad rozwojem spoteczenstw, zasadami
formowania sie rodzin, uwarunkowan rozwoju systeméw spotecznych,

geografia — w analizach nad migracjami i terytorialnym rozmieszcze-
niem ludnosci,

psychologia — w zakresie badan dotyczacych postaw i zachowan ludz-
kich,

epidemiologia i nauki medyczne — w analizach Smiertelnosci, rozpo-
wszechniania choréb, czynnikéw wplywajacych na stan zdrowia i czas
zycia w zdrowiu.

1.4. Zrédla informacji w demografii

Badania demograficzne opieraja sie na danych statystycznych do-
tyczacych ludnosci, dlatego z demografia wiaze sie tzw. statystyka
publiczna.

W Polsce dane na temat stanu i struktury ludnosci w réznych prze-
krojach terytorialnych i czasowych sa gromadzone i publikowane przez
Gléwny Urzad Statystyczny (GUS) oraz wojewddzkie urzedy statys-
tyczne. Bazy i rejestry tematyczne prowadza takze inne urzedy i or-
gany administracji panstwowej. Z punktu widzenia zrédet informac;ji,
wyrézniamy (por. [Kurkiewicz (red.) 2010], s. 31-40):

— powszechne spisy ludnosci — badanie catkowite przeprowadzane
mniej wiecej co 10 lat (tj. w latach zakonczonych na zero lub im
bliskich),

— rejestracja biezaca — rejestracja urodzen, zgonéw, zmian stanu
cywilnego lub miejsca zamieszkania, prowadzona przez urzedy ewi-
dencji ludnosci czy urzedy stanu cywilnego,

— badania reprezentacyjne — badania przeprowadzane w losowych
prébach jednostek (0séb, rodzin, gospodarstw domowych) i organi-
zowane na uzytek konkretnych celow. Przykladem jest Badanie Ak-
tywnosci Ekonomicznej Ludnosci (BAEL) prowadzone przez GUS
w losowej probie gospodarstw domowych.
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1.5. Pojecie przestrzeni i czasu

Przestrzen jest rozumiana w demografii nie tylko w kategoriach re-
gionéw geograficznych, ale rowniez standéw i warstw spolecznych. Prze-
mieszczanie sie 0oséb pomiedzy regionami nazywane jest mobilnoscia
pozioma, natomiast przemieszczanie si¢ w obrebie warstw spotecznych
— mobilnoscia pionowa.

Dalej stosowaé bedziemy nastepujace pojecia czasu:

1. Czas wlasny jednostek nalezacych do kohort, generacji lub zbio-
rowosci jednoczesnie zyjacych w danym czasie i na danym teryto-
rium.

W przypadku oséb indywidualnych czas wlasny zwykle utozsamia
sie z wiekiem, cho¢ moze by¢ on rozumiany takze np. jako czas
pozostawania w wieku prokreacyjnym w przypadku kobiet, czas
trwania zwiazku w przypadku malzenstw, czas edukacji mlodziezy
szkolnej itp.

2. Czas historyczny (kalendarzowy), w ktérym jest umiejscowio-
na dana kohorta, generacja lub zbiorowos¢ ogétu zyjacych na danym
terytorium.

Bardziej szczegdlowego wyjasnienia wymagaja uzyte w tej klasyfi-
kacji okreslenia: kohorta, generacja i zbiorowos¢ ogétu zyjacych.

Kohorta to zbiorowos¢ jednostek wyodrebniona na podstawie zda-
rzen demograficznych ustalonego typu, ktére wystapily w zadanym
okresie, np. dniu, miesiacu, kwartale, roku lub innym przedziale czasu
i byly doswiadczeniem kazdego z czlonkéw tej zbiorowosci. Méwimy
wtedy o kohortach dziennych, miesiecznych, kwartalnych, rocznych itp.

Kohorte moga tworzy¢ np. malzenstwa zawarte w danym roku ka-
lendarzowym, kobiety rodzace w tym samym dniu, dzieci rozpoczy-
najace nauke w ustalonym roku szkolnym, absolwenci podejmujacy
pierwsza prace w okreslonym miesiacu itp.

Szczegdlny przypadek stanowi kohorta urodzeniowa, ktora two-
rza osoby urodzone w tym samym okresie kalendarzowym. Gdy rozwa-
zanym okresem jest rok, wéwczas taka kohorte nazywaé bedziemy ge-
neracja.

Zbiorowos¢ ogotu zyjacych tworza jednostki z réznych generacji
zyjacych jednoczesnie w danym czasie. Prawidtowosci zaobserwowane
w takiej zbiorowosci odnosi si¢ niekiedy do tzw. kohorty hipotetycz-
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nej, o ktérej zaktada sie, ze intensywnosé (natezenie) okreslonych zda-
rzen demograficznych jest zgodna z natezeniem zdarzen odnotowanym
w badanym okresie we wszystkich generacjach wchodzacych w skiad
tej zbiorowosci.

1.6. Pojecie czasu ekspozycji i osobolat zycia

W analizie demograficznej wazna role petni pojecie czasu ekspo-
zycji (person-years of exposure). Rozumie sie go jako czas, przez ktory
dana jednostka jest narazona na ryzyko wystapienia okreslonego zda-
rzenia demograficznego. Suma czaséw ekspozycji dla wszystkich jed-
nostek zbiorowosci bedzie nazywana dalej tacznym czasem ekspozycji.

Przyktadowo, kobieta wchodzaca w wiek rozrodczy ma szanse uro-
dzenia dziecka. Méwimy wowczas, ze podlega ,,ryzyku” doswiadczenia
tego zdarzenia demograficznego, a ekspozycja na ryzyko rozpoczyna
sie w momencie osiagniecia wieku prokreacyjnego. W przypadku in-
nego zdarzenia, jakim jest np. zgon, na ryzyko narazone sa wszystkie
jednostki zbiorowosci, a czas ekspozycji mierzony jest od momentu
urodzenia sie poszczegolnych osoéb.

Czas ekspozycji zastepowany jest w niektérych przypadkach poje-
ciem osobolat zycia (person-years lived). Pojecia tego uzywaé bedzie-
my w sytuacji, gdy nie wszystkie jednostki zbiorowosci narazone sa na
ryzyko wystapienia danego zdarzenia [Preston et al. 2001].

1.7. Siatki demograficzne

Czesta praktyka prezentacji kohort czy generacji jest umiejscowie-
nie ich w dwuwymiarowym uktadzie wspétrzednych, w ktérym os pio-
nowa reprezentuje czas wlasny kohorty (generacji), a o$ pozioma — czas
kalendarzowy. Taki rodzaj prezentacji nazywamy siatka demogra-
ficzna. Poczawszy od lat 60. XX wieku, bardzo popularny stat sie jej
francuski wariant, bedacy modyfikacja tradycyjnej siatki zapropono-
wanej przez W. Lexisa w 1875 roku.

W rozwazaniach i analizach opartych na siatkach demograficznych
bedziemy zaktada¢ dalej, ze mamy do czynienia z kohortami (gene-
racjami), w ktérych przyrost lub ubytek liczebny spowodowany jest
ruchem naturalnym (urodzenia, zgony), natomiast nie wystepuje ruch
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wedréwkowy (odpltyw lub napltyw migracyjny). Tego rodzaju zbioro-
wosci nazywamy zamknietymi.

Przyklad 1. Przedstawimy graficzna prezentacje loséw pewnej kobie-
ty w postaci tzw. linii zycia, wykreslonej na rysunku 1 za pomoca
linii prostej, nachylonej pod katem 45° do osi poziome;j.

Zalézmy, ze dysponujemy danymi na temat momentow czasowych
wystapienia nastepujacych zdarzen, bedacych udzialem tej kobiety:
u — narodziny, m — zawarcie malzenstwa, b; — urodzenie i-tego dziecka,
r — rozpad malzenstwa (tj. rozwdd lub smieré malzonka), d — Smier¢.

czas whasny (wiek) linia zycia
Wq 4 d
Wy 7
Wp, 7
Wy,
Wu = —

1
czas kalendarzowy
Ty T™m Tby Ty Td

Rysunek 1. Przyktadowa linia zycia w ukladzie wspdlrzednych

Obok linii zycia, na rysunku 1 zaznaczono umiejscowienie w czasie
wlasnym i kalendarzowym poszczegdlnych zdarzen w dwuwymiarowym
ukladzie wspétrzednych.

Wspoélrzedne na osi pionowej reprezentuja wiek kobiety w chwili
wystapienia poszczegolnych zdarzen, natomiast wspoétrzedne na osi po-
ziomej — momenty kalendarzowe tych zdarzen. Wspolrzedne te ozna-
czone zostaly symbolami odpowiednio:
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Wy, Wiy, Wh,, Wy, Wq — Momenty czasu wlasnego zaznaczone na osi pio-
nowej, reprezentujace wiek w chwili wystapienia zdarzen u, m, b;,r, d,
Tus Tms Ty Tr, Ta — Momenty czasu kalendarzowego zaznaczone na osi
poziomej, reprezentujace daty kalendarzowe zdarzen u, m, b;,r, d.

Przedstawiony schemat ilustruje zdarzenia demograficzne w odnie-
sieniu do pojedynczej osoby. W demografii przedmiotem zainteresowa-
nia zwykle nie sa pojedyncze jednostki, ale duze zbiorowosci jedno-
stek. Jednakze w wiekszych zbiorowosciach nie ma na ogét mozliwosci
odnotowania dokladnych momentéw pojedynczych zdarzen. Zamiast
tego rozpatruje sie liczby zagregowanych zdarzen, ktére wystapity w za-
danych przedzialach czasu kalendarzowego lub wilasnego. Liczby te
umieszcza sie wewnatrz diagramu podzielonego na jednostkowe kwa-
draty, tj. pola o wymiarach 1 x 1 (jednostka czas wlasnego x jednostka
czasu kalendarzowego). Zagadnienie to wyjasnimy w przykladzie 2.

Przyklad 2. Rozwazmy linie zycia czterech oséb urodzonych w latach
1940 — 1950. W tym przykladzie beda to dwa malzenistwa (rysunek 2).

czas wlasny (wiek w latach)

601

201

407

301

201

104

0 -
Uy USUZ czaslkalendarlzowy
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Rysunek 2. Przykladowe cztery linie zycia
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Podobnie jak w przykladzie 1, zdarzenia demograficzne oznaczone
zostaly etykietami wuy, mg, by, 5, di, przy czym dodatkowy indeks k
oznacza numer jednostki. Zdarzenia dotyczace kobiet wyréznione zo-
staly dodatkowo gwiazdka *.

Rysunek 3 przedstawia fragment siatki demograficznej z poziomymi
oraz pionowymi liniami ukladu wspétrzednych, wykreslonymi w jed-
nostkowych odstepach czasu (tu co 10 lat) oraz z liniami ukosnymi,
dzielacymi kazdy kwadrat jednostkowy na dwa tréjkaty — gorny i dolny,
zwane tréjkatami Lexisa.

Przy wybranych odcinkach poziomych i pionowych siatki umiesz-
czone zostaly liczby o0séb z analizowanej czteroosobowej kohorty, ktore
dozyly kolejnych momentow czasu wiasnego i kalendarzowego. Sa to
tzw. liczby dozywajacych I i IT rodzaju ilustrujace proces wymierania
kohorty.

Wewnatrz tréjkatow Lexisa mozna umiesci¢ dodatkowo liczby zda-
rzen okreslonego rodzaju, np. liczby zgondéw. W tym przyktadzie zo-
staly one pominiete dla zachowania lepszej przejrzystosci wykresu.

czas wlasny (wiek w latach)
T
JRC L U S SR L SO
FAE S S I A R B A
403
RN RN VRN SN TR P AL SR
304
FAE U A T AU P SR A
FANE S A A R S B A
104
0l 4 -

czas kalendarzowy

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Rysunek 3. Fragment siatki demograficznej i liczby jednostek dozywajacych
(dane na podstawie rysunku 2)
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Wyjasnimy bardziej szczegdétowo pojecie dozywajacych 1i IT ro-
dzaju, uzyte w przyktadzie 2. W tym cely rozwazmy podzial czasu
wlasnego na roczne przedzialty [z,x + 1). Niech ¢ oznacza wybrany
rok kalendarzowy, czyli przedzial czasu od 1 stycznia do 31 grudnia
roku ¢, natomiast 7 niech bedzie ustalonym momentem w ciagu da-
nego roku, okreslonym z dokladnoscia do jednego dnia. Na przyktad,
dzien 1 stycznia roku ¢ oznaczymy symbolem 7=1.01.7.

Zbiorowos¢ dozywajacych I rodzaju — zbiér jednostek, ktore osiag-
nely czas whasny x (pelych lat) w ciagu roku ¢. Liczbe takich jednostek
oznaczaé bedziemy przez U,(t). W niektérych sytuacjach zapis moze
by¢ skrécony do U,.

Zbiorowos¢ dozywajacych II rodzaju — zbior jednostek, ktére
w ustalonym momencie 7 czasu kalendarzowego byly w przedziale czasu
wlasnego [z, x+1) lat, tj. czas whasny (np. wiek) wynosil « pelnych lat.
Liczbe takich jednostek oznaczaé bedziemy symbolem L, (7). W szcze-
gélnych przypadkach zapis mozna skrécié¢ do L(7) lub L,.

czas wlasny (w latach)

0J Uy(2009)

czas kalendarzowy

2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

Rysunek 4. Fragment siatki demograficznej i liczby dozywajacych Ii I rodzaju
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Przyktadowe oznaczenia liczb dozywajacych I i II rodzaju umiesz-
czono na rysunku 4 przy wybranych poziomych i pionowych odcinkach
siatki.

Poza liczbami dozywajacych I i II rodzaju, w siatce Lexisa umiesz-
cza sie takze liczby zdarzen demograficznych. Zdarzenia przypisane do
gérnych i dolnych trojkatéw Lexisa okreslane sa terminami odpowied-
nio zdarzen milodszych i starszych.

Liczby zdarzen miodszych i starszych przyporzadkowane do czasu
wlasnego = (pelych lat) w roku kalendarzowym t oznaczaé¢ bedziemy
symbolami odpowiednio Z™(t) oraz Z5(t).

Ze wzgledu na sposoby laczenia dwdéch sasiadujacych ze soba troj-
katow Lexisa, wyrézniamy trzy podstawowe ich konfiguracje, przyj-
mujace postaé¢ rownoleglobokow poziomych, pionowych lub kwadratéw
[por. rysunek 5]. Koresponduja one z trzema rodzajami zbioréw zda-
rzen demograficznych.

Zbior zdarzen I rodzaju — reprezentowany przez rownoleglobok po-
ziomy siatki Lexisa. Zawiera zdarzenia miodsze i starsze odnotowane
w latach odpowiednio ¢ 4 1 oraz t we wspolnym przedziale czasu wias-
nego [r,x + 1). Zauwazymy, ze zdarzenia te dotycza jednej kohorty
powstalej (lub urodzonej) w roku s=t—x, ktéra nazwiemy w skrécie
kohorta s. Sume tych zdarzen identyfikujemy jednoznacznie na podsta-
wie czasu wlasnego i numeru kohorty. Oznaczajac ja jako Z*"¢ mamy

Zkohs — zml(t 4 1) + Z54(t). (1.1)

Zbior zdarzen I rodzaju — koresponduje z réwnolegtobokiem piono-
wym siatki Lexisa. Zawiera zdarzenia mlodsze i starsze w przedzialach
czasu wlasnego odpowiednio [z — 1,z) i [z,z + 1) odnotowane we
wspélnym roku kalendarzowym t. Zdarzenia te identyfikujemy za po-
moca oznaczenia kohorty s =t — x i okresu t. Suma Z*™*(t) wynosi

280 (1) = 20 (1) + Z3A(0). (1.2)

Zbior zdarzen 111 rodzaju — wyrazony za pomoca kwadratu siatki
Lexisa. Zawiera zdarzenia mlodsze i starsze odnotowane we wspdlnym
przedziale czasu wilasnego [r,z + 1) i roku t. Zdarzenia te dotycza
jednostek pochodzacych z dwoch sasiednich kohort s =t —x — 1 oraz
s+1 = t—z. Do oznaczenia ich sumy uzyjemy symbolu Z,(t), poniewaz
identyfikujemy ja na podstawie indekséw x,t. Mamy

Z,(t) = Z7(0) + Z21(1). (1.3)



Istota i przedmiot demografii 19

Przyktadowa ilustracje graficzna liczb zdarzen I, II i III rodzaju
w wybranych przedzialach czasu wlasnego i kalendarzowego przedsta-
wia rysunek 5.

wiek (w latach)

01y
L Z5H(P15)

O_I“_

czas kalendarzowy

2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

Legenda: zdarzenia I rodzaju — reprezentowane przez réwnolegtobok poziomy,
zdarzenia II rodzaju — reprezentowane przez réwnoleglobok pionowy, zdarzenia
III rodzaju — reprezentowane przez kwadrat Lexisa (zdarzenia mlodsze, starsze
— odpowiednio gérny i dolny tréjkat Lexisa).

Rysunek 5. Fragment siatki demograficznej, liczby zdarzen I, II, IIT rodzaju
oraz zdarzen mlodszych i starszych

Na rysunku zaznaczono réwnoleglobok poziomy, pionowy oraz kwa-
drat zlozone z dwdch przylegajacych trojkatéow Lexisa. Kazdy z troj-
katéw przedstawia w sposob graficzny zbiory zdarzen mtodszych lub
starszych. Ich liczby oznaczone sa umownie symbolami Z™(t), Z54(t),
gdzie = jest wiekiem w ukonczonych latach, a t — rokiem kalenda-
rzowym. Trzy rézne zlozenia trojkatow Lexisa stanowia reprezentacje
zbiorow zdarzen I, I1, I1I rodzaju odnotowanych w odpowiednich prze-
dziatach czasu wlasnego i kalendarzowego. Dwa pierwsze zbiory dotycza
os6b urodzonych w roku 2009, a ostatni — generacji z lat 2009 i 2010.
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Cwiczenie

Dany jest fragment siatki demograficznej (rysunek 6), przedsta-
wiajacy umowne liczby kobiet (w tys.) z dwéch generacji, dozywaja-
cych wieku 20,21, ...,25 lat (liczby pogrubione na odcinkach pozio-
mych siatki), a takze liczby urodzonych dzieci (w tys.) w podziale wg
wieku matek (liczby pochylone, wewnatrz tréjkatéw Lexisa).

1. Ile dzieci urodzily kobiety nalezace do generacji z roku 1990, bedac
w grupie wieku:
a) 20 ukonczonych lat? b) 21 ukoriczonych lat?

2. Poda¢ liczbe dzieci urodzonych w obu generacjach kobiet w roku:
a) 2010, b) 2011, c) 2012.

3. Obliczy¢ liczbe zgondéw wsrod kobiet w wieku 23 ukonczonych lat:
a) w obu generacjach,  b) w generacji urodzonych w 1990 roku.

wiek w latach
25 R RRREEEEE ERREEEEE T RRREEEEE 205217
R A A~ X RN 7 R
EAR I S 22,90 24,10 o 1
24 """" """" """" 210221 """" """"
o o o 224 1 28,8 L L
X L D L .20,9 21,7 L :
23 """" """" 215226 """" """" """"
o e 119,60 20,4 o o o
. s 18,1 19,80 Lo D Lo :
PR REEEEEE """" 218232 """" """" """" """"
S 6,20 17,5 N
X c 14,8 15,50 L L D :
21 220236 """" """" """" """" """"
o 118,50 14,5 o o o o
LS 12y o L L Lo L :
20225240 """" """" """" """" """" """""

czas kalendarzowy

2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

Rysunek 6. Fragment siatki demograficznej (dane umowne)



Rozdzial 2

WSPOLCZYNNIKI
DEMOGRAFICZNE

2.1. Wprowadzenie

W tym rozdziale przedstawione zostana zasady budowy wspolczyn-
nikéw demograficznych definiowanych jako ilorazy zmiennych strumie-
nia i zasobu. Tak rozumiane wspotczynniki interpetujemy jako liczby
zdarzen demograficznych przypadajacych na 1 osoborok czasu ekspo-
zycji lub na 1 osoborok zycia jednostek zbiorowosci.

W celu utatwienia zapisu i interpretacji, wspotczynniki demogra-
ficzne podaje sie niekiedy w przeliczeniu na 1000, 10 000 lub 100 000
osobolat. Mozna je wéwczas interpretowac jako liczby zdarzen przypa-
dajacych w skali roku na 1000, 10 000 Iub 100 000 ludnosci.

W szerszym znaczeniu wspélezynniki demograficzne moga by¢ tez
konstruowane jako ilorazy dwéch zmiennych zasobu (np. iloraz liczby
kobiet do liczby mezczyzn) lub jako ilorazy dwéch zmiennych strumie-
nia (np. iloraz liczby urodzen do liczby zgonéw). Miary tego rodzaju
beda nazywane dla odréznienia wskaznikami demograficznymi.

2.2. Podzial wspoélczynniké6w demograficznych

Metoda wyodrebnienia liczb dozywajacych oraz zbioréw zdarzen
demograficznych rzutuje na sposéb budowy wspétczynnikow demogra-
ficznych i ich podzial. Ze wzgledu na konfiguracje danych, wyrézniamy
trzy podstawowe ujecia analizy demograficznej:

e analiza kohortowa lub zamiennie analiza wzdluzna (Cohort Analy-
sis, Cohort-Age Analysis),
e analiza przekrojowo-kohortowa (Period-Cohort Analysis),

e analiza przekrojowa lub zamiennie analiza transwersalna (Period
Analysis, Period-Age Analysis).



22 Podstawy demometrii

Analize kohortowa przeprowadza sie w odniesieniu do zadanej
kohorty lub generacji jednostek, niekiedy dodatkowo w podziale na
roczne lub kilkuletnie przedzialy czasu wlasnego, np. wieku. Bierze sie
tu pod uwagge liczby dozywajacych I rodzaju i liczby zdarzen I rodzaju.

Analiza przekrojowo-kohortowa odnosi si¢ do kohorty lub ge-
neracji jednostek, w podziale wg ustalonych okreséw czasu kalendarzo-
wego, np. lat. W analizie tego rodzaju uwzglednia sie liczby dozywaja-
cych II rodzaju i liczby zdarzen II rodzaju.

Analiza przekrojowa dotyczy ustalonej zbiorowosci, na ktora
sktada sie wiele generacji zyjacych w tym samym czasie kalendarzo-
wym. Uwzglednia sie niekiedy takze podzial na roczne lub kilkuletnie
przedzialy czasu wtasnego, np. wieku. W analizie tej bierze sie pod
uwage liczby dozywajacych II rodzaju i liczby zdarzen 111 rodzaju.

Do innych kryteriéw klasyfikacji wspoétczynnikéw demograficznych za-
liczamy:

1) szczegbtowosé ujecia badanego zjawiska,

2) ryzyko (lub szanse) narazenia jednostek na wystapienia danego zda-
rzenia demograficznego,

3) oddzialywanie czynnikéw zaktécajacych.

Ad. 1. Ze wzgledu na szczegdtowosé ujecia badanego zjawiska, wyrdz-
niamy:

— wspdblczynniki czastkowe (specyficzne, grupowe) obliczane
dla podzbiorowosci jednostek, wydrebnionych z wickszej zbiorowos-
ci ze wzgledu na okreslone charakterystyki, np. wiek, pte¢, miejsce
zamieszkania, inne cechy spoteczno-ekonomiczne,

—  wsp6lczynniki ogdlne (surowe): obliczane dla calej zbiorowosci.

Wspélezynniki surowe oznaczaé¢ bedziemy dalej duzymi literami,
a wspotczynniki czastkowe literami matymi.

Ad. 2. Ze wzgledu na ryzyko lub szanse wystapienia danego zdarze-
nia, wyrézniamy:

— wspolczynniki pierwszej kategorii: dotycza zbiorowosci jedno-
stek, ktore sa narazone na ryzyko okreslonego zdarzenia, np. wspot-
czynniki plodnosci czy zgonéw (pojecie wspélezynnika demogra-
ficznego jest w tym sensie zbiezne z pojeciem ,,stopy” uzywanym
w analizach finansowych),



Wspdtczynniki demograficzne 23

— wspoélczynniki drugiej kategorii: dotycza zbiorowosci, w ktorej
nie wszystkie jednostki sa bezposrednio narazone na ryzyko danego
zdarzenia, czego przykltadem jest ogdlny wspoétczynnik urodzen.

Ad. 3. Ze wzgledu na wplyw czynnikéw zakidcajacych, rozwazamy:

— wspolczynniki netto: konstruowane z uwzglednieniem wplywu
czynnikoéw zaklécajacych,

—  wspdlczynniki brutto: definiowane z pominieciem czynnikéw za-
klocajacych.

Czynniki zaktécajace oddziatuja zaréwno na liczbe obserwowanych
zdarzen, jak i na czas ekspozycji jednostek zbiorowosci. Przykladowo,
hipotetyczna liczba urodzen zywych w ustalonej kohorcie kobiet przy
zalozeniu braku umieralnosci i braku migracji moze réznic¢ sie od rze-
czywistej liczby urodzen. Zdarzeniami zaklocajacymi sa w tym przy-
padku zgony i migracje kobiet w wieku rozrodczym, powodujace po-
tencjalne ,,straty” w tacznym czasie ekspozycji, a tym samym w liczbie
urodzen.

Niekiedy zaklada sie nieselektywny charakter zdarzen zaklocaja-
cych, cho¢ takie zalozenie nie zawsze jest stuszne. Innymi stowy, zaktada
sie, ze gdyby zdarzenia niezrealizowane w danej zbiorowosci byty znane,
to ich intensywnos$¢ bytaby taka sama, jak dla zdarzen zrealizowanych.
Przy tym zalozeniu wspélczynniki demograficzne obliczone z uwzgled-
nieniem lub bez uwzgledniania ,,utraconych” zdarzen sa jednakowe
[por. przyklad 3 w sekeji 2.7].

2.3. Wspélczynniki kohortowe

A. Ogélny, kohortowy wspoélczynnik demograficzny

Rozwazmy iloraz liczby zdarzen demograficznych w pewnej kohor-
cie s do liczby osobolat zycia (lub do lacznego czasu ekspozycji na
ryzyko wystapienia badanego zdarzenia) wéréd jednostek tej kohorty.
lloraz taki nazywamy ogdlnym, kohortowym wspoélczynnikiem demo-
graficznym. Zapisujemy go ogdlnie wzorem

Zkoh.s

koh.s __ .
w - J(koh.s C’

(2.1)
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gdzie:

Zkoh-s _Ticzba zdarzen demograficznych w s-tej kohorcie,

K*oh-s — liczba osobolat zycia (faczny czas ekspozycji) jednostek s-tej
kohorty,

C - zadana stala.

loraz w formule (2.1), podobnie jak wszystkie nastepne, mnozy sie
czesto przez pewna stata C, np. przez 1000, 10 000, szczegdlnie wtedy,
gdy sam iloraz jest bardzo matym ulamkiem. Zabieg ten utatwia zapis
dziesietny utamka, a takze interpretacje wspétezynnika [por. przyklady
w sekeji 2.7]. Jesli mnozenie przez stala nie jest w danym przypadku
konieczne, przyjmujemy domyslnie C' = 1.

B. Czastkowy (grupowy), kohortowy wspétczynnik demogra-
ficzny

Zal6zmy, ze badana kohorte jednostek podzielono na podzbiorowos-
ci z punktu widzenia wybranej cechy spoteczno-ekonomicznej. Moze
to byé¢ np. podzial ze wzgledu na wiek, pte¢, miejsce zamieszkania,
wyksztalcenie, grupy zawodowe itp. W praktyce stosuje sie gléwnie
podziat ze wzgledu na ustalone grupy wieku [z, z + n) lat.

Przyjmiemy dalej, ze x jest indeksem identyfikujacym wyodrebnio-
ne podzbiorowosci.

Kohortowy wspotczynnik demograficzny dla x-tej podzbiorowosci
obliczamy jako iloraz liczby zdarzen demograficznych do liczby oso-
bolat zycia (lub do lacznego czasu ekspozycji na ryzyko wystapienia
danego zdarzenia) wsréd jednostek tej podzbiorowosci. Wspétezynnik
czastkowy zapiszemy wzorem

koh.s Zal:coh.s
Wy - [ koh.s -G, (2'2)

gdzie:

Zkoh-s _Tliczba zdarzen demograficznych, ktére wystapilty w z-tej pod-
zbiorowosci wydrebnionej w s-tej kohorcie,

KFohs —Ticzba osobolat zycia (taczny czas ekspozycji) z-tej podzbio-
rowosci w kohorcie s,

C — zadana stala.
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Uwaga 1: Wyjatek w zakresie oznaczen stanowi¢ bedzie wspotczynnik
kohortowy dla podzbiorowosci jednostek wyodrebnionych ze wzgledu
na przedzialy czasu wlasnego [z, xz+n), gdy n > 1. Oznaczaé¢ bedzie-
my go ogdlnie symbolem ,, Wk*"s W podobny sposéb oznaczone beda
wtedy skladniki ilorazu po prawej stronie wzoru (2.2), tj. jako , Zk"
oraz , K*oh-s,

Uwaga 2: Wspdlezynniki kohortowe (czastkowe i ogdlne) réznié sie
moga pomiedzy kohortami. Poszczegdlne generacje moga by¢ umiejs-
cowione w innych okresach historycznych, a z tym wiaze si¢ odmienne
srodowisko ich zycia, np. spoteczne, kulturowe czy materialne. Mowi-
my woéwcezas o wpltywie efektu kohortowego na réznice w poziomie
wspotczynnikéw kohortowych.

Uwaga 3: W przeciwienistwie do licznika formut definiujacych wspoét-
czynnik demograficzny okreslonego typu, mianownik (liczba osobolat
zycia lub czas ekspozycji na ryzyko wystapienia okreslonego zdarze-
nia) w praktyce rzadko bywa znany i konieczne staje sie zastosowanie
pewnych jego przyblizen.

Zalézmy zatem, ze dana zbiorowosé¢ zostata podzielona ze wzgledu
na pewne przedzialy czasu wiasnego. Jesli przyjmiemy, ze liczebnosé
w poszczegolnych przedzialach zmienia sie liniowo wraz z czasem, wéw-
czas w celu aproksymacji liczby osobolat zycia lub lacznego czasu
ekspozycji w danym przedziale mozemy wykorzysta¢ srednia z dwdch
liczebnosci, tj. z poczatku i konca przedziatu lub liczebnos¢ zbiorowos-
ci w momencie okreslajacym srodek przedzialu. Liczebno$¢ srednia
lub srodkowa mnozymy nastepnie przez szerokos¢ przedzialu wyrazona
w latach.

Przyktadowo, rozwazmy czastkowy wspotezynnik kohortowy (2.2),
w ktérym indeks dolny x oznacza roczne przedzialy wieku [z, x41) lat.
Wéwezas formuta aproksymujaca mianownik K *"$ moze by¢ zapisana
jako srednia arytmetyczna z liczb dozywajacych I rodzaju postaci

KRots g — . (Ukeh-s 4 yrkohs) (2.3)

T

N | —

lub tez jako liczba U ffr’f dozywajacych do potowy przedziatu [z, z+1),
2

czyli osiagajacych wiek x + % lat

K koh) x5 ko), (2.4)

T m+%
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Wtedy wspotczynnik kohortowy W przybhzamy wzorami
Zkoh.s
WEohs & -C 2.5
xz (Uk;oh s 4 Uk‘oh S) ( )
lub .
Z on.s
Ty koh-s U"’;;—h .C. (2.6)
m+2

W przypadku przedzialéw wieku postaci [z,z + n), gdy n > 1

(n€N), analogiczne przyblizenia liczby osobolat zycia , K™% maja
postaé
Ukoh.s + Uk:oh .S
e R (2.7)
lub
oh.s kOhS
WK o U, (2.8)

gdzie n oznacza szerokos$¢ przedziatu.

(koh.s)

Wspdtezynnik kohortowy ,, W
stawie wzorow

aproksymujemy wtedy na pod-

Whots ~ 2" C 2.9
nte ™ (Ukohs+Ukohs) ' (2.9)
lub
koh.s ZkOhS
WS e C (2.10)
a:+”

2.4. Wspélczynniki przekrojowo-kohortowe

A. Ogdlny, przekrojowo-kohortowy wspélczynnik demogra-
ficzny

Rozwazmy iloraz liczby zdarzen demograficznych, ktére wystapity
w kohorcie s w przedziale czasu kalendarzowego t do liczby osobolat
zycia (lub do tacznego czasu ekspozycji na ryzyko wystapienia bada-
nego zdarzenia) wéréd jednostek tej kohorty w okresie t. Iloraz ten
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nazywamy ogolnym, przekrojowo-kohortowym wspotczynnikiem demo-
graficznym. Zapisujemy go wzorem

ohuspy _ ZMM(t)
Wkoh-s (1) = Koy C, (2.11)

gdzie:
Zkoh-s(t) — liczba zdarzen demograficznych w przedziale czasu kalen-
darzowego t w kohorcie s,

K*ohs(t) — liczba osobolat zycia (Yaczny czas ekspozycji) w okresie ¢
dla jednostek s-tej kohorty,

C - zadana stala.

B. Czastkowy (grupowy), przekrojowo-kohortowy wspdétczyn-
nik demograficzny

Podobnie jak w przypadku grupowych wspoétczynnikéw kohorto-
wych, mozemy rozwazaé przekrojowo-kohortowe wspétczynniki czast-
kowe.

Zalozmy, ze dana kohorte jednostek podzielono z punktu widze-
nia wybranej cechy spoleczno-ekonomicznej na pewne podzbiorowosci.
Niech = bedzie indeksem identyfikujacym te podzbiorowosci. Przekro-
jowo-kohortowy wspétczynnik demograficzny dla z-tej podzbiorowosci
zapiszemy wzorem

ZkOh's(t)
koh.s o x .
Wa(8) = Sy (2.12)

gdzie:
Zkoh-s(t) — liczba zdarzen demograficznych, ktére wystapity w okresie
t w z-tej pozbiorowosci wydrebnionej w s-tej kohorcie,

Kkors(¢) — liczba osobolat zycia w okresie ¢ dla z-tej podzbiorowosci
w kohorcie s,

C - zadana stala.

Uwaga 4: W przypadku szczegdlnym, jesli podzbiorowosci zostalty
wyodrebnione ze wzgledu na roczne przedzialy czasu wlasnego [z, 2+1),
a t oznacza ustalony rok kalendarzowy, wéwczas (2.12) sprowadza sie
do (2.11), poniewaz przedzial czasu wlasnego w ustalonej kohorcie s
w roku t jest z gory zdeterminowany, stad indeks x mozna pominac.
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Uwaga 5: Analiza przekrojowo-kohortowa, podobnie jak analiza ko-
hortowa, umozliwia poréwnania pomiedzy kohortami, w tym badanie
wplywu efektu kohortowego. Analiza taka ma dodatkowo te zalete,
ze moze by¢ ograniczona do ostatniego okresu kalendarzowego, np. do
ostatniego roku lub kilku ostatnich lat, a wiec z pominieciem okresow
odlegltych w czasie.

Uwaga 6: Ze wzgledu na ograniczony dostep do doktadnych danych
dotyczacych czasu ekspozycji lub liczby osobolat zycia zbiorowosci
w danym przedziale czasu kalendarzowego, mianownik wzoréw (2.11)
lub (2.12) przyblizamy zwykle za pomoca sredniej arytmetycznej z liczb
dozywajacych II rodzaju odnotowanych na poczatku i koncu analizo-
wanego okresu (liczebnosé $rednia) lub tez za pomoca liczby dozywaja-
cych II rodzaju odnotowanej w potowie danego okresu kalendarzo-
wego (liczebno$¢ srodkowa). W obu sytuacjach liczebno$é srednia lub
srodkowa mnozymy przez dlugosé okresu wyrazona w latach.

Przyktadowo, formula aproksymacji ogélnego wspétczynnika kohor-
towo-przekrojowego W*o-s(t) dla zadanego przedziatu czasu kalenda-
rzowego t = |11, o] o dlugosci 7 — 71 jest postaci

ZkOh'S(t)
WkOhS(t) ~ oh.s oh.s : 07 (213)
(7_2 _ 7_1) . [koh. (7’1)-5[/“ h. (7_2)
lub ko
oh.s (¢
WHOS (1) (¥ - C, (2.14)

(7-2 _ 7-1) . Lkoh.s(f—)
gdzie LFons(7), LFMs(1y), L*h5(F) sa liczebnogciami kohorty odpo-
wiednio na poczatku, koncu i w §rodku okresu ¢t. Gdy ¢ jest ustalonym
rokiem kalendarzowym, wéwczas 71, 7o oznaczaja poczatek i koniec
roku ¢, 7 jest srodkiem roku, natomiast 7 — 7 = 1.

Przez analogie do (2.13), (2.14), czastkowy wspdtczynnik kohor-
towo-przekrojowy dla x-tej podzbiorowosci przyblizamy za pomoca
WZOrow

ZkOh'S(t)
koh.s ~ z .
Wm (t) ~ (7_2 . 7_1) . ngoh.s(Tl)_’_Lgoh.s(TQ) O? (215)
lub o
Zkoh.s (4
Whoh-s(1) ~ (1) -C. (2.16)

(72 = 71) - LEoh*(7)
W szcezegdlnym przypadku indeks podzbiorowosci © moze by¢ ozna-
czeniem przedzialéw wieku.
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2.5. Wspoélczynniki przekrojowe

A. Ogélny, przekrojowy wspolczynnik demograficzny

Rozwazmy iloraz liczby okreslonych zdarzen demograficznych, ktére
wystapily w zbiorowosci zyjacych w danym przedziale czasu kalenda-
rzowego t do liczby osobolat zycia (lub do lacznego czasu ekspozy-
cji na ryzyko wystapienia badanego zdarzenia) w zbiorowosci ogdtu
zyjacych w okresie ¢t. Iloraz taki nazywamy ogdlnym, przekrojowym
wspotczynnikiem demograficznym. Zapisujemy go wzorem

Wi(t) =22 ¢, (2.17)

gdzie:
Z(t) — liczba zdarzeni odnotowanych w okresie kalendarzowym ¢,

K(t) —liczba osobolat zycia w okresie t ogétu zyjacych w tym okresie,

C - zadana stala.

B. Czastkowy (grupowy), przekrojowy wspélczynnik demo-
graficzny

Zalézmy, ze zbiorowosé zyjacych w okresie ¢ podzielono na pewne
podzbiorowosci z punktu widzenia wybranej cechy spoleczno-ekono-
micznej. Niech x bedzie indeksem identyfikujacym wyodrebnione pod-
zbiorowosci. Przekrojowy, czastkowy wspolczynnik demograficzny dla
x-tej podzbiorowosci w okresie t dany jest wzorem

W, (t) = -C, (2.18)

gdzie:

Z.(t) — liczba zdarzen demograficznych, ktore wystapity w z-tej pod-
zbiorowosci w okresie t,

K, (t) —liczba osobolat zycia (laczny czas ekspozycji) w okresie ¢ jed-
nostek z-tej podzbiorowosci,

C - zadana stala.
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Uwaga 7: Analiza przekrojowa umozliwia badanie zdarzen demogra-
ficznych w zbiorowosci jednostek zyjacych w tym samym czasie i po-
rownywanie rezultatow w wybranych odstepach czasowych. Pozwala
to uchwyci¢ wplyw efektu kalendarzowego na réznice w poziomach
przekrojowych wspéleczynnikow demograficznych.

Uwaga 8: W praktyce pojawia sie zwykle koniecznos¢ przyblizania
mianownika formut definiujacych wspélczynniki demograficzne w za-
danym przedziale czasu kalendarzowego [zob. tez Uwagi 3 i 6].

Zalozmy, ze liczebnos¢ zbiorowosci w danym przedziale czasu ka-
lendarzowego zmienia sie liniowo. Wéwczas mianownik wspoétczynnika
(2.17) dla okresu t = [, T3] o dlugosci 75 — 7 przyblizamy wzorami

L(Tl) + L(Tg)

K(t) = (2 —71) - 5 (2.19)
lub
Stad przyblizona formula na wspétezynnik (2.17) przybiera postaé

Z(t)
W(t) ~ . (2.21)
(rp = my) - KR
lub .
W(t) ~ ®) - C, (2.22)

(72 = 71) - L(7)
gdzie L(m), L(72), L(T) sa liczebnos$ciami zbiorowosci odpowiednio na
poczatku, koncu i w srodku okresu ¢t. Gdy ¢ jest zadanym rokiem, wtedy
T1, T9, T Oznaczaja poczatek, koniec i $rodek roku, natomiast —r =1.
Analogicznie, czastkowy wspélezynnik przekrojowy (2.18) dla x-tej
podzbiorowosci w okresie t = |11, To] przyblizamy za pomoca formut

Zy(t)
W (t) =~ - — - (2.23)
(rp — 1) - Lelmitle(m) I)JQFLI( 2
lub 7 (s
W, (t) ~ () .C. (2.24)

(12 —71) - Lao(T)
W szczegdlnym przypadku indeks  moze oznacza¢ ustalony prze-
dzial wieku.

Uwaga 9: Inna metoda okreslania liczby osobolat zycia lub tacznego
czasu ekspozycji w zadanym okresie odwotuje sie do pojecia stopy wzro-
stu populacji [zob. rozdzial 6 — formuta (6.34)].
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2.6. Wybrane wspoélczynniki demograficzne

W rozwazaniach tej sekcji dotyczacych wybranych wspétczynnikow
demograficznych przyjmiemy, iz stala C' jest rowna 1. Zaktadac bedzie-
my takze, ze czasem wilasnym jednostek jest wiek mierzony w latach.
Rozwazang zbiorowoscia bedzie ustalona kohorta urodzeniowa s lub
tez ogdt jednostek zyjacych w ustalonym okresie kalendarzowym t.

Dotychczasowe oznaczenia zawieraly symbol kohorty s i symbol
okresu t dla odréznienia ujecia kohortowego od ujecia przekrojowego.
Aby uproscié¢ zapis, wspomniane oznaczenia zostana w tej sekcji po-
miniete, poniewaz prezentowane dalej wspoétczynniki definiowane beda
w podobny sposéb w obu ujeciach, tj. mozna je odnie$é¢ do zbiorowosci,
ktora jest kohorta lub ogdt zyjacych w danym okresie. Zaznaczy¢ jed-
nak nalezy, ze wspétczynniki kohortowe i przekrojowe w ogdlnym przy-
padku co do wartosci nie sa jednakowe, poza nielicznymi wyjatkami,
o ktorych bedzie mowa w rozdziale 3.

2.6.1. Ogdlny wspdélczynnik urodzen (rodnosci)

Ogdlny wspotczynnik urodzeii CBR (crude birth rate) jest ilora-
zem liczby urodzen zywych U, w danej zbiorowosci do tacznej liczby
osobolat zycia K tej zbiorowosci, co zapisujemy wzorem

Uo
BR === 2.2
CBR =2, (2.25)
gdzie
X-1
K=Y K, (2.26)
=0

Symbol X w (2.26) okresla gérna granice wieku (przyjmiemy dalej
X = 120 lat).

CBR w podanej formule informuje, ile urodzen zywych przypada
na 1 osoborok zycia zbiorowosci.

W przypadku kohorty urodzeniowej, wspétczynnik urodzen jest ilo-
razem poczatkowej liczebnosci do tacznej liczby osobolat zycia kohorty.
Czesciej jednak C'BR jest rozwazany w odniesieniu do zbiorowosci
ogotu zyjacych w tym samym okresie kalendarzowym, np. w tym sa-
mym roku. Woéweczas licznik réwny jest liczbie urodzen zywych w da-
nym roku, a mianownik wyraza taczna liczba osobolat zycia w ciagu
roku wszystkich jednostek danej zbiorowosci.
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Poniewaz na mianownik wspoétczynnika C'BR sklada sie liczba oso-
bolat zycia zaréwno mezczyzn, jak i kobiet, dlatego, zgodnie z klasyfi-
kacja podana w sekcji 2.2, wspotczynnik urodzen zaliczamy do wspdt-
czynnikow drugiej kategorii.

2.6.2. Ogdblny wspodlczynnik plodnosci

Ogdlny wspdlezynnik plodnosci GFR (general fertility rate) jest
ilorazem liczby zywo urodzonych dzieci B do tacznego czasu ekspozycji
Kem) kobiet w wieku rozrodezym na szanse urodzenia dziecka, co
zapisujemy wzorem

B
GFR — W’ (227)
dzie
8 az—1
KUem = 3" e, (2.28)

Liczby ay, as w (2.28) wyznaczaja przedzial [ay, ay) wieku rozrodczego
(przyjmujemy a; = 15, ay = 50 lat).

Wspélezynnik (2.27) informuje, ile zywo urodzonych dzieci przy-
pada na 1 osoborok zycia kobiety w wieku rozrodczym. Moze by¢ on
konstruowany dla ustalonej kohorty kobiet lub dla kobiet z réznych
generacji zyjacych w tym samym okresie kalendarzowym. W drugim
przypadku B = U,.

Wspélezynnik GF R zalicza sie do miernikow pierwszej kategorii,
bowiem odnosi badane zdarzenie (urodzenie dziecka) do populacji ko-
biet, podlegajacych ,,ryzyku” (szansie) jego wystapienia.

2.6.3. Ogdlny wspdlczynnik zgonéw

Ogdlny wspétezynnik zgonéw C' DR (crude death rate) jest ilorazem
liczby zgonow D do tacznego czasu ekspozycji K danej zbiorowosci na
ryzyko zgonu, czyli

D
DR = — 2.2
CDR & (2.29)
gdzie
-1
K = K., (2.30)

r=

przy czym X oznacza gérna granice wieku.
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lloraz (2.29) informuje o liczbie zgonéw przypadajacych na 1 oso-
borok zycia zbiorowosci.

W przypadku kohorty urodzeniowej zachodzi CBR = C' DR, po-
niewaz liczebnos$¢ poczatkowa kohorty réwna jest tacznej liczbie zgo-
now. W praktyce zwykle stosowane jest ujecie przekrojowe, tj. liczbe
zgonow D ustala sie dla danego roku kalendarzowego i odnosi do czasu
ekspozycji K na ryzyko zgonu w ciagu roku dla ogétu jednostek zyja-
cych w tym samym czasie.

2.6.4. Wspdlczynnik przyrostu naturalnego

Wspélezynnik przyrostu naturalnego RNI (rate of natural incre-
ase) jest réznica pomiedzy ogélnymi (surowymi) wspétezynnikami uro-
dzen i zgonéw

RNI = CBR— CDR. (2.31)

Wspélezynnik RN interpretujemy jako wielkosé przyrostu (ubyt-
ku) zbiorowosci spowodowanego ruchem naturalnym w przeliczeniu na
1 osoborok zycia jednostek zbiorowosci. Dodatnie wartosci RN I wska-
zuja na nadwyzke liczby urodzen nad liczba zgondéw, a wartosci ujemne
— na relacje odwrotna.

Warto zauwazy¢, ze w przypadku kohorty urodzeniowej RNI = 0.
7 tego wzgledu wspodtezynnik przyrostu naturalnego obliczamy gtownie
na podstawie danych przekrojowych.

2.6.5. Czastkowe wspoélczynniki plodnosci

Czastkowy wspdlezynnik ptodnosci (age-specific fertility rate) dla
danej grupy wieku [x,x + n) oznaczaé bedziemy symbolem ,, f,. Defi-
niujemy go jako iloraz liczby ,, B, zywo urodzonych dzieci w zbiorowosci
kobiet bedacych w wieku [z,z + n) lat do lacznego czasu ekspozycji
LK™ Kobiet na szanse urodzenia dziecka w tej grupie wieku, czyli

B
nfe = —s. (2.32)
nK;g;fem)
Dla n = 1 zapis mozna uprosci¢ do postaci
B
fo= ———. (2.33)
Kéf@m)

Czastkowe wspotczynniki plodnosci moga by¢ wyznaczane zaréwno
w ujeciu kohortowym, jak i przekrojowym. W pierwszym przypadku
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zbiorowos¢ stanowi kohorta kobiet, w drugim — kobiety z réznych gene-
racji zyjace w tym samym czasie. Zaktadamy przy tym, ze analizowana
grupa wieku [z, x 4+ n) zawiera sie w przedziale wieku prokreacyjnego
[15,50) lat. W praktyce rozwaza sie na ogét podzial na grupy roczne
lub piecioletnie.

W przypadku czastkowych wspélczynnikow ptodnosci analizujemy
wylacznie zbiorowos¢ kobiet podlegajacych szansie wystapienia da-
nego zdarzenia. Zgodnie z klasyfikacja podana w sekcji 2.2, czastkowe
wspotczynniki ptodnosci zaliczamy do grupy miernikéw pierwszej ka-
tegorii.

2.6.6. Czastkowe wspolczynniki zgonéw

Czastkowy wspolczynnik zgonéw (age-specific mortality rate) dla
grupy wieku [z, x +n) lat oznaczaé¢ bedziemy symbolem ,m,. Definiu-
jemy go jako iloraz liczby zgonéw , D, odnotowanych w zbiorowosci
oséb w wieku [z, z+n) lat do tacznego czasu ekspozycji , K, na ryzyko
zgonu w tej grupie wieku, czyli

D
My = 2. 2.34
me = (2.34)
Dla n = 1 zapis mozna uprosci¢ do postaci
D,
. = —. 2.35
m, = 5 (2:35)

Podobnie jak w przypadku wspétczynnikéw plodnosci, populacje
w ujeciu kohortowym stanowi ustalona kohorta oséb, a w ujeciu prze-
krojowym — osoby w wieku [z, x +n) lat zyjace jednoczesnie w ustalo-
nym czasie.

Uwaga 10: Szczegdlny rodzaj wspoélczynnika przekrojowego stanowi
wspoétezynnik zgondéw niemowlat, mierzacy natezenie zgondéw w grupie
dzieci w wieku [0,1) lat lub, innymi stowy, w wieku 0 ukoriczonych
lat. Oznaczymy ten wspélezynnik symbolem mg(t). Jedna z formul
stosowana do przyblizania mg(t) ma postaé

Dy(1)
aly(t) + (1—a)Up(t—1)
gdzie Dy(t) jest liczba zgonéw niemowlat w roku ¢, Uy(t) oznacza uro-
dzenia zywe w roku ¢,  to wskaznik udzialu zgonéw niemowlat urodzo-

nych i zmartych w roku ¢t w ogdlnej liczbie niemowlat zmartych w tym
roku, natomiast C' jest zadana stala.

.C, (2.36)

mo(t) =~
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Czesto stosuje sie wzér, w ktérym a = 1. Mamy wdwczas

Q

mo(t) -C. (2.37)

2.7. Przyklady

Przyklad 3. Rozwazmy umowna kohorte urodzeniowa sktadajaca sie
z dwoch kobiet i dwoch mezezyzn, ktorych linie zycia przedstawia ry-
sunek 7.

Niech punkt oznaczony symbolem w; na poczatku k-tej linii oznacza
urodzenie sie k-tej osoby w kohorcie, dj, niech oznacza zgon k-tej osoby;,
natomiast by; — urodzenie i-tego dziecka przez k-ta osobe (kobiete).
Zdarzenia dotyczace kobiet oznaczono dodatkowo gwiazdka *.

Obliczymy ogdlny wspolczynnik zgonéw C'DR, urodzen C'BR oraz
wspotezynnik ptodnosci GFR.

wiek w latach

60 -
50 -
40 |-
30 |-

20 |-

U Uy Uz Uy ' ' ' ' " czas kalendarzowy
——
kohorta s

Rysunek 7. Fragment siatki demograficznej i przyktadowe linie zycia
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Na podstawie rysunku 7 mozemy tatwo ustali¢, ze poczatkowa li-
czebnos¢ Uy kohorty oraz liczba zgonéw D sa réwne i wynosza 4, na-
tomiast liczba urodzonych dzieci B w tej kohorcie wynosi 3. Z kolei
laczny czas ekspozycji na ryzyko zgonu jest rowny

K = 46 +554+49+38 =188 osobolat,

a laczny czas ekspozycji kobiet w wieku rozrodczym na szanse urodze-
nia dziecka wynosi

Kem) — 35 1 923 = 58 osobolat.

Wartosci sktadajace sie na liczbe K oznaczaja lata zycia czterech
0s6b nalezacych do rozwazanej kohorty, natomiast w przypadku K /¢
— czas ekspozycji dwoch kobiet mierzony od momentu wejscia w wiek
prokreacyjny, tj. przedziat wieku [15,50) lat, do momentu zakonczenia
okresu rozrodczego (zakladamy dodatkowo ciaglo$é czasu ekspozycji
w tym okresie) lub do momentu zgonu, o ile zdarzenie to nastapilo
wczesniej.

Na tej podstawie otrzymujemy ogdlny wspétczynnik zgondéw i jed-
noczesnie ogdlny wspélezynnik urodzen (rodnosci)

4
CDR=CBR=—
188’
a takze ogdlny wspoétezynnik pltodnosci
3
GFR=—.
58

Warto zauwazy¢, ze w obliczeniach czasu ekspozycji K™ dla obu
kobiet uwzglednione zostalo wystapienie czynnika zakldcajacego, jakim
jest zgon jednej z nich, ktéry skrécit o 12 lat czas ekspozycji tej kobiety
na szanse urodzenia dziecka. Jesli przyjmiemy, ze natezenie ptodnosci
w relacji do tej czesci czasu wynosi 3/58, to wspdlezynnik GFR wy-
znaczony z uwzglednieniem ,,utraconego” czasu ekspozycji osiagnie te
sama warto$¢. Mamy bowiem

3+12-% 3(58+12) 3

GFR = = = —
98 + 12 58(58 +12) 58’

przy czym sktadnik 12- % jest oszacowaniem dodatkowej liczby urodzen
przypadajacej na ,,utracony” czas ekspozycji.
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Do wyznaczenia rozwazanych wyzej wspoétczynnikow korzystalismy
z danych dotyczacych m.in. czasu ekspozycji. Jesli zamiast tego po-
siadamy informacje o liczbie dozywajacych I rodzaju oraz o liczbie
zdarzen I rodzaju (urodzen lub zgonéw), wtedy mozemy wyznaczyé
odpowiednie przyblizenia.

Rysunek 8 zawiera zagregowane informacje o liczbach dozywaja-
cych I rodzaju (na odcinkach poziomych siatki) i liczbach zgondw
(wewnatrz tréjkatnych pdl) ustalone na podstawie rysunku 7.
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Rysunek 8. Fragment siatki demograficznej, liczby dozywajacych I rodzaju oraz
liczby zgonéw (dane na podstawie rysunku 7)

Przyblizymy taczny czas ekspozycji K na ryzyko zgonu dla wszyst-
kich jednostek kohorty. Mamy

443 3+1 140
K~ [444+4+ ; + ; + —;— - 10 = 180 osobolat,

gdzie 10 (lat) oznacza jednostke czasu, tj. dlugosé poszczegdlnych
przedzialéw czasu wlasnego i kalendarzowego.
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Stad otrzymujemy

4
CDR =CBR~ 80"

Rozwazmy teraz zagregowane informacje o liczbach kobiet dozywa-
jacych okreslonego wieku (liczby dozywajacych I rodzaju) i liczbach
urodzonych dzieci (liczby wewnatrz tréjkatéw Lexisa). Uktad danych
przedstawia rysunek 9.
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Rysunek 9. Fragment siatki demograficznej, liczby dozywajacych I rodzaju
oraz liczby urodzen (dane na podstawie rysunku 7)

Przyblizony laczny czas ekspozycji K/¢™ kobiet w wieku rozrod-
czym na szanse urodzenia dziecka wyznaczymy na podstawie danych
z rysunku 9. Mamy

241
KUem) ~ 9.5+ [2 + % + 1} .10 = 55 osobolat.
Stad

3
GFR~ —.
55
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Warto zauwazy¢, ze wyniki uzyskane na podstawie danych zagre-
gowanych sa przyblizeniem wartosci poszczegdlnych wspotczynnikéw
CDR,CBR,GFR otrzymanych wczesniej z danych indywidualnych.
Przyklad 4. Na podstawie danych z przykladu 3 obliczymy ogdlne
wspotezynniki zgonéw i plodnosci, ograniczajac rozwazania do wybra-
nego przedziatu czasu kalendarzowego t, zaznaczonego na rysunku 10
[oznaczenia analogiczne, jak w przyktadzie 3].

wiek w latach
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Rysunek 10. Fragment siatki demograficznej, przykladowe linie Zycia i wybrany
przedziat czasu kalendarzowego t

Liczba zgonéw D i liczba urodzen B w zadanym okresie kalenda-

rzowym (tutaj 10-letnim) sa réwne

7 kolei czas ekspozycji na ryzyko zgonu w tym okresie wynosi

K ~ 8+ 10+ 10 + 6 = 34 osobolata,
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a czas ekspozycji kobiet w wieku rozrodczym na szanse urodzenia
dziecka jest rowny

KWem ~ 10 + 8 = 18 osobolat,

stad wspolczynniki zgonéw i ptodnosci dla rozwazanego okresu wyno-
sza odpowiednio
2
CDR = —,
34
1
GFR=—.
18
Jesli dysponujemy danymi zagregowanymi, tj. posiadamy informa-
cje o liczbach dozywajacych II rodzaju i liczbach zdarzen II rodzaju
(tu: zgondéw lub urodzen), wéwczas mozliwe jest wyznaczenie przy-

blizenr analizowanych wspélczynnikow.
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Rysunek 11. Fragment siatki demograficznej, liczby dozywajacych II rodzaju
oraz liczby zgonéw (dane na podstawie rysunku 10)
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Rysunek 11 ilustruje liczby dozywajacych II rodzaju (na odcinkach
pionowych siatki) oraz liczby zgonéw w badanej kohorcie (wewnatrz
tréjkatnych pdl).

Liczba zgonow D i czas ekspozycji K na ryzyko zgonu w roz-
wazanym okresie kalendarzowym wynosza odpowiednio

D=2

Y

K~ 4%2 10=30 osobolat,

zatem wspoélezynnik CDR obliczony dla zadanego okresu rowny jest
w przyblizeniu

2
CDR ~ —.
30

Wiynik jest aproksymacja wspolczynnika C'D R wyznaczonego z da-
nych indywidualnych.

Do obliczenia wspolczynnika ptodnosci GF'R skorzystamy z liczb
dozywajacych II rodzaju dla kobiet oraz liczb urodzen (rysunek 12).
Réznice w stosunku do poprzedniej siatki dotycza okreslenia zdarzen
demograficznych, ktérymi sa obecnie urodzenia.

Wyznaczenie GF' R na podstawie zagregowanych danych rozpoczy-
namy od ustalenia liczby urodzen B oraz czasu ekspozycji K™ ko-
biet na szanse urodzenia dziecka w zadanym okresie kalendarzowym.
Mamy na podstawie rysunku 12

B=1

Y

24+1
K{em) ~ % 10=15 osobolat.

Stad otrzymujemy
1

FR~ —.
GFR 15

Wynik jest przyblizeniem wspoétczynnika GF' R uzyskanego z da-
nych indywidualnych.
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Rysunek 12. Fragment siatki demograficznej, liczba dozywajacych II rodzaju
(kobiety) oraz liczby urodzen (dane na podstawie rysunku 10)

Przyklad 5. Dla kohorty z przykiadu 3 obliczymy czastkowy wspdi-
czynnik ptodnosci i czastkowy wspdlczynnik zgonéw w grupie wieku

30,

40) lat (por. rysunek 13).

W przypadku czastkowych wspétezynnikow ptodnosci analize ogra-

niczamy do kobiet. W tej kohorcie sa tylko dwie kobiety, obie przezyty
okres odpowiednio 10 lat i 8 lat swojego zycia w przedziale wieku

30,

40) lat.

Oznaczmy laczny czas ekspozycji obu kobiet na szanse urodzenia

dziecka w zadanym przedziale wieku i liczbe urodzonych w tym czasie
dzieci symbolami odpowiednio 10K§gem) oraz 19Bsy. Mamy

10B830=1, 10K3507¢™ = 10 + 8 = 18 osobolat.

Zatem analizowany czastkowy wspétczynnik ptodnosci wynosi

10f30 =

L
18’
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wiek w latach
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Rysunek 13. Fragment siatki demograficznej, przykladowe linie Zycia i wybrany
przedzial wieku [30,40) lat

Z kolei czastkowy wspotczynnik zgonéw obliczymy na podstawie da-
nych dotyczacych wszystkich jednostek, tj. kobiet i mezczyzn tacznie.
Oznaczmy przez 19D3 liczbe zgonow, natomiast przez 10K 3y czas eks-
pozycji na ryzyko zgonu w danej grupie wieku. Mamy

10D30 = 1, 10K3() =10+104+1048 =38 osobolat.

Otrzymujemy czastkowy wspolczynnik zgonow rowny

1
10M30 = 55-

38
Nastepnie obliczymy wartosci obu wspélezynnikéw (plodnosci i zgo-
néw) na podstawie danych zagregowanych. Rysunek 14 przedstawia
fragment siatki demograficznej, a w niej liczby dozywajacych I rodzaju
(kobiet) i liczby urodzonych dzieci (odpowiednio na odcinkach pozio-
mych oraz wewnatrz tréjkatnych pdl).
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Rysunek 14. Fragmenty siatek demograficznych, liczby dozywajacych I rodzaju,
wybrany przedzial wieku i liczby urodzeri (na podstawie rys. 13)

Na tej podstawie okreslimy liczbe urodzen 1¢B3g oraz przyblizymy
czas ekspozycji 19K §(§€m) na szanse urodzenia dziecka dla kobiet w gru-
pie wieku [30,40) lat. Mamy

241
10830 =1, 10K§£em) ~ % - 10 = 15 osobolat.

Stad czastkowy wspdlezynnik pltodnodci jest réwny w przyblizeniu

1
10f30 = —

15
Nastepna siatka (rysunek 15) zawiera dane zagregowane dotyczace
liczb dozywajacych I rodzaju (kobiet i mezczyzn) oraz liczb zgonéw
w analizowanej kohorcie. Na tej podstawie znajdziemy wartosci 19D3
oraz 10K3p dla cztonkéw kohorty bedacych w grupie wieku [30,40) lat.
Mamy w tym przypadku

44+ 3
10D30 =1, 10K30 =~ % - 10 = 35 osobolat.
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wiek w latach
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Rysunek 15. Fragmenty siatek demograficznych, liczby dozywajacych I rodzaju
oraz liczby zgonéw (na podstawie rysunku 13)

Otrzymujemy przyblizona wartosé¢ czastkowego wspolczynnika zgo-
now postaci

1
msy ~ —.
10750 = 5o

Przyklad 6. Rysunek 16 ilustruje linie zycia oséb z kilku genera-
cji zyjacych w interesujacym nas okresie ¢, ktérym jest 10-letni prze-
dziat czasu kalendarzowego. Do tego przedzialu odnosi¢ bedziemy dalej
zaréwno liczbe okreslonych zdarzen, jak i czas ekspozycji.

Na rysunku linie zycia kobiet zakonczone sa gwiazdka *, natomiast
punkty e umieszczone na niektérych z nich oznaczaja wystapienie zda-
rzenia demograficznego, jakim jest urodzenie dziecka.

Na podstawie danych z siatki obliczymy wartosci ogélnych wspol-
czynnikéw zgonow i plodnosci, a nastepnie czastkowych wspdtezynni-
kéw zgonéw i plodnosci w grupie wieku [30,40) lat.
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wiek w latach
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Rysunek 16. Fragment siatki demograficznej, przykladowe linie zycia kilku
generacji oraz wybrany przedziat czasu kalendarzowego ¢

Liczba zgonéw D oraz liczba urodzen B w okresie t réwne sa w tym
przyktadzie odpowiednio

D=2  B=4

Czas ekspozycji K na ryzyko zgonu w okresie ¢ dla ogétu jednostek jest
rowny
K=11-10+6+8464 2+ 1 = 133 osobolat,

natomiast czas ekspozycji kobiet w wieku rozrodczym na szanse uro-
dzenia dziecka w tym okresie wynosi

KUYem™) = 4.10 4+ 8 + 5 = 53 osobolat.

Otrzymujemy ogodlne wspodlezynniki zgonéw i ptodnosci

2 4
DR = — FR=—.
CDR=135  CIR=g
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Nastepnie wartosci CDR i GF R przyblizymy, korzystajac z liczb
dozywajacych II rodzaju, ktére sa okreslone przez liczby linii Zycia
przecinajacych poczatek i koniec rozwazanego okresu. Wynosza one
odpowiednio 13 oraz 14, a dla kobiet w wieku rozrodczym — sa réwne
w obu przypadkach 5. Na tej podstawie szacujemy czas ekspozycji K
na ryzyko zgonu w okresie ¢t dla danej zbiorowosci i czas ekspozycji
KUem) kobiet na szanse urodzenia dziecka w tym okresie, czyli

13+ 14 5+5

K= .10 = 135 osobolat, K™ ~ — 10 = 50 osobolat.

Wobec tego wspolezynniki CDR i GF R sa w przyblizeniu réwne

2 4
CDRN135, GFR~5O.

W celu obliczenia czastkowego wspoélczynnika zgondéw w przedziale
wieku [30,40) lat oraz czastkowego wspétezynnika plodnosci kobiet
w tej samej grupie wieku, znajdujemy liczbe zgonéw, liczbe urodzen,
czas ekspozycji 0s6b bedacych w wieku [30,40) lat na ryzyko zgonu
w okresie t, a takze czas ekspozycji kobiet na szanse urodzenia dziecka
w analogicznej grupie wieku i okresie. Oznaczymy te wielkosci odpo-
wiednio 10D30, 10B30, 10K307 10K§£em)' Mamy na podstawie linii Zycia
z rysunku 16

10030 = 1, 10K30=14+4+8+8+ 7+ 144 = 33 osobolata,

10830 = 2, 10K§£em) =4+8+8+4 74 1= 28 osobolat.
Na tej podstawie otrzymujemy

1 2

ﬁa 10f30: %

1030 =

Wartosci przyblizone obu wspétczynnikéw czastkowych uzyskamy

na podstawie liczb zdarzen 111 rodzaju, tj. urodzen lub zgonéw, a takze

liczb dozywajacych II rodzaju. Na rysunku 17 liczby zgonéw i uro-

dzen zamieszczono wewnatrz kwadratu korespondujacego z wybrana

grupa wieku [30,40) lat i okresem kalendarzowym ¢ (liczba zgondéw

— czcionka pogrubiona, liczba urodzen — czcionka pochylona). Z kolei

liczby z lewej i prawej strony kwadratu dotycza dozywajacych II ro-

dzaju do poczatku i konca okresu ¢ (w tym ogétu badanych — czcionka
pogrubiona, kobiet — czcionka pochylona).
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Rysunek 17. Fragment siatki demograficznej, liczby dozywajacych II rodzaju
i zdarzen 11T rodzaju: zgony/urodzenia (na podstawie rysunku 16)

Mamy zatem
10030 =1,

443
10K30 =~ % - 10 = 35 osobolat

oraz
1OB30 = 27

em) _ 312
10K§g ) ~ % - 10 = 25 osobolat,

z czego dostajemy przyblizenia obu wspoétczynnikéw czastkowych

1 2
10M30 = ==, 10f30 = =

35 25
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2.8. Prawdopodobienstwa zdarzen
demograficznych — ujecie kohortowe
i kohortowo-przekrojowe

W przypadku prawdopodobienstw zdarzen demograficznych korzy-
sta sie na ogol z klasycznej definicji prawdopodobienstwa.

Zalozmy, ze zdefiniowany jest pewien n-elementowy zbior zdarzen
elementarnych €2, jednakowo prawdopodobnych. W demografii €2 re-
prezentuje zbiorowosé oséb lub grup oséb (np. malzenstw, rodzin, go-
spodarstw domowych).

Zgodnie z definicja klasyczna, prawdopodobienstwo p wystapienia
okreslonego zdarzenia obliczamy jako

= - 2.38

p=_ (2.38)

gdzie k — liczba zdarzen okreslonego rodzaju, ktore wystapily w danej
zbiorowodci jednostek, n — taczna liczebno$é¢ zbiorowosci.

W analizie demograficznej prawdopodobienstwa zdarzen obliczamy
w ujeciu kohortowym lub kohortowo-przekrojowym.

W analizie kohortowej, jesli dysponujemy danymi o liczbie zda-
rzefi | rodzaju Z%"* w rocznych grupach wieku oraz danymi o liczbie
dozywajacych I rodzaju UF"s w ustalonej kohorcie s (rysunek 18),
prawdopodobienstwo wystapienia interesujacego zdarzenia w tej gru-
pie wieku definiujemy jako iloraz

koh.s
koh.s __ Zx

To o Ukoh.s’ (239)
a pomijajac oznaczenie numeru kohorty, w postaci
Ly
r = —. 2.40
=1 (2.40)

Dla poréwnania, kohortowy czastkowy wspoétczynnik demograficzny
ma postaé (2.2), tj. Whoh-s = zkohs | [(koh-s "o qzie KFM5 jest tacznym
czasem ekspozycji 0osob w wieku x ukonczonych lat na ryzyko wysta-
pienia danego zdarzenia.
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Rysunek 18. Fragment siatki demograficznej, liczby dozywajacych I rodzaju
oraz liczby zdarzen I rodzaju

Podobnie w analizie kohortowo-przekrojowej, jesli dysponu-
jemy danymi o liczbie zdarzen II rodzaju oraz o liczbie dozywajacych
IT rodzaju (rysunek 19), wéwczas prawdopodobienistwo wystapienia
interesujacego nas zdarzenia w roku ¢ i w badanej kohorcie obliczymy
ze wzoru

ZkOh'S(t)
Lo(1.014)

Dla przypomnienia, kohortowo-przekrojowy wspétczynnik demo-
graficzny dla roku ¢ i zadanej kohorty s wyraza sie wzorem (2.12), tj.
Whohes(t) = Zkohs(t) | Kkoh-s(t), gdzie KF"s(t) jest czasem ekspozycji
w roku t dla jednostek kohorty bedacych w wieku x ukoniczonych lat.
Jak tatwo zauwazy¢, réznice wystepuja w mianownikach obu formut.

g (t) = (2.41)
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Rysunek 19. Fragment siatki demograficznej, liczby dozywajacych II rodzaju
oraz liczby zdarzen II rodzaju

Prawdopodobienstwa ¢, oraz ¢P“"*P(t) réznia sie z punktu widzenia
zaréwno konstrukcji, jak i interpretacji:

¢. — oznacza prawdopodobienstwo wystapienia okreslonego zdarzenia
w ciagu roku dla tych jednostek kohorty, ktére dozyly okreslonego
momentu czasu wlasnego (np. do z-tych urodzin),

qP<"*P(t) — oznacza prawdopodobienistwo wystapienia zdarzenia w cia-
gu roku dla tych jednostek kohorty, ktore dozyly okreslonego mo-
mentu czasu kalendarzowego (np. do 1 stycznia roku ¢). Prawdo-
podobienstwo to nazywamy perspektywicznym.

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku danych przekrojowych nie
wyznaczamy prawdopodobienstw zdarzen demograficznych jako ilo-
razéw liczb zdarzen III rodzaju oraz liczb dozywajacych II rodzaju.
Na przykiad, nie obliczamy prawdopodobienstw zgonu, dzielac taczna
liczbe zgonéw w roku t w grupie osob w wieku x ukonczonych lat
przez ogdlna liczbe osob w tym wieku dozywajacych do poczatku roku
kalendarzowego t. Problem ten jest wyjasniony blizej w przykladzie 7.
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Przyklad 7. Rozwazmy umowna zbiorowos¢ dzieci, ktorych linie zycia
ilustruje rysunek 20.

Liczba zgonéw trzylatkow w roku 2013 wynosi D3 = 3, ale liczba
trzylatkow, ktéra dozyla do dnia 1 stycznia 2013 roku, wynosi tylko
L3(1.01.13) = 2, bowiem tylko dwie linie zycia przebiegaja przez prze-
dzial wieku [3,4) lat i przecinaja jednoczesnie pionowa linie siatki wy-
znaczajaca poczatek roku 2013.

wiek w latach
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Rysunek 20. Fragment siatki demograficznej, przykladowe linie zycia oraz wyb-
rane przedzialy czasu kalendarzowego (rok 2013) i wieku [3,4) lata

Iloraz
Dgy 3
L3(1.01.t) 2
nie moze jednak reprezentowaé¢ prawdopodobienstwa zgonu w grupie

trzylatkow, poniewaz otrzymany wynik jest wiekszy od 1.

Przykiad ten pokazuje, ze dane przekrojowe w ogdlnym przypadku
nie nadaja si¢ do obliczania prawdopodobienstw zdarzen, poniewaz
liczby zdarzen III rodzaju i liczby dozywajacych Il rodzaju nie odnosza
sie do tych samych zbiorowosci.
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2.9. Zwiazek wspoélczynnikow demograficznych
i prawdopodobienstw zdarzen

Relacje wiazaca wspolczynnik demograficzny i prawdopodobien-
stwo zdarzen przedstawimy na przykiadzie kohortowego, czastkowego

wspoltezynnika zgonéw mFos i prawdopodobienstwa zgonu gron-s.

Na wstepie rozwazmy przyklad wyjasniajacy zwiazek
K,=U,—D,+ D, -a,, (2.42)

gdzie K, oznacza czas ekspozycji oséb w wieku x ukonczonych lat, a,
oznacza sredni czas zycia w ciagu roku tych z-latkéw, ktérzy nie dozyli
x + 1 urodzin, U, jest liczba dozywajacych wieku z, a D, jest liczba
zgonéw w grupie wieku [z, z + 1) lat.

Przyklad 8. Niech dana bedzie kohorta urodzeniowa, w ktorej linie
zycia ilustruje rysunek 21. Zalézmy, ze badanymi zdarzeniami w tej
kohorcie sa zgony w grupie wieku z = 3 ukonczonych lat.

wiek w latach
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2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

Rysunek 21. Fragment siatki demograficznej, przyktadowe linie zycia generacji
urodzonych w 2009 roku oraz wybrany przedziatl wieku [3,4) lata
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Liczbe zgonéw w grupie wieku [3,4) lat oznaczmy symbolem Dj.
Wowecezas czas ekspozycji K3 na ryzyko zgonu w analizowanej grupie
wieku mozna zapisa¢ nastepujaco

K3={dlgos¢ przedz. wieku [3,4)}-{liczba dozywajacych 4 lat}
+{liczba zgonéw wsrdd trzylatkéw}-{sredni czas zycia trzylatkéw,
ktérzy zmarli, nie dozywajac czwartych urodzin} =

0,6+0,2+0,8
—1.(4-3)4+3. 207 : 0% 1 3.0,53 =259,

Powyzsze rownanie mozna zapisa¢ symbolami jako

K3 =n-(Us— D3) + Ds - as,

gdzie Us = 4 to liczba dozywajacych I rodzaju do wieku 3 lat, D3 =3
jest liczba zdarzen demograficznych (zgonéw) w generacji trzylatkow,
az = 0,53 jest srednim czasem zycia trzylatkow zmartych w ciagu roku,
natomiast n = 1 to dlugos$¢ przedziatu wieku [3,4) lat.

Uogdlniajac rozwazania z przykladu 8 na przypadek przedziatow
[z,z +n) dlan > 1 (n € N), mozemy zapisaé

Ko =n-(Uz —nDy) + 3w Dy - nay, (2.43)
co daje

stad
(2.45)
_ no o neam
%ﬂ%n—nax)'i%ﬁ 1+ (n—nlz) - ama
Ostatecznie otrzymujemy
N My
nQz (2.46)

- 1+(n_na3¢)'nmx'

Wzor (2.46) przedstawia relacje wiazaca kohortowy wspdtezynnik
zgonéw ,m, z prawdopodobienstwem zgonu ,q,.
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Warto wspomnie¢, ze cho¢ prawdopodobienstw zgonu nie wyzna-
czamy z danych przekrojowych, to jednak mozemy je oszacowaé na
podstawie relacji (2.46), wykorzystujac przekrojowe, czastkowe wspol-
czynniki zgondéw.

Przypadek szczegdlny: Rozwazmy roczne grupy wieku [z, z + 1).
Woéwcezas (2.43) upraszcza sie do zapisu

K, =U, — Dy+ D, - a,, (2.47)

natomiast relacja (2.46) redukuje sie do postaci

My
1+ (1—ag) -m,

Przyjmijmy czesto stosowane przyblizenie a, ~ % Nalezy zazna-
czy¢, ze przyblizenie to nie jest adekwatne dla grupy wieku x = 0 lat.
Wsréd niemowlat umieralnosé jest wysoka w pierwszych tygodniach
po urodzeniu, a wiec wspolczynik ay ksztaltuje sie w tej grupie na
poziomie znacznie ponizej 0,5.

Mamy dla z=1,..., X

1
oraz
my 2my
e = = : 2.50
e 1+ % “my 24+ my ( )
Poniewaz
D, =U, — U1, (2.51)
wiec otrzymujemy réwniez
1 1

Stad wynika czesto stosowana metoda przyblizania wspoétczynnika zgo-
noéw za pomoca wyrazenia

Nt (2.53)

my, =

=S
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Zauwazymy takze, ze dla wspélezynnika (2.53), spelniona jest nadal
relacja (2.50), czyli

om, 2D, —
2+m, 1 o)
Q(Um + Upiq) (2 + %(U1+Ua:+l)>
(2.54)
2D, 2D,
(U, + U$+1)%W 2Us

2.10. Standaryzacja i dekompozycja
wspolczynnikow demograficznych

Wspdtezynniki demograficzne stuza do oceny natezenia i poziomu
zjawisk demograficznych. W wielu przypadkach zachodzi réwniez po-
trzeba ich poréwnania w czasie, w przestrzeni lub pomiedzy subpopu-
lacjami.

Poréwnanie w czasie pozwala okresla¢ kierunek zmian, porownanie
w przestrzeni — ustali¢ miejsce badanego regionu w relacji do innych
regionéw, porownanie pomiedzy subpopulacjami — ocenié¢ réznice w po-
ziomie zjawiska w poszczegdlnych subpopulacjach.

W analizach poréwnawczych dotyczacych zjawisk demograficznych
uzyteczne jest korzystanie z metod standaryzacji i dekompozycji
wspotezynnikow.

Przyblizymy to zagadnienie na przyktadzie ogélnego wspdtczynnika,
oznaczonego dalej symbolem W (t), gdzie ¢t oznaczaé bedzie okres, re-
gion lub subpopulacje. Mamy z definicji

Z(t)
W(t) = m -C, (2.55)
gdzie:
Z(t) — liczba zdarzen w okresie, regionie lub subpopulacji ¢,
K (t) — liczba osobolat zycia (czasu ekspozycji) jednostek w okresie,
regionie lub subpopulacji ¢,

C' — ustalona stala.

Niech x = 0,1,..., X beda indeksami identyfikujacymi kategorie
pewnej cechy spoleczno-ekonomicznej (np. wieku, plci, wyksztalcenia
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itp.), natomiast W, (¢) niech oznacza dowolny czastkowy wspdlezynnik
demograficzny w ax-tej podzbiorowosci w okresie, regionie lub subpo-
pulacji ¢, wyrazony przez analogie do (2.55) jako iloraz

W, (t) = C. (2.56)
Przy tych oznaczeniach (2.55) mozna przedstawi¢ w postaci

W) = ZamoZelt) o (2.57)

N K1)

Po kilku przeksztalceniach otrzymujemy

X  Z
Zx:ﬂ Kx((?) Kx(t) O = Zfzo Wx(t)Kx(t)

W(t) = < % =
D a0 Kalt) oo Kalt)
(2.58)
a K, (t)
=) Wo(t) =

Oznaczajac K00
ko(t) = —— : 2.59
RS (259

mamy takze

W(t) =Y Wi(t)k,(t). (2.60)

Z zapisu (2.60) wynika, ze ogélny wspélezynnik demograficzny W (t)
jest wazona suma wspolczynnikéw czastkowych W, (t) z wagami k()
reprezentujacymi udziaty osobolat zycia (czaséw ekspozycji) podzbio-
rowosci x w tacznej liczbie osobolat zycia jednostek populacji w okresie,
regionie lub subpopulacji ¢.

W praktyce wagi k,(t) przyblizamy za pomoca wzoru

kx N =x =
RS ST

gdzie L,(t) jest érednia liczebnoscia x-tej podzbiorowosci w okresie,
regionie lub subpopulacji ¢.
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Uwaga 11: Jedli ¢t oznacza okres kalendarzowy (np. ustalony rok),
to w miejsce L,(t) przyjmujemy na ogdt érednia ze stanu liczebnego
podzbiorowosci x na poczatku i koncu danego okresu lub liczebnosé
w polowie roku, tj. w dniu 30 czerwca.

Przyklad 9. Rozwazmy liczbe zgondéw w roku 2017 oraz liczbe lud-
nosci w Polsce w potowie roku 2017, w podziale wg 10-letnich grup
wieku (tablica 1).

Obliczymy czastkowe wspotczynniki zgonow, wskazniki struktury
ludnosci wg wieku, a nastepnie ogdlny wspétczynnik zgonow dla 2017
roku.

Tablica 1. Liczba zgonéw oraz stan ludnosci
na dzien 30 czerwca 2017 roku
Grupy | Liczba | Ludno$¢
wieku | zgonéw | (30.06.17)

HONENCOR RO
0—10 2023 | 3 961 035
10 — 20 870 | 3 730 509
20— 30 3087 | 4976 155
30 — 40 6866 | 6 310 291
40 —50 | 13968 | 5 272 064
50 — 60 | 36 726 | 5 007 944
60 —70 | 81625 | 5074 712
70 —80 | 82816 | 2469 250
80+ 174 871 | 1620 386

Razem | 402 852 | 38 422 346 |
Zrédlo: dane GUS, stat.gov.pl

Rozwiazanie

Czastkowe wspdlczynniki zgondw w poszcezegdlnych grupach wieku
znajdziemy, dzielac przez siebie wyrazy z kolumn 2 i 3 tablicy 1. Rezul-
taty dzielenia pomnozymy dodatkowo przez stata C' = 1000. Wyniki
obliczen zawiera kolumna 5 tablicy 2.

Z kolei wskazniki struktury wyznaczymy na podstawie danych z ko-
lumny 3 tablicy 1, jako ilorazy liczby ludno$ci w poszczegdlnych gru-
pach wieku do ogélnej liczebnosci. Wyniki przedstawia kolumna 4 ta-
blicy 2.
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W celu wyznaczenia ogélnego wspolczynnika zgonéw zastosu-
jemy dwie metody. W pierwszej wykorzystamy definicje (2.29) wspol-
czynnika C'DR, jako ilorazu ogdélnej liczby zgonow i sredniej liczby
ludnosci w danym roku. W drugiej metodzie wykorzystamy sume wazo-
na wspotezynnikéw czastkowych (2.60).

Metoda 1 - z definicji wspoélczynnika C'DR:

liczba zgonéw w roku 2017

CDR - stala =

" liczba ludnosci w potowie roku 2017

402 852

=1 ~ 10, 485.
38 422 346 000 0,485

Metoda 2 — suma wazona wspoélczynnikow czastkowych:
CDR=0,511-0,103 4+ 0,233 - 0,097 4+ 0,620 - 0, 130+
+1,088-0,164 42,649 - 0,137 4 7,334 - 0, 130+

+ 16,085 - 0,132 4 33,539 - 0,065 + 107,919 - 0, 042 ~ 10, 485.

Tablica 2. Liczba zgonéw, stan ludnoéci na 30 czerwca 2017 roku,

struktura wg wieku i wspdélczynniki zgonéw wg grup wieku

Grupy | Liczba Ludnos$¢ | Wskazniki | Wsp. zgondéw
wieku | zgonéw | (30.06.17) | struktury | na 1000 os6b
HOENOE OO (5) |

0—10 2023 | 3 961 035 0,103 0,511

10 — 20 870 | 3 730 509 0,097 0,233

20 — 30 3087 | 4976 155 0,130 0,620
30 — 40 6866 | 6 310 291 0,164 1,088
40 — 50 | 13968 | 5 272 064 0,137 2,649
50 —60 | 36 726 | 5007 944 0,130 7,334
60 —70 | 81625 | 5074 712 0,132 16,085
70 —80 | 82816 | 2469 250 0,065 33,539
80+ 174 871 | 1 620 386 0,042 107,919

| Razem [ 402 852 [ 38422346 [ 1,000 | X |

Zrédlo: dane GUS, obliczenia wtasne
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Jak latwo zauwazy¢, obie metody prowadza do takiej samej wartosci
wspotczynnika C'DR, tj. do liczby 10, 485. Wielkos¢ ta okresla srednia
liczbe zgonéw w Polsce w roku 2017 przypadajaca na 1000 ludnosci.

Druga metoda uzyta w tym przykladzie, oparta na iloczynie wspot-
czynnikéw czastkowych i wskaznikow struktury, pokazuje dodatkowo,
ze na poziom ogdlnego wspdlczynnika C' DR ma wplyw zaréwno nate-
zenie umieralnos$ci w poszczegdlnych grupach wieku, jak réwniez struk-
tura ludnosci wg wieku.

W podsumowaniu mozemy stwierdzi¢, ze o wartosci ogolnego wspot-
czynnika demograficznego, tj. sumy wazonej wspotczynnikéw czast-
kowych, decyduja dwa gtéwne czynniki:

1) natezenie zjawiska w podzbiorowosciach x, reprezentowane przez
wspélezynniki czastkowe W, () w badanym okresie, regionie lub
subpopulacji t,

2) struktura zbiorowosci, reprezentowana przez udzialy k,(t) poszcze-
g6lnych podzbiorowosci w tacznej liczbie osobolat zycia (czasie eks-
pozycji) w okresie, regionie lub subpopulacji t.

W ogélnym przypadku moze sie zdarzy¢, ze w poréwnywanych
okresach, regionach lub subpopulacjach wspolczynniki czastkowe sa
podobne, a mimo to wartosci wspotczynika ogdlnego wykazuja znaczne
roznice lub na odwrét. Wskazane jest wéwcezas zbadanie, jaki wplyw
na wartosé¢ tego wspotczynnika ma jeden z wyzej wymienionych czyn-
nikéw, przy niezmiennym poziomie drugiego z nich. W tym celu po-
mocne sg tzw. wspoélczynniki standaryzowane.

Jesli w formule (2.60) wartosci wag k,(f) zastapimy pewnymi hi-
potetycznymi wagami £8P Tub wartoded wspotezynnikow czastkowych
W, (t) zastapimy hipotetycznymi wspétezynnikami i) wzietymi na
przyklad z ustalonego okresu referencyjnego (lub ustalonego regionu,
subpopulacji), to w efekcie otrzymamy dwa standaryzowane wspélt-
czynniki demograficzne postaci

WOt) =Y W, )k, (2.61)
W®(t) = WPk, (). (2.62)
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Formuly (2.61), (2.62) definiuja wspélezynniki standaryzowane me-
toda bezposrednia i posrednia. Stuza one za podstawe poréwnan
roznych okreséw, regionéw lub subpopulacji.

Co wiecej, jesli w miejsce hipotetycznych wspoétczynnikéw 7 hip)
lub wskaznikow struktury ) przyjmiemy wartosci srednie z dwoch
porownywanych okresow, regionéw lub subpopulacji ¢y i t9, to w ko-
lejnym kroku mozemy dokonaé¢ prostej dekompozycji roznicy wspot-
czynnikéw W (ty) — W (t2) na sume dwéch réznic postaci

W(t1) — W(ta) = [WO (1) = WO (t)] + [WP (1) - WP (t,)] . (2.63)

Pierwszy sktadnik W®)(t;) — W®)(t,) po prawej stronie (2.63) in-
terpretujemy jako efekt réznic w natezeniu zjawiska, a drugi sktadnik
W®)(t,) —W®(ty) jako efekt réznic w strukturze obu poréwnywanych
zbiorowosci.

Przyklad 10. Na podstawie danych dotyczacych czastkowych wspot-
czynnikéw zgondéw w subpopulacji mezczyzn i kobiet w pewnej zbio-
rowosci (tablice 3 1 4), oszacujemy ogdlne wspétezynniki zgondéw dla
obu subpopulacji, a nastepnie wspdtczynniki standaryzowane metoda
bezposrednia i posrednia, przyjmujac w pierwszym przypadku usred-
niona strukture wg wieku, a w drugim — usrednione czastkowe wspot-
czynniki zgonéw. Na tej podstawie dokonamy dekompozycji réznicy
pomiedzy wspétezynnikami ogdlnymi, korzystajac z (2.63).

Rozwiazanie

Ogdlne wspolczynniki zgonéw dla obu subpopulacji znajdziemy na
podstawie wzoru (2.60), tj. jako sumy wazone wspélezynnikow czast-
kowych. Mamy na podstawie danych z tablic 3 i 4

CDRy ~ 9,483,

CDRg ~ 9,800,
co oznacza, ze na 1000 mezczyzn przypada ok. 9,5 zgondéw, natomiast
na 1000 kobiet — ok. 9,8 zgonéw.

Zauwazymy, ze wspolczynnik CDR dla mezczyzn jest nieco niz-
szy niz dla kobiet, cho¢ wszystkie wspolczynniki czastkowe w sub-
populacji mezezyzn sa znaczaco wieksze od analogicznych wspétczyn-
nikéw w subpopulacji kobiet (por. dane w kolumnie 2 w tablicach 314).
Réznica obu wspélczynnikéw ogdlnych wynosi

CDRy — CDRgk = —0,317.
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Paradoks ten wynika z faktu, ze struktura mezczyzn wg wieku rézni
sie od analogicznej struktury kobiet. Wigkszy udzial wérod kobiet maja
starsze grupy wieku. Oczywiste jest, ze natezenie zgondéw rosnie wraz
z wiekiem, co wspdlnie z wyzszym udziatem starszych grup daje w efek-
cie wieksza wartos¢ ogdlnego wspdtczynnika zgonow w subpopulacji

kobiet.

Podstawy demometrii

Tablica 3. Czastkowe wspdtczynniki zgondéw oraz wskazniki struktury

subpopulacji mezczyzn wg 10-letnich grup wieku

Przedziaty Wspélezynniki Wskazniki
wieku zgonéw (na 1000 mezczyzn) | struktury
L@ (2) B ]

0—10 0,563 0,109
10 —20 0,302 0,103
20 — 30 0,974 0,136
30 — 40 1,657 0,172
40 — 50 3,872 0,143
50 — 60 10,641 0,132
60 — 70 23,142 0,125
70 — 80 46,686 0,075
80+ 124,083 0,005

Zrédto: dane GUS (czesciowo zmienione), 2017

Tablica 4. Czastkowe wspotczynniki zgonéw oraz wskazniki struktury

subpopulacji kobiet wg 10-letnich grup wieku

Przedzialy Wspélezynniki Wskazniki
wieku zgonéw (na 1000 kobiet) | struktury
IO 2) B |

0— 10 0,456 0,097
10 — 20 0,161 0,092
20 — 30 0,253 0,123
30 — 40 0,505 0,157
40 — 50 1,411 0,132
50 — 60 4,167 0,129
60 — 70 10,129 0,139
70 — 80 24,796 0,075
80+ 100,703 0,056

Zrédto: dane GUS, 2017
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Aby wyeliminowa¢ wplyw struktury na wartosci poréwnywanych
wspotczynnikéw, przyjmiemy dalej strukture usredniona, czyli zalozy-
my hipotetyczne wskazniki struktury w grupach wieku réwne srednim
wskaznikom dla obu subpopulacji. W ten sposéb otrzymamy standary-
zowane wspélezynniki zgonéw (przy stalej strukturze), oznaczone dalej

jako C’DRE\Z), CDR&?. Obliczajac zgodnie ze wzorem (2.61), mamy
CDRY ~ 12,748, CDRY ~ 17,184,
co daje réznice rowna
CDRY) — ¢DRY = 5,564.

Rozwazmy teraz wspolczynniki standaryzowane metoda posrednia.
Jedli przyjmiemy, ze natezenie zgondéw, reprezentowane przez wspot-
czynniki czastkowe, jest na poziomie Srednim w obu poréwnywanych
subpopulacjach, wéwczas otrzymamy drugi zestaw wspolczynnikéw
standaryzowanych (przy stalym natezeniu), ktére oznaczymy symbo-
lami C’DRE\Z), C’DR;I;). Zgodnie z formula (2.62), obydwa wspdétezyn-
niki sg réwne

CDRY ~ 7,026, CDRY ~ 12,907,
a ich réznica wynosi
CDRY) — CDRP = —5, 881.
Zauwazmy, ze spelniona jest tu réwnosé (2.63). Mamy bowiem
0,317 = 5,564 — 5, 881.

Z tego wynika, ze na ujemna réznice pomiedzy ogélnymi wspdtczyn-
nikami umieralno$ci mezczyzn i kobiet, tj. CDRy;—CDRg = —0, 317,
sktada sie efekt réznic w natezeniu umieralnosci czastkowej (efekt rzedu
5,564), a takze efekt odmiennych struktur obu poréwnywanych sub-
populacji (na poziomie —5,881). Obydwa efekty co do wartosci bez-
wzglednej sa do siebie zblizone, maja jednak odmienne znaki, co wska-
zuje na przeciwny kierunek wplywu na réznice pomiedzy umieralnoscia
mezezyzn i kobiet.

Podsumowujac, na ogélny poziom umieralnosci mezczyzn negatyw-
nie wplywa przede wszystkim niekorzystny w poréwnaniu do kobiet
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poziom natezenia umieralno$ci w poszczegolnych grupach wieku, czyli
czastkowych wspétezynnikow zgonow, co okreslane jest czesto mianem
nadumieralnosci mezczyzn (ponad poziom umieralnosci kobiet).

7 drugiej strony, obserwujemy dodatni efekt struktury wg wieku
subpopulacji mezczyzn w relacji do kobiet, bedacy w pewnym stopniu
konsekwencja wspomnianej nadumieralnosci. W przypadku mezczyzn
wystepuja bowiem relatywnie wieksze niz u kobiet udziaty mtodszych
grup wieku, a tym samym nizsze udzialy grup starszych.

Poréwnania struktury wg wieku subpopulacji mezczyzn w relacji do
kobiet mozna dokonaé stosunkowo tatwo na podstawie tzw. piramidy
wieku, powstalej przez potaczenie dwoch wykreséw kolumnowych ob-
razujacych obie subpopulacje w liczbach stosunkowych. Rysunek 22
ilustruje przyktadowa piramide wieku dla populacji Polski z roku 2017.

85 wiecej
80-84
7579
70-74
65-69
60-64
55-59
50-54
4549
40-44
3539
30-34
2529
20-24
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10-14
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Rysunek 22. Piramida wieku ludnosci w Polsce w 2017 roku
Zrédlo: GUS

Na podstawie analizy rysunku 22 mozemy stwierdzi¢, ze subpopula-
cje mezczyzn i kobiet w Polsce réznia sie udzialami poszczegdlnych grup
wieku (wzgledne niedobory w poréwnywanych proporcjach zaznaczone
zostaly symbolicznie liniami przerywanymi). Na przyklad, wsréd kobiet
obserwujemy rosnaca nadwyzke udzialéw grup wieku poczawszy od 60
lat w poréwnaniu do analogicznych udzialéw wsrod mezczyzn.
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Cwiczenia

Cwiczenie 2.1

Dany jest fragment siatki demograficznej (rysunek 23), przedsta-
wiajacy umowne liczby 0séb (w tys.) z dwéch generacji, dozywajacych
wieku £ =20, . ..,25 lat (wartosci na odcinkach poziomych siatki) oraz
liczby oséb (w tys.), ktére w dniu 1 stycznia poszczegélnych lat byly
w wieku z = 19,20,...,24 ukoriczonych lat (wartosci na odcinkach
pionowych siatki).

wiek w latach
25"""'"".""""T'.'"""'T’.""""T'.""""T’.'"42'0'T’."'44‘4'T'.""""7’."'
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Rysunek 23. Fragment siatki demograficznej oraz liczby dozywajacych I i IT
rodzaju (dane umowne)

Korzystajac z odpowiednich wzoréw, obliczy¢ i zinterpretowac:

1. Kohortowe, czastkowe wspdtczynniki zgonéw dla generacji oséb
urodzonych w 1960 roku (wg rocznych grup wieku 20,21,...,24 lat),

2. Kohortowo-przekrojowe wspodlczynniki zgonéw dla generacji uro-
dzonych w 1961 roku, osobno dla lat 1981,...,1985 i grup wieku uwi-
docznionych na rysunku,
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3. Prawdopodobienstwa zgonu w ciagu roku dla os6b z obu generacjach
lacznie, bedacych w grupie wieku:

a) 21 ukonczonych lat, b) 22 ukonczonych lat.

4. Prawdopodobienstwa perspektywiczne zgonu w ciagu roku kalen-
darzowego dla oséb z obu generacji tacznie, ktore dozyly do 1 stycznia

roku:
a) 1981, b) 1982, c) 1983.

Cwiczenie 2.2

Na podstawie siatki demograficznej przedstawionej na rysunku 6
(strona 20) obliczy¢:

1. Kohortowy wspolczynnik ptodnosci w grupie wieku 21 ukonczonych
lat w generacji kobiet urodzonych w 1989 roku,

2. Kohortowy wspédlczynnik zgonéw dla generacji kobiet urodzonych
w roku 1990 i bedacych w grupie wieku 23 ukoriczonych lat,

3. Prawdopodobienstwo zgonu w ciaggu roku w grupie wieku 24 ukon-
czonych lat w obu generacjach kobiet.

Cwiczenie 2.3

Tablica 5 przedstawia czastkowe wspoétczynniki ptodnosci w Polsce
w roku 1980, natomiast rysunek 24 ilustruje profil ptodnosci wg wieku
w tym roku.

Tablica 5. Czastkowe wspdlczynniki
plodnoéci w Polsce w roku 1980

Grupa wieku ‘ 5fe ‘
15-19 0,033
2024 0,180
25-29 0,136
30-34 0,069
35-39 0,029
40-44 0,008
45-49 0,001

Zrédlo: dane GUS, stat.gov.pl
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Rysunek 24. Profil ptodnosci w Polsce w roku 1980
Zrédto: dane GUS, obliczenia wlasne.

1. Obliczy¢ analogiczne wspdlczynniki czastkowe dla lat 2010, 2015,
korzystajac z danych statystycznych zamieszczonych w Banku Da-
nych Lokalnych na stronie GUS (stat.gov.pl) na temat:

— liczby urodzen w podziale wg piecioletnich grup wieku matek
(jak w tablicy 5),

— liczby kobiet w poszczegdlnych grupach wieku w potowie roku.

2. Sporzadzi¢ wykres profili ptodnosci dla lat 2010 i 2015 oraz ocenié
roznice w stosunku do roku 1980.

3. Obliczy¢ i zinterpretowaé¢ ogodlne wspdtczynniki ptodnosci GF R,
osobno dla roku 2010 i roku 2015.

4. Dokona¢ standaryzacji wspoétczynnikéw GF R dla lat 2010 i 2015,
przyjmujac:
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a) strukture kobiet wg wieku na poziomie $rednim z analizowanych
dwéch okresow,

b) srednie wspélezynniki czastkowe z obu okreséw.

Wyniki poréwnaé z uzyskanymi w punkcie 3.

. Dokona¢ dekompozycji réznicy pomiedzy ogdlnymi wspoétczynnika-

mi ptodnosci, o ktérych mowa w punkcie 3. Wyniki zinterpretowac.

Cwiczenie 2.4

Tablica 6 przedstawia liczby zgonéw wg plci zarejestrowane w Pols-

ce w latach 1980 i 2007 oraz odpowiadajace im czastkowe wspotezynniki
zgonow.

1.

Tablica 6. Liczby zgondéw oraz czastkowe wspélczynniki zgondéw
wg plci w Polsce w latach 1980 i 2007

Plec¢ Zgony Zgony na 1000 oséb
1980 2007 1980 2007
kobiety | 162 331 | 174 985 | 8,89 8,88
mezczyzni | 190 833 | 202 241 | 11,01 10,98

Zrédlo: dane GUS, stat.gov.pl

Wyznaczy¢ i zinterpretowaé ogdlne wspotczynniki zgonow C'DR,
osobno dla roku 1980 i roku 2007.

. Dokona¢ standaryzacji wspétczynnikow C'DR dla lat 1980 oraz

2007, zakiladajac:

a) strukture ludnosci wg plci na poziomie §rednim z analizowanych
okresow,

b) $rednie wspoteczynniki czastkowe z obu okresow.

Wyniki poréwnac¢ z uzyskanymi w punkcie 1.

Dokonaé¢ dekompozycji réznicy pomiedzy ogdlnymi wspolczynnika-
mi zgonow, o ktérych mowa w punkcie 1. Wyniki zinterpretowac.



Rozdziat 3

TABLICE TRWANIA ZYCIA

3.1. Wprowadzenie

Tablica trwania zycia TTZ (life table) jest jednym z najwazniej-
szych narzedzi analitycznych w demografii [Bolestawski 1973]. To mo-
del teoretyczny ilustrujacy proces wymierania generacji o umownej li-
czebnosci poczatkowe;j.

TTZ mozna takze odniesé¢ do generacji rzeczywistej (rzeczywistej
kohorty urodzeniowej). Méwimy wéwcezas o tablicy kohortowej. Jed-
nak konstruowanie takiej tablicy wymaga gromadzenia danych do-
tyczacych umieralnosci przez caly okres zycia danej kohorty, co w przy-
padku populacji ludzkich moze trwac¢ 100 lub wiecej lat. Z tego powodu
tablice kohortowe stosowane sa bardzo rzadko. Czesciej konstruuje sie
tzw. tablice przekrojowe (biezace), ktére bazuja na danych biezacych,
np. na przekrojowych wspotczynnikach umieralnosci odnotowanych w
rzeczywistej populacji oséb zyjacych jednocze$nie w tym samym okre-
sie kalendarzowym. Przyjmuje sie wowczas, ze wspotczynniki te opi-
suja proces wymierania pewnej hipotetycznej kohorty urodzeniowe;j.
Przy zalozeniu braku migracji, stalej liczby urodzen oraz niezmien-
nego porzadku wymierania przekrojowa tablica trwania zycia moze
by¢ traktowana jako model tzw. populacji stacjonarnej [zob. paragraf
3.6].

3.2. Podstawowe charakterystyki TTZ

Tablica trwania zycia sklada sie z kilku kolumn, z ktérych pierwsza
reprezentuje grupy wieku, np. roczne, dwuletnie, piecioletnie. Pozo-
state kolumny zawieraja wartos$ci parametréw charakteryzujacych pro-
ces wymierania generacji w podziale na zadane przedzialy wieku, m.in.
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liczbe osob dozywajacych do poczatku danego przedziatu, srednie dal-
sze trwanie zycia czy tez liczbe zgondéw w poszczegdlnych przedziatach
wieku itp.

Rozwazmy w pierwszej kolejnosci tablice pelna, tj. tablice dla rocz-
nych przedzialéw wieku [z, z + 1). Niech x bedzie identyfikatorem po-
szczegolnych przedzialéw o wartosciach catkowitych 0,1,2,.... Zmien-
na r mozemy takze interpretowac jako wiek w ukonczonych latach.

Do najwazniejszych charakterystyk tablic trwania zycia naleza:

1. Liczba [, dozywajacych wieku x ukonczonych lat, przy czym li-
czebno$é poczatkowa [y jest zadana z géry (np. lp = 100 000) oraz
maja miejsce relacje

l0>l1>l2...>ZX:0, (31)

gdzie X oznacza gérng nieprzekraczalna granice wieku.

2. Liczba zgonéw d, w wieku x ukonczonych lat, tj. w grupie wieku
[z,x + 1) lat, bedaca réznica liczb dozywajacych wieku = oraz x + 1
lat, czyli

dy =l — lpp1, (3.2)

z czego wynika réwniez relacja

lost = by — do. (3.3)

3. Sredni czas ekspozycji na ryzyko zgonu a, w przedziale wieku
[z, x + 1) lat 0séb zmartych w tym przedziale wieku, przy czym czesto
przyjmuje sie a, = % [zob. sekcja 3.5],
4. Czas ekspozycji K, na ryzyko zgonu w grupie wieku [z,z + 1),
definiowane jako

Kw = l:c+1 +ay - dx (34)

lub réwnowaznie
K,=1l,—(1—a)- d,. (3.5)

5. Wspdélezynnik zgonéw m, w grupie wieku [z, x + 1) lat

my = —. (3.6)
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6. Fundusz T, osobolat lat zycia oso6b w wieku co najmniej x ukon-
czonych lat

T, = i K,. (3.7)

7. Prawdopodobienstwo zgonu ¢, w ciagu roku dla oséb, ktére dozyty
x-tych urodzin
dy

L

lub réwnowaznie
my

14+ (1—a,) -m,

8. Prawdopodobienstwo przezycia p, kolejnego roku dla oséb, ktore
dozyty x-tych urodzin

Pe=1—-¢u (3.10)
lub

L
P =7 (3.11)

9. Srednie dalsze trwanie zycia e, dla osob, ktére dozyly wieku x lat

ey = 2. (3.12)

W przypadku przedziatéw wieku [z,xz +n) dlan > 1 (n € N),
konstruowane sa tzw. tablice skrécone. Zmienna z przyjmuje wowczas
wartosci catkowite 0,n,2n,.... Modyfikacji ulegaja takze oznaczenia
i formutly obliczania niektérych parametrow tablicowych, wymienione
ponizej.

Ad 2. Liczba zgonéw ,d, w grupie wieku [z, x +n) lat, bedaca réznica
liczb dozywajacych wieku x oraz x + n lat

e = 1o — L. (3.13)

Ad 3. Srednia liczba osobolat zycia ,a, w przedziale [z, z+n) lat dla

0sOb zmartych w tym przedziale wieku — na ogdt przyblizamy ja jako

nax_ 2°
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Ad. 4. Czas ekspozycji , K, na ryzyko zgonu w grupie wieku [z, z+n)
nKe=nloin + nay - ndy (3.14)
lub réwnowaznie

WKy =n-l, —(n—pa;) nds. (3.15)

Ad 5. Wspélezynnik zgonéw ,m, w grupie wieku [z, z+n) lat

’I’Ldl’

(3.16)

nMg =

Ad 7. Prawdopodobienstwo ,q, zgonu w ciagu n kolejnych lat dla
osob, ktére dozyly wieku x lat

ndm

xT

lub

n-pMyg

1+(n_na$)'nmx'

(3.18)

nQe =

Ad 8. Prawdopodobienstwo ,,p, przezycia x+n-tych urodzin dla oséb,
ktore dozyty wieku z lat

lz n

Warto zauwazy¢, ze parametry [, T}, e, skréconej TTZ obliczone
dla x = 0,n,2n,... sa zgodne co do wartosci z analogicznymi parame-
trami tablicy petne;j.

3.3. Tablica kohortowa

Kohortowa tablica trwania zycia przedstawia proces wymierania
rzeczywistej kohorty urodzeniowej, ktéra jest zazwyczaj kohorta
roczna (generacja). Przyjmijmy dla uproszczenia, ze na zmiany stanu
liczebnego badanej kohorty nie maja wpltywu ruchy wedréwkowe (mi-
gracje). Zaltézmy réwniez, ze posiadamy dane pochodzace z obserwacji
kohorty rzeczywistej, dotyczace:
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1) liczb zgonéw I rodzaju , D" w grupach wieku [z, z + n) lat
w danej kohorcie, dalej oznaczonych w skrécie jako ,,D,,

2) liczb dozywajacych I rodzaju U*"$ w danej kohorcie, w skrécie
oznaczonych dalej jako U,,

3) wspélczynnikéw ,a,, reprezentujacych $redni czas ekspozycji na
ryzyko zgonu w grupach wieku [z, x +n) lat dla tych 0séb z kohorty
rzeczywistej, ktére zmarty w rozwazanej grupie wieku.

Liczba zgonéow w przypadku rocznych grup wieku moze by¢ nie-
kiedy relatywnie mala, dlatego wskazane jest w takich przypadkach
korzystanie z szerszych przedzialéw wieku [,z + n), np. dla n = 3.
Nalezy takze zaznaczy¢, ze liczba zgonéw ,, D, w rzeczywistej kohorcie
nie jest zwykle réwna liczbie zgonéw ,,d, w tablicy trwania zycia, ktéra
opisuje proces wymierania kohorty o umownej liczebnosci poczatkowe;j
lop. Rowniez wartosci parametrow [, nie pokrywaja sie z wartosciami
U, liczb dozywajacych I rodzaju w kohorcie rzeczywistej. Niemniej
jednak, parametry ,d, oraz [, kohortowej tablicy trwania zycia pozo-
staja w ustalonej relacji odpowiednio do liczb ,, D, oraz U,. Relacje te
mozna wyrazi¢ wzorami

l lo
l, = — Uy, ndey = — 1Dy 3.20
U 0 (3.20)
Zgodnie z podanymi wyzej zalozeniami 1-3 zalézmy dalej, ze znamy
wartosci , D, U, oraz ,a, w grupach wieku [z, x+n) w kohorcie rzeczy-
wistej. Wowcezas czastkowe wspoélezynniki zgonow ,m, wyznaczamy
przez analogie do (2.34)

nK:E B n- Ua:Jrn + nQg * nDac

My = (3.21)
W przypadku braku danych na temat wspoélczynnikéw ,a,., przyj-
mujemy przyblizenie ,a, ~ n/2. Mianownik formuly (3.21) redu-
kuje si¢ wtedy do wyrazenia § (U, + Upyn), a czastkowe wspélezynniki
zgonow wyrazaja sie przyblizonym wzorem
an

Zauwazymy, ze w mianowniku (3.22) wystepuje $rednia liczba do-
zywajacych do poczatku i korica przedziatu wieku [x, z+n), pomnozona
przez jego dlugosé n [por. Uwaga 3 w sekcji 2.3].
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Podobnie prawdopodobienstwa zgonéw ,q, w kohorcie rzeczywistej
mozemy wyznaczy¢ na podstawie danych o liczbie zgonow ,, D, oraz
liczbie U, dozywajacych I rodzaju, tj. korzystajac ze wzoréow

nDy
@ =" (3.23)
lub
U:ern
g =1— 2z 3.24
q 0. (3.24)

W praktyce, kohortowe wspdlczynniki zgonow ,,m, czy tez praw-
dopodobienstwa zgonéw ,,q, poddawane sa czesto dodatkowym proce-
durom wygtadzania, w celu zredukowania zaklocen losowych. Zaklada
sie bowiem, ze wielkosci te nie zmieniaja sie w sposob skokowy wraz
z przechodzeniem do kolejnych grup wieku, ale raczej w sposéb ciagly.
Stosowane jest np. wygladzanie metoda wazonych srednich ruchomych.
Nastepnie, na podstawie wygtadzonych parametréw ,m, czy ,q. po-
zostale wskazniki kohortowej tablicy trwania zycia ,d,, l,, K5, Ty, €
wyznaczane sa zgodnie z formutami przedstawionymi w sekcji 3.2. Jed-
nak zaleznie od stopnia wygladzenia parametréw wyjsciowych, relacje
(3.20) moga staé¢ sie mniej lub bardziej przyblizone.

Warto doda¢, ze srednie trwanie zycia noworodka ey uzyskane na
podstawie danych z kohorty rzeczywistej okresla rowniez sredni wiek &
w momencie $mierci poszczegdlnych jednostek nalezacych do danej ko-
horty. W przypadku ujecia przekrojowego réwnosé taka nie zachodzi.
Wyjatkiem jest przypadek tzw. ludnosci stacjonarnej [rozdzial 6].

Przyklad 11. Zbudujemy tablice trwania zycia na podstawie linii
zycia przedstawionych na rysunku 25. Zaktadamy przy tym, ze mamy
do czynienia z kohorta o duzej liczebnosci. Przyjmujemy zatem dla
uproszczenia, ze kazda linia zycia na rysunku 25 reprezentuje np. 1 mln
0sob.

Obliczenia rozpoczynamy od wyznaczenia prawdopodobienstw zgo-
néw (3.23). Nastepnie, wykorzystamy te prawdopodobieristwa do zna-
lezienia pozostatych parametréw kohortowej TTZ dla rocznych i dwu-
letnich grup wieku, przyjmujac umowna liczebno$é¢ poczatkowa Iy =
100 000. Wyniki obliczen zawarte sa w tablicach 7 (wersja pelna)
i 8 (wersja skrécona). Zauwazymy, ze parametry [, T, oraz e, w ta-
blicy skréconej rowne sa analogicznym parametrom z tablicy pelnej
dla z =0, 2, 4.
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wiek w latach

czas kalendarzowy

Rysunek 25. Fragment siatki demograficznej i przyktadowe linie zycia

Tablica 7. Pelma TTZ dla rocznych grup wieku

(4| L | d | K [a]| T [ e |
0 | 100 000 0 | 100 000 | 0,0 | 354 000 | 3,54
1/5 | 100 000 | 20 000 | 90 000 | 0,5 | 254 000 | 2,54
1/4 1 80000 | 20 000 | 72000 | 0,6 | 164 000 | 2,05
1/3 | 60000 | 20 000 | 56 000 | 0,8 | 92000 | 1,53
1/2 | 40 000 | 20 000 | 24 000 | 0,2 | 36 000 | 0,90
1 20 000 | 20 000 | 12000 | 0,6 | 12000 | 0,60

Zrédto: obliczenia na podstawie danych z rysunku 25

UL W NN~ OS8R

Tablica 8. Skrécona TTZ dla dwuletnich grup wieku

x ‘ 24z ‘ lx ‘ 2d:1: ‘ ZKz ‘ 20y ‘ TJZ ‘ € ‘
0| 1/5 | 100 000 | 20 000 | 190 000 | 1,5 | 354 000 | 3,54
2 1/2| 80000 | 40 000 | 128 000 | 1,2 | 164 000 | 2,05
41 1 40 000 | 4 0000 | 36 000 | 0,9 | 36 000 | 0,90

Zrédlo: obliczenia na podstawie danych z rysunku 25
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Latwo sprawdzi¢, ze oczekiwany czas zycia eg jest w tym przypadku
rowny S$redniemu wiekowi z w chwili zgonu. Mamy bowiem

1,54+2,6+3,844,2+5,6
x:’+’+:5+’+’ = 3,54 = eg.

3.4. Tablica przekrojowa

Przekrojowa TTZ ilustruje proces wymierania hipotetycznej gene-
racji o ustalonej liczebnosci [y. Zakladamy, ze w generacji tej inte-
sywnos¢ zgonow w poszczegolnych przedzialach wieku odzwierciedla
intensywnos¢ zgonéw odnotowana we wszystkich rzeczywistych genera-
cjach zyjacych w roku ¢t. Innymi stowy, przekrojowa TTZ jest konstru-
owana na podstawie danych pochodzacych z rejestracji liczby zgonow
i danych o liczbie zyjacych w ustalonym roku.

Przekrojowe TTZ dla Polski publikowane sa przez Gléwny Urzad
Statystyczny, osobno dla mezczyzn i kobiet. Metoda konstrukeji prze-
krojowych TTZ stosowana przez GUS uwzglednia m.in. korekte liczby
ludnosci spowodowana migracjami oraz zaklada wygltadzanie prawdo-
podobienstw zgondéw wyznaczonych z danych empirycznych za pomoca
srednich ruchomych. Ponizej przedstawimy etapy konstrukcji tablic
dla rocznych grup wieku wg zasad GUS [Tablice trwania Zycia 2017, s.
8-12].

W pierwszym kroku wyznaczane sa prawdopodobienistwa zgonéw ¢,
dlaz =0,1,...,X. Wymaga to przedstawienia przekrojowych danych
o liczbie zgonéw w ukladzie przekrojowo-kohortowym.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

L,(7) — liczba 0s6b w wieku x ukonczonych lat w momencie T,
B(t) — liczba urodzen zywych w roku t,

D™(t) — liczba zgonéw w roku ¢t w wieku z ukoriczonych lat wsréd
urodzonych w roku ¢t — z — 1 (zgony mlodsze),

Dst(t) — liczba zgonéw w roku ¢ w wieku x ukonczonych lat wsréd
urodzonych w roku t — x (zgony starsze),

R, (t) — korekta liczby ludnosci spowodowana migracjami w roku
t os6b urodzonych w roku t — x,

R,11(t) — korekta liczby ludnosci spowodowana migracjami w roku
t wsréd oséb urodzonych w roku ¢t — x — 1.
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Rozwazmy dwa sasiednie lata kalendarzowe oznaczone umownie
jako t — 1 = [19, 71| oraz t = |1, T»]. Symbol 7y oznacza poczatek roku
t — 1, 71 — koniec roku t — 1 i jednoczes$nie poczatek roku ¢, natomiast
T — koniec roku t.

Skorzystamy dalej z relacji wyrazonych w postaci rownan bilanso-
wych

B(t) — D(t) — R.(), x =0,
Ly(72) = (3.25)
Ly—1(n) — Dty(t) = D3(t) — Ru(t), = >1.
Stad otrzymujemy
B(t) — Ly(m2) — D5(2), x =0,
R, (t) = (3.26)
Loa(n) = La(m) = DI (8) = D(t), a2 1.

Prawdopodobienstwa ¢, dla z = 0, 1,...,84 obliczamy, korzystajac
z formuty

e =1-— (1 - Q;>(1 - q;/)’ (327)

gdzie ¢, oraz ¢! sa zdefiniowane wzorami

Dy (t) + Dt — 1)

! T
¢ = :
Lz<7—1) - %Rerl(t) + Lx(To) — %Rx+1(t — 1)
(3.28)
q// _ cht(t)—i_D;t(t B 1)

Lo (72)+ Dt (t)+ S Ro(t)+ Ly (1) + Dt (t— 1)+ 1 R, (t—1)

Prawdopodobienstwa ¢, dla najstarszych grup wieku x = 85, 86, . ..
sa wyznaczane poprzez dopasowanie funkcji wielomianowo-wyktadni-
czej

f(z) = lpexp{—by — by — boa® — ... — bs2°} (3.29)
do liczb [, dozywajacych wieku x = 40,45,50,...,85 lat, dla zada-
nej liczebnosci poczatkowej [ = 100 000. Wykorzystywana jest do
tego celu metoda najmniejszych kwadratow i algorytm optymalizacji
nieliniowej Marquardta.

W kolejnym kroku dokonujemy ekstrapolacji funkcji (3.29), uzy-
skujac liczby dozywajacych [, = f(z) dla = > 85.
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Przyklad 12. Rysunek 26 przedstawia funkcje (3.29) dopasowana
metoda optymalizacji nieliniowej Marquardta do liczb dozywajacych [,
zaczerpnietych z tablic trwania zycia dla Polski dla = = 40,45,...,85
lat (dane GUS, 2017 rok), a takze ekstrapolacje tej funkeji dla rocz-
nikéw od x = 85 lat do = = 120 lat, osobno dla mezczyzn i kobiet.

Jak mozna wywnioskowa¢ na podstawie ukladu krzywych na ry-
sunku 26, dopasowanie funkcji wielomianowo-wykladniczej do liczb
dozywajacych [, dla x = 40,45, ...,85 jest stosunkowo dokladne. Po-
twierdza to takze m.in. Srednie wzgledne odchylenie wartosci tablico-
wych [, od wartosci dopasowanych, ktore ksztaltuje sie w tym przy-
padku na poziomie ok. 0,001 dla mezczyzn i ok. 0,002 dla kobiet.

100000 3 _ ,_ _,
90 000 - T e T

80 000 - = b

70 000 - ~ \

80 000 - MEZCZYINI ™ . ' v KOBETY

50 000 - \ \

40 000 - . \

liczba dozywajacych
”
-

30 000 b \
20000 | N \

10 000 + »

!

0 T T T T T T T T T T T-.‘.!‘\

40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120
wiek
e liczba dozywajacych z tablic trwania zycia
- = dopasowana liczba dozywajacych oraz ekstrapolacja dla grup wieku 85+

Rysunek 26. Dopasowanie funkcji wielomianowo-wyktadniczej do liczb
dozywajacych zaczerpnietych z TTZ dla Polski z 2017 roku

Zrédto: obliczenia wlasne na podstawie TTZ 2017, GUS

Na podstawie I, wyznaczamy takze prawdopodobienstwa zgonow
dla z = 85,86, ..., 120, korzystajac z formuly

l, —1
g = =24 (3.30)

Ly
W celu wygtadzenia prawdopodobienstw zgonu ¢, przeprowadza
sie dodatkowo zabieg wyrownywania za pomoca tzw. wazonych $red-
nich ruchomych (z wyjatkiem ¢g). Stosowane jest w tym celu ruchome
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dopasowanie paraboliczne z r6zna liczba wyrazéw, co sprowadza sie do
nastepujacych srednich ruchomych wazonych:

w wieku z = 1 roku — $érednia z wartosci od 1 do 5 lat o wagach:
0,88571; 0,25714; -0,08571; -0,14286; 0,08571,

w wieku z = 2 lat — Srednia z wartosci od 1 do 5 lat o wagach:
0,25714; 0,37143; 0,34286; 0,17143; -0,14286,

w wieku z = 3 lat — scentrowana pieciowyrazowa srednia o wagach:
-0,08571; 0,34286; 0,48571; 0,34286; -0,08571,

w wieku od z = 4 do z = 29 lat — scentrowana siedmiowyrazowa
srednia o wagach: -0,09524; 0,14286; 0,28571; 0,33333; 0,28571;
0,14286; -0,09524,

w wieku od x = 30 do z = 89 lat — scentrowana dziewigciowyrazowa
srednia o wagach: -0,09091; 0,06061; 0,16883; 0,23377; 0,25541;
0,23377; 0,16883; 0,06061; -0,09091.

Cykl wygladzania prawdopodobienstw ¢, powtarza sie trzykrotnie,

co prowadzi do otrzymania prawdopodobienstw wygtadzonych.

Etapy konstrukcji przekrojowej TTZ

1.

Wyznaczamy prawdopodobienstwa przezycia p, na podstawie wy-
gladzonych prawdopodobienstw ¢,, wg wzoru

Pz = 11— qz- (331)

. Okredlamy liczby [, dozywajacych do wieku x + 1 lat

lm—f—l = lw * Pz, (332)

przyjmujac poczatkowa liczebnosé Iy (np. Iy = 100 000).

. Obliczamy liczby zgonéw d, w grupie os6b w wieku = ukonczonych

lat
Ay =1y qw = lp — lpy1. (3.33)
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4. Ustalamy liczbe osobolat zycia K, w grupie wieku [z, z + 1) dla
x > 1 (tzw. ludnosé stacjonarna)

Ky = lo1 + ag - dy, (3.34)

lub réwnowaznie
K,=1,—(1—a,)-d,. (3.35)

Wartoéci wspélezynnikéw a, zastepujemy przyblizeniem a, =~ 2.

2
Mamy wtedy

Ko =l + 5, (3.36)
lub réwnowaznie ]
K,=1,—- §dz. (3.37)
Dla z = 0 przyjmujemy
Ko=1o- (1—q)). (3.38)

5. Znajdujemy fundusz osobolat lat T, oséb w wieku = (tzw. ludnos¢
stacjonarna skumulowana)

T,=> K. (3.39)
u>x

6. Wyznaczamy $rednie dalsze trwanie zycia e,
Cr = —. (3.40)

Analogiczny sposdb postepowania mozna zastosowac takze przy bu-
dowie TTZ w podziale na szersze przedzialy wieku [z, z + n) lat, czyli
tzw. skréconych przekrojowych tablic trwania zycia.

Wyjsciowe prawdopodobienstwa zgonu ,,q, sa obliczane w tym przy-
padku na podstawie tablicy pelnej, korzystajac z relacji

ne =1 — l’;*”. (3.41)

Nastepnie wyznaczane sa pozostale parametry tablicowe.

Ze wzgledu na réznice w natezeniu umieralnosci kobiet i mezczyzn,
tablice trwania zycia tworzone sa zwykle osobno dla obu plci. Frag-
menty tablic przekrojowych GUS dla 2017 roku dla mezczyzn i kobiet
przedstawiaja tablice 9 i 10.
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Tablica 9. Fragment przekrojowej tablicy trwania zycia

mezezyzni (2017 rok)

Cx

0 | 100 000 | 0,00446 446 99 611 7 396 267 73,96
1 99 554 | 0,00028 28 99 540 | 7 296 656 73,29
2 99 526 | 0,00019 19 99 516 | 7197 117 72,31
3 99 506 | 0,00013 13 99 500 | 7 097 601 71,33
4 99 493 | 0,00010 10 99 488 | 6 998 101 70,34
5 99 482 | 0,00009 9 99 478 | 6 898 614 69,35
6 99 473 | 0,00009 9 99 469 | 6 799 136 68,35
7 99 464 | 0,00009 9 99 460 | 6 699 667 67,36
8 99 455 | 0,00009 9 99 450 | 6 600 207 66,36
9 99 446 | 0,00009 9 99 441 | 6 500 757 65,37
10 99 436 | 0,00010 10 99 432 | 6 401 316 64,38
11 99 427 | 0,00010 10 99 422 | 6 301 884 63,38
12 99 417 | 0,00011 11 99 411 | 6 202 462 62,39
13 99 405 | 0,00013 13 99 399 | 6 103 051 61,40
14 99 392 | 0,00017 16 99 384 | 6 003 653 60,40
15 99 376 | 0,00022 22 99 365 | 5904 268 59,41
16 99 354 | 0,00032 32 99 338 | 5 804 904 58,43
17 99 322 | 0,00045 45 99 299 | 5 705 566 57,45
18 99 277 | 0,00059 58 99 248 | 5 606 267 56,47
19 99 219 | 0,00071 71 99 183 | 5 507 019 55,50
20 99 148 | 0,00080 79 99 108 | 5407 835 54,54
21 99 069 | 0,00085 84 99 027 | 5 308 727 53,59
22 98 985 | 0,00088 87 98 941 5 209 700 52,63
23 98 898 | 0,00090 89 98 853 | 5 110 759 51,68
24 98 809 | 0,00093 92 98 763 | 5 011 906 50,72
25 98 716 | 0,00097 96 98 668 | 4 913 143 49,77
26 98 621 | 0,00101 100 98 571 | 4 814 475 48,82
27 98 521 | 0,00105 103 98 469 | 4 715 904 47,87
28 98 417 | 0,00109 107 98 364 | 4 617 435 46,92
29 98 310 | 0,00114 113 98 254 | 4 519 071 45,97
30 98 197 | 0,00121 119 98 138 | 4 420 817 45,02
31 98 079 | 0,00128 126 98 016 | 4 322 679 44,07
32 97 953 | 0,00136 133 97 887 | 4 224 663 43,13
33 97 820 | 0,00145 142 97 749 | 4126 777 42,19
34 97 679 | 0,00154 151 97 603 | 4 029 027 41,25
35 97 528 | 0,00165 161 97 447 | 3 931 424 40,31
36 97 367 | 0,00177 172 97 281 | 3 833977 39,38
37 97 195 | 0,00191 185 97 102 | 3 736 696 38,45
38 97 009 | 0,00207 200 96 909 | 3 639 594 37,52
39 96 809 | 0,00225 218 96 700 | 3 542 684 36,59
40 96 591 | 0,00246 238 96 473 | 3 445 984 35,68
41 96 354 | 0,00270 261 96 223 | 3 349 512 34,76
42 96 093 | 0,00298 286 95 950 | 3 253 288 33,86
43 95 807 | 0,00329 315 95 649 | 3 157 338 32,96
44 95 491 | 0,00364 347 95 318 | 3 061 689 32,06
45 95 144 | 0,00402 382 94 953 | 2 966 372 31,18
46 94 761 | 0,00444 421 94 551 2 871 419 30,30
47 94 341 | 0,00490 462 94 109 | 2 776 868 29,43
48 93 878 | 0,00541 508 93 624 | 2 682 758 28,58
49 93 371 | 0,00596 557 93092 | 2589 134 27,73
50 92 814 | 0,00657 610 92 509 | 2496 041 26,89
100 941 | 0,32054 302 790 2191 2,33

Zrédto: dane GUS, stat.gov.pl
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Tablica 10. Fragment przekrojowej tablicy trwania zycia
kobiety (2017 rok)

N I R I O U
0 | 100 000 | 0,00361 361 99 685 | 8 181 635 81,82
1 99 639 | 0,00023 23 99 627 | 8 081 950 81,11
2 99 616 | 0,00015 15 99 608 | 7 982 322 80,13
3 99 601 | 0,00010 10 99 596 | 7 882 714 79,14
4 99 591 | 0,00008 8 99 587 | 7 783 118 78,15
5 99 583 | 0,00008 8 99 579 | 7 683 531 77,16
6 99 575 | 0,00008 8 99 571 | 7 583 952 76,16
7 99 567 | 0,00008 7 99 563 | 7 484 381 75,17
8 99 559 | 0,00007 7 99 556 | 7 384 818 74,17
9 99 553 | 0,00007 7 99 549 | 7 285 262 73,18

10 99 546 | 0,00007 7 99 542 | 7 185 713 72,18
11 99 539 | 0,00008 8 99 535 | 7 086 170 71,19
12 99 531 | 0,00010 10 99 526 | 6 986 636 70,20
13 99 521 | 0,00012 12 99 515 | 6 887 110 69,20
14 99 509 | 0,00014 14 99 502 | 6 787 595 68,21
15 99 495 | 0,00016 16 99 487 | 6 688 093 67,22
16 99 479 | 0,00019 19 99 469 | 6 588 606 66,23
17 99 460 | 0,00022 22 99 449 | 6 489 137 65,24
18 99 438 | 0,00024 24 99 426 | 6 389 688 64,26
19 99 414 | 0,00026 25 99 401 | 6 290 262 63,27
20 99 389 | 0,00026 25 99 376 | 6 190 861 62,29
21 99 363 | 0,00025 25 99 351 | 6 091 485 61,31
22 99 339 | 0,00024 24 99 327 | 5992 134 60,32
23 99 315 | 0,00023 23 99 304 | 5 892 808 59,33
24 99 292 | 0,00023 23 99 281 | 5 793 504 58,35
25 99 269 | 0,00023 23 99 258 | 5 694 223 57,36
26 99 246 | 0,00025 24 99 234 | 5 594 965 56,37
27 99 222 | 0,00026 26 99 209 | 5495 731 55,39
28 99 196 | 0,00028 28 99 182 | 5 396 523 54,40
29 99 168 | 0,00031 31 99 152 | 5297 341 53,42
30 99 137 | 0,00033 33 99 121 | 5 198 189 52,43
31 99 104 | 0,00035 35 99 087 | 5 099 068 51,45
32 99 069 | 0,00038 38 99 050 | 4 999 981 50,47
33 99 031 | 0,00041 41 99 011 | 4 900 930 49,49
34 98 990 | 0,00045 45 98 968 | 4 801 919 48,51
35 98 946 | 0,00050 49 98 921 | 4 702 951 47,53
36 98 897 | 0,00055 54 98 870 | 4 604 030 46,55
37 98 843 | 0,00060 60 98 813 | 4 505 160 45,58
38 98 783 | 0,00067 66 98 750 | 4 406 348 44,61
39 98 717 | 0,00075 74 98 680 | 4 307 598 43,64
40 98 643 | 0,00084 83 98 601 | 4 208 918 42,67
41 98 560 | 0,00094 92 98 514 | 4 110 317 41,70
42 98 467 | 0,00105 103 98 416 | 4 011 803 40,74
43 98 364 | 0,00118 116 98 306 | 3 913 388 39,78
44 98 248 | 0,00131 129 98 184 | 3 815 082 38,83
45 98 119 | 0,00146 144 98 047 | 3 716 898 37,88
46 97 976 | 0,00163 160 97 896 | 3 618 850 36,94
47 97 816 | 0,00181 177 97 728 | 3 520 955 36,00
48 97 639 | 0,00200 196 97 542 | 3 423 227 35,06
49 97 444 | 0,00222 216 97 336 | 3 325 685 34,13
50 97 227 | 0,00246 239 97 108 | 3 228 350 33,20
100 2 868 | 0,30613 878 2 429 6902 2,41

Zrédlo: dane GUS, stat.gov.pl
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3.5. Strategie wyboru wspélczynnikéw ,a,

A. Bezposrednia obserwacja

Sposob obliczania ,a;, ,m, lub ,q, poprzez bezposrednia obser-
wacje jest mozliwy do zastosowania w przypadku, gdy mamy doktadne
dane o wieku w chwili zgonu badanych oséb. Z tego powodu rzadko
sie go wykorzystuje.

Przyklad 13. Zal6zmy, ze zarejestrowano czas zycia w pewnej gene-
racji 5 osob (dane w latach):

70,44; 70,81; 33,17; 70,85; 71,62

W celu wyznaczenia wspdlczynnika a,, np. dla grupy wieku [70,71)
lat, wystarczy obliczy¢ $rednia wartos$é z tych obserwacji, ktére naleza
do przedziatu [70,71) lat i odja¢ od niej poczatek przedziatu, co daje

1
aro = (70,44 + 70,81 + 70,85) — 70 = 0.7.

Czas ekspozycji na ryzyko zgonu w przedziale [70,71) lat wynosi
K;p=1+0,44+4+0,8140,8 =3, 1.

Stad wspotczynnik zgonéw dla tej grupy wieku réwny jest

3
mro = —1 ~ 0, 968,

)

natomiast prawdopodobienstwo zgonu wynosi

3
d70 = Z = 0,75

Latwo sprawdzi¢, ze kazda z wielkosci arg, mro, gz mozna wyznaczy¢
na podstawie pozostalych dwodch

1 1 1 1
=14 ——=14 —— —— ~14+1,033—-1,333=0.7.
o=t T e T8 o0 T ! !
Podobnie
0,75

1—(1—an) go 1-(1-0,7)-0,75



84 Podstawy demometrii

oraz

Mo 0,968

1+ (1—an) mo 1+(1—0,7)-0,968

qro = 0,75.

B. Modele interpolacyjne

Niech l,4, dlay € [0, n] oznacza liczbe dozywajacych wieku z+y lat.
Liczbe l,4, traktowaé bedziemy jako ciagla funkcje zmiennej y € [0, n).
Zakladac¢ bedziemy dalej liniowa badz wykladnicza postac¢ tej funkcji.

3.5.1. Model interpolacji liniowej

Zalézmy, ze 4, dla ustalonego x jest liniowa funkcja zmiennej y,
czyli
lyvy=a+ Py dla yel0n]. (3.42)

Parametry «, 8 okreslamy w taki sposéb, aby funkcja ., przyj-
mowala zadana wartos¢ [, dla y = 0 oraz [, dla y = n. Warunki te
mozemy zapisa¢ nastepujaco

l,=a dlay=0, losn =a+ pn dlay=n. (3.43)

7 warunkéw tych wynika, ze

= ly,
(3.44)
lirn l:): o nd:p
/B - n - n )
gdzie ,d, jest liczba zgonéw w przedziale wieku [z, x + n).
W rezultacie (3.42) mozemy zapisaé¢ wzorem
nly
lyyy =+ By =1, — Y (3.45)

Obliczymy teraz czas ekspozycji ,, K, na ryzyko zgonu w przedziale
[z,2 4+ n). Gdy ly4, jest funkcja catkowalna, wéwezas czas ekspozycji
2K, obliczamy jako catke oznaczona z tej funkcji na przedziale [0, n].
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W tym przypadku funkcja l,,, ma postaé liniowa (3.42), a zatem jest
funkcja catkowalna. Wobec tego mamy

n n d,
nK:c = / lx-i—ydy = / (l:c - y)dy =
0 0

n
(3.46)
nde 1 57
= nl, — 2 ) :n-lm—ﬁ-ndm.
n 27 lo 2
Poniewaz [, [, laczy relacja
wiec otrzymujemy takze
n
WKy =mn-lpn + 5 ndy. (3.48)

Z poréwnania otrzymanego wyniku z prawa strona wzoru (3.15)
definiujacego czas ekspozycji , K, tj. z wyrazeniem n - l, 1, + n0y - nd,
wnioskujemy ostatecznie, ze wspolczynnik ,a, rowny jest

Wy = —. 3.49
0= (3.49)
Tym samym w modelu interpolacji liniowej formuta (2.46), defi-

niujaca relacje pomiedzy prawdopodobienstwem ,q, oraz czastkowym
wspotczynnikiem zgonéw ,,m,,, sprowadza sie do postaci

N My 2-n-,my
q I+(n—3%) - wme 2+4n-,m, ( )
W szczegdlnym przypadku dla n = 1, otrzymujemy
W= = (3.51)

:1+%mx:2+mx'

3.5.2. Model interpolacji wyktadniczej

Przyjmijmy, ze [, jest funkcja wykladnicza zmiennej y € [0, n],
okreslong wzorem
lz-i—y = aﬁy’ ye [Oa TL], (352)
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przy warunkach ograniczajacych

l, =a dla y=0,
(3.53)
lorn = af"™ dla y =n,

przy czym l, oraz l,., sa zadane z gory.

Z powyzszych warunkéw wynika, ze

4 (lﬁn)i' (3.54)

Stad funkcja l,4, zdefiniowana w (3.52) ma postaé

Y

lx n "
zﬁy:zx( l* ) . (3.55)

Oznaczmy

7 faktu, ze
l:v n
= = pa, (3.57)

otrzymujemy na podstawie (3.55)

3l

Loty = Uy (nPx) (3.58)

Obliczymy czas ekspozycji ,, K, jako calke na przedziale [0, n] z funkcji
lpty. Mamy

0 0
(3.59)

- l:v/ exp{y In npac}dy
0 n

Ostatnie przeksztalcenie pod calka wynika z faktu, ze

z zlna

aF=e dla dowolnej, dodatniej statej . (3.60)
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Dokonamy zamiany zmiennych. Niech

=2 In,p,, stad dy= " (3.61)
n In ,p,
Mamy wtedy
lnnpd, z
Ky =mn lx/ ¢ dz =
0 In nPx
lz In nps lx In npz
_n / efdz = " e "
ln nPx 0 ln nPx 0
(3.62)
n-ly, » B n -l
In,,p, (e <) In,p, (up )
oncl
o Inp,
7 relacji l; - gz = nds, otrzymujemy
K nda (3.63)
WKy =-—n ) )
In,p,

Przyréwnujac otrzymany wynik do prawej strony wzoru (3.15), definiu-
jacego czas ekspozycji , K, tj. do wyrazenia n - l, 1, + 0z - nd,, UZy-
skujemy réwnosé

del’
—-n =N lypin + 0z - ndy. (3.64)
In,p,
Ostatecznie, wzor na wspétezynnik ,a, ma postaé
lrz:+n
losn n L n
nQg - - =N - =

nde  In,p, sl np,
(3.65)

nPz n n n

nQx In nPx - E B ln(l - HQx) ‘
Zbadamy teraz zwiazek pomiedzy wspdlczynnikiem zgonéw ,m,

oraz prawdopodobienstwem zgonéw ,q, w modelu interpolacji wyktad-

niczej. 7 definicji czastkowego wspélczynnika zgonéow mamy

nly

nHe

(3.66)

nMy =
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Korzystajac z (3.63), wzér (3.66) sprowadza sie do postaci

Z Z 1 1
n $:nx: neTT :__lnz:__l ]'_7’7,(177 367
"R, —nple noP n n( ) (3:67)
otrzymalismy
1
e = ——1In(1 — ,q,). (3.68)
n

Relacje wiazaca wspétczynniki i prawdopodobienstwa zgonéw mozna
takze zapisa¢ réwnowaznie wzorem

nle =1 —emme (3.69)

W przypadku szczegélnym dla n = 1, powyzsza formuta redukuje sie
do postaci
e =1—e"m=. (3.70)

C. Srednie dalsze trwanie zycia w modelach interpolacji

Srednie dalsze trwanie zycia definiujemy ogdélnym wzorem (3.12)
er = —, (3.71)

gdzie [, jest liczba dozywajacych wieku x, a T, funduszem osobolat
zycia oséb w wieku x ukonczonych lat.

Niech T} oznacza fundusz osobolat zycia mierzony w pelnych la-
tach. To zalozenie oznacza, ze czas zycia osob, ktore zmarty w danym
przedziale wieku, nie jest wliczany do funduszu 7.

Jedli na poczatku danego przedzialu [z, + 1) bylo [, oséb, a do
konca tego przedzialu dozylo [,1 0sob, to taczny czas zycia tych osob
w podanym przedziale w pelnych latach réwny jest liczbie [,,.; po-
mnozonej przez diugosé przedziatu (tutaj 1). Z kolei fundusz osobo-
lat zycia 1)) wyrazony w pelnych latach rowny jest sumie pelnych lat
przezytych kolejno w przedziatach [z, x + 1), [z + 1,2 4 2) itd. Otrzy-

mujemy wiec
X X—x
Ti= > L=l (3.72)
k=1

y=x+1

gdzie X oznacza gorna granice wieku.
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Gdyby w obliczeniach uwzgledni¢ dodatkowo czas zycia tych oséb,
ktore zmarly w przedziatach wieku [z + k — 1,z + k), czyli wyrazenia
Gpip—1dz1x—1, wOwczas fundusz osobolat zycia T, przyjmie postaé

X—x

T, = Z(l:c+k + g ik-1deir-1) =

1
X—z X—z

= Lot + Z g1 (lothm1 — loth)-
-1 k=1

(3.73)

x>

Otrzymujemy w ten sposéb formute na srednie dalsze trwanie zycia

x l$
R thel ek (3.74)

£

I
mﬂ
M

ol

=1
Rozwazymy teraz przypadki szczegdlne.

Przyjmijmy model interpolacji liniowej, w ktérym a, = % Wtedy

X—x
T:v = (l:c—l—k + a:v—l—k—lda:—l—k—l) -
k=1
(3.75)

X—x X —x

- x+k+ Z ac+k 1_lx+k)
k=1

Powyzsze wyrazenie mozemy takze przeksztalci¢ do postaci
X—z
T, = Z losk + = (l —lx). (3.76)

Zaktadamy, ze liczba dozywajacych gornej granicy wieku X wynosi
0, czyli [y = 0. Stad w modelu interpolacji liniowej e, wyraza sie
wzorem

X—z
T, 1 ly
l.. 2 [y
k=1
(3.77)
B 1 . X—z
- 2 kPx
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Odmienna formula okreslamy e, w modelu interpolacji wykladni-
czej. Wowcezas czas zycia tych oséb, ktére zmarty w przedzialach wieku
[z +k— 1,2+ k), czyli wyrazenia a,x—1d,4x—1 S8 réwne

1 1
Qpih—1dgyr—1 = | 1 — — dpti—1, 3.78
Tk < Qurk-1 In(1 —Q:c+k—1)> I ( )

a zatem w modelu interpolacji wykladniczej e, przyjmuje postaé

ex—)(fkm)f(l— : 1 )<k_1px—kpx>. (3.79)

Gorh (1= goip1)

Uwagi podsumowujace

1. Formuly dotyczace e, réznia sie w zaleznosci od zalozonego modelu
interpolacyjnego. W kazdym jednak przypadku mozna odwotaé sie
bezposrednio do definicji e, jako ilorazu funduszu osobolat T, i licz-
by [, 0s6b dozywajacych wieku x.

2. Modele interpolacji liniowej i wyktadniczej nie sa adekwatne dla
x = 0. Dlatego w przypadku obliczania e, wskazane jest uwzgled-
nienie innej metody szacowania wspolczynnika ag.

Przyktadowo, w latach 70-tych ubiegtego stulecia Coale i in. zapro-
ponowali, aby przyja¢ ag = 0,33 dla niemowlat plci meskiej oraz
ap = 0,35 dla niemowlat pici zenskiej w populacji o wysokim
wspolczynniku zgonéw niemowlat, tj. gdy my > 0,107. W in-
nych przypadkach warto$¢ ag uzaleznili od wartosci mg za pomoca
relacji ag = 0,045 + 2,684 - my dla niemowlat plci meskiej oraz
ao = 0,053 + 2,800 - m( dla niemowlat pici zenskiej.

3. W metodologii GUS odmienny jest sposob obliczania osobolat zycia
Ky. W przypadku grupy wieku [0, 1) lat, zamiast ogdlnej formuty
(3.34), korzysta si¢ z relacji (3.38).

3.6. TTZ w analizie czasu trwania zjawisk

Tablice trwania zycia moga by¢ wykorzystywane nie tylko do ana-
lizy umieralnosci sensu stricto lub, innymi stowy, do opisu czasu trwa-
nia zycia jednostek nalezacych do danej populacji, ale moga tez znalezé
zastosowanie w analizie czasu trwania dowolnych zjawisk. Niektore
przyklady zastosowart TTZ zawiera tablica 11.
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Tablica 11. Przyklady zastosowari TTZ
Nazwa Jednostki Zdarzenie Zdarzenie Czas
zjawiska badane inicjujace konczace wlasny
umieralnosé osoby zyjace | urodzenie zgon wiek
zawieranie osoby w sta- zawarcie
pierwszego nie wolnym urodzenie pierwszego wiek
malzenstwa malzenstwa
urodzenie pierw- | malzenstwa zawarcie urodzenie staz zwiaz-
szego dziecka bezdzietne | malzenstwa | pierwszego ku matz.
w malzenstwie dziecka bez dzieci
staz pary zawarcie rozpad czas
malzenski w zwigzku malzenstwa | malzenstwa trwania
malzeriskim zgon/rozwéd | malzeristwa
migracja osoby zam. zmiana czas
7 miejsca W miejscu urodzenie miejsca pobytu
urodzenia urodzenia zamieszkania (wiek)
rozpoczecie osoby, ktore urodzenie rozpoczecie wiek
pracy nigdy nie (ukoniczenie pierwszej (czas do pod-
zawodowe] pracowaty edukacji) pracy jecia pracy)
trwanie osoby utrata rozpoczecie | czas poszuki-
bezrobocia bezrobotne pracy pracy wania pracy

Zrodlo: opracowanie wlasne

3.7. Koncepcja populacji stacjonarnej

Rozwazymy populacje zamknieta (bez migracji), w ktérej ruch rze-
czywisty okreslaja jedynie urodzenia i zgony. Przyjmijmy dodatkowo:

— stala liczbe urodzen Uy/365 dziennie, tj. Uy rocznie,

— stale prawdopodobienstwa ,py — jednakowe dla dziennych kohort
urodzeniowych.

Populacja spehiajaca wymienione warunki nosi miano populacji

stacjonarnej lub zamiennie — populacji zastojowej.

Przyklad 14. Zalézmy, ze dla dziennych kohort urodzeniowych od-
notowanych w ciagu roku w pewnej zamknietej populacji spelnione sa
zalozenia populacji zastojowej. Proces wymierania tych kohort w ko-
lejnych dniach roku ilustruje tablica 12.




92 Podstawy demometrii

Tablica 12. Proces wymierania dziennych kohort urodzeniowych

w ciagu roku

wiek Populacja zyjacych w dniu:

z(dni) 2P0 1.01 ‘ 2.01 ‘ 3.01 ‘ 4.01 ‘ 5.01 ‘ 6.01 ‘ ‘ 31.12
0 | 1,000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | ... | 1000

1 10,970 970 | 970 | 970 | 970 | 970 | ... | 970

2 10,950 950 | 950 | 950 | 950 | ... | 950

3 10,946 946 | 946 | 946 | ... | 946

4 10,942 942 | 942 | ... | 942
364 | 0,900 900

Zrédlo: dane umowne

Jesli wlasnosci te utrzymuja sie niezmiennie od wielu lat, wéwczas
tablice 12 mozemy uzupelni¢ do postaci prezentowanej w tablicy 13.

Tablica 13. Ilustracja populacji stacjonarnej

wiek Populacja zyjacych w dniu:
x (dni) 2P0 1.01 ‘ 2.01 ‘ 3.01 ‘ 4.01 ‘ 5.01 ‘ 6.01 ‘ ‘ 31.12
0 1,000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | ... | 1000
1 0,970 | 970 | 970 | 970 | 970 | 970 | 970 | ... | 970
2 0,950 | 950 | 950 | 950 | 950 | 950 | 950 | ... | 950
3 0,946 | 946 | 946 | 946 | 946 | 946 | 946 | ... | 946
4 0,942 | 942 | 942 | 942 | 942 | 942 | 942 | ... | 942
364 10,900 | 900 | 900 | 900 | 900 | 900 | 900 | ... | 900

Zrédlo: dane umowne

Z analizy danych w tablicy 13 ptynie kilka spostrzezen, ktére uogol-
ni¢ mozna na przypadek dowolnej populacji stacjonarnej:

1. Zauwazmy, ze liczba oséb, ktore w dniu 7 = 31.12 nie ukonczyty
1-go roku zycia jest réwna sumie wyrazéw w ostatniej kolumnie
tablicy 13, czyli

Lo(1)= Lo =1000+970+950+946+942+ . .. +900.

Suma ta jest jednakowa dla dowolnego 7.
Uogdlniajac, w populacji stacjonarnej liczba 0séb L, (7) w wieku x
w chwili 7 jest stala w czasie, tj. L,(7) = L, dla dowolnego 7.
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2. Ogznacza to, ze stala w czasie jest rowniez laczna liczebnosé po-
pulacji L(7), bowiem stale sa elementy sktadowe Lg(7), L1(7),....
Mamy wiec

L(T):L:LQ+L1+L2+L3+,
a tym samym stala jest tez struktura populacji wg wieku, wyrazona
wskaznikami struktury
Lo Ly Lo
AN AN AR
3. Liczba osobolat zycia w ciagu roku dla pojedynczej, dziennej ko-

horty urodzeniowej z dowolnego dnia, np. z dnia 1 stycznia, obli-
czona na podstawie danych z tablicy 13 wynosi

1 1 1 1 1 1
— 1 —. —. —— 946+ —— 942+ . .4+ ——-900.
sy 1000+ 52 970+ 22950+ 2 - 046+ 5o 942+ 5900

Mnozac przez laczna liczbe dziennych kohort, otrzymamy liczbe
osobolat zycia Ky rocznej kohorty urodzeniowej (liczac od dnia
urodzenia przez okres 1 roku), czyli

1
Ky = 365- 365 (1000+970+950+9464942+ ... +900) | .

Z porownania wyniku z liczebnoscia Ly otrzymujemy réwnosé
Ky = L.
Podobne réwnosci zachodza takze dla dowolnego x
Ki=L,, Ky=1Ly, K3=1Ls,...

Uogdlniajac, liczba osobolat zycia K, w ciagu roku rocznej kohorty
urodzeniowej dozywajacej wieku x lat réwna jest liczebnosei L, (7).

4. 7 powyzszego wynika, ze taczna liczba osobolat zycia K dla rocznej
kohorty urodzeniowej wynosi

K=Ly+Li+ L+ ...

5. Staly w czasie jest tez porzadek wymierania kolejnych generacji, co
oznacza, ze liczba zgonéw I rodzaju jest réwna liczbie zgonéw 111
rodzaju.
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6.

Podstawy demometrii

Fundusz Ty osobolat zycia (bedacy suma Ko+ K1 + Ko + ...) jest
rowny ogolnej liczbie zyjacych w populacji w tym samym momencie

T0:L0+L1+L2+....

Analogiczne relacje zachodza dla dowolnego .

Skoro liczebnosé populacji jest stala w czasie, to liczba zgonéow D
w danym okresie ¢ réwna sie liczbie urodzen Uy w tym okresie.
W konsekwencji, ogdlny przekrojowy wspoélczynnik zgonéw C' DR
oraz ogolny przekrojowy wspoélczynnik urodzen C'BR sa jednakowe,
czyli

CDR = CBR.

Przekrojowe wspotezynniki urodzen i zgondéw réwne sa odwrotnosci
sredniego trwania zycia noworodka ey. 7 definicji bowiem eq jest
ilorazem funduszu osobolat Tj zycia kohorty urodzeniowej do jej
liczebnosci poczatkowej Uy. Liczebnos¢ te mozemy obliczy¢, su-
mujac liczby zgonéw D, w kolejnych grupach wieku (w ujeciu ko-
hortowym) lub jako sume liczby zgonéw w zadanym okresie w zbio-
rowosci ogétu zyjacych (ujecie przekrojowe). Mamy wiec

X-1
Uy = D,=D,
=0
a ponadto
TO == K
Otrzymujemy
Ty K K
“T0 D B
czyli
11
“~ CDR~ CBR

lub réwnowaznie .
CDR=CBR=—.
€o
W przypadku modelu ludnosci stacjonarnej oczekiwany czas zycia
noworodka e oraz sredni wiek Z jednostek w chwili zgonu sa réwne.
Rownosé eg = = w ogdlnym przypadku nie zachodzi [zob. sekcja
6.5.6 w rozdziale 6].
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Uwagi podsumowujace

1.

Model populacji stacjonarnej (zastojowej) pozwala powiazaé ze so-
ba gléwne parametry tablicy trwania zycia, takie jak srednie dalsze
trwanie zycia, wspotczynniki urodzen, zgonéw czy czas ekspozycji.
Umozliwia to estymowanie wybranych parametréw tablicowych na
podstawie innych parametréw.

Model ten znajduje zastosowanie np. w demografii historycznej.
Przyjmuje sie, ze populacje zyjace w dawnych wiekach posiadaly
whasnosci zblizone do populacji stacjonarnych (ze wzgledu na ich
powolny wzrost liczebny). Przykladowo, analiza liczby prehistorycz-
nych szkieletow z okreslonej epoki i przyporzadkowanie ich do odpo-
wiednich grup wieku moze by¢ podstawa do szacowania wspolczyn-
nika urodzen.

Model ludnosci stacjonarnej moze by¢ uzyty do wyznaczania para-
metrow populacji zamknietej, dla ktorej zdefiniowano pojecie ,,uro-
dzenia”, | zgonu”, a takze ,,czasu zycia”’. Przykiadem jest zbioro-
wos¢ uczniéw, w ktorej ,,urodzeniem” i ,,zgonem” sa odpowiednio
rozpoczecie i ukonczenie szkoty, a ,,czasem zycia” — czas trwania
nauki.

Cwiczenia

Cwiczenie 3.1

Dany jest fragment skréconej tablicy trwania zycia (tablica 14).

Obliczy¢:

© PN oA

Liczbe zgonéw w grupie wieku [20, 30) lat oraz [50,60) lat,
Wspélezynnik zgonéw w grupie wieku [20, 30) lat oraz [50, 60) lat,
Prawdopodobienstwo zgonu przed uptywem 10 lat dla 20-latkow,
Prawdopodobienstwo przezycia 10 lat w grupie 20-latkow,
Prawdopodobienstwo zgonu przed uptywem 10 lat dla 50-latkow,
Prawdopodobienstwo przezycia 10 lat w grupie 50-latkow,
Prawdopodobienstwo zgonu przed uptywem 20 lat dla 70-latkow,
Prawdopodobienstwo przezycia 20 lat w grupie 70-latkow,

Srednie dalsze trwanie zycia noworodka,
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10. Srednie dalsze trwanie zycia 0s6b w wieku 30 ukonczonych lat,

11. Srednie dalsze trwanie zycia oséb w wieku 50 ukoriczonych lat.

Tablica 14. Fragment skréconej tablicy trwania zycia

’ Wiek z (w latach) | I, (w tys.) ‘ 10K, (W tys.) ‘ T, (w tys.) ‘

0 100, 0 997,5 8117
10 99,5 993,5 7119,5
20 99,2 991 6126
30 99,0 985 5135
40 98,0 975 4150
20 97,0 945 3175
60 92,0 870 2230
70 82,0 720 1360
30 62,0 430 640
90 24,0 165 210

100 9,0 45 45
110 0,0 0 0

Zrédlo: dane umowne

Cwiczenie 3.2

Dany jest fragment siatki demograficznej (rysunek 27), przedsta-
wiajacy liczbe os6b urodzonych w roku 2000 i liczby dozywajacych
I rodzaju (w tys.).

Korzystajac z danych zamieszczonych w siatce, zbudowaé¢ tablice
trwania zycia (tj. wyznaczy¢ l,., dy, ¢z, Ps, Tr, €2), Wykorzystujac model
interpolacji:

1. Liniowej,
2. Wykiadnicze;j.
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wiek w latach

T 0 ................

czas kalendarzowy

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Rysunek 27. Fragment siatki demograficznej oraz liczby dozywajacych I rodzaju
(dane umowne)

Cwiczenie 3.3

Dany jest fragment siatki demograficznej (rysunek 28), przedsta-
wiajacy liczebnos¢ poczatkowa pewnej generacji oraz liczby zgondéw
mlodszych i starszych (w tys.).

Na podstawie danych zamieszczonych w siatce zbudowadé tablice
trwania zycia (tj. wyznaczy¢ l,, dg, Gz, P, Ty, €2), stosujac model inter-
polacji:

1. Liniowej,

2. Wykiadniczej.
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wiek w latach

czas kalendarzowy

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Rysunek 28. Fragment siatki demograficznej oraz liczby zgonéw mtodszych
i starszych (dane umowne)

Cwiczenie 3.4

Rozwazmy przyktadowa populacje zastojowa, w ktorej porzadek
wymierania przedstawia rysunek 29. Liczby dozywajacych I rodzaju
(w tys.) zaznaczono na wykresie drukiem pogrubionym, natomiast
liczby dozywajacych II rodzaju (w tys.) — drukiem pochylonym. Przy-
jeta jednostka czasu jest 20 lat.

Ustali¢ i porownac:

1. Liczby zgonéw I rodzaju w poszczegolnych 20-letnich grupach wie-
ku w kohorcie s oraz liczby zgonéw III rodzaju w analogicznych
grupach wieku w okresach t' oraz t”,

2. Liczby dozywajacych I rodzaju osiagajacych wiek 40 lat w dwdch
dowolnych kohortach,

3. Liczebnosé populacji we wszystkich grupach wieku tacznie na koniec
okresu t’ oraz t”,
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4. Strukture ludnosci wg grup wieku na poczatku i koncu okresu t’
oraz t”,

5. Laczna liczba zgonéw i liczbe urodzen w dowolnym okresie kalen-
darzowym.

wiek w latach

120 Af-ooeeeene B

100 -

. : 1000 | 1000 | 1000 : 1000
' ' . . ,  czas kalendarzowy
kohorta s okres t' okres t”

Rysunek 29. Siatka demograficzna i liczby dozywajacych I i II rodzaju (dane
umowne)







Rozdzial 4

ROZKLADY CZASU TRWANIA
ZYCIA

4.1. Wprowadzenie

W rozwazaniach dotyczacych tablic trwania zycia poznaliSmy m.in.
ogo6lny model tablicy trwania zycia oraz jego zastosowanie do konstruk-
cji tablic kohortowych i przekrojowych.

Ujecie tablicowe ma te wade, iz proces wymierania danej kohorty
urodzeniowej jest przedstawiony w TTZ w podziale na arbitralne prze-
dzialy wieku [z, z4n), gdzie x, n to liczby nieujemne, catkowite. Jednak
w niektorych zastosowaniach, np. w ubezpieczeniach na zycie, wazna
staje sie¢ mozliwos¢ wyznaczenia wybranych charakterystyk czasu trwa-
nia zycia dla dowolnego x > 0 lub dla dowolnego przedziatu [z, z+y),
y > 0. Ujecie takie jest mozliwe dzieki traktowaniu czasu zycia jako
zmiennej losowej o pewnym ciagltym rozkladzie prawdopodobienistwa.
To podejscie zostanie przedstawione w dalszej czesci tego rozdziatu.

4.2. Niektére charakterystyki funkcyjne i liczbowe

Definicja 1. Niech X bedzie nieujemna i cigglta zmienng losowq re-
prezentujaca czas zycia noworodka. Niech Fx(x) bedzie dystrybuanta
rozktadu zmiennej X, czyli

Fx(z) = P(X < x), (4.1)

taka, ze Fx(0) = 0.
Funkcjq przezycia Sx zmiennej X nazywamy funkcje komplementarnag
do FX, tj

Sx(x) =1— Fx(z). (4.2)
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Bedziemy pisa¢ dalej F'(x), S(z) zamiast Fx(z), Sx(z) w przypad-
kach, gdy nie bedzie watpliwosci, o jaka zmienna losowa chodzi.

Z definicji 1 wynika, ze dla ustalonego x > 0 wartosé Sy (x) w punk-
cie x okresla prawdopodobienstwo zdarzenia, ze noworodek dozyje wie-
ku x.

Definicja 2. Zatozmy, ze x > 0 jest ustalona liczba rzeczywistq. Niech
Tx)=X—z dla X>ux. (4.3)
Zmiennag T (x) nazywamy pozostatym czasem Zycia osoby w wieku x.

Dystrybuanta zmiennej losowej T'(z) dla zadanego y > 0 wyraza
sie wzorem

Fra(y) = P(T(z) <y) =

=PX—-z<y|X>z)=PX<z+4+y|X >2)=

(4.4)
=1-PX>z+y|X>2)=
g _PX 2ty | Sxlrty)
B P(X>z) Sx(x)

Zauwazymy, ze dla v = 0 mamy T'(0) = X i Fr@) = Fx, czyli zmienna
X jest szczegblnym przypadkiem zmiennej losowej T'(z).

Niech ,p, oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia, Ze osoba w wie-
ku z lat przezyje co najmniej y nastepnych lat, natomiast ,q, praw-
dopodobienstwo, ze osoba w wieku x lat umrze przed uplywem y lat.
Prawdopodobienstwa ,p, oraz ,q, sa wyrazone wzorami

_ Sx(z+y)

yPe = ) (4.5)
_,_Sxlzty)
yle =1 Sx (D) (4.6)

przy czym zachodzi oczywisty zwiazek ,p, +,¢, = 1. Gdy v = 0 mamy
takze ,po = Sx(y) oraz ,qo = 1 — Sx(y) = Fx(y).
W przypadku gdy y = 1, zamiast ,p,, ,q, bedziemy pisa p,, ¢,.
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Pokazaliémy w (4.4), ze dystrybuanta zmiennej T'(x) w punkcie
y > 0 ma postac
_ Sx(z+y)

Fr, =1 , 4.7
czyli funkcja S7(,) komplementarna do Fr,) wyraza sie¢ wzorem
Sx(z +y)
ST(z =1— Fpre = —, 4.8

Z poréwnania prawej strony (4.7) z (4.6) oraz prawej strony (4.8)
z (4.5) wynika, ze dystrybuanta rozktadu reszty zycia osoby w wieku
x réwna jest prawdopodobienstwu ,g,, a funkcja komplementarna do
tej dystrybuanty — prawdopodobienistwu ,p,, czyli dla ustalonego

Fray(y) = ya S1(2)(Y) = yPe- (4.9)

Definicja 3. Niech F'(x) oznacza pochodna dystrybuanty Fx(x), tj.
wartosé funkcji gestosci fx zmiennej X w punkcie x. Intensywnosciq
(natezeniem) zgonow nazywamy funkcje

e = éi((i)) gy

Sx(z) > 0. (4.10)

lNloczyn p,dx oznacza w przyblizeniu prawdopodobienstwo zgonu
w bardzo malym przedziale wieku [x,z + dx) w grupie oséb, ktére
dozyly wieku x.

Zauwazymy, ze na mocy (4.10) oraz (4.5) funkcje gestosci fx(z)
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

fx(x) = 2po - prs > 0. (4.11)

Po scatkowaniu stronami (4.10) na przedziale [0, z], otrzymamy

/Om ppdv = Ox g);((z)) dv. (4.12)

Dokonamy zamiany zmiennych pod catka. Niech z = Sx(v). Mamy
wtedy dSx(v) = dz lub inaczej Sk (v)dv = dz. Poniewaz Sx(v) =
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1—Fx(v), wiec pochodna funkcji Sx (v) wzgledem v réwna jest — fx (v),
wobec tego mamy takze — fy(v)dv = dz. Otrzymujemy

z Sx(@) Sx ()
/ uvdv:—/ —dz=—1Inz = —1InSx(z). (4.13)
0 1 z 1
7 powyzszego wynika wiec nastepujacy zwiazek
Sx(z) = e Jo rdv, (4.14)
tym samym
Fx(z)=1—e Jomd, (4.15)

W innym zapisie mamy

Sx(z) = exp {— /0 ' uvdv} (4.16)

Fy(z) =1 — exp {— /0 Ww} , (4.17)

stad dostajemy rowniez

P () =1 — Sy(z+y) . eXp{_fox-i-yﬂvdU} B
Tl Sx(x) exp {— [y podv}

Tty
zl—exp{—/ uvdv}

T+y
S1@)(y) =1 = Fre)(y) = exp {— / uydv} . (4.19)

Korzystajac z (4.4) oraz (4.10), obliczymy na koniec gestos¢ fr(z)
zmiennej losowej T'(x). Poniewaz Fr(;)(y) wyraza sie wzorem (4.7),
wiec pochodna funkeji Fr,(y) wzgledem y > 0 jest réwna

oraz

(4.18)

oraz

. dFT(I)(y) . 1 dSX(x + y) _
Jrw(y) = dy  Sx(@) dy
1 . _ Ix(z+y)
- Sx<l') ( fX( +y>) S)((33) (420)

_ Sx(e+y) fxle+y)
Sx<l’> SX<LU+y) ypz ,uery'
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W przypadku szezegblnym, gdy « = 0, funkcja gestosci zmiennej T'(x)
sprowadza sie do funkcji gestosci (4.11) zmiennej X, czyli do

Zauwazymy, ze funkcja intensywnosci p,. jednoznacznie determinuje
zaréwno dystrybuante, jak i gesto$é¢ rozktadu czasu zycia noworodka,
tj. zmiennej losowej X, a takze czasu zycia osoby w wieku x, repre-
zentowanego przez zmienna losowa T'(z). Funkcje te mozna wyzna-
czy¢ na podstawie intensywnosci zgonow pu,, korzystajac ze zwiazkéw
(4.14)—(4.19) oraz (4.20)—(4.21).

Definicja 4. Wartosé oczekiwana czasu trwania zycia, tj. zmiennej
losowej X > 0 o rozkladzie ciaglym z gestoscia fx(x), jest okreslona
wzorem

B(X) = /0 T fy(a)da, (4.22)

E(X) nazywaé bedziemy srednim trwaniem zycia noworodka i oznaczad
symbolem €.

Poniewaz funkcje gestosci fx(z) mozemy wyrazi¢ za pomoca ilo-
czynu S(x) - f,, wobec tego wartos¢ oczekiwang czasu zycia noworodka
mozemy zapisa¢ takze w postaci

¢ = E(X) = /OOO x-S(x) - ppde. (4.23)

Po dokonaniu catkowania przez czesci prawej strony (4.23) oraz po
uwzglednieniu faktu, ze x - S(x) — 0, gdy z — oo oraz z - S(x) = 0,
gdy x = 0, mamy

éo=E(X)=—x- S(:r;)|go + /000 S(x)dx = /000 S(z)dx. (4.24)

Pokazemy, ze warto$¢ oczekiwana (4.24) jest tozsama w tzw. mo-
delu ciagtym ze $rednim trwaniem zycia noworodka (3.12) z tablic trwa-
nia zycia, zdefiniowanym jako iloraz Ty/ly, przy zalozeniu, ze liczby
dozywajacych do okreslonego wieku sa funkcjami ciagtymi wzgledem
wieku.

Niech [,4, dla y € [0,1] oznacza liczbe dozywajacych wieku = + y
lat. Zalozymy, ze l,, jest ciagla funkcja zmiennej y € [0, 1]. Wéwczas
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czas ekspozycji K, na ryzyko zgonu w grupie wieku [z, z 4+ 1) mozemy
zapisa¢ jako catke

1
0

natomiast fundusz T, osobolat zycia, zdefiniowany przez analogie do
(3.7), zapiszemy za pomoca nastepujacej sumy calek

00 1 1 1
T[) = Z Ku = / l0+ydy -+ / l1+ydy + / l2+ydy + ... (426)
u=0 0 0 0

Po dokonaniu odpowiedniej zamiany zmiennych pod poszczegdlnymi
calkami powyzsza suma daje sie sprowadzi¢ do postaci

1 2 3 0
T, = / l,dx —I—/ l,dx + / lpde + ... = / l,dx. (4.27)
0 1 2 0

Ostatecznie, na podstawie (3.12), (3.11) oraz (4.27) mamy

T, 1 [*® > *
-0 _ _/ l.de = / 2Podx = / S(x)dx. (4.28)
lo lO 0 0 0

Otrzymalismy warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X, tj. (4.24).

Mozna pokaza¢ w drodze podobnego rozumowania i przy analogicz-
nym zalozeniu, ze

L _B(T(x) =ép, dla z=1,2,.. .. (4.29)

4.3. Intensywnos¢ zgonow a wspolczynnik zgonow

Crzastkowy, tablicowy wspdtczynnik zgonéw (3.16), przedstawiony
w rozdziale 3, ma postac

(4.30)

my, = ,
n X nKl,
gdzie ,d, oraz ,K, oznaczaja odpowiednio liczbe zgonéw i czas eks-
pozycji na ryzyko zgonu w przedziale wieku [z, x + n) lat. Warto do-
datkowo przypomnie¢, ze liczba zgonéw ,d, jest rowna réznicy liczb
dozywajacych wieku x oraz x + n, czyli

oy = 1y — Lyan, (4.31)
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z kolei czas ekspozycji , K, na ryzyko zgonu w przedziale [,z + n)
wyraza sie¢ wzorem

nKe =n-loin + n0s - ndy. (4.32)

Zbadamy granice lim,,_.g,m,. Zauwazymy, ze dla malych n czas
ekspozycji ,, K, moze by¢ przyblizony jako

WKe=n-l,. (4.33)
Przyblizenie to jest tym lepsze, im mniejsza dlugo$é n przedziatu.

Dla n = 0 mamy

lx - lm n
lim ,m, = lim =2+ (4.34)
n—0 n—>0 n-l,

Korzystajac z definicji pochodnej funkcji, stwierdzamy, ze

la: - l:p n
lim 2—2 — ' (4.35)
n—0 n
a stad otrzymujemy
. I
713_)11% IITES i (4.36)

Poniewaz [, = Iy - S(z), wiec mamy dalej

o o S@) _ fx(@) _
T S s

(4.37)

co oznacza, ze intensywnosé¢ zgondéw g, jest granica, do ktoérej daza
wspotczynniki zgonéw ,,m,, gdy n — 0.

4.4. Relacja miedzy ,q, a prawdopodobienstwami
tablicowymi g,

Zwiazek pomiedzy prawdopodobienstwami ,q, oraz g, omoéwimy
dla przypadku, w ktérym x,y sa liczbami nieujemnymi, calkowitymi
[Skatba 2002].

Niech z1 < x5 < ... < xx bedzie ustalonym podzialem osi czasu
wlasnego [0, X] (wieku). Przyjmijmy dla uproszczenia, ze x; = j, tj.

IOZO, ZL‘1:1, $2:2, 5E3:3,...,$X:X. (438)
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Wtedy
o S@i4g) _ SGE+1) S+2)  S(i+J)
PETSG) T S S+ S+ —-1)
=Pi Pit1 - Digj—1 = Hpi+l<:—1 = (4.39)
:(1 - q@') : (1 - q@'+1) Tl (1 - Qi+j—1) = H(1 - Qi+k71)-

k=1

Otrzymalismy réwnosé

pi = 11 = gin), (4.40)

co prowadzi takze do réwnosci
J
i =1—pi=1- H (1= Gisr—1) - (4.41)
k=1

Z drugiej strony mamy takze na podstawie wzoréw (4.5) oraz (4.6)

S(+7) iy

ipi = 560 L (4.42)
S(i+j liv

gdzie [; jest parametrem tablicy trwania zycia oznaczajacym liczbe
dozywajacych wieku z; = j.

Przykiad 15. Obliczymy prawdopodobienstwo zgonu w ciagu 3 lat
w grupie oséb (mezczyzn badZ kobiet), ktére dozyty wieku 25 lat, ko-
rzystajac z danych zamieszczonych w tablicach 9 i 10.
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I sposdéb: na podstawie prawdopodobienstw tablicowych g,

Skorzystamy najpierw z relacji (4.41) oraz z danych dotyczacych
prawdopodobienstw ¢, zawartych w tablicy trwania zycia dla mezczyzn
(tablica 9). Mamy

3
3(]25 =1 H( 925+k 1) =

k=1
—1—(1—g8") - 1=y - (1=g2") =
=1 — (1-0,00097) - (1—0,00101) - (1—0,00105) =

=1-0,996973 ~ 0,00303.

Podobnie, w przypadku kobiet skorzystamy z relacji (4.41) oraz z da-
nych zawartych w tablicy 10, czyli

3

3CI§§) =1 - H (1 ‘Zéﬁk 1> =
k=1

=1-(1=qi”) - (1=a”) - (1—al) =
=1—(1-0,00023) - (1—0,00025) - (1—0,00026) =
=1-0,99926 ~ 0,00074.

II sposdb: na podstawie liczb dozywajacych [,

Tym razem skorzystamy z relacji (4.43) oraz z liczb dozywajacych
do okreslonego wieku dla mezczyzn i kobiet, zawartych w tablicach
odpowiednio 9 i 10. Mamy

(M)
=1—-—2=_—=1—-—"""_2~0.00303
32 D 8716
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0 _ s’ _ 99196

o2 2 0, 00074,
325 e 99269

Podsumowujac wyniki uzyskane w przykladzie 15, warto zauwazy¢,
ze prawdopodobienstwo zgonu w ciagu 3 lat dla 25-latkow jest ponad-
czterokrotnie wyzsze w przypadku mezcezyzn niz kobiet.

4.5. Prawa umieralnosci — ujecie historyczne

W literaturze znanych jest wiele préb modelowania intensywnosci
zgonow, prawdopodobienstw zgonow lub prawdopodobienstw przezy-
cia w okreslonych populacjach. Najprostszym ujeciem jest model wyk-
ladniczy, w ktérym intensywnos¢ zgonow jest funkcja stata

fy = p = const, x> 0. (4.44)

Wzér (4.44) rzadko jednak znajduje zastosowanie w modelowaniu
umieralnosci generacji ludzkich, ze wzgledu na nierealistyczne zalozenie
o jednakowym natezeniu zgonéw dla dowolnego wieku z.

W modelach demograficznych zaktada sie niekiedy, ze p, jest funk-
cja przedziatami stala (piecewise exponential model), co dla dosta-
tecznie waskich przedzialow wieku moze byé¢ dobrym przyblizeniem
rzeczywistej intensywnosci zgonéw. Przedzialami wyktadniczy model
umieralnosci sprowadza sie wowczas do modelu interpolacji, przedsta-
wionego w sekcji 3.5.2.

Do historycznych praw umieralnosci zaliczamy model de Moivre’a,
Lamberta, Gompertza-Makehama czy model Weibulla [Fratczak 1997].

Najstarszy model de Moivre’a z roku 1725 przedstawia natezenie
wymierania jako funkcje wieku x postaci

1

= X——x dla O0<z< X, (445)

fhe

gdzie X oznacza nieprzekraczalna granica wieku.

Formuta ta jest rownowazna zatozeniu, ze prawdopodobienistwo ,pg
przezycia przez noworodka wieku x maleje liniowo wraz ze wzrostem
x, czyli

xpozl—% dla 0<z< X oraz ,po=0 dla z>X. (4.46)
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Kolejne dwa modele Lamberta i Gompertza pochodza z lat od-
powiednio 1776 oraz 1825. Lambert zaproponowal model z czterema
parametrami, ktéry mozna zapisa¢ w postaci

T

2
zDo = {a — x} —ble e —ed], x>0, (4.47)

natomiast drugi model sformutowany zostal dla ,,sily umieralnosci”,
tj. funkcji intensywnosci zgonéw, ktéra w modelu Gompertza rosnie
wyktadniczo wraz z wiekiem

e =Bc*, B>0,c>1, x>0, (4.48)
co z kolei prowadzi do formuly dla prawdopodobienistwa przezycia ,pg
Py = € F, (4.49)

gdzie k = —B/Inc.

W roku 1867 Makeham zmodyfikowal propozycje Gompertza wyra-
zona rownaniem (4.48), dodajac po prawej stronie stala A niezalezna
od wieku z, czyli

e = A+ B, A/ B>0,c>1,2>0, (4.50)
co sprowadza sie do wzoru na prawdopodobienstwo ,pg postaci
Do = efl’c(b:erc“cfl)7 (451>

gdzie b= Alnc¢/B oraz k = —B/Inc.

Model(4.50) znany jest wspdtczesnie pod nazwa prawa umieralnosci
Gompertza-Makehama.

Inny model zaproponowany przez Weibulla w 1939 roku ma postac
e = kx™, k,m >0, x> 0. (4.52)

Intensywnos¢ zgonéw w modelu Weibulla jest funkcja monotonicz-
na, tj. rosnaca lub malejaca, dlatego modelu tego rzadko uzywa sie
w demografii do modelowania umieralnosci. Czesciej natomiast znaj-
duje on zastosowanie w analizie niezawodno$ci, np. w badaniach doty-
czacych czasu bezawaryjnej pracy urzadzen.

Przeglad innych parametrycznych modeli umieralnosci znalez¢ moz-
na m.in. w pracy zbiorowej [Tabeauetal. 2001].
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Cwiczenia

Cwiczenie 4.1

Korzystajac z danych zawartych w tablicy 10 (strona 82), obliczy¢
prawdopodobienstwo:

1. Dozycia wieku 25 lat, wsréd kobiet w wieku 20 lat,

2. Zgonu przed upltywem 5 lat, wsréd kobiet w wieku 40 lat.

Cwiczenie 4.2

Czas zycia w pewnej populacji ludzi ma rozktad Gompertza z funk-
cja intensywnosci
A(:L') =7 65%7

przy czym parametry w tym rozktadzie sa rowne
~=10,000133, ¢ =0,08.

Na podstawie odpowiednich wzoréw zbudowacé tablice trwania zycia
w podziale wg rocznych grup wieku, zawierajaca nastepujace dane:

1. Liczby dozywajacych [, przyjmujac liczebnosé poczatkowa ly =
100 000,

2. Liczby zgonéw d, oraz prawdopodobienstwa zgonu w ciggu roku ¢,
dla os6b dozywajacych wieku x lat,

3. Fundusz osobolat T, i srednie dalsze trwanie zycia e, dla osob
dozywajacych wieku x lat.



Rozdzial 5

REPRODUKCJA LUDNOSCI

5.1. Wprowadzenie

Wazny dzial analizy demograficznej dotyczy reprodukcji ludnosci,
tj. zagadnien odtwarzania stanu liczebnego populacji pod wplywem
ruchu naturalnego i wedréwkowego. W wezszym sensie, reprodukcje
rozwaza sie w odniesieniu do ruchu naturalnego, na ktéry skladaja
sie strumienie urodzen i zgonow, wplywajace odpowiednio za przyrost
i ubytek liczebny populacji.

Warto zauwazy¢, ze na reprodukcje ludnosci ma takze wpltyw struk-
tura ludnosci wg wieku. Przyktadowo, w populacji z duzym udzialem
0s6b starszych liczba urodzen jest czesto nizsza od liczby zgonéw, co
w efekcie skutkuje ujemnym przyrostem naturalnym. W tym znacze-
niu struktura populacji wg wieku wplywa na potencjal odtwarzania sie
populacji.

Analiza urodzen jest bardziej zlozona niz analiza zgonéw. W prze-
ciwienstwie do uniwersalnego prawa umieralnosci, ktéremu podlegamy
wszyscy, szansa lub swoidcie rozumiane ,,ryzyko” urodzenia dziecka do-
tyczy jedynie kobiet w wieku rozrodczym. Ponadto, poza réznicami in-
dywidualnymi, zwiazanymi m.in. z wiekiem, zdrowiem, wystepuje sze-
reg czynnikow spoteczno-kulturowych, ktére moga wykluczaé w sposob
czasowy lub trwaly niektore kobiety z populacji podlegajacej temu ,,ry-
zyku” (np. antykoncepcja, sterylizacja itp.).

Zasadnicza réznica pomiedzy analiza urodzen i zgonéw polega jed-
nak na tym, ze wydanie na swiat dziecka moze by¢ dla kobiety doswiad-
czeniem powtarzalnym, podczas gdy zgon jest zdarzeniem jednorazo-
wym. Oznacza to, ze urodzenia mozna rozwazaé takze pod katem ich
kolejnosci, natomiast kobiety pod katem liczby dotychczas urodzonych
dzieci (parity).
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Analize urodzen odnosi sie tradycyjnie do populacji kobiet. Jednak
formalnie rzecz biorac, przedstawione dalej miary reprodukcji moga
by¢ dostosowane takze do populacji mezczyzn.

5.2. Wskaznik dynamiki demograficznej

Wskaznik dynamiki demograficznej DDR (demographic dynamics
ratio) jest najprostszym miernikiem reprodukcji, okreslajacym relacje
liczby urodzen Uy i zgonéw D w danej populacji i w ustalonym prze-
dziale czasu, np. w wybranym roku. Definiujemy go wzorem

Uy

DDR =
D’

(5.1)

Wartosé DD R wieksza od 1 wskazuje na nadwyzke liczby urodzen
nad zgonami, warto$¢ mniejsza od 1 oznacza relacje odwrotna, nato-
miast wartos¢ 1 oznacza, ze liczba urodzen kompensuje liczbe zgonow.

Utrzymywanie sie jednej z wymienionych relacji w dluzszym okresie
wskazuje na reprodukcje odpowiednio rozszerzona (DDR > 1), zawe-
zona (DDR < 1) lub prosta (DDR = 1).

5.3. Wspélczynniki reprodukcji netto i brutto

Wspétezynnik reprodukeji netto NRR (net reproduction rate) jest
agregatowym miernikiem reprodukcji wywodzacym sie z analizy ko-
hortowe;j.

Zatézmy, ze rozwazamy pewna generacje kobiet o liczebnosci po-
czatkowej U (Fem) o takze populacje dziewczynek zywo urodzonych
przez kobiety z tej kohorty, o lacznej liczebnosci BY™ . Nazwijmy
obie zbiorowo$ci odpowiednio pokoleniem matek i pokoleniem corek.

Wéwczas iloraz
B(fem)

NRR = (5.2)

U(fem

nazwiemy kohortowym wspoélczynnikiem reprodukcji netto.

Kohortowy wspotczynnik reprodukeji netto N RR informuje, w ja-
kim stopniu pokolenie matek jest zastapione przez ich corki. W po-
pulacji zamknietej, jesli NRR utrzymuje sie na poziomie wiekszym
niz 1 dla kolejnych pokolen kobiet (tzw. reprodukcja rozszerzona),
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woéwcezas stan liczebny pokolen wzrasta, natomiast jesli NRR utrzy-
muje sie ponizej 1 (reprodukcja zawezona), wowczas liczebnos$é kolej-
nych pokolen maleje. Jesli wartos¢é N RR stabilizuje sie na poziomie
1 (reprodukcja prosta), wowczas populacja zmierza do stanu zwanego
stacjonarnym [zob. sekcja 3.7].

Wspélezynnik (5.2) jest $rednia liczba zywo urodzonych cérek wy-
danych na swiat przez kobiety z danej generacji. Zauwazymy, ze we
wzorze tym zaréwno liczba cérek BUe™ | jak i liczba matek Uéf em)
wziete sa pod uwage przy urodzeniu [Pressat 1966, s. 406]. Pomnézmy
licznik i mianownik przez prawdopodobienstwa xp(()m)a xp(()c) dozycia
przez noworodka plci zenskiej do wieku rozrodczego x = 15 lat, od-
powiednio w pokoleniu matek i ich cérek. Otrzymamy nastepujaca

zmodyfikowang formute kohortowego wspdtczynnika reprodukeji netto

NRR* =

. (5.3)
U(gfem) . mpo(m)

Powyzszy zapis pozwala na interpretacje N RR*, jako Sredniej liczby
corek osiagajacych wiek rozrodczy, przypadajacej na 1 kobiete z danej
generacji, dozywajaca wieku rozrodczego.

lloraz (5.3) sprowadza sie do (5.2), gdy xpéc) = $p(()m), czyli przy

zalozeniu, ze prawdopodobienstwa dozycia do ustalonego wieku x sa
jednakowe w pokoleniu matek i cérek. Takie zalozenie jest spetlnione
np. w populacji ustabilizowanej. Wéwczas prawdopodobienstwa w licz-
niku i mianowniku (5.3) upraszczaja si¢ i prowadza do wzoru (5.2).
W innych przypadkach wzory (5.2) oraz (5.3) nie sa réwnowazne.

Ponizej przedstawimy kilka réwnowaznych do (5.2) formut defi-
niujacych kohortowy wspdtczynnik reprodukeji netto NRR.

Dostepne w statystyce publicznej dane dotycza zwykle urodzen
ogotem. W takich przypadkach licznik ilorazu (5.2) obliczamy, mnozac
taczna liczbe urodzen przez udzial dziewczynek. Prawdopodobienstwa
urodzenia dziewczynki lub chiopca sa uwarunkowane biologicznie, wy-
noszac w przyblizeniu odpowiednio 0, 4851 0, 515. Warto jednak dodac,
ze proporcje te moga zostac zaklécone np. w sytuacji ingerencji cztowie-
ka w naturalny proces ksztaltowania sie plei dziecka (przyktadem moga
by¢ aborcje dzieci okreslonej plei lub préby ingerencji genetycznej).
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Oznaczmy symbolem c iloraz urodzen dzieci plci zeriskiej BY*™) do
urodzen ogdtem B, czyli

B(fem)
= . 5.4
=T (5.4
Mamy wtedy z (5.2)
B
NRR=c¢ ——. (5.5)
U(fem)

0

Inna reprezentacja kohortowego wspétczynnika N RR opiera sie¢ na
relacji wiazacej go z czastkowymi wspoétczynnikami ptodnosci. W przy-
padku rocznych grup wieku [z, x 4+ 1) relacja ta jest nastepujaca

a1l p(fem)
NRR=c-»  f.- e (5.6)
r=a1 0

gdzie [ay, as) jest przedzialem wieku prokreacyjnego (zakladamy dalej
a1 =15, a=>50lat), f, dlaz=15,...,49 sa kohortowymi, czastkowymi
wspotczynnikami ptodnosci dla rocznych grup wieku, Ky (fem) jest cza—
sem ekspozycji kobiet w grupie wieku [z, x 4+ 1) lat, natomiast Uof em)
oznacza liczebno$é poczatkowa kohorty kobiet (pokolenla matek).

Zauwazmy, ze zapisy (5.5) i (5.6) sa réwnowazne. Przypomnijmy,
ze czastkowe wspétezynniki ptodnosci f, dla rocznych grup wieku de-
finiujemy jako ilorazy B,/ KY em), gdzie B, oznacza liczbe dzieci uro-
dzonych przez kobiety w wieku [z,z + 1) lat, a KY™ jest czasem
ekspozycji kobiet w tej grupie wieku [por. (2.33)]. Po podstawieniu
wspomnianych ilorazéw w miejsce f, po prawej stronie (5.6), formuta
sprowadza sie do sumy urodzen ) B, podzielonej przez Uéf ™ 7 ko-
lei suma ) B, dla x przebiegajacego przedzial wieku [ai,as) daje
laczna liczbe B dzieci urodzonych przez kobiety w wieku rozrodczym,
co w efekcie prowadzi do wzoru (5.5).

Niekiedy w miejsce iloczynoéw c - f, we wzorze (5.6) przyjmuje sie
czastkowe wspodtezynniki plodnosci dotyczace urodzen zenskich, ktore

oznaczymy symbolem £/, Wtedy (5.6) przyjmuje postaé

NRR - Z fac . W. (57)
r=ai 0
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Gdy dysponujemy czastkowymi wspolczynnikami ptodnosci w za-
kresie urodzen zenskich dla szerszych przedziatéw wieku [z, z + n),
tj. gdy n > 1 (n € N), wowczas N RR mozemy wyznaczaé ze wzoru

K(fem)

_ (fem)  nits
NRR =Y .f TSR (5.8)

Liczby osobolat zycia K™ w formule (5.7) Iub , K™ w (5.8)
zwykle nie sa znane. Przyblizy¢ je mozemy przy pomocy liczb kobiet
dozywajacych wieku odpowiednio ZL‘—I—% lub 245 pomnozonych przez sze-

roko$é przedzialéw wieku, tj. za pomoca wyrazen Um(ielm Jubn - U if;n)
5 2

[przez analogie do (2.4) lub (2.8)]. Ponadto, ilorazy

U(f@lm) U(fegl)
Al skl (5.9)
g7 pTem

traktowa¢ mozemy jako prawdopodobienstwa dozycia wieku x + % lub
r+75 przez noworodka plci zeniskiej. Oznaczmy te prawdopodobienstwa
symbolami odpowiednio 1Po OTAZ 442 Pp- Wéwezas NRR dla rocz-

nych grup wieku [z, z 4+ 1) mozna przybliza¢ wzorami

as—1 az—1
NRR~ Y fiem -4+1p0 lub NRR = > fo+wripo,  (5.10)
T=ai T=ai

a w przypadku grup wieku [z, z + n) wzorami

NRR~nY ofe"™ opnpo b NRR=neY  nfozrzpo, (5.11)

przy czym prawdopodobienstwa , . 1pg oraz ,izpy Wyznaczamy z ko-
hortowych tablic trwania zycia dla kobiet wg formut

1 la} + lx—i—l
z+%p0 - E ’ Ta
(5.12)
:H—%po - % ’ Ta

gdzie [, oznacza liczby kobiet dozywajacych wieku x.
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Warto wspomnieé, ze wspétczynnik reprodukceji netto oblicza sie
z reguly w ujeciu przekrojowym. N RR obliczamy wéwczas ze wzorow
(5.10) lub (5.11), zastepujac kohortowe wspétezynniki ptodnosci odpo-
wiednimi wspoétczynnikami przekrojowymi oraz wyznaczajac prawdo-
podobieristwa (5.12) z przekrojowych tablic trwania zycia dla kobiet.

Kolejny wskaznik, zwany wspolczynnikiem reprodukcji brutto
GRR (gross reproduction rate), ma charakter teoretyczny. Wyznacza-
my go na podstawie czastkowych wspolczynnikéw plodnosci przy zato-
zeniu braku umieralnosci. Podobnie jak wspotczynnik reprodukeji net-
to, GRR wywodzi sie z analizy kohortowej.

Zalézmy, ze czas ekspozycji na szanse urodzenia dziecka dla kazdej
kobiety w danej grupie wieku [z, z + 1) réwny jest dokladnie dlugosci
tego przedzialu, tj. wynosi 1 rok, co jest réwnoznaczne z zalozeniem
braku umieralno$ci w tym przedziale wieku. Wowczas formu}a defi-
niujaca GRR sprowadza si¢ do zastapienia sktadnika K ™) we wzorze

(5.6) liczebnoscia U0 : OtrzmeJemy G RR postaci

az—1 U (fem) az—1
GRR=c-}_ forizy =3 Jo (5.13)
r=a; 0 T=ai

gdzie ¢ jest okreslone wzorem (5.4).

Dokonujac analogicznej zamiany we wzorze (5.7), mamy takze

az—1 Ufem) az—1
GRR = Z fifem Ofem Z fiem, (5.14)

Dla grup wieku postaci [z,z + n), gdy n > 1, wspdlezynnik GRR
przyjmuje postaé¢ analogiczna do (5.13) lub (5.14), tj

az—1
GRR:c-n-anm (5.15)
lub
GRR=n-Y ,fym. (5.16)

W przypadku danych przekrojowych wspétczynnik G RR mozemy
zdefiniowa¢ podobnie jak w (5.15) czy (5.16), z tym ze kohortowe,
czastkowe wspolczynniki ptodnosci zastepujemy wspétczynnikami prze-
krojowymi.
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Przy obliczaniu wspoétczynnika G RR mozemy takze skorzystac z re-
lacji wiazacej go ze wspotczynnikiem dzietnosci TF R, o ktérym mowa
w kolejnej sekcji.

5.4. Wspélczynnik dzietnosci

Ogdlny wspétezynnik dzietnosci TFR (total fertility rate) jest pro-
porcjonalny do wspoéleczynnika G RR. Pomiedzy GRR oraz T F R zacho-
dzi relacja

1
TFR=-GRR. (5.17)

Réznica polega na tym, ze w T'F'R uwzgledniamy dodatkowo uro-
dzenia dzieci plci meskiej. Dla rocznych grup wieku otrzymujemy re-
lacje

az2—1

TFR= Y f.. (5.18)
r=ay
natomiast w przypadku grup wieku [z,z + n) dla n > 1 powyzsza
formuta przyjmuje postac

TFR=n-Y .fa (5.19)

Obydwa wskazniki, GRR oraz T'F'R, maja charakter hipotetyczny,
a ich interpretacja jest zblizona. Wspdlczynnik T'F' R okresla, ile dzieci
wydataby na swiat typowa kobieta w hipotetycznych warunkach braku
umieralnosci i przy obserwowanym profilu ptodnoéci, reprezentowanym
przez czastkowe wspolczynniki ptodnosci.

Patrzac jednak na zagadnienie z perspektywy reprodukcji, mozemy
powiedzie¢, ze kobieta reprodukuje sie poprzez corki. 7 tej perspekty-
wy zastosowanie znajduje wspotczynnik reprodukeji brutto GRR wska-
zujacy, ile céorek wydataby na swiat typowa kobieta w warunkach braku
umieralnosci i przy obserwowanym profilu ptodnosci.

Zauwazymy, ze wartos¢ wspolczynnika T F'R mniejsza lub réwna
2 nie gwarantuje prostej zastepowalnosci pokolert. Minimalny poziom
TFR wskazujacy na prosta zastepowalnos¢ winien ksztaltowac sie na
poziomie nieco powyzej 2. Uwzgledni¢ nalezy bowiem efekt umieralnos-
ci, pominiety w konstrukcji wspoétczynnika T'F'R. W krajach wysoko
rozwinietych przyjmuje sie, ze prosta zastepowalnos¢ wystepuje w przy-
padku, gdy TFR = 2, 1.
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Przyklad 16. Tablica 15 zawiera dane wejsciowe i obliczenia posrednie
prowadzace do wyznaczenia wspotczynnikéw TFR, GRR oraz NRR
dla Polski w roku 2017.

Kolumny 2 i 3 tablicy zawieraja ilorazy [, /ly, zaczerpniete z tablicy
trwania zycia dla kobiet (por. tablica 10, strona 82), a takze wyzna-
czone na ich podstawie prawdopodobienstwa

o42,500 = (lp + loys) /2lo.

(fem)

[z,2+5)
kobiet bedacych w potowie roku 2017 w grupach wieku [z, + 5) lat
dla x = 15,20, . ..,45 zaczerpnieto z bazy GUS (stat.gov.pl). Dane te

zamieszczono w kolumnach 4 1 5.

Liczby urodzen 5B, w podziale wg wieku matek oraz liczby L

Kolejne dwie kolumny tablicy 15 zawieraja obliczenie posrednie,
w tym czastkowych wspolczynnikéw ptodnosci, niezbedne do wyznacze-
nia wspolczynnika dzietnosci oraz wspétczynnikow reprodukeji brutto
1 netto.
Lo
wspolczynnika dzietnosci TF R i wspolczynnikéw reprodukcji
brutto GRR i netto NRR

wiek z | 1/lo | s425P0 | 5Ba L[(iiﬁ)g,) 5./ (3)x(6)

(1) (2) (3) (4) () (6) (7)

15 0,99495 | 0,9944 | 10032 | 922568 | 0,0109 | 0,0108
20 0,99389 | 0,9933 | 55928 | 1104996 | 0,0506 | 0,0503
25 0,99269 | 0,9920 | 132464 | 1336564 | 0,0991 | 0,0983
30 0,99137 | 0,9904 | 134904 | 1566263 | 0,0861 | 0,0853
35 0,98946 | 0,9879 | 57563 | 1547565 | 0,0372 | 0,0367
40 0,98643 | 0,9838 | 10642 | 1421700 | 0,0075 | 0,0074
45 0,98119 | 0,9767 397 | 1197465 | 0,0003 | 0,0002
50 0,97227 Razem | 0,2917 | 0,2891

Zrédlo: obliczenia wlasne na podstawie danych GUS, stat.gov.pl

Tablica 15. Dane wejsciowe [, /g, 5Bz, i obliczenia posrednie

Czastkowe wspoétezynniki ptodnosci 5 f,, wyznaczone zostaly poprzez
podzielenie wyrazow z kolumny 4 przez wyrazy z kolumny 5. Wyniki
dzielenia prezentuje kolumna 6.

Zgodnie z formula (5.19), suma wspdlezynnikéw plodnosci 5 f, po-
mnozona przez szerokos¢ przedzialow wieku n = 5 daje wspolczynnik
dzietnosci TFR. W tym przyktadzie mamy

TFR=5-0,2917 = 1, 4587.
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Z kolei zgodnie z formuta (5.17), wspélezynnik TF R pomnozony
przez udzial noworodkéw plei zenskiej ¢ prowadzi do wspdtezynnika
reprodukcji brutto GRR. Przyjmujac ¢ = 0,485, otrzymujemy

GRR = 0,485 -1,4587 = 0, 7075.

W ostatniej kolumnie tablicy 15 zawarto iloczyny prawdopodo-
biefstw ;42 5p0 1 wspélezynnikéw plodnosci 5 f,. Na mocy (5.11) suma
tych iloczynéw pomnozona przez iloczyn nc = 5-0, 485 daje wspodlczyn-
nik reprodukcji netto NRR, czyli

NRR =5-0,485-0,2891 = 0, 701.

Cwiczenie

Tablica 16 zawiera przekrojowe, czastkowe wspdtezynniki ptodnosci
w Polsce obliczone na podstawie danych GUS (stat.gov.pl) dla trzech
lat.

Tablica 16. Czastkowe wspotczynniki

plodnosci w Polsce w wybranych latach

wiek wsp. ptodnodci s fy
x 1980 ‘ 2000 ‘ 2007

15 ]0,033]0,017] 0,015
20 | 0,180 | 0,083 | 0,058
25 | 0,136 | 0,095 | 0,092
30 | 0,069 | 0,052 | 0,067
35 10,029 | 0,021 | 0,026
40 | 0,008 | 0,005 | 0,005
45 10,001 | 0,000 | 0,000

Zrédlo: na podstawie danych GUS

Obliczy¢ i zinterpretowac:
1. Wspdlezynniki dzietnosci T F' R osobno dla kazdego roku,

2. Wspodlcezynniki reprodukeji brutto GRR dla badanych lat, przyj-
mujac udzial urodzen zenskich ¢ = 0, 485,

3. Wspolezynniki reprodukcji netto N RR, korzystajac z ilorazow [, /lo
z przekrojowych TTZ dla kobiet z odpowiednich lat (stat.gov.pl).

Uzyskane w punktach 1-3 wartosci poréwnac z analogicznymi wyni-
kami z przyktadu 16.






Rozdzial 6

WZROST LICZEBNY
POPULACIJI

6.1. Wprowadzenie

Istnieja dwa rodzaje zdarzen demograficznych wplywajacych na
wzrost liczebny populacji, tj. urodzenia i napltyw migracyjny jed-
nostek do badanej populacji, a takze dwa rodzaje zdarzen demograficz-
nych, ktére moga zredukowaé liczebnos$¢ danej zbiorowodci, tj. zgony
i odplyw migracyjny.

Podstawowe réwnanie opisujace zmiany w czasie w zakresie stanu
liczebnego populacji nosi miano réwnania bilansowego (balancing
equation). Bedzie ono punktem wyjscia do wyprowadzenia w dalszej
czesci tego rozdziatu jednego z bardziej znanych modeli wzrostu popu-
lacji, tzw. modelu wzrostu wykladniczego.

6.2. Rownanie bilansowe

Oznaczmy przez t = [r1, 2] ustalony przedzial czasu kalendarzo-
wego, gdzie 1 < T, wyznaczaja konkretne chwile czasu. Przyktadowo,
moze to by¢ okres od 1 stycznia do 31 grudnia wybranego roku t.
Zmiany w rozmiarze liczebnym populacji w danym przedziale ¢ mozna
przedstawi¢ w postaci nastepujacej tozsamosci, zwanej réwnaniem bi-
lansowym

L(ms) = L(m1) + B(t) — D(t) + NM(t), (6.1)
gdzie:
L(7;) — liczebnosé¢ populacji w chwili 7, 1 = 1,2,
B(t) — liczba urodzen zywych w okresie t = |11, T2],
D(t) — liczba zgonéw w okresie t = |11, To],

N M (t) — saldo migracji (migracja netto) w okresie t = [, o).
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Odejmiemy stronami poczatkowa liczebnosé L(r1) badanej zbio-
rowosci, a nastepnie podzielimy przez liczbe osobolat zycia K(t) jed-
nostek populacji w okresie t = 11, 72]. Wowczas otrzymamy

L(ry) — L(m)  B(t) D(t) NM(t)

K@y K@) K@ K@) (6:2)

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia i nazwy poszczegolnych ilorazow:

Wspélezynnik wzrostu (crude rate of total increase)

L(rp) — L(n1)

CRTI(t) = 6.3
() = e, (63
Ogdlny wspétezynnik urodzen (crude birth rate)
B(t)
CBR(t) = —= 6.4
)= o (6.4
Ogdlny wspétezynnik zgonéw (crude death rate)
D(t)
CDR(t) = —= 6.5
0= (65
Wspdlezynnik przyrostu naturalnego (rate of natural increase)
B({t)  D(i)
NI(t) =CBR(t) —CDR(t) = —% — —= )
RNI(t) = CBR() = CDR0) = 23— T (66)
Wspélezynnik migracji netto (net migration rate)
NDM(t)
NMR(t) = : .
Rit) = oy (6.7

Ogolne wspotezynniki urodzen, zgonéw czy migracji netto zdefinio-
wane sa tutaj jako liczby okreslonych zdarzen demograficznych w danej
populacji i w ustalonym okresie ¢, podzielone przez liczbe osobolat
zycia K (t) jednostek tej populacji, w tym okresie.

Przy wykorzystaniu oznaczen (6.3)—(6.7), réwnanie (6.2) prowadzi
do nastepujacej dekompozycji wspolczynnika wzrostu

CRTI(t) = CBR(t) — CDR(t) + NMR(t). (6.8)
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Warto zauwazy¢, ze jeden dzien zycia jednostki w okreslonej po-
pulacji stanowi wklad 1/365 do liczby osobolat zycia K (t), natomiast
kazda godzina to wkitad rzedu 1/8760 osobolat. W kazdym przypadku
wielko$¢ K (t) jest wyrazona w osobolatach, niezaleznie od tego, czy
rozwazany przedzial czasu ogranicza sie do godzin, dni, miesiecy, kwar-
talow czy tez obejmuje kilka lat.

Na ogot dokladna liczba osobolat zycia K (t) nie jest znana. Za jej
przyblizenie przyjmujemy wowczas srednig liczbe ludnos$ci w danym
okresie lub liczbe ludnosci w polowie tego okresu. Liczba ta oznaczona
bedzie dalej symbolem L(t).

Przyjmujac zatem przyblizenie K (t) ~ L(t), mamy na podstawie
(6.3)—(6.7)

D(t) (6.9)

Przyklad 17. Réwnanie bilansowe (6.1) dla populacji catego $wiata
w okresie obejmujacym lata 2010 — 2015 mozna zapisa¢ nastepujaco
(dane World Population Prospects, https://population.un.org/wpp/):

7383 008 770 = 6 958 169 159 + 701 346 033 — 276 506 422 + 0

Zauwazymy, ze saldo migracji dla §wiata wynosi 0, co w przypadku
mniejszych regionéw nie musi mie¢ miejsca.

Przyklad 18. Rozwazymy przyrost rzeczywisty liczby ludnosci Polski
w roku 2017, tj. w okresie od 1.01.2017 do 31.12.2017 (stat.gov.pl).
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Mamy
38 433 558 — 38 432 992 = 401 982 — 402 852 + 13 324 — 11 888
przyrost la:inos’ci=566 przyrost natc:lralny:fwo saldo mié?acji:m%
566

Do mianownika wstawmy srednia liczbe ludnosci w roku 2017, tj.
38 433 275. Uzyskujemy w ten sposéb nastepujaca dekompozycje
wspotczynnika wzrostu rzeczywistego:
566 _ 401982 402 852 N 1 436
38 433 275 38433 275 38433 275 38 433 275’

co po zaokragleniu do 5 cyfr po przecinku daje rownanie postaci:

0,00002 = 0,01046 — 0,01048 + 0, 00004.

Oznacza to, ze na przyrost rzeczywisty rzedu ok. 2 oséb na 100 000
mieszkancow Polski w roku 2017 sklada sie 1046 urodzen zywych na
100 000 ludnosci, pomniejszone o 1048 zgondéw na 100 000 ludnosci
i powiekszone o dodatnie saldo migracji na poziomie ok. 4 oséb na
100 000 ludnos$ci. Zatem stopa przyrostu naturalnego wynosi w tym
przypadku —0, 00002, natomiast stopa przyrostu rzeczywistego z uwz-
glednieniem migracji wynosi 0,00002.

Przyklad 19. Ponizej podane sa wspdlezynniki (6.9) dla $wiata oraz
wybranych kontynentéw w odniesieniu do okresu 2010-2015 (dane:
World Population Prospects, https://population.un.org/wpp/), w uk-
ladzie analogicznym do (6.8).

Swiat
0,0119 = 0,0196 — 0,0077 4+ 0
Afryka
0,0259 = 0,0359 — 0,0094 — 0, 0006
Azja
0,0104 = 0,0177 — 0,0070 — 0, 0003
Europa

0,0010 = 0,0108 — 0,0109 4 0,0011
Ameryka Potudniowa i Srodkowa

0,0114 = 0,0178 — 0, 0058 — 0, 0006
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Ameryka Pélnocna

0,0075 = 0,0124 — 0, 0081 + 0, 0032

Australia
0,0147 = 0,0133 — 0,0066 + 0, 0080

Najnizszy wspolczynnik wzrostu w latach 2010-2015 zanotowano
w Europie (przyrost rzedu 10 os6b na 10 000 ludnosci). Jednak obecnie
obserwowane ruchy migracyjne oraz prognozy ludnosciowe dla Europy
na lata 2015 — 2020 wskazuja na wzrost wspolczynnika migracji netto
w tym okresie, przy jednoczesnym spadku ogdlnego wspotczynnika uro-
dzen i wzroscie ogolnego wspotczynnika zgonow.

6.3. Intensywnos$¢ wzrostu populacji

Zalézmy, ze rozwazanym przedzialem czasu t = [, 73] jest ustalony
rok kalendarzowy. Niech L(1.01.t), L(2.01.t),..., L(31.12.t) oznaczaja
liczebnosci populacji w kolejnych dniach tego roku.

Za taczna liczbe osobolat zycia K (t) mozemy przyja¢ w przyblizeniu
nastepujaca sume

1 1 1
K ()~ L(LOLE) 5o+ L(2.OLE) oo A L(3L12.0) 5o =

365

1=1

gdzie L; oznacza liczebnosé ludnosci w i-tym dniu, natomiast A = %.
Uogdlniajac te rozwazania, przyjmijmy, ze znamy liczebnosé L(7)
populacji w dowolnej chwili 7 € |1y, 75]. Zalézmy dodatkowo, ze funkcja

L(7) jest rézniczkowalna. Zatem z definicji pochodnej funkcji mamy

L(t+ A;) — L(7)

/ _ .
L'(r) = Alirgo A , (6.11)
z kolei liczbe osobolat zycia K(t) w przedziale t = [1y, 73] mozemy

zapisaé przez analogie do (6.10) jako

K(t) = / " Liryar (6.12)
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Zbadamy granice, do ktérej dazy wspdlczynnik wzrostu dany wzo-
rem (6.3), gdy rozpietosé przedziatu [, 2] dazy do 0. W tym celu
rozwazaé bedziemy dalej przedzial ¢ oznaczony jako t = [r,7 + A,],
natomiast K (f) oznaczymy symbolem K ([7,7 + A.]). Zakladajac, ze
A, jest maly liczba, mamy w przyblizeniu

K(r7+A]) ~ L(7) - A, (6.13)

a przyblizenie to jest tym lepsze, im bardziej A, zbliza sie do 0.
Zatem korzystajac z definicji wspétezynnika wzrostu (6.3), rozwa-
za¢ bedziemy granice postaci

lim L(t+ A;) — L(7)

A0 K([r, 7+ A]) (6.14)

ktéra oznaczymy symbolem 7(7) i nazwiemy intensywno$cia wzro-
stu. Pojecie to traktujemy jako swego rodzaju analogon intensywnosci
oprocentowania w analizach finansowych [Skatba 2002, s. 18].

Mamy

~ lim L(t+A;) = L(1)
A0 K([r,m+ A;]) B

(6.15)

_L'(r) dlnL(7)
- L(r)  dr

Ostatecznie otrzymujemy

r(r) = ‘““d—im. (6.16)

Calkujac stronami w przedziale [, 73], dostajemy

[ v =i =ni -mre) =m (12

T1
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/72 r(r)dr = In (ig) (6.18)

T1

Uzyskalismy formute

lub réwnowaznie

. _ (6.19)
stad
L(ry) = L(n)el= 7. (6.20)

Oznacza to, ze liczebno$é¢ populacji w chwili 75 réwna jest liczebnodci
w chwili 71 pomnozonej przez dodatni skiadnik, bedacy wykladnicza
funkcja calki z intensywnosci wzrostu r(7) w przedziale [y, 7).

6.3.1. Roczna stopa wzrostu — przypadki szczegdlne

Zalézmy, ze intensywnosé¢ wzrostu populacji r(7) jest stata. Ozna-
czymy ja symbolem r i nazwiemy stala stopa wzrostu populacji.
Mamy wtedy

T2 T2 T2
/ r(r)dr = / rdr = 7"/ dr =r(m — 1), (6.21)
T1 T1 T1

L(1y) = L(m)e" ™™™ (6.22)

lub przyjmujac t = 75 — 71, mamy

stad

L(my) = L(my)e™, (6.23)

zatem liczba ludnosci L(75) w momencie 7, jest okreslona przez liczbe
poczatkowa L(71) oraz mnoznik e, gdzie t jest dhugoscia okresu czasu
pomiedzy momentami 7, oraz 7. Model ten nazywa sie tez modelem
wzrostu Malthusa.

Zauwazymy, ze jesli r > 0, wéwezas €™ > 1, czyli liczba ludnosci
wzrasta. Jedli r < 0, wéwczas €' < 1, co oznacza, ze liczebnosé
populacji maleje. W przypadku szczegélnym, gdy r = 0, tj. e = 1,
liczebnos¢ nie zmienia sie. Utrzymywanie sie tego stanu przez diugi

okres czasu prowadzi do modelu ludnosci zastojowej (stacjonarnej).
Z (6.22) mamy

s e
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oraz

In (é(?))
p= ) (6.25)
T2 —T1
Ostatnia formuta jest wygodna m.in. w obliczaniu, ile czasu musi
uplynaé, aby badana populacja powiekszyla sie (wzglednie zmniejszyla)
k-krotnie.

Przyklad 20. Obliczymy, po jakim czasie populacja zwiekszy sie
dwukrotnie, jesli charakteryzuje ja stala, dodatnia stopa wzrostu:
a)r=20,03 b)r=0,01.

Skoro liczebnosé¢ populacji ma sie podwoi¢, mamy

L(72)

L(r) 2

Poniewaz r wyraza sie formuta (6.25), otrzymujemy réwnanie

In2

T2 —T1

0,03 =

Mamy In2 = 0,693, wiec wynika z tego dalej réwnanie postaci

0,693
0,03 = — .
To — T1

W rezultacie wnioskujemy, ze populacja podwoi sie w ciagu ok. 23 lat,

poniewaz
0,693
-7 = —— =23,1.
27T 03
Na podstawie analogicznych obliczenn mozna pokazac, ze dla r = 0,01
podwojenie populacji nastapi w ciagu 69, 3 lat.

PoznaliSmy ogdlna formule (6.16) na intensywnos$é¢ r(7) wzrostu
populacji oraz formule (6.20) obliczania liczby ludnosci w ustalonym
momencie 7, na podstawie liczby ludnosci w chwili 7, oraz na podstawie
catki z funkcji r(7) dla 7 € [, ]. Zauwazymy, Ze nie jest przy tym
konieczna doktadna znajomosé przebiegu funkeji r(7) w tym przedziale
czasowym. Wystarczy znaé jej Srednia wartosé, poniewaz w (6.20)
wystepuje catka oznaczona z intensywnosci (7).
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Niech 7, ) oznacza dalej $rednia funkcji r(7) dla 7 € [, 7).
Nazwiemy te wielko$¢ srednia roczna stopa wzrostu w przedziale
czasu 11, 2|. Innymi slowy, niech

1 2
Tlrim] = / r(T)dr. (6.26)

To—T1 Jn

Zauwazymy przy tej okazji, ze srednia roczna stopa wzrostu nie jest
tozsama z intensywnoscia wzrostu populacji. Zwiazek pomiedzy obie-
ma wielkosciami pokazuje formuta (6.26).

Korzystajac z (6.26), liczebnosé (6.20) mozemy zapisaé
L(7y) = L(my)e( ™) rmi, (6.27)
W ten sposéb otrzymujemy formutle na $rednia roczna stope wzrostu
populacji w okresie 7, 73]
L(r)
In (L(n))

Pl m] = — (6.28)

To —T1

Jest oczywiste, ze w przypadku stalej stopy wzrostu zachodzi row-
nosé Tirym) =T

Warto takze zauwazy¢, ze $rednia stopa 7, ,) W okresie t = [y, 7]
réwna sie w przyblizeniu wspétezynnikowi wzrostu C RTI(t), wyrazo-
nemu wzorem (6.3), o ile rozwazany okres jest relatywnie krétki.

Pokazemy, ze $rednia arytmetyczna z dwéch srednich stop 7y, s
oraz T, -] okreslonych na sasiadujacych przedzialach [y, 7|, [72, 73]
o jednakowej rozpigtosci prowadzi do sredniej stopy wzrostu 7;, -,) na
przedziale tacznym |1y, 73].

Oznaczmy w tym celu rozpieto$¢ obu przedzialéw [, 72 oraz [72, 73]
symbolem ¢, czyli niech t = 7, — 7y = 73 — 7. Mamy wtedy

_ _ L(r) L(rs)
T[Tl,’rg] + T[TQ,TQ’,} o 1 ln <L(7'1)> + ln (L(7'2)>

S IR R
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Otrzymany wynik mozna uogdlni¢ na przypadek $redniej arytme-
tycznej z kilku $rednich stop okreslonych na sasiadujacych przedzialach
o jednakowej rozpietosci.

Przyklad 21. Rozwazmy ludno$é¢ Polski w okresie od 7, = 1.01.2016
do 75 = 31.12.2016. Mamy na podstawie danych GUS (stat.gov.pl)

L(m) = 38 437 239, L(7;) = 38 432 992.

Obliczymy srednia stope wzrostu populacji na przestrzeni roku 2016.
Dhugosé rozwazanego przedziatlu mierzona w latach wynosi 1, czyli

To— 71 =1,

stad

38 432 992
Faons = In | o2 292} o 0, 00011.
r2016 = (38 437 239) ’

Jednoczes$nie wspétezynnik wzrostu C'RT'I obliczony ze wzoru (6.3)
dla roku 2016 jest réwny

38 432 992 — 38 437 239
CRTI(2016) = STTRIEN ~ —0,00011,

gdzie liczba 38 435 115,5 w mianowniku jest srednia z liczb L(m) =
38 437 239 oraz L(72) = 38 432 992.

Otrzymana warto$¢ —0,00011 oznacza, ze w roku 2016 mial miej-
sce spadek liczby ludnosci o ok. 11 oséb w przeliczeniu na 100 000
mieszkancow.

Analogiczne obliczenia wykonamy dla roku 2017, tj. dla okresu od
T = 1.01.2017 do 73 = 31.12.2017. Mamy na podstawie danych GUS

L(m) = 38 432 992, L(73) = 38 433 558,

stad srednia stopa wzrostu populacji wynosi

38 433 558
Foors = In (29299 290} 4 00001,
T2017 = M (38 132 992) )

Zblizona warto$¢ ma wspélezynnik wzrostu C'RT1(2017)

38 433 558 — 38 432 992
38 433 275

CRTI(2017) = ~ 0,00001.
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Uzyskany wynik 0,00001 oznacza wzrost liczebny ludnosci w roku
2017 o ok. 1 osobe w przeliczeniu na 100 000 mieszkancow.

Obliczymy na koniec $rednia stope wzrostu oraz wspotczynnik wzro-
stu, korzystajac z danych dla okresu 2-letniego, tj. od 7 = 1.01.2016
do 73 = 31.12.2017. Rozpietos¢ rozwazanego przedzialu mierzona w
latach wynosi 73 — 7 = 2, zatem mamy

38 433 558
In (38 437 239) "y

T12016,2017] = — 0y P —0, 00005.

Jednoczeénie C'RT'I dla dwuletniego okresu 2016 — 2017 wynosi w przy-
blizeniu
38 433 558 — 38 437 239

CRTI([2016,2017)) = "= s = & —0,00005.

Otrzymalismy wartos¢ ujemna oznaczajaca spadek liczebny populacji
w latach 2016 — 2017 Srednio rocznie o 5 0s6b w przeliczeniu na 100 000
ludnosci.

Ten sam wynik uzyskamy, usredniajac stopy 72016 Oraz 72017, czyli

—0,00011 + 0,00001
2

T12016,2017] = ~ —0, 00005.

6.3.2. Liczba osobolat zycia

Warto zauwazy¢, ze na mocy (6.12), mozemy znalez¢ liczbe K (t)
osobolat zycia jednostek populacji w zadanym przedziale czasu t =
[T1,72]. Oznaczmy dla uproszczenia przez 7 $rednia stopa wzrostu
(6.26) w danym przedziale. Wowczas z (6.12) oraz (6.26) mamy

K(t) = / C Lr)dr = L(n) / ™ ) g

T1 T1

_ L)

n_ L)

no T

6(7'—7'1)

r

L(TI)GF(TQ_TI) — L(Tl) . L(Tg) — L(Tl).

r r

Z drugiej strony na podstawie (6.28) mamy takze

L(r2)
In (L(Tj)>

T2 —T1

F=

(6.31)



134 Podstawy demometrii

Zaktadajac, ze L(71) # L(72), otrzymujemy wzoér na liczbe osobolat
zycia (czasu ekspozycji) w okresie t = [y, 75| postaci
L(r) — L(n)
L(r) '
In ( L(n)>
Gdy 7 = 0, wéwezas liczebnosé populacji L(7) jest stala dla kazdego
T, CO Oznacza, ze

K(t)=(r2—m7)" (6.32)

K(t) = (7'2 — ’7'1) . L(Tl) = (7'2 — 7'1) . L(Tg). (633)
Podsumowujac, mamy dla ¢t = |1y, 7]

(7'2 — 7'1) . %(égn), dla 7 7é 0,
hl(L(ﬁ))
K(t) = (6.34)

(1o — 1) - L(1y), dla 7=0.

6.4. Intensywnos$¢ urodzen, ptodnosci, zgonéow
i migracji
Oznaczmy liczbe urodzen, zgondéw i migracji netto w przedziale

czasu [1,7+A;) symbolami odpowiednio B([7,7+A,)), D([1,7+A,)),
NM([r,7+A;)). Niech ponadto

) = Jim, PSS,
d(r) = lim Dilr. :r Ar)) (6.35)

NM A
nm(1) = Alilglo <[T’AT i T»

Na mocy (6.35) wyrazenia b(7)dr, d(7)dT nm(7)dr interpretujemy
odpowiednio jako liczby urodzen, zgonow i migracji netto w bardzo
matym przedziale czasu |1, T + d7).

Niech K([r,7 + A;)) oznacza liczbe osobolat zycia jednostek po-
pulacji w przedziale czasu [1,7 + A,), natomiast K<™ ([7, 7 4+ A;))
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— czas ekspozycji kobiet na szanse urodzenia dziecka w tym przedziale,
lub innymi stowy — liczbe osobolat zycia kobiet w wieku rozrodczym
w okresie [1,7 + A,).

Zgodnie z rozwazaniami przedstawionymi na poczatku sekcji 6.3,
wielkosé¢ K (|7, 7+ A;)) mozemy przyblizy¢ za pomoca iloczynu

K([r,7+A))) ~ L(1) - A, (6.36)
podobnie mamy takze
KU (7,7 + A)) ~ LU (7). A (6.37)

gdzie L(7), LY*™ (1) oznaczaja odpowiednio liczbe ludnosci w chwili 7
oraz liczbe kobiet w wieku rozrodczym w chwili 7.
Rozwazmy granice postaci

o B(nr+A)
o) = I v Ay

(6.38)

B([r, T+ A,)) _ b(T).

Analogicznie niech

B(fr, 7+ A.)
o) = I GG (frr 4 A)

(6.39)
1 B([r,7+A;)  b(7)

ST AT A, L0 (r)

lim D([r, 7+ A7)
A—>OK([7’ T+ A, ))

pw(r) =

_ lim D([r, 7+ A;)) _ d(7)
L(T) Ar—0 AT L(T) '

(6.40)

NM([r, 7 +A;))
(7 )_Ah—>0 K([r,7+ A;)) N

_ lim NM([r, 7+ A,)) _ nm(T)

L(T) Ar—0 AT L(T) '




136 Podstawy demometrii

Funkcje (1), ¢(7), u(7), n(7) bedziemy nazywaé odpowiednio in-
tensywnos$cia urodzen, plodnosci, zgonéw i migracji netto.

W analogiczny sposob zdefiniowa¢ mozna intensywnos¢ urodzen,
plodnosci, zgondéw czy migracji netto w ustalonej chwili 7 i dla ustalo-
nego wieku x. W szczegdlnodci, rozwazac¢ bedziemy dalej intensywnosé
plodnosci ¢, (7) oraz intensywnosé zgonéw p,(7) zdefiniowane, podob-
nie jak ¢(7) 1 pu(7), w postaci nastepujacych ilorazéw

b (T)
$2(T) = LéfT)(T)’ (6.41)
pa(T) = %, (6.42)

gdzie b, (7)dr jest liczba urodzen w grupie kobiet w wieku x w okresie
[7,7 4 d7), d.(7)dT jest liczba zgonéw w grupie wieku = w przedziale
[7,7 4+ dr), L,(7) oznacza liczbe ludnosci w wieku z w chwili 7, nato-

miast LY“™ (7) — liczbe kobiet w ieku = w chwili 7.

Gdy intensywnosé zgonéw pu,.(7) i ptodnosci ¢, (7) sa stale w czasie,
wowczas bedziemy pisaé

12 (T) =z 02(T) = ¢ (6.43)

Na koniec rozwazan w tym paragrafie warto dodac, ze mozemy do-
kona¢ analogicznej do (6.8) dekompozycji intensywnosci wzrostu po-
pulacji r(7) w postaci réwnania

(1) = B(r) = (1) + (7). (6.44)

Dalej rozwazymy szczegdlny przypadek populacji zwanej modelem
populacji ustabilizowanej, w ktérym zakladamy m.in. brak migracji
(tzw. populacja zamknieta). W modelu tym lewa i prawa strona (6.44)
redukuja sie do pewnych wielkosci statych, a ponadto n(r) = 0.

6.5. Model Lotki ludnosci ustabilizowanej

Matematyczny model ludnosci wyrazony w postaci pewnego row-
nania catkowego przedstawili w 1911 roku Sharpe i Lotka. Rozwazany
w nastepnych pracach model ludnosci ustabilizowanej znany jest obec-
nie pod nazwa modelu Lotki [Lotka 1939].
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Przyjmijmy nastepujace zatozenia:

1) populacja jest zamknieta (brak migracji),

2) intensywno$¢ zgonéw pu, (1) zalezy od wieku x, lecz nie zalezy od
czasu kalendarzowego, czyli zapis p,(7) mozemy uproscié¢ do fi,

3) intensywnos¢ plodnosci ¢, (1) zalezy od wieku z i jednoczesnie nie
zalezy od czasu kalendarzowego, czyli ¢,(7) = ¢,.

Niech 0 < 79 < 71 < 7 < o0 beda ustalonymi momentami czasu.
Niech ponadto b(7)dr oznacza liczbe dzieci urodzonych w przedziale
czasu [, T+ d7) (w oryginalnym modelu Lotki rozwazania odnosza si¢
do urodzen jednej plci, tj. plei zenskiej). Wéwcezas caltka

/ P () (6.45)

oznacza liczbe urodzen w okresie |19, 7).

Zalézmy, ze liczba urodzen b(7)dr zmienia sie w czasie wg wzoru
b(T) = b(1p)e!T) T > 1, (6.46)
Réwnowaznie (6.46) mozemy zapisaé w postaci
b(1o) = b(T)e P 1y < 7. (6.47)

Parametr p nazwiemy roboczo stopa wzrostu liczby urodzen. Poka-
zemy, ze przy zatlozeniach 1-3 parametr p jest rowny stopie wzrostu po-
pulacji wyrazonej formuta analogiczna do (6.25). W tym celu oznaczmy
7o = 71 — x. W momencie 7p = 71 —  na mocy (6.47) mamy

b(To) = b(Tl)eipx, (648)
natomiast w momencie 75 na mocy (6.46) mamy
b(72) = b(m)e” ™. (6.49)

Niech S(x) = ;po oznacza prawdopodobieristwo dozycia noworodka
do wieku x. Prawdopodobienstwo to nie zalezy od 7, zgodnie z przyje-
tym zalozeniem o niezmiennej w czasie intensywnosci zgonéw pi, [por.
formuta (4.14)]. Mnozac stronami (6.48) przez S(x)dx oraz (6.49) przez
S(z)e~P*dx, otrzymujemy odpowiednio

S(x)b(1o)dx = S(x)b(m)e " dx, (6.50)
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S(z)b(rp)e PP dx = S(z)b(ry)e” e P d, (6.51)

Wyrazenie S(z)b(1y)dx mozemy interpretowaé jako liczbe oséb be-
dacych w chwili 7y w grupie wieku [z, z+dx). Podobnie S(z)b(1)e "*dx
interpretujemy jako liczbe oséb bedacych w chwili 7, w przedziale wieku
[z, x + dx).

Laczna liczebno$é populacji L(7m) w chwili 77 we wszystkich gru-
pach wieku jest wiec rowna

L(m) = /OOO S(z)b(ry)dx = /000 S(x)b(m)e Pdx =
(6.52)
= b(ﬁ)/o S(x)e Pdx.

Podobnie, taczna liczebnos$¢ populacji w chwili 75 we wszystkich gru-
pach wieku wynosi

L(my) = /000 S(x)b(ry)e " dr =
- / h S(x)b(m)e! ™ ey = (6.53)

:ep(”_ﬁ)b(ﬁ)/ S(z)e Pdx.
0

Otrzymalismy wyrazenie analogiczne do (6.22), czyli
L(7y) = L(my)e’ ™™™, (6.54)
co 7z kolei prowadzi do formuly zgodnej z (6.25)
L(m2)
In ( L(n)>
p=——-"=. (6.55)

T2 —T1

Wynika z powyzszego, ze zachodzi rownosé

r=p, (6.56)
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a zatem przy zalozeniach 1-3 stopa wzrostu populacji jest réwna stopie
wzrostu liczby urodzen. Z tego powodu stope p okresla sie zamiennie
mianem rzeczywistego wspoélczynnika przyrostu naturalnego,
wspélczynnika Lotki lub istotnej stopy wzrostu (intrinsic rate
of growth).

6.5.1. Struktura ludnosci w modelu Lotki

Rozwazmy udziat w,dx oséb bedacych w wieku [z, z + dz) w po-
pulacji ogétem. W przypadku ludnosci ustabilizowanej udzial ten jest
staly w czasie, tj. nie zalezy od 7. Mamy bowiem z (6.50) oraz (6.52)
dlaT=m

S(z)b(m)e P dx S(z)e P*dx

Wad = b(my) [~ S(x)ereda - J° S(x)errda (6.57)

Podobny iloraz otrzymamy dla 7 = 7, na podstawie (6.51) oraz (6.54)

S(x)b(my)er e rrdy S(x)e Prdx
wydr = — = — .
e/(e=m)b(ry) [ S(x)e~rrde [T S(x)errdx

Co wiecej, analogiczny iloraz otrzymamy dla dowolnego 7.

(6.58)

Oznacza to, ze cho¢ liczebnosci bezwzgledne poszczegdlnych grup
wieku zmieniaja si¢ w czasie, np. rosna, gdy p > 0 lub maleja, gdy
p < 0, to jednak struktura populacji wg wieku pozostaje niezmienna.
Wiasno$¢ powyzsza wyjasnia nazwe modelu. Szczegélnym przypad-
kiem modelu ludnosci ustabilizowanej jest model ludnosci stacjonarne;j
(zastojowej), w ktérym p = 0.

Z modelu Lotki ptynie zatem wazny wniosek. Stabilnos¢ w czasie
poziomoéw umieralnosci i ptodnosci w populacji zamknietej prowadzi
do uksztaltowania sie ludnosci o statej strukturze wedtug wieku i sta-
tym przyroscie lub ubytku ludnosci reprezentowanym przez rzeczywisty
wspdélezynnik przyrosty naturalnego p (dodatni lub ujemny).

Wspodlczynnik p jest rozwiazaniem tzw. integralnego réwnania re-
produkcji ludnosci, przy zadanych, statych poziomach ptodnosci i umie-
ralnosci. Rownanie to wyprowadzone zostalo w kolejnej sekcji.

6.5.2. Integralne réwnanie reprodukcji ludnosci

Niech b/ (7)dr oznacza liczbe noworodkéw plci zeriskiej urodzo-
nych w przedziale czasu [r,7 + d7). Niech ponadto ¢, oznacza stala
w czasie intensywno$¢ ptodnosci kobiet w wieku x.
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Woéwezas, przez analogie do (6.50), liczba kobiet bedacych w chwili
T w wieku [z, z + dx) jest réwna

StFem) () pFem) (1) e=P2 (6.59)

gdzie SYem™)(z) oznacza prawdopodobienistwo dozycia noworodka plci
zenskiej do wieku .

7 kolei liczba dziewczynek urodzonych w chwili 7 przez kobiety
w wieku [z, z + dz), czyli wyrazenie by em)(T)dx wynosi

Stem) (2 )pFem) (7Y e=P" . (6.60)

Catka oznaczona wyrazenia (6.60) dla z € [a;, az) wynosi b{/¢™) (7).
Tym samym iloczyn b¢™(7)dr, reprezentujacy laczna liczbe dziew-
czynek urodzonych w przedziale czasu [1, 7 + dT) przez wszystkie ko-
biety w wieku [ag, as), wynosi

b(fem) (T)dT _ b(fem) (T)dT/ S(fem) (I)¢I6*P$dx7 (661)

gdzie [a1, ay) oznacza przedzial wieku prokreacyjnego kobiet (przyjmu-
jemy a; = 15, ay = 50 lat).

Otrzymaliémy w ten sposéb tzw. integralne réwnanie repro-
dukcji ludnosci, ktére mozna uprosci¢ do postaci

1:/ SUem) () pe P du, (6.62)

al

zwanego rownaniem charakterystycznym. Rdéwnanie to wskazuje na
relacje wiazaca umieralnos¢, reprezentowana przez funkcje przezycia
S(z), funkcje ptodnosci ¢, oraz istotna stope p wzrostu populacji.
Wyrazenie SU¢™) (2)¢, wystepujace pod calka w (6.62) nazywamy
funkcja ptodnosci netto. Bedziemy ja oznaczaé dalej symbolem P,
czyli
®, = S (2)p, dla x € [ay,as). (6.63)

Podobne rozumowanie, jak to prowadzace do formuty (6.61), mo-
zemy zastosowa¢ w odniesieniu do liczby zgonéw w wieku [z, z + dx),
czyli do wyrazenia d,(7)dx, ktére przez analogie do (6.60) jest rowne

S(z)b(T)pre P de, (6.64)
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gdzie u, oznacza intensywnosé¢ zgonow w danej populacji dla ustalo-
nego wieku z, niezalezna od czasu 7.

Calka oznaczona z (6.64) dla x € [0, 00) prowadzi do funkcji d(7),
stad iloczyn d(7)dr, tj. laczna liczba zgonéw w okresie |7, 7 + dr),
Wynosi

d(t)dr = b(T)dr /000 S(x) e Pd. (6.65)

6.5.3. Oczekiwana dlugos¢ generacji

Koncepcje ,,dlugosci generacji” wyjasni¢ mozna za pomoca hipo-
tetycznej sytuacji, w ktorej wszystkie urodzenia dzieci wydanych na
Swiat przez kobiety z generacji s maja miejsce w tym samym, wspolnym
momencie, podobnie urodzenia z generacji s + 1 itd. Wéwezas odstep
czasu pomiedzy momentami urodzen matek i ich dzieci nazwa¢ mozemy
dlugoscia generacji. W rzeczywistosci urodzenia dzieci sa rozciagniete
na przestrzeni calego okresu rozrodczego kobiet, a wiec okreslenie dtu-
gosci generacji w spodb punktowy nie jest mozliwe. Mozemy jednak
rozwaza¢ tzw. srednia dlugosé generacji.

Przez $rednia dlugos$¢ generacji T' (mean length of a generation)
w linii zenskiej rozumie¢ bedziemy $rodek ciezkosci funkeji ptodnosci
netto ®, okreslonej wzorem (6.63). Mamy wiec

faa12 Z - (I)xdx faal2 :L'S(fem) (x)(bxdl'
S @ede R SU (2) g

1

T (6.66)

gdzie [ay, az) okresla ustalony przedzial wieku rozrodczego, tutaj przyj-
mujemy a; = 15, as = 50 lat.

W ogélnym przypadku tak zdefiniowany parametr 7" nie jest réwny
Sredniemu wiekowi matek w chwili pologu. Istotnie, np. w modelu
ludnosci ustabilizowanej sredni wiek matek 3‘:72 “™) % momencie uro-
dzenia ich dzieci jest na mocy (6.60) oraz (6.63) réwny

1

u faaf O, - errdr - faaf SFem)(x)p e~rrdr

2y D, e P 2y SUem) () p e Prdx
~tgemy _ Ja Ja, (2)¢ (6.67)

Formuta ta nie pokrywa sie z (6.66) z wyjatkiem przypadku, gdy p = 0,
czyli dla populacji stacjonarnej.
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Metode szacowania parametru T' odnies¢ mozemy do dyskretnego
odpowiednika prawej strony (6.66), czyli

Zgi_ai (z + %) “z+1Po fa
—1
Zzial I‘f’%po ’ fx

gdzie ;.1 oznacza prawdopodobienstwo dozycia przez noworodka plei
2

T~

, (6.68)

zefiskiej wieku z + 3 (wyznaczone z tablic trwania zycia dla kobiet),
natomiast f, jest czastkowym wspolczynnikiem plodnosci dla grupy
wieku [z, + 1).

W przypadku, gdy dysponujemy wspétczynnikami ptodnosci ,, f,
w szerszych grupach wieku [z, z+n), tj. dlan > 1, formule szacowania
parametru 7' mozemy zapisa¢ wzorem [Brown 1997, s. 153]

Z:v x+%p0 : nfx ’
Zauwazymy takze, ze jesli T jest srednia dlugoscia generacji w li-
nii zenskiej, to iloraz urodzeni zenskich BY*™(t) oraz BYe™(t — T

mozemy przyjac¢ jako aproksymacje wspolczynnika reprodukeji netto
NRR, czyli

T~

(6.69)

Bem)(t)

N N ——.
TS Bt — 1)

(6.70)

6.5.4. Wyznaczanie wspélczynnika przyrostu naturalnego

Waznym zagadnieniem w modelu Lotki jest problem rozwiazania
réwnania charakterystycznego (6.62) ze wzgledu na wspétezynnik przy-
rostu naturalnego p w danych warunkach plodnosci i umieralnosci zde-
terminowanych funkcjami ¢, i p,.

Lotka udowodnit, ze réwnanie (6.62) ma dokladnie jeden pierwia-
stek rzeczywisty. Pozostale pierwiastki p;, poza pierwszym p;, sa licz-
bami zespolonymi, przy czym zachodzi nier6wnosé Re(p;) < pi1, gdzie
Re(z) oznacza czesé rzeczywista liczby zespolonej z. Jednak jego roz-
wiazanie wymaga znajomosci funkcji ¢, i p,, podczas gdy w prak-
tyce dysponujemy zazwyczaj tylko ich aproksymacjami, tj. czastkowy-
mi wspétezynnikami pltodnosci oraz wspétezynnikami zgondéw. Istotna
stope wzrostu p mozna wtedy przyblizy¢, rozwiazujac np. wersje dys-
kretna réwnania (6.62) lub tez na podstawie relacji taczacej ten wspdt-
czynnik ze wspodlczynnikiem reprodukeji netto NRR. Ponizej przed-
stawiona zostanie blizej druga z wymienionych metod.
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Niech T oznacza oczekiwana dlugosé generacji. Rozwazmy model
ludnosdci ustabilizowanej z istotna stopa wzrostu p. Niech b&™(7)dr
bedzie liczba urodzen zenskich w okresie [7,7 + d7), przy czym dla
funkeji 67¢™ (1) ma miejsce zaleznoéé (6.46), czyli

b(fem)(T) — b(fem)(T _ T)epT_ (671)
Po scatkowaniu dwustronnie na przedziale 79, 7o + 1] otrzymujemy
To+1 To+1
Bfem) (t) = / p(fem) (T)dr = epT/ p(fem) (r—T)dr =
0 70

(6.72)
To+1-T
- / b (1)dr = T B (1 T),
T0—T
gdzie t = [rg, 7o+1], t = T = [70—T, 79+1—T)], natomiast BYe™) () jest
liczba urodzeni zeriskich w roku t = [1p, 70+1].
Z (6.72) oraz (6.70) mamy

NRR ~ exp{pT}, (6.73)
a nastepnie
In(NRR

Korzystajac z faktu, ze e/ ~ 1 + p, mozemy zastosowaé dalsza
aproksymacje w postaci

e’ ~ (14 p)7, (6.75)

co prowadzi do przyblizonej formuty na rzeczywisty wspotczynnik przy-
rostu naturalnego

p~ VNRR —1. (6.76)

Inna, iteracyjna metode aproksymacji istotnej stopy wzrostu p zna-
lez¢ mozna m.in. w [Keyfitz 1968].

W celu oszacowania wspélezynnika p na podstawie formuty (6.74)
lub (6.76) szacujemy najpierw wspotczynnik reprodukeji netto NRR
oraz Srednia dlugosci generacji T

Przyklad 22. Na podstawie danych z przyktadu 16 obliczymy rzeczy-
wisty wspodlczynnik przyrostu naturalnego. W tym celu wyznaczymy
najpierw srednia dtugosé generacji T na podstawie formuty (6.69). Ob-
liczenia posrednie zawiera tablica 17.
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Tablica 17. Prawdopodobienistwa 442 500, wspélczynniki

plodnosci 5 f,, oraz obliczenia posrednie parametru T’

T | z+2,5P0 5fz 242,500 " 5z (95+27 5) 242,500 " 5.«

1| (2 (3) (4) (5)

15 10,9944 | 0,0109 0,0108 0,1892

20 | 0,9933 | 0,0506 0,0503 1,1312

25 10,9920 | 0,0991 0,0983 2,7037

30 | 0,9904 | 0,0861 0,0853 2,7724

35 10,9879 | 0,0372 0,0367 1,3780

40 | 0,9838 | 0,0075 0,0074 0,3130

45 | 0,9767 | 0,0003 0,0002 0,0154
Razem 0,2891 8,5030

Zrédlo: obliczenia na podstawie danych GUS

lloraz sumy wyrazéw w kolumnie 5 przez sume wyrazéw w kolumnie
4 daje oszacowanie parametru T = 8 5030/0,2891 = 29,41. Ponie-
waz wspolezynnik reprodukeji netto wynosi w tym przypadku 0,701
[por. przyktad 16, s. 120 — 121], zatem na podstawie przyblizenia (6.74)
otrzymujemy p ~ —0,0121, a na podstawie przyblizenia (6.76) mamy
p ~ —0,0120.

Stopa przyrostu naturalnego w roku 2017 w Polsce wynosila ok.
—0,00002, co oznacza ubytek ludnosci rzedu ok. 2 oséb na 100 000
mieszkaricéw [por. przyktad 18, s. 125 — 126]. Wartos¢ ta rézni sie od
istotnej stopy wzrostu —0,0120. Druga z tym wartosci ma charakter
hipotetyczny. Informuje, ile wynositaby stopa przyrostu naturalnego,
gdyby intensywno$¢ ptodnosci i umieralnosci obserwowane w roku 2017
utrzymywaly sie niezmiennie na tym samym poziomie przez diugi okres
czasu.

6.5.5. Intensywnos$¢ wzrostu a intensywnosé¢ urodzen,
ZgONoOw

Okreslmy intensywnosé urodzen B(7) oraz zgonéw u(7) w chwili 7.
W pierwszym przypadku mamy
B B(1) B 1
- B(7) [,7 S(x)errdr  [° S(x)errda’

p(7) (6.77)
gdzie B(T)dr oznacza liczbe urodzen w przedziale |1, T7+dr), natomiast
wielkosé populacji L(7) okreslona jest przez formule analogiczna do

(6.52).
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Podobnie, intensywnosé¢ zgonéw w chwili 7 jest réwna

D(7) Sy S(x)e T pgd

:B(T) I S(w)errde — [° S(x)errdn (6.78)

(1)

Zauwazymy, ze prawe strony (6.77) oraz (6.78) nie zaleza od czasu
T, czyli obie wielkosci sa stale w czasie. Oznaczymy je dalej symbolami
[ oraz i i nazwiemy odpowiednio istotna stopa urodzen i istotna
stopa zgonow. Mamy zatem

1
= T , 6.79
& Jo~ S(x)e=reda (6.79)
Q= 5/ S(x)e P uyda. (6.80)
0
Po scatkowaniu przez czesci prawej strony (6.80) mamy
L :B/ S(x)e P uyde =
0
= — Be_pxS(x)‘go —p- B/ e P*S(x)dx = (6.81)
0

=B —p- 5/000 e *S(x)d.

Wyrazenie 3 [ e 7" S(x)dx réwne jest 1, co wynika z (6.62). Wobec
tego mamy dalej
p=08—p-1=p-p, (6.82)

co prowadzi ostatecznie do réwnosci

p=08- (6.83)

a zatem istotna stopa wzrostu p w modelu ludnosci ustabilizowane;j
jest réznica istotnych stép urodzen i zgonow.

6.5.6. Srednie trwanie zycia a sredni wiek w chwili zgonu

Pokazemy na przyktadzie modelu Lotki, ze srednie trwanie zycia
noworodka €y i $redni wiek & w chwili zgonu nie sa tozsame i nie nalezy
myli¢ tych pojec.
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Sredni wiek Z w chwili zgonu w modelu ludnosci ustabilizowane;j
wyznaczymy jako catke z iloczynu wieku x i liczby zgonéw D, (7)dzdr
w grupie wieku [z,z + dz) i w okresie 1,7 + dr), podzielona przez
laczna liczbe zgonéw D(7)dT w tym okresie, co prowadzi do formuty
Jo @ Do(r)dx  B(r) [[Fx-S(x)e P pdr
D(7) ~ B(1) [y S(x)errpugdr

(6.84)

g x S(x)e P ppda
B I5° S(x)erepgda

Wynik ten rézni sie od sredniego trwania zycia ég, ktore jest war-
toscig oczekiwana czasu zycia noworodka. Mamy bowiem na podstawie
(4.23)

éo=E(X)= /Ooo xS () pade, (6.85)

gdzie fx(zx) oraz u, oznaczaja odpowiednio funkcje gestosci rozkltadu
czasu zycia X oraz funkcje intensywnosci zgonéw.

Dodatkowo, z wlasnosci funkcji gestosci zachodzi réwnosé

/ fx(x)dz = / S(x)pdr = 1. (6.86)
0 0
Tym samym (6.85) mozemy zapisa¢ réwnowaznie jako

_ I5° 2S(2) poda
IS S()ppde

(6.87)

€o

Zauwazymy, ze w ogélnym przypadku prawa strona (6.84) nie jest
réwna prawej stronie (6.87), czyli

T # éq. (6.88)

Wyjatek stanowi model ludnosci stacjonarnej, gdy p = 0.
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Cwiczenia
Cwiczenie 6.1

Obliczy¢, po jakim czasie populacja zwiekszy sie dwukrotnie, jesli
charakteryzuje ja stala stopa wzrostu rowna:

1. »=0,01,
2. r=0,05.

Cwiczenie 6.2

Na podstawie danych GUS o liczbie ludnosci Polski na koniec lat
2003, 2010 i 2017, obliczy¢ srednie tempo wzrostu w okresie:

1. 2004 — 2010,
2. 2011 - 2017.

Cwiczenie 6.3

W roku 2017 pewna populacja liczyta 36 mln ludnosci. Zakladajac,
ze Srednia stopa wzrostu tej populacji jest ujemna i wynosi -0,001 oraz
utrzyma sie na tym poziomie w przysziych okresach, obliczy¢:

1. Liczbe ludnosci w roku 2030,
2. Liczbe ludnosci w roku 2050,
3. Za ile lat ludnosé tej populacji zmniejszy sie o 1/47

Cwiczenie 6.4

Na podstawie wynikéw obliczen wspétezynnika N RR dla roku 2000
opartych na danych z tablicy 16 (strona 121) oraz liczb dozywaja-
cych [, zaczerpnietych z tablicy trwania zycia dla kobiet z roku 2000
(stat.gov.pl), obliczy¢ $rednia dhugosé generacji T' w linii zeniskiej oraz
istotna stope wzrostu populacji p. Wyniki porownaé¢ z rezultatami
otrzymanymi w przykladzie 22 (s. 143 — 144).
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