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Wstep

Niniejsza praca poswiecona jest teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla z aksjoma-
tem wyboru, nazywanej w skrocie teorig ZFC (Z, F — pierwsze litery nazwisk jej
tworcow, C — pierwsza litera wyrazu choice, aziom of choice — aksjomat wyboru).
Jest to teoria pierwszego rzedu, a wiec klasa zdan ustalonego jezyka pierwszego
rzedu zamknieta na relacje wynikania. Zazwyczaj teoria pierwszego rzedu majaca
zastosowanie gdzie§ poza teorig modeli podawana jest w postaci aksjomatycznej,
tzn. traktowana jako klasa wszystkich zdan ustalonego jezyka wynikajacych z usta-
lonego zbioru zdan zwanych aksjomatami tej teorii. Wtasnie w takiej postaci teoria
ZFC jest tu prezentowana.

Praca stanowi istotne rozszerzenie czesci rozdzialu 2 z [11]. Przeznaczona jest
dla humanistéw niebedacych matematykami (np. filozoféw wykorzystujacych teorie
mnogosci), ma wiec charakter elementarny. Niemniej zaktadamy znajomosé apara-
tury pojeciowej logiki kwantyfikatoréw z identycznoscia (logiki pierwszego rzedu),
w szczeg6lnosci znajomosé jezyka tej logiki oraz metod dowodzenia zdan tego je-
zyka (zob. np. [3], [5], [16], [18], [19]). Bibliografia zostala ograniczona do pozycji
Hklasycznych”.

Panom profesorom Andrzejowi Indrzejczakowi i Piotrowi Lukowskiemu oraz
Recenzentowi tekstu, profesorowi Andrzejowi Pietruszczakowi, serdecznie dzieku-
je za cenne uwagi, istotnie ulepszajace pierwotny tekst. Wyrazy podziekowania
sktadam réwniez pani mgr Beacie Prominskiej za trud wtozony w redakcyjne opra-
cowanie tekstu do druku.

§1. Wprowadzenie do zagadnieni teorii mnogosci

Jezyk teorii mnogosci wyposazony jest w jedyny pierwotny predykat 2-argu-
mentowy € (naturalnie poza predykatem identycznosci: =, traktowanym jako stata
logiczna) i nie zawiera zadnych pierwotnych stalych indywidualnych ani pierwot-
nych symboli funkcyjnych. Predykat ,,€” czytamy: ,nalezy do” lub ,,jest elementem”
(uzywamy zapisu: x € y jako rownoznacznego z negacja formuly atomowej: = € y).

Teoria ZFC moze by¢ wiec traktowana jako jedna z teorii ustalajacych i precy-
zujacych znaczenie terminu: ,jest elementem mnogosci (zbioru)” czy tez ,jest cze-
$cig mnogosci”. Historycznie pierwsza z takich teorii formalnych jest tzw. naiwna
teoria mnogosci, sformulowana nieaksjomatycznie w drugiej potowie XIX stulecia
przez Georga Cantora. Miala ona fundamentalny mankament — byla sprzeczna.
Sformultowanie teorii niesprzecznej, lecz zachowujacej podstawowe intuicje znacze-
niowe Cantora stalo sie celem badan na poczatku XX w. Jednym z owocoéw tych
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8 Wstep

badan jest wtasnie teoria ZFC. Aby przyblizy¢ owe intuicje Cantora, rozwazmy
przez chwile tzw. aksjomatyczna teorie naiwna. Okreslaja ja nastepujace aksjo-
maty:

(Az =) VaVy(Vz(z ez & 2z €y) =z =y),
(AzCan) IyVz(z € y & ¢(x)),

gdzie ¢(x) jest formula jezyka teorii, w ktorej x jest przynajmniej jedng zmienna
wolna oraz w ktorej y nie jest zmienna wolna.

(Ax =) zwany jest aksjomatem identycznosci lub ekstensjonalnosci. (AzCan)
zwany jest aksjomatem lub pewnikiem Cantora. Nie jest to wlasciwie aksjomat (for-
muta jezyka), lecz schemat aksjomatu: w zaleznosci od konkretnej postaci formuty
¢(x) uzyskujemy z (AzCan) konkretny aksjomat teorii.

Oba aksjomaty maja na celu formalnie ujmowaé¢ nastepujaca intuicje: dla do-
wolnie pomys$lanej wlasnosci istnieje zbior (mnogoséc) tych i tylko tych obiektow,
ktoérym ta wlasnodé przystuguje. Owa wtasnoéé reprezentowana jest formalnie for-
mutla ¢(x) w (AzCan). Whasnie (AxzCan) stwierdza istnienie zbioru y tych i tylko
tych obiektow x, ktorym ,wlasnos¢” ¢(x) przystuguje. Jednakze samo wyrazenie
(AzCan) nie wystarcza dla oddania owej intuicji. Niejawnie bowiem jest w niej
mowa o dokladnie jednym zbiorze tych i tylko tych obiektéw, ktérym dana wla-
snos¢ przystuguje. Tymczasem (AxCan) nie gwarantuje wcale istnienia dokladnie
jednego zbioru y zlozonego z obiektéw x, dla ktoérych prawda jest, ze ¢(x). Przy-
ktadowo rozwazmy ¢(z) postaci

Vz(x # 2 =z € 2),

odpowiadajaca wlasnosci: jest cuzeScia czegokolwiek r6znego od siebie.
Wowczas z (AzCan) otrzymujemy zdanie:

IWVa(z € y & Vz(z # 2 = x € 2)).

Zinterpretujmy je w strukturze relacyjnej ({a,b,c}, €), gdzie a,b, ¢ sa réznymi
od siebie obiektami oraz relacja € (nie odr6zniana tu symbolicznie od predykatu
€) jest taka, ze ¢ € a i ¢ € b. Wowcezas tatwo sprawdzié, ze prawdziwe sa formuty:

Ve(r € a & Vz(z # 2z = x € z)) oraz
Ve(r €ebo V(s #2=x € 2))

(nie odrozniamy tu obiektow a, b od stalych indywidualnych bedacych ich nazwami
w tej interpretacji), tzn. istnieja dwa rozne ,zbiory” y dla ktérych prawda jest

Ve(x ey o Ve(x # 2= x € 2)).



§1. Wprowadzenie do zagadnieri teorii mnogosci 9

Dodanie aksjomatu (Axz =) powoduje, ze 6w zbior y, ktorego istnienie stwierdza
(AzCan) jest doktadnie jeden. (Ax =) stwierdza utozsamienie zbioréw majacych
te same elementy. W podanej tu przyktadowo interpretacji oczywiscie (Azx =) jest
falszywy, bowiem obiekty a,b maja jedyny element ¢ (jeden i ten sam), nie s za$
identyczne.

Bardziej ogolnie, zalézmy, ze w obecnosci (Ax =), dla ustalonej (kon-
kretnej) formuly ¢(z) prawdziwe sa dwie formuly uzyskane z (AzCan):

(1) Va(z € a < ¢(x)) oraz
(2) Vz(z € bs ¢(x)).
Wowezas mamy:

(3) Vz(x €a< x €d).

Wezmy bowiem dowolny x i w celu pokazania réwnowaznosci: x € a < x € b,
zalozmy, ze x € a. Wowezas z (1) mamy: ¢(z), zatem z (2): x € b. Tym samym
mamy implikacje: x € a = x € b. Dowo6d implikacji odwrotnej: x € b = x € a, jest
analogiczny.

(3) w potaczeniu z (Ax =) w postaci: Ve(z € a & z € b) = a = b, prowadzi do:
a = b. Zatem zbior, ktorego istnienie stwierdza (AzCan) (dla ustalonej ¢(z)) jest
doktadnie jeden.

Niestety, jak wiadomo, intuicja, ktorej formalnym ujeciem sy aksjomaty
(Az =), (AzCan) okazuje sie naiwna, poniewaz jest nieuzasadniona, by nie rzec
falszywa. Teoria oparta na tych aksjomatach jest bowiem sprzeczna (tzn. jest zbio-
rem wszystkich zdan swojego jezyka). Rozwazmy mianowicie formule ¢(z) postaci:
x ¢ x, uzyskujac z (AzCan) aksjomat:

INVr(r cy e x dx).

Oznaczmy 6w jedyny zbior, ktérego istnienie ta formuta stwierdza symbolem
,»@". Wowczas

Va(z € a & x & x), a stad
a€a<sadga.

Zdanie to, bedace przeciez postaci A < —A, w zadnej interpretacji nie jest prawdzi-
we. Sprzeczno$¢ ta nosi nazwe antynomii Russella, przyczynita sie ona do rozwoju
badan teoriomnogosciowych owocujacych innymi niz naiwna teoriami mnogosci.
Teoria ZFC nie posiada przedstawionego mankamentu teorii naiwnej. Oparta
jest ona na innym zestawie aksjomatow (zachowany jest aksjomat identycznosci),
jednakze formuty postaci (AxzCan) sa w niej obecne, choé nie dla wszystkich formut
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¢(x). Z powodu obecnosci (Az =) w ZFC, zbior y, ktorego istnienie stwierdza
w teorii ZFC formula JyVz(z € y < &(z)), jest jedyny. W ogdlnosci, jest on
oznaczany w znany sposob, jako: {z : ¢(x)} (zbior wszystkich takich z, ze ¢(x)).

Zatem w teorii ZFC réwniez stwierdza sie istnienie zbioréw, ktorych elementami
sa te 1 tylko te zbiory, ktérym przystuguje ,wlasnos¢” ¢(z). Jednakze nie dla kazdej
,wlasnosci” taki zbiér istnieje. Przyktadowo, mozna wykaza¢ w ZFC, ze, zgodnie
z krytyka Russella teorii naiwnej, nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw nie bedacych
swoimi elementami (¢(z) postaci : ¢ x), co (w obecnosci aksjomatu regularno-
§ci) jest rownowazne nieistnieniu zbioru wszystkich zbioréw; innym przyktadem
jest nieistnienie zbioru wszystkich liczb porzadkowych (¢(z) postaci: x jest liczbg
porzadkowa).



Rozdzial 1. Aksjomatyka ZFC i podstawowe pojecia
teoriomnogosciowe

§1. Aksjomaty teorii mnogosci

W literaturze przedmiotu spotyka sie rozne zestawy aksjomatow teorii ZFC
(por. np. [4], [6], [7], [10], [12], [14], [17], [20], [21]). Wybieramy zestaw oS$miu
aksjomatow z encyklopedycznej wersji teorii ZFC [20]. Aksjomaty sa formutami,
w ktorych poza stalymi logicznymi, tzn. spdjnikami —, A, V, =, <, kwantyfikatora-
mi V, 3 i predykatem identycznosci —, wystepuja zmienne indywidualne x, y, z, u, v,
w oraz jedyny predykat: €.

Adekwatne objasnienie znaczenia niektorych aksjomatow jest mozliwe dopie-
ro po wprowadzeniu do teorii odpowiednich poje¢. Wowcezas bowiem jest mozliwy
inny, réwnowazny zapis owych aksjomatéw, w znacznie krétszej postaci, w ktorej
obok predykatu € pojawiaja sie symbole tych pojeé.

Aksjomat identycznosci (lub ekstensjonalnosci):
(Az =) VaVy(Vz(z €ex & 2 €y) = o =1).

Zbior x jest tozsamy ze zbiorem y, o ile zachodzi Vz(z € x < z € y), czyli gdy
z,y maja te same elementy.

Aksjomat identycznosci umozliwia definiowanie danego zbioru (o ile on istnie-
je) przez podanie, jakie zbiory sa jego elementami. Wiedzac bowiem, jakie zbiory
stanowia wszystkie elementy danego zbioru, mamy, dzieki (Ax =), jednoznacznie
ten zbiér wyznaczony.

Nie oznacza to, ze dany zbiér mozna utozsamié¢ z sekwencja czy ekspozycja
jego elementéw. Status ontyczny zbioru eksponowanych elementéw jest taki sam
jak status kazdego z jego elementéw (sa to obiekty Swiata zbiorow), lecz rézny od
statusu ekspozycji.

Aksjomat Zermelo (lub podzbioréw albo selekcji):
(AxZ)y Va(o(x) = = € 2) = TyVa(r € y & ¢(x)),

gdzie ¢(z) jest dowolng formula jezyka teorii, w ktorej x jest przynajmniej jedna
zmienng wolng oraz w ktorej y nie jest zmienna wolna.

11



12 Rozdz. 1. Aksjomatyka i podstawowe pojecia teoriomnogosciowe

Podobnie jak rozwazany wczesniej aksjomat Cantora, (AzZ) nie jest pojedyn-
czym (konkretnym) aksjomatem teorii, lecz klasa aksjomatow, z ktorej ,wyjmuje”
sie konkretny aksjomat (AzZ)g, dla konkretnej formuly ¢(z).

Ponadto, jak wida¢, zmienna z jest w (AxZ), zmienng wolng. Jednakze wszyst-
kie formuly teorii ZFC (dotyczy to jakiejkolwiek teorii I rzedu), zatem réwniez jej
aksjomaty winny by¢ domkniete, tzn. nie wystepuja w nich zmienne wolne. Fakt,
ze w (AzxZ)4 pojawia sie co najmniej jedna zmienna wolna z — by¢ moze w kon-
kretnie wzietej formule ¢(z) wystepuja jeszcze inne zmienne wolne niz zmienna
x, ktore to zmienne sy wolne w calej formule (AzZ), — jest oparty na powszech-
nie przyjetej konwencji notacyjnej, wedtug ktorej formute ¢ (z1,...xz,), w ktorej
Z1, ... %y 53 wszystkimi jej zmiennymi wolnymi postrzega sie jako formule uniwer-
salnie domknieta: V... Vo, (Y(x1,...2,)), tzn. przed owa formuly ze zmiennymi
wolnymi ,widzi” sie kwantyfikatory uniwersalne wiazace wszystkie te zmienne wol-
ne. W przypadku zapisu formuty (AzZ), zastosowanie owej konwencji notacyjnej
jest bardzo wygodne, bowiem to, jakie zmienne majg by¢ wigzane kwantyfikatorami
uniwersalnymi umieszczonymi przed (AxZ), zalezy przeciez od konkretnej postaci
formutly ¢(x).

Wida¢, ze nastepnik implikacji (AzZ)y jest identyczny z formuly (AzCan).
Funkcja jaka spetnia (AzZ)s w teorii ZFC jest wigc podobna do tej jaka aksjo-
mat Cantora pelni w naiwnej teorii mnogosci. Mianowicie, dla konkretnej formuty
¢(x), z aksjomatu (AzZ)s wnioskujemy réwniez istnienie zbioru y tych i tylko
tych zbioréw z, dla ktorych zachodzi ¢(z). Jednakze wnioskowanie to jest upraw-
nione jedynie wowczas, gdy ¢(x) jest taka formula, Ze spelniony jest poprzednik
(AxZ)y : Ya(p(x) = = € z), gdzie z jest jakim§ dowolnie wybranym, ustalonym
zbiorem.

Stwierdzenie prawdziwosci owego poprzednika zabezpiecza klase aksjomatow
(AxZ) przed sprzecznoscia. Bowiem to, ze jest on prawdziwy, oznacza, ze elementy
zbioru y, ktorego istnienie stwierdza nastepnik w (AzZ), naleza do wczeéniej da-
nego zbioru z; innymi stowy, (AzZ), umozliwia utworzenie zbioru y z elementow
danego zbioru z, czyli utworzenie podzbioru zbioru z. Intuicyjnie rzecz ujmujac, nie
widaé¢ nic absurdalnego czy prowadzacego do sprzecznosci w mozliwosci taczenia
niektorych elementéw danego zbioru (tutaj oznaczonego symbolem ,,2”) w calosé
zwang, zbiorem (tutaj oznaczonym symbolem ,,y”). To zabezpieczenie przed sprzecz-
noscia powoduje jednakze, ze sita dedukcyjna klasy formut (AzZ) jest stabsza niz
klasy formut (AxzCan). Stad teoria ZFC jest wyposazona w inne jeszcze aksjomaty
niz teoria naiwna, tak, aby intuicyjnie pojmowany $wiat zbioréow, ktéory miat byé
ujety teorig naiwna, byl opisany w teorii ZFC.

Z punktu widzenia historii rozwoju aksjomatyki teorii ZFC nalezy podkreslié,
ze aksjomat podany przez Zermelo oraz wystepujacy w literaturze pod nazwg ak-
sjomatu Zermelo ma wlasciwie postaé¢ nastepujaca:
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(AxZer)y IyVa(r € y & (xz € 2 A ¢(x))).

Latwo wykazac, ze (AxZ)y jest implikowany przez (AzZer)y: zalozmy bowiem
(AxZer)y oraz poprzednik

(1) Vz(p(x) = x € 2)

implikacji (AzZ)4. Niech a bedzie zbiorem, ktorego istnienie (AxZer), stwierdza.
Woéwczas mamy:

2)Vz(z €as (z€zAp(x))).
Wykazujemy:
(3) Vz(x € a & ¢(x)).

(=): Niech z € a. Wowczas z (2): x € z A ¢p(z), zatem ¢(z).

(«): Zalozmy, ze zachodzi ¢(x). Wowezas z (1): x € z. Zatem x € z A ¢(x).
Ostatecznie = € a na mocy (2).

Na podstawie (3) otrzymujemy bezposrednio nastepnik implikacji
(AxZ)y : WV (z € y & o(x)).

Rownie tatwo jest wykazaé, ze klasa formul (AzZ) implikuje (AzZer), dla
dowolnej formuly ¢: rozwazmy bowiem dowolng ¢(x) oraz zatézmy (AzZ),, gdzie
Y(x) jest postaci: x € z A ¢(x), tzn. zaldézmy, ze spelniona jest formuta:

D Ve((r € zNp(x)) = x € 2) = FyWVe(x cy & (z € 2N ¢(x))).

Poniewaz poprzednik implikacji (4) jest prawdziwy, mamy wiec nastepnik, czyli
(AxZer)y.

Aksjomat zbioru potegowego:
(AzP) YudyVz(x € y & Vz(z € x = z € u)).

Dla dowolnego zbioru w istnieje zbior potegowy zbioru w, tzn. zbiér, ktérego
elementami sa wszystkie podzbiory zbioru « i tylko one (formula Vz(z € 2 = z € u)
oznacza, ze x jest podzbiorem zbioru w).

Aksjomat sumy:

(Az|J) VudyVz(z e y © Fz(z € u Az € 2)).
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Dla dowolnego zbioru u istnieje suma zbioru u, tzn. zbiér, ktérego elementami
sa te i tylko te zbiory, ktore sg elementami jakiego$ elementu zbioru w.

Aksjomat podstawiania (lub zastepowania):

(AxSUB)y Yy3z(¢Y(y, 2) AVu(d(y,v) =>v=2)) =
JuVz(z € u s Jyly € x AY(y, 2))),

gdzie ¥(y, z) jest dowolna formuta jezyka teorii, w ktoérej y, z s3 zmiennymi wolny-
mi, zas ¢ (y, v) jest formuly otrzymana z ¢ (y, z) przez zastapienie kazdego wolnego
wystepowania zmiennej z w ¥(y, z) zmienng v.

Pod pewnymi wzgledami (AxzSUB), zachowuje si¢ analogicznie jak (AzZ)y.
Jest, jak widaé¢, klasa roznych aksjomatéw w zaleznosci od réznych formut ¢ (y, z).
Ponadto wnioskujemy z konkretnego aksjomatu (AxSU B),, istnienie pewnego zbio-
ru u, gdy poprzednik implikacji (AzSUB), jest spelniony.

Ow poprzednik jest spetniony wéwczas, gdy formuta ) (y, z) jest taka, ze dla
kazdego zbioru y istnieje doktadnie jeden zbior z taki, ze zachodzi v (y, ). Krotko
moéwiac, wowczas, gdy dysponujemy formula ¢ (y, z) ustalajaca jakies przyporzad-
kowanie kazdemu zbiorowi y dokladnie jednego zbioru z, mamy gwarancje istnienia
zbioru u, o ktérym mowa w nastepniku implikacji (AzSUB)y. Ow zbiér u jest zalez-
ny od jeszcze jednego parametru jakim jest zbior oznaczony w (AzSUB),, zmienng
(wolna) z. Majac wiec dowolnie wybrany, ustalony zbior x, na mocy (AzSUB)y
stwierdzamy istnienie zbioru u tych i tylko tych zbioréw z, ktére sa jednoznacznie
przyporzadkowane elementom zbioru x wedtug formuty .

Aksjomat nieskonczonos$ci:

(Azoo) x[Fy(y € x AVz(z € y))A
Vy(yex = 3z(z€exzAVulu ez (ueyVu=uy)))))

Jest to jedyny z aksjomatow teorii ZFC, ktory bezwarunkowo i niezaleznie od
istnienia innych zbioréw stwierdza istnienie pewnego zbioru, oznaczonego tu zmien-
na z, o wlasnosciach opisanych formuta w nawiasach kwadratowych, i ze wzgledu
na te wlasnosci nazywanego zbiorem indukcyjnym. Wtasnosci te powoduja, ze zbioér
indukcyjny ma nieskoriczenie wiele elementéw. Aksjomat ten stwierdza wiec istnie-
nie w §wiecie zbioréw zbioru nieskoniczonego (bardziej precyzyjna analiza znaczenia
tego aksjomatu podana jest w Rozdziale 7, §5).

Aksjomat regularnosci (lub ufundowania):

(AzR) Vz[Jy(y € ) = Jy(y € c AVz(z €y = z & x))].
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Kazdy niepusty zbior (tzn. taki zbior x, ze Jy(y € x)) posiada element mi-
nimalny (tzn. taki element y, ktory ze zbiorem z nie ma wspoélnych elementow:
Vz(z € y = z & x)) (rola jaka gra aksjomat regularnosci w teorii ZFC omowiona
jest w Rozdziale 2).

Aksjomat wyboru:

(AzC) VzVaVy(z € z Ay € z= [Fu(u € 2) AN (Fu(u €z ANu €y) = 2 =1y)])
= JuVz(z € z = FIVw(w EuAw € z & w =0)))].

Dla dowolnego zbioru z takiego, ze kazdy jego element x jest zbiorem niepustym
oraz jakiekolwiek dwa rézne jego elementy x,y nie maja wspoélnych elementéw:
VaeVy(z € z Ay € z = [Fu(u € ) A (Fu(u € z Au € y) = x = y)]), istnieje zbior
u, ktory z kazdym elementem z zbioru z ma dokladnie jeden element wspdlny:
JuVz(x € z = IwVw(w € u Aw € x < w =v)) (zob. Rozdzial 10, §3).

§2. Inkluzja zbiorow

Mimo ubéstwa pojeé¢ pierwotnych, teoria ZFC dysponuje niejakim bogactwem
poje¢ definiowanych. Tak jak w kazdej teorii I rzedu, pojecia te dzielimy na dwa
rodzaje: relacje i operacje (w tym tzw. O-argumentowe operacje tozsame z wyrodz-
nionymi obiektami). Po stronie jezykowej odpowiadaja tym pojeciom, odpowiednio,
predykaty i symbole funkcyjne. W zwigzku z tym mamy dwa rodzaje definicji nomi-
nalnych (tzn. definiujacych wyrazenia): definicje predykatow oraz definicje symboli
funkeyjnych.

Definicja predykatu wprowadza do jezyka teorii nowy predykat, w ten sposoéb,
ze formula atomowa, zbudowana w oparciu o ten predykat, jest skrotem dla pew-
nej, zazwyczaj dos¢ zlozonej formuly, w ktorej 6w nowy predykat naturalnie nie
wystepuje. Relacje czy stosunek wyrazony definiowanym predykatem mozna wiec
rowniez okresli¢ bez jego wprowadzania — przy pomocy owej formuly zlozonej.
W konsekwencji, kosztem dtugosci zapisu, kazda z relacji rozwazanych w teorii (po-
za plerwotnymi) mozna by wyraza¢ bez jej nazwy — predykatu, a wylacznie przez
odwotywanie sie do formut zawierajacych tylko terminy pierwotne teorii. Czego sie
naturalnie ze wzgledéw praktycznych nie czyni.

W przeciwienistwie do definicji predykatu, definicja symbolu funkcyjnego nie
okresla zadnego skrotu dla innej formuty, lecz dostarcza nazwy dla operacji, ktérej
istnienie jest niejawnie opisane w aksjomatach lub twierdzeniach teorii. Bez takiej
definicji nie mozna operacji z aksjomatow czy twierdzen ,wydoby¢”. Jezeli operacja
jest O-argumentowa, czyli gdy jest ona wyréznionym obiektem, jego istnienie i jedy-
no$¢ musza by¢ zagwarantowane w owych aksjomatach czy twierdzeniach. Dopiero
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po pokazaniu tych gwarancji mozna definicyjnie wprowadzi¢ staty indywidualng
nazywajaca 6w obiekt. Podobnie, aksjomaty czy twierdzenia teorii musza gwaran-
towac istnienie n-argumentowego (n > 1) przyporzadkowania (operacji) dowolnej
sekwencji n obiektow doktadnie jednego obiektu, aby mozna byto definicyjnie wpro-
wadzi¢ symbol funkcyjny wyrazajacy to przyporzadkowanie.

Wprowadzanie pojeé¢ niepierwotnych teorii ZFC zaczniemy od 2-argumentowego
stosunku inkluzji.

Uwaga. Na oznaczanie obiektow opisywanych w teorii, a wiec zbioréw, bedzie-
my w dalszym ciagu uzywaé¢ zmiennych indywidualnych w postaci zaré6wno ma-
tych, jak i wielkich liter alfabetu tacinskiego, traktujac zmienne postaci z, X jako
rozne. Stosujemy tez zwyczajowo skrot ,wtw” dla wyrazenia ,wtedy i tylko wte-
dy, gdy”. W dowodach twierdzen postaci réwnowaznosci, znak ,,(=)” oznacza, ze
przystepujemy do dowodu implikacji, ktérej poprzednikiem jest lewy czlon, za$
nastepnikiem prawy czlon réwnowaznosci; znak ,,(<)” oznacza, iz przystepujemy
do dowodu implikacji odwrotnej. Zgodnie ze wzmiankowana w §1 konwencja no-
tacyjng, czesto nie piszemy kwantyfikatorow uniwersalnych na poczatku danego
twierdzenia, pozostawiajac w nim zmienne wolne.

DEFINICJA. Definiujemy 2-argumentowy predykat inkluzji C (zawierania sie zbio-
row): X CY eVe(ze X =z e€Y).

(Dla dowolnych zbioréw X,Y zbior X zawiera sie w zbiorze Y lub X jest pod-
zbiorem zbioru Y wtw kazdy element zbioru X jest elementem zbioru Y).

TWIERDZENIE 1. X C X.

DowOD. Rozwazmy dowolny zbior X. Wowcezas prawdziwa jest formula Va(x €
X = z € X) (biorac bowiem pod uwage dowolny zbior x, prawdziwa jest implikacja
x € X =z € X). Z definicji inkluzji, X C X. O

TWIERDZENIE 2. (X CYAY CX)=X=Y.

DowoOD. Zatézmy, ze
(1) xCv,
(2) YCX.
Wykazemy najpierw, ze
3) Vez(re X xeY).
Wezmy wiec dowolny z. Dowodzimy réwnowaznosci x € X < x € Y.
(=): Niech z € X. Poniewaz na mocy (1) z definicji inkluzji mamy: Va(x €
X =ze€Y), zatem réowniez: t € X => x €Y, wiecz €Y.
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Analogicznie dowodzimy odwrotnej implikacji korzystajac z (2). Skorzystajmy
teraz z aksjomatu (Ax =) uzyskujac wyrazenie Vz(z € X @z €Y) = X =Y.
Zatem, na mocy (3), X =Y. O

Uwaga. Tw. 2 jest bardzo szeroko stosowane dla dowodzenia réwnosci zbiorow.
Aby wykazac, ze X =Y dowodzi sie inkluzji (C) tzn., ze X C Y; nastepnie inkluzji
(2) tzn., ze Y C X. (zob. np. dowdd Tw. 6).

TWIERDZENIE 3. (X CYAY CZ)= X CZ

DowoOD. Zatézmy, ze
(1) X CY oraz
(2) Y CZ.

Aby wykazaé, ze X C Z musimy zgodnie z definicja inkluzji dowiesc, ze Va(x €
X = z € Z). Rozwazmy wiec jaki§ zbior x. Zaldzmy, 7e ¢ € X. Z (1) ma-
my: Ve(x € X = 2 € V). Zatem « € Y. Ale z (2): Vz(z € Y = z € Z),
zatem z € Z. O

§3. Zbiér pusty

Wezmy na chwile pod uwage aksjomat nieskoriczonosci (Azoo); oznaczmy zbidr,
ktorego istnienie on stwierdza symbolem a. Rozwazmy nastepnie aksjomat podzbio-
row (AzZ),, taki, ze formula ¢(x) jest postaci = # x:

Vz[Va(z # x — x € z) — FyVe(r € y & x # )] (po dokonaniu uniwersalnego
domkniecia).

Stad otrzymujemy:
Ve(r #c = €a) = JyWVo(x €y &z # x).

Lecz poprzednik tej implikacji jest spetniony (dla dowolnego z, poprzednik im-
plikacji: x # © = x € a jest falszywy, zatem jest ona prawdziwa). Stad prawdziwy
w dziedzinie zbioréw jest nastepnik JyVa(zr € y < x # x). Zbior (dokladnie je-
den), ktorego istnienie on stwierdza oznaczamy symbolem ) i nazywamy zbiorem
pustym:

DEFINICIA. Vz(z €0 <z #x), lub 0 ={z: x # x}.

Uwaga. Symbol 0 jest staly indywidualng wprowadzong definicyjnie do jezyka
teorii.
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TWIERDZENIE 4. Vz(z & () (2bidr pusty nie ma elementow).

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze —Vz(zr € (). Wowcezas Jz(z € 0), zatem dla
jakiego$ zbioru a, a € ). Wtedy z definicji zbioru @, a # a co jest niemozliwe. O

TWIERDZENIE 5. () C X.

DowOD. Rozwazmy dowolny zbior X. Wowcezas formuta Va(z € ) = z € X) jest
prawdziwa (biorac bowiem pod uwage dowolny zbiér x, na mocy Tw. 4 falszywy
jest poprzednik implikacji z € 0 = x € X, zatem jest ona prawdziwa). Wobec tego
z definicji inkluzji, § C X. O

TWIERDZENIE 6. Vo(z &€ X) = X =0 (2bidr 0 jest jedynym zbiorem niemajgcym
elementdw).

DowoD. Zaldzmy, ze Vo(z € X). Dowod rownosci X = @) opieramy na Tw. 2.
(9): Wykazujemy, ze X C 0, tzn., ze Vo(x € X = z € ). Wezmy wiec pod
uwage zbior z. Na mocy zalozenia: z € X, zatem implikacja x € X = x € () jest
prawdziwa (falszywy poprzednik).
(D): Nalezy pokazaé, ze § C X, ale to jest oczywistym wnioskiem z Tw. 5.
Ostatecznie na mocy Tw. 2 (w postaci: (X C0 A § C X) = X =) wnosimy,
ze X =0. O

WNI0SEK. Dla dowolnego zbioru X, Vr(z ¢ X) & X = 0 (inaczej: X # 0 &
Jz(z € X)).

DowoDp. (=): Z Tw. 6.
(<):ZTw. 4. O

§4. Zbiér potegowy danego zbioru

Biorac pod uwage definicje inkluzji, mozemy aksjomat zbioru potego-
wego (AxzP) zapisa¢ w postaci:
VudyVe(z € y & = C u).

Rozwazmy wiec dowolny zbiér U. Wéwcezas ten jedyny zbidr y, ktérego istnienie
stwierdza formuta: JyVa(z € y & x C U) oznaczamy symbolem P(U) i nazywamy
zbiorem potegowym zbioru U (jest to zbior wszystkich podzbioréw zbioru U):

DEFINICJA. Dla dowolnego zbioru U,
Ve(r € P(U) < x CU) lub P(U)={z:2 CU}.
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Uwaga. Symbol P jest jednoargumentowym symbolem funkcyjnym nazywaja-
cym jednoargumentowa operacje przyporzadkowujaca kazdemu zbiorowi jego zbior
potegowy.

TWIERDZENIE 7. Dla dowolnego zbioru U : 0,U € P(U).

Dowo6Dp. Poniewaz ) C U oraz U C U (Tw. 5 1 Tw. 1), wiec z definicji zbioru
potegowego, § € P(U) oraz U € P(U). O

WNIOSEK. Dla dowolnego zbioru U, P(U) # 0.

DowoOD. Na podstawie Tw. 7 i Wniosku z Tw. 6. O

TWIERDZENIE 8. X CY & P(X) C P(Y).

DowOD. (=): Zalézmy, ze X C Y. Niech A € P(X). Wowczas z definicji zbioru
potegowego, A C X. Zatem 7z zalozenia, na mocy Tw. 3, A C Y, czyli A € P(Y).
Wobec dowolnosci wyboru zbioru A stwierdzamy, ze P(X) C P(Y).

(«<): Zalozmy, ze P(X) C P(Y). Poniewaz X € P(X) (Tw. 7), wiec z zalozenia
otrzymujemy: X € P(Y). Stad X CY. O

TWIERDZENIE 9. Vz(z € P(0) & x = 0) (2bior potegowy zbioru pustego ma
doktadnie jeden element: zbior pusty).

DowoOD. (=): Zalézmy, ze x € P(()). Zatem = C (). Woéwczas, na mocy Tw. 5 oraz
Tw. 2, z = (.
(«<): Namocy Tw. 7. O

TWIERDZENIE 10. Vz[z € P(P(0)) & (x = 0V a = P(0))] (zbiér potegowy
zbioru potegowego zbioru pustego ma doktadnie dwa elementy: zbior pusty oraz zbior
potegowy zbioru pustego).

DowoOD. (=): Zaldzmy, ze x € P(P(0)). Wowczas
(1) = C P(®).
W celu wykazania alternatywy = = 0 V x = P((), zalézmy, ze = # .
Woéwczas, na mocy Wniosku z Tw. 6, niech
(2) a €.
Wtedy z (1): @ € P(0), a wiec na mocy Tw. 9 mamy:
(3) a=0.
Wykazujemy teraz, ze
(4) P(0) C x.
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Niech wiec y € P(()). Woéwczas na podstawie Tw. 9, y = (). Zatem z (3): y = a
i konsekwentnie na mocy (2): y € x.

Z (1) i (4) wnioskujemy, na mocy Tw. 2, iz x = P(0).

(«<): Namocy Tw. 7. O

§5. Suma zbioru

WeZzmy pod uwage aksjomat sumy (Az|)) oraz dowolny zbior u. Ten jedyny
zbior y, ktorego istnienie stwierdza formuta:

IYWVr(z ey e Iz(zcune € 2))

nazywamy sumg (uogdlniong) | Ju zbioru w.

DEFINICJA. Dla dowolnego zbioru u:
Ve(zr e Jue Jz(zeuAxez) lub Ju={z:Jz(z €unzxe€2)}.

Uwaga. Symbol (] jest jednoargumentowym symbolem funkcyjnym nazywaja-
cym operacje przyporzadkowujaca kazdemu zbiorowi u jego sume |Ju, czyli zbior
tych i tylko tych elementéw, ktére naleza do przynajmniej jednego elementu
zbioru u.

TWIERDZENIE 11. Dla dowolnego zbioru w:

(1) Ve(z € u= 2 CJu), cayliu C P(Ju),

(2) dla dowolnego y,Ve(rx € u=z Cy)=Ju Cy,
(3) UP(u) = .

(4) Jo=0.

Dowop. Dla (1): Zatézmy, ze « € u. Aby wykaza¢ inkluzje x C |Ju, niech y € x.
Zatem 3z(z € u Ay € z). Wobec tego z definicji sumy, y € |Ju.

Dla (2): Zalozmy, ze y jest takim zbiorem, ze Vz(z € u = x C y). Niech v € |Ju.
Wowcezas 3z(z € u Av € z). Zatem dla pewnego zbioru a,a € u oraz v € a. Wobec
tego z zalozenia mamy: a C y (bo a € u) skoro wiec v € a, to v € y, co dowodzi
inkluzji Ju C y.

Dla (3): (2): Na mocy (1) zapisanego dla zbioru P(u) w miejsce u mamy:
u € P(u) = u C |JP(u), zatem wedlug Tw. 7, u C |J P(u). Aby dowies¢ inkluzji
przeciwnej zauwazmy, ze Vz(z € P(u) < x C u) i zastosujmy (2), gdzie w miejscu
zbioru u wystapi P(u), za§ w miejscu zbioru y zbioér u. Z (2) mamy wowczas:
Va(z € P(u) = z Cu) = |JP(u) C u. Zatem, wobec prawdziwosci poprzednika,
otrzymujemy: |J P(u) C u.
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Dla (4): Zalt6zmy nie wprost, ze |JO # . Wowczas dla pewnego a, a € |J0.
Zatem Jz(z € D A a € 2) skad dla pewnego b, b € 0, co jest niemozliwe. O

§6. Para zbioréw, zbior jednoelementowy

Rozwazmy aksjomat podstawiania (AzSUB),, dla formuty ¥ (y, z) postaci: (y =
dAz = X)V(y # DAz = Y') oraz dla zbioru oznaczonego zmienng x postaci P(P(0)):

VXVY [Vy3z(Y(y, 2) AVo(Y(y,v) = v =2)) =
Fuvz(z € u e Fy(y € P(P(0)) A(y, 2)))]-

Wezmy pod uwage dowolne zbiory X,Y. Wéwczas spetniony jest poprzednik
implikacji w (AzSUB)y, tzn. formuta Vy3z (¢ (y, 2)A Vo(¥(y,v) = v = z)). Wezmy
bowiem pod uwage dowolny zbiér y. Naturalnie y = @ lub y # 0. Gdy y = 0,
mamy: ¥(y, X) A Vo((y,v) = v = X), gdy za$ y # 0 wowczas prawda jest:
V(YY) AVu(e(y,v) = v=Y).

Formula v (y, z) ustala wiec jednoznaczne przyporzadkowanie kazdemu zbiorowi
y dokladnie jednego zbioru z, mianowicie, zbiorowi pustemu przyporzadkowany jest
zbiér X, za$ kazdemu zbiorowi niepustemu przyporzadkowany jest zbior Y.

Prawdziwy jest wiec nastepnik implikacji w (AzSUB)y, czyli formuta

(1) Juvz(z e us y(y € P(PD)) A(y, 2))).
Wyrazenie Jy(y € P(P(0)) A (y, z)) jest rownowazne na mocy Tw. 10 formule
Wiy =0vy=PO)A(y=0nz=X)V(y#0rz=Y))],

ktora z kolei (bierzemy tu pod uwage Wniosek z Tw. 7 w postaci: P(f)) # () jest
rownowazna wyrazeniu z = X V z = Y. Ostatecznie z (1) otrzymujemy:

JuVz(zeus (z=XVze=Y)).

Ow jedyny zbiér u, ktérego istnienie stwierdza ostatnia formuta oznaczamy
w postaci: {X, Y} i nazywamy parg zbioréw lub, gdy X # Y — zbiorem 2-elemento-
wym:

DEFINICIJA. Dla dowolnych zbioréw XY,
Vzze{X,) Y} e (z=XVz=Y)) b {X,Y}={z:2=XVz=Y}

Ponadto dla dowolnego zbioru X, {X} = {X, X}, tzn. {X} = {2z : z = X}
badz Vz(z € {X} & z = X). Zbior {X} nazywamy singletonem lub zbiorem
1-elementowym, ktorego jedynym elementem jest X.

PrzYKrAD. Na podstawie Tw. 91 Tw. 10 oraz (Az =), P(0) = {0} oraz P(P(0))
={0,P0)}.
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§7. Suma dwoéch zbiorow

DEFINICJA. Dla dowolnych zbioréw z,y zbiér J{z,y}, czyli sume pary zbioréw
{z,y} nazywamy sumg zbioréw x,y i oznaczamy w postaci: z U y.

Uwaga. Symbol U jest 2-argumentowym symbolem funkcyjnym nazywajacym
operacje przyporzadkowujaca zbiorom z,y ich sume z U y.

Twierdzenie ponizej konstytuuje pojecie sumy dwéch zbioréw w znany sposéb:

TWIERDZENIE 12. Dla dowolnych zbioréw x,y,
Vz(z € xUy < (2 € xVz € y)) (suma dwdch zbioréw jest zbiorem tych i tylko tych
zbioréw, ktore nalezq do co najmniej jednego z tych dwdch zbioréw).

DowoD. (=): Zalézmy, 7e z € x Uy, tzn. z € | J{z,y}. Wowczas dla pewnego
a € {x,y}, z € a. Z definicji pary zbioréw, a = x lub a = y. Niech a = . Wowczas
z € x, stad mamy: z € z V z € y. Analogicznie, gdy a = y.

(«): Zalozmy, ze z € x lub z € y. Niech z € x. Poniewaz x = z, wiec z definicji
pary zbiorow, z € {z,y}. Zatem Ju(u € {z,y} A z € u). Ostatecznie z defini-
cji sumy, z € J{z,y}, tzn. z € x Uy. Analogicznie, gdy z € y. O

TWIERDZENIE 13. Dla dowolnych zbioréw A, B, X :
(1) ACAUB, BC AUB,

(2) (ACXABCX)=AUBCX,

3) ACB< AUB=B.

DowoD. Dla (1): Niech x € A. Wowcezas x € AV x € B, zatem wedlug Tw. 12,
x € AUB, czyli A C AU B. Analogicznie dla drugiej inkluzji.

Dla (2): Zat6zmy, 7e A C X, B C X. Niech v € AUB. Wowczas v € AVx € B.
Zalozmy, ze v € A. Wtedy =z € X (skoro A C X). Zalézmy, ze x € B. Wowczas
rowniez x € X (bo B C X). Ostatecznie z € X, czyli AUB C X.

Dla (3): (=): Zalozmy, ze A C B. Wykazujemy, ze AU B = B.

(©): Niech z € AU B. Wowczas ¢ € AV x € B. Musimy wykaza¢, ze © € B.
Wystarczy wiec rozwazy¢ przypadek, gdy alternatywa ta jest prawdziwa w ten
sposob, ze jej lewy czlon jest prawdziwy, tzn. x € A. Wowczas z zalozenia (A C B)
mamy: x € B.

(2): Inkluzja B € AU B zachodzi na mocy (1).

(«<): Zalézmy, ze AU B = B. Niech x € A. Wowczas © € AV z € B. Stad
x € AU B. Zatem z zalozenia, x € B. Ostatecznie A C B. O
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§8. Zbioér n-elementowy

DEFINICJA. Dla dowolnego n = 2,3,... , dla dowolnych zbioréw xi,...,x,,
Tnt1s {Z1, oy Ty Tng1} = {21, s 2} U{@ny1 )
Gdy wszystkie zbiory z1,...,2,(n > 1) sa rozne od siebie, zbior {z1,...,2,}

nazywamy n-elementowym.

Zbior X nazywamy skoriczonym, gdy X = () lub istnieje liczba naturalna n > 1
oraz zbiory z1,. .., z, takie, ze X = {x1,..., 2, }. Zbior nazywamy nieskorniczonym,
gdy nie jest on skornczony.

Uwaga. Symbol {...} traktujemy jako m-argumentowy symbol funkcyjny na-
zywajacy n-argumentowa operacje przyporzadkowujaca sekwencji n zbioréw zbiér,
ktorego elementami sg wszystkie zbiory z tej sekwencji i tylko one. Intuicyjnie rzecz
biorac, ilo§¢ elementéw zbioru n-elementowego wynosi n. Formalnie, problem ilosci
elementéw zbioru bedzie rozwazany w Rozdziale 11.

TWIERDZENIE 14. Dla dowolnego n > 1, dla dowolnych zbiorow x1, ..., %y,
D) Ve(z € {z1,...;zn} & (x =21 V...V =1,)).

DowoOD  (indukeyjny; o dowodach indukcyjnych bedzie mowa w Rozdziale 7, §1).
Dlan =1 oraz n = 2 warunek ({}) jest spelniony na mocy definicji singletonu oraz
definicji pary zbioréow.

Zalozmy, 7e dla pewnego n > 1 warunek ({}) zachodzi dla dowolnych zbiorow
Z1,...,T,. Mamy wykazaé, ze dla dowolnych zbioréow x1,..., 2y, Tni1,

Ve(z € {x1,.. ., Tp,Tpp1t S (=21 V... VZ =2, VT =Tpi1)).

Wezmy wiec pod uwage jakie§ zbiory x1,...,ZTn,Tnt1. WoOwezas z definicji
zbioru {x1,...,Zn, Tpt1}, Tw. 12, zalozenia indukcyjnego oraz definicji singleto-
nu mamy: & € {z1,...,Zn,Tpy1} Wtw ¢ € {z1,...,2,} lub & € {z,41} wtw
(x=x1V..Ve=a,)lubz =,y wtwz=21V...Ve=z,Vr=2,41. O

PRZYKEAD. P({z,y}) = {0,{z},{y}, {z,y}} dla dowolnych zbioréw z,y.

§9. Iloczyn dwoch zbiorow

Rozwazmy aksjomat podzbioréw (AzZ),, gdzie formula ¢(x) jest postaci x €
u A x € v, oraz w ktérym zbiér oznaczony zmienng z jest zbiorem w:
VuvoVe((z Euhz €v) = €u) = JYNVr(z ey < (r €uAx €v))].

Wezmy pod uwage dowolne zbiory wu,v. Woéwczas poprzednik implikacji
w (AzxZ)y jest prawdziwy, mamy zatem nastepnik
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IWVr(z ey < (x € uhx €v)),

co prowadzi do definicji iloczynu u N v zbioréw u, v:

DEFINICJA. Dla dowolnych zbioréw u, v,
Ve(zx € unov < (x € uhx €v) lubunv ={z: 2z € unz € v} (lloczyn
dwoéch zbioréw jest zbiorem tych i tylko tych zbioréw, ktére naleza do kazdego
z tych dwoch zbiorow).

Zbiory u,v nazywamy roztgeznymi, gdy u Nv = @ (tzn. gdy nie maja one
wspolnego elementu).

TWIERDZENIE 15. Dla dowolnych zbioréw A, B, X:
(1) ANBCA, AnNBCB,

(2) (XCAANXCB)=XCANB,

3) ACB< AnB=A.

Dowop. Dla (1): Niech x € ANB. Wowcezas x € AAx € B. Stad x € A, ostatecznie
AN B C A. Analogicznie dla drugiej inkluzji.

Dla (2): Zalézmy, ze X C A, X C B. Niech z € X. Wowczas z zalozenia,
x € A,x € B, czyli x € AN B. Ostatecznie, X C AN B.

Dla (3): (=): Zalozmy, ze A C B. Wykazujemy, ze AN B = A. Inkluzja (Q)
zachodzi na mocy (1).

(2): Niech « € A. Wowczas 7 zalozenia, x € B, zatem © € A Ax € B, czyli
reANB.

(«): Zalozmy, 72e AN B = A. Aby dowies¢, ze A C B przypusémy, ze x € A.
Wowczas z zalozenia, xt € ANB. Stad z € ANz € B,awiecx € B. O

§10. Réznica zbioréw, dopelnienie zbioru

Postepujac analogicznie z aksjomatem podzbioréw jak powyzej, lecz dla formuty
¢(x) postaci: © € u A x & v, uzyskujemy definicje rdéznicy u — v zbioréw u, v:

DEFINICJA. Dla dowolnych zbioréw w, v,
Ve(zrcu—ve (zceunzgv)lubu—v={x:xcunzgov}.

TWIERDZENIE 16. Dla dowolnych zbiorow A, B, X:
(1) A-B g Aa

(2) (A-B)nB =10,

B) XCAANXNB=0)=XCA-B,

(4) ACBs A—-B=0.
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Dowop. Dla (1): Niech x € A — B. Wowcezas © € ANz ¢ B. Stad x € A. Zatem
A—BCA.

Dla (2): Zalézmy, ze (A — B) N B # (). Wowczas dla jakiegos§ zbioru z, = €
(A—B)NB. Wtedy © € A—B oraz x € B. Z definicji réznicy zbioréw, z € ANz ¢ B.
Stad x ¢ B. Sprzecznos¢.

Dla (3): Zatozmy, ze X C A oraz XNB = ). Aby wykaza¢, ze X C A— B, wezmy
x € X. Woéwczas z zalozenia, ze X C A mamy: z € A. Ponadto z ¢ B (gdyby
x € B,tox € XN B, zatem X N B # (), co jest niemozliwe na mocy zalozenia).
Zatem z € A — B, czyli wobec dowolnosci wyboru elementu z, X C A — B.

Dla (4): (=): Zalozmy, ze A C B oraz ze A — B # (). Wowczas istnieje taki z,
zex € A— B, tzn. v € A oraz x ¢ B. Lecz skoro A C B (zalozenie) oraz x € A,
wiec z € B. Sprzecznosc¢.

(«): Zalozmy, ze A — B = (). W celu wykazania, ze A C B zalozmy, ze x € A.
Naturalnie x € BVx & B. Gdyby © € B, to x € A— B i konsekwentnie A — B # (),
co jest niemozliwe na mocy zaltozenia. Zatem x € B, co dowodzi inkluzji A C B. O

DEFINIcIA. Niech U bedzie dowolnym zbiorem. Dla dowolnego A € P(U) niech
—A =U — A. Przy ustalonym zbiorze U, — jest jednoargumentowa operacja zwang
operacja dopetnienia, tzn. —A nazywamy dopelnieniem zbioru A (do zbioru U).

TWIERDZENIE 17. Dla dowolnych A,B € P(U):
) —(AUB)=-AN-B,
) —(ANB)=-AU-B,
) ——A=4,

) ACB< —BC —A,
) —AUA=U,

) —ANA=10,

) —U =0,

) —0=U.

Dowon. Dla (1): (C): Niech z € —(AU B). Wowczas « € U oraz « ¢ AU B. Stad
r ¢ Aoraz x & B. Zatem x € —A oraz x € —B, czylix € —AN —B.

(D): Niech z € —AN—B. Zatem © € —Aorazx € —B, czyliz € U orazx ¢ A
iz ¢ B.Stad v ¢ AUB, czyli x € —(AU B).

Dla (2): (€): Niech x € —(AN B). Wowczas « € U oraz « ¢ AN B. Stad
x & AV a & B. Zatozmy, ze x ¢ A. Wtedy = € —A, za§ —A C —AU —B, zatem
r € —AU—B. Zalézmy, ze © ¢ B. Woéwczas ¢ € —B, lecz —B C —A U —B, wiec
r€e—-AU—-B.

(2): Niech z € —AU —B. Wowezas ¢ € —AV ¢ € —B. Zalézmy, 7e © € —A.
Wtedy x € U oraz x ¢ A. Stad x & AVe & B, czyliz € ANB. Zatem x € —(ANB).



26 Rozdz. 1. Aksjomatyka i podstawowe pojecia teoriomnogosciowe

Zatozmy, ze x € —B. Woéwczas analogicznie jak przed chwila otrzymujemy: x €
—(ANB).

Dla (3): (C): Niech x € ——A. Zatem z € U oraz = ¢ —A. Ostatnie wyrazenie
jest rownowazne formule x ¢ U V x € A. Skoro wiec x € U, to x € A.

(2): Niech € A. Poniewaz A C U, wiec x € U. Mamy: z ¢ —A (gdyby
x € —A, to x ¢ A wbrew zalozeniu). Ostatecznie x € U —(—A), tzn. x € —— A.

Dla (4): (=): Zalozmy, 7e A C B. Wowcezas na mocy Tw. 13(3), AUB = B.
Zatem —(AU B) = —B, co na mocy (1) implikuje: —A N —B = — B, wiec rOwniez
—BN—A = —B i konsekwentnie na mocy Tw. 15(3), —B C —A.

(«): Zalozmy, 7e —B C —A. Woéwczas na mocy przed chwila dowiedzionej
implikacji otrzymujemy: —— A C —— B, zatem z (3): A C B.

Dla (5): Poniewaz —A C U oraz A C U, wigc na mocy Tw. 13(2), —AUA CU.
Aby dowiesé inkluzji (2) zalézmy, ze © € U. Naturalnie x € AVz ¢ A. Gdy x € A,
to oczywiscie x € —AUA (bo AC —AUA), gdy zas = € A, to x € —A, a poniewaz
—AC—-AUA, wiecx € —AU A.

Dla (6): Zal6zmy, ze —A N A # (). Niech z € —AN A. Wowczas x € —A oraz
x € A. Jednakze skoro z € —A, to x ¢ A. Sprzecznosc¢.

Dla (7): Na podstawie (5), (1), (3) i (6) mamy: —U = —(—AUA) = ——AN-A4
=AN—A=0 (bo naturalnie AN -4 =—-ANA).

Dla (8): Z (7): —U =0, zatem ——U = —0, wiec na mocy (3), U = —0. O

§11. Przekrdj zbioru niepustego

Zastosujmy aksjomat podzbioréw w postaci:

(AxZ)y YulVz(Vz(z €u=2 € 2) =2 € Ju) =
IyYWa(z €y © Vz(z € u=x € 2))].

Rozwazmy dowolny zbiér u. Naturalnie v = @) lub u # 0. Gdy u = (), wyrazenie
Vz(z € u = x € z) (dla ustalonego dowolnego zbioru z) jest prawdziwe, bowiem
poprzednik implikacji: z € u = x € z dla dowolnego zbioru z jest falszywy. Tymcza-
sem wyrazenie z € | Ju jest na mocy Tw. 11(4) falszywe. Ostatecznie, poprzednik
implikacji w nawiasach kwadratowych w (AzZ), jest falszywy. Nie mozemy wiec
oderwaé nastepnika.

Rozwazmy jednakze przypadek: u # (). Wowczas 6w poprzednik jest prawdziwy.
Wezmy bowiem pod uwage dowolny zbior x oraz zaldzmy, 7e Vz(z € u = x € z).
Skoro u # 0, wiec dla pewnego zbioru a, a € u. Wéwczas z zalozenia, x € a, zatem
z(z€uNnz € 2), czyliz € Ju.

Ostatecznie, dla dowolnego niepustego zbioru v odrywamy nastepnik w impli-
kacji (AzZ)y, co prowadzi do definicji iloczynu (uogédlnionego) lub przekroju (u
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niepustego zbioru u, jako zbioru tych wszystkich zbioréw z, ktére naleza do kazdego
elementu zbioru u:

DEFINICIJA. Dla dowolnego niepustego zbioru w,
Ve(xeNueVz(zeu=ze€z)lubNu={z:Vz(z €cu=x€ 2}

Przekréj niepustego zbioru ma analogiczne wlasnosci do podanych
w Tw. 11(1),(2) dla sumy zbioru:

TWIERDZENIE 18. Dla dowolnego niepustego zbioru u:
(1) Vz(z eu=uCa),
(2) dla dowolnego y, Va(zr € u=y Cz) =y C[u.

DowoDp. Dla (1): Zalézmy, ze « € w. Niech a € (Ju. Wowczas z definicji przekroju,
Vz(z € u=a € z). Stad i z zalozenia mamy: a € z, co dowodzi inkluzji (u C z.

Dla (2): Zalozmy, ze y jest takim zbiorem, ze Va(x € u = y C x). Niech a € y.
Aby wykazaé, ze a € (\u (co dowiedzie inkluzji y C (|u) musimy dowiesé, ze
Vz(z € u = a € z). Niech wiec z € u. Wowczas z zalozenia otrzymujemy: y C z
i dalej, skoro a € y, to a € z, co dowodzi wyrazenia Vz(z € u = a € z). O

Przekroj pary zbioréw jest iloczynem jej elementow:

TWIERDZENIE 19. Dla dowolnych zbioréw x,y : ({z,y} =z Ny.

Dowo6Dn. Rozwazmy dowolny zbior a. Mamy: a € ({z,y} wtw Vz(z € {z,y} = a €
Z)wtw Vz((z =axVz=y) = a € z) wtw (a € zAa € y) wtw a € xNy, co dowodzi,
ze Yo(v € ({=z,y} & v € zNy). Zatem z aksjomatu rownosci (Axr =) w postaci
Yo(v € ({z,y} ©vexny) = ({z,y} =Ny uzyskujemy: ({z,y} =zNy. O

§12. Cialo zbiorow

DEFINICIJA. Zbior C C P(U) nazywamy ciatem zbioréw (dokladniej ciatem pod-
zbioréw zbioru U), gdy

(1) C#0,

(2) VX(XelC=-Xe(),

3) VXVWY (X eCAY eC)=XNY €().

PRZYKLAD. Zbioér potegowy P(U) jest cialem zbioréw (cialem wszystkich pod-
zbioréw zbioru U), bowiem P(U) # 0 i gdy X € P(U), to —X € P(U) oraz gdy
X,Y € P(U), czyli X,Y CU, to XNY C U, zatem X NY € P(U).
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Innym przykltadem ciata podzbioréw zbioru U jest zbior {,U}. Oczy-
widcie warunek (1) definicji ciala zbioréw jest dla C = {0,U} speliony. Waru-
nek (2) jest spelniony na mocy Tw. 17(7),(8), natomiast warunek (3) na mocy
oczywistych faktow: UNU =U, NP =0 oraz 0NU =U NGO = (.

TWIERDZENIE 20. Niech C bedzie dowolnym ciatem podzbiorow zbioru U. Wowczas
(1) VXVY((X eCAY €(C)=XUY €0),
(2) DeC orazU €C.

Dowo6p. Niech C C P(U) bedzie cialem podzbioréw zbioru U.

Dla (1): Zalozmy, ze X,Y € C. Wowczas na mocy warunku (2) definicji ciata
zbiorow, —X,—Y € C. Stad, na mocy warunku (3): —X N —Y € C. Wobec tego,
na podstawie Tw. 17(1), —(X UY) € C. Zatem znowu z warunku (2) definicji,
——(XUY) e, conamocy Tw. 17(3) daje: X UY € C.

Dla (2): Na mocy warunku (1) definicji ciala zbioréw, niech X € C. Wowczas
na podstawie warunku (2) tej definicji, —X € C. Zatem na podstawie warunku (3):
—XNX €, czyli na mocy Tw. 17(6), @ € C. Konsekwentnie, na mocy (2) definicji
ciala zbioréw, otrzymujemy: —( € C. Zatem wedtug Tw. 17(8), U € C. O

WNIOSEK.  Ciato {0,U} jest najmniejszym (w sensie inkluzji) cialem pod-
zbiordw zbioru U.

DowoD. Na mocy Tw. 20(2) zbior {0, U} zawiera sie w kazdym ciele C podzbiorow
zbioru U. O

PrzYKLAD. Wszystkie ciala podzbioréw zbioru U = {a, b, c}:

{0,U3,{0,{a},{b,c}, U}, {0, {0}, {a, c}, U}, {0,{c}, {a, b}, U}, P(U).

Cialo zbiorow jest przyktadem zbioru zamknietego na operacje: N, U, —. Mo-
wimy bowiem, ze zbior jest zamkniety na dana n-argumentowa operacje, gdy jej
warto$é na dowolnej sekwencji (tzn. obiekt przyporzadkowany sekwencji) n elemen-
tow tego zbioru jest réwniez elementem tego zbioru. Gdy zbidr jest zamkniety na
dang operacje, to moéwimy, iz jest to operacja na tym zbiorze.

Rozwazymy obecnie ilos¢ elementow najwiekszego (w sensie inkluzji) ciata pod-
zbioréw danego n-elementowego zbioru U, czyli po prostu ilo§¢ wszystkich podzbio-
row zbioru U (ilosé¢ elementéw zbioru potegowego n-elementowego zbioru). W tym
celu sformulujmy pomocniczy fakt, wykorzystywany dalej w dowodzie twierdzenia
ustalajacego owg ilo§é¢. Pojawiajace sie tu zbiory A, BB istniejg na mocy aksjomatu
podzbioréw.
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LEMAT. Niech U bedzie dowolnym niepustym zbiorem oraz a € U. Niech ponadto
A={X: XCUNagX},B={X:XCUAa€ X}. Wowczas AUB = P(U)
oraz AN B = (). Ponadto zbiory A, B majq tyle samo elementow.

DowoOD. Dowodzimy pierwszej réwnosci. (C): Niech X € A U B. Wowczas
XeAV XeB. Gdy X € A, to X CU oraz gdy X € B, to réwniez X C U
7 definicji zbioréw A, B, zatem ostatecznie X € P(U), czyli AUB C P(U).

(D): Zalozmy, ze X € P(U). Wowczas X C U. Naturalniea € X Va ¢ X. Gdy
a € X, to wowczas X € B, zatem X € AV X € B, czyli X € AU B. Gdy za$
a & X,t0X € A, czyli znowu X € AV X € B, skad X € AU B. Ostatecznie,
P(U)C AUB.

Dowodzimy drugiej rownosci. Zatézmy, ze AN B # (). Niech wiec X € AN B.
Wowcezas X € A oraz X € B. Zatem a € X oraz a € X z definicji zbiorow A, B.
Sprzecznosc.

Aby wykazadé, ze zbiory A, B maja te samg ilo§¢ elementow, wezmy pod uwage
dowolny X € A. Wowczas X C U oraz a ¢ X. Zatem X U{a} € B (bo XU{a} CU
oraz a € X U{a}).

Rozwazmy przyporzadkowanie kazdemu elementowi X ze zbioru A elementu
X U{a} ze zbioru B. Przyporzadkowanie to ma dwie nastepujace whasnosci:

(w1) dla dowolnych X7, X5 € A, (X7 # X2 = X1 U{a} # XU {a}),
(w2) dla dowolnego Y € B istnieje X € A taki, ze Y = X U {a}.

Aby dowies¢ (wl) zalozmy: X; U {a} = X U {a} dla jakich§ X;,X; € A
i wykazmy réwnosé¢ X; = Xo.

(©): Niech = € X;. Wowczas ¢ € X1 U {a}. Zatem z zalozenia, z € X5 U {a},
czyli @ € Xo Vo = a. Lecz ¢ # a (gdyby bowiem x = a, to = € X1, bo a € X,
skoro X7 € A). Zatem z € X5. Analogicznie dowodzi sie inkluzji (D).

Aby dowies¢ (w2) rozwazmy dowolny Y € B. Wowczas Y C U oraz a € Y.
Poniewaz Y — {a} C Y, wiec Y — {a} C U. Oczywiscie a ¢ Y — {a}. Zatem
Y — {a} € A Ponadto (Y — {a}) U {a} =Y. Mamy bowiem: Y — {a} C Y oraz
{a} CY (boa €Y). Stad na mocy Tw. 13(2), (Y — {a}) U{a} C Y. Aby dowiesé¢
odwrotnej inkluzji zalézmy, ze x € Y. Naturalnie z = a V z # a. Jesli x = a,
to x € {a}, zas {a} C (Y — {a}) U{a}, czyli x € (Y — {a}) U {a}. Gdy = # a,
to x & {a}, zatem z € Y — {a}, a poniewaz ¥ — {a} C (Y — {a}) U {a}, wiec
z € (Y —{a})U{a}.

Ostatecznie dla wybranego dowolnie Y € B znalezliSmy X € A taki, ze Y =
X U{a} (6w X =Y — {a}).

Jak wida¢, fakt, ze zbiory A, B maja tyle samo elementéw, jest bezposrednim
wnioskiem z (wl) i (w2). Wlasnos¢ (wl) bowiem moéwi, ze w zbiorze B nie ma mniej
elementow niz w zbiorze A, za$ (w2) mowi, ze w B nie ma wiecej elementow niz
wA O
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TWIERDZENIE 21. Dla dowolnej liczby naturalnejn, dla dowolnego n-elementowego
zbioru U, zbior potegowy P(U) jest 2™-elementowy.

Dowo6D (indukeyjny). Dla n = 0, U = 0. Wowcezas P(U) = {0} (Tw. 9), czyli
P(U) jest 2°-elementowy. Ustalmy dowolne n > 0.

Zalozenie indukcyjne: dla dowolnego n-elementowego zbioru U, P(U) jest
2"-elementowy.

Teza indukcyjna (mamy ja dowiesc): dla dowolnego (n+1)-elementowego zbioru
U, zbior P(U) jest 2"+ 1-elementowy.

Rozwazmy (n + 1)-elementowy zbior U. Wowczas U # (). Niech a € U bedzie
dowolnie wybranym elementem. Oznaczmy:

A={X:XCUNag X}, B={X:XCUNMa€cX}.

Na mocy lematu mamy natychmiast:
(1) AuB = P(U) oraz
(2) AnB=10.

Wykazemy:

(3) A=P(U —{a}).

Dowdd (3) opieramy na nastepujacej rownowaznosci:

4) (XCUANa¢X)wtwVe(x € X =z €U — {a}), dla dowolnego zbioru X.

Aby dowies¢ (4) (=) zalozmy, 7e X C U oraz a ¢ X. Wezmy dowolny x. Niech
z € X. Wowczas x € U. Ponadto x # a (gdyby = = a, to a € X wbrew zalozeniu),
czyli z & {a}. Ostatecznie z € U — {a}.

(4) («<): Na odwrot, zalozmy, ze Va(z € X = z € U — {a}). Aby wykaza¢
inkluzje X C U, wezmy x € X. Wowczas z zalozenia, x € U — {a}, czyli « €
UAzx ¢ {a}, skad otrzymujemy, ze x € U. Aby wykazaé, iz a ¢ X, przypusémy,
ze a € X. Wowczas z zatozenia: a € U — {a}, co oznacza, ze a € U ANa & {a}.
W szczegolnosci wiec a & {a}, czyli a # a, co jest niemozliwe.

Wykazujemy teraz (3):

(©): Niech X € A. Wowczas X C UAa ¢ X. Zatem na mocy (4), X C U —{a},
czyli X € P(U — {a}).

(2): Na odwroét, zatézmy, ze X € P(U — {a}), tzn. X C U — {a}. Wowczas
z (4) mamy natychmiast: X CU Aa ¢ X, a zatem X € A.

Bezposdrednio na mocy lematu mamy:

(5) Zbiory A, B maja tyle samo elementdow.

Poniewaz zbior U—{a} jest n-elementowy, wiec stosujac do tego zbioru zatozenie
indukcyjne, otrzymujemy: zbior P(U — {a}) jest 2"-elementowy. Zatem, na mocy
(3), zbior A jest 2™-elementowy. Wobec tego, zgodnie z (5), zbiér B jest rowniez
2"-elementowy. Ostatecznie, w oparciu o (1) i (2) wnosimy, ze zbior P(U) ma 2" +2"
elementow (bo ilo§é¢ elementéw sumy skoriczonych roztacznych zbioréw jest rowna
sumie ilogci element6éw tych zbiorow), tzn. zbior P(U) jest 2" !-elementowy. O
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§13. Algebra Boole’a

DEFINICJA. Dowolny zbiér A wraz z nastepujacymi operacjami na nim, 2-argu-
mentowymi: A,V, l-argumentowa: —, oraz wyréznionymi elementami: 1, 0, spel-
niajacymi réwnosci:

(1) zAzx=u, zVzr=uz,

(2) zAy=yA=x, xVy=yVuz,

B) zA(yNnz)=(zAy) Az, xV(yVz)=(xVy)Vz,

4) zA(zVy) =u, zV(rAhy) ==,

(5) zA(yVvz)=(@Ay)V(zAz), zVyrz)=@Vy A(zVz),
(6) xA1l=ux, zV0=mux,

(7) —z Az =0, —xVar=1,

nazywamy algebrqg Boole’a.

Precyzyjniej: dowolny model (A4, A,V,—,1,0) dla powyzszych réwnosci (dla je-
zyka I rzedu ze stalymi indywidualnymi 1, 0 oraz symbolami funkcyjnymi A, V, —,
bez symboli predykatywnych) nazywamy algebra Boole’a.

PrzykraD. Uklad ({1,0}, A, V,—,1,0), gdzie 1, 0 s3 wartoSciami logicznymi odpo-
wiednio, prawdy i falszu oraz A, V, — sa operacjami na tych wartoSciach logicznych
odpowiadajacymi warunkom prawdziwosci w logice klasycznej dla spojnikéw od-
powiednio, koniunkcji, alternatywy i negacji, tzn. dla dowolnych z,y € {1,0} :
xAy=1,gdy x =y =1, w przeciwnym wypadku x Ay = 0,
zVy=0,gdy =y =0, w przeciwnym wypadku z Vy =1,
-1=0,-0=1,
jest 2-elementowsg algebra Boole’a.

TWIERDZENIE 22. Niech C C P(U) bedzie ciatem podzbioréw zbioru U. Wiw-
czas (C,N,U, —, U, D), gdzie N,U sq odpowiednio operacjami iloczynu i sumy dwdch
zbioréw oraz — jest operacjqg dopetnienia (do zbioru U) jest algebrg Boole’a.

DowoOD.  Rzeczywiscie, z definicji ciala zbioréw, N oraz — s3 odpowiednio
2- i l-argumentowymi operacjami na zbiorze C. Na mocy Tw. 20(1) réwniez
U jest operacja na zbiorze C, za$ zgodnie z Tw. 20(2), U oraz ) sa elementami
zbioru C. Aby wiec dowiesé, ze uklad (C,N,U, —, U, D) jest algebra Boole’a nale-
zy wykazaé, ze rownosci (1)—(7) z definicji algebry Boole’a, zapisane dla operacji
N, U, — oraz elementow wyréznionych U, ), sa spelnione.

Rownosci (1), (2) oraz (3) sa w oczywisty sposéb spelnione.

Wezmy dowolne X,Y,Z € C. Dla rownosci (4): X N (X UY) C X, na mocy
Tw. 15(1). Poniewaz X C X oraz X C X UY (Tw. 1 oraz Tw. 13(1)), wiec zgodnie
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z Tw. 15(2), X € X N (X UY). Ostatecznie, X N (X UY) = X. Analogicznie
dowodzimy druga z rownosci (4).

Dla (5): XNY C Y (Tw. 15(1)) oraz Y C Y U Z (Tw. 13(1)), zatem na
mocy Tw. 3, X NY C YU Z. Ponadto X NY C X. Zatem, wedtug Tw. 15(2),
XNY C XN(YUZ). Analogicznie wykazuje sie, iz XNZ C XN (YU Z). Z dwoch
ostatnich wyrazen wnosimy, na mocy Tw. 13(2),iz (XNY)U(XNZ) C XN(YUZ).
Pozostaje dowies¢ odwrotnej inkluzji. Niech x € X N (Y U Z). Wowczas « € X oraz
xr€eYULZ Stad x € Y lub x € Z. Niech zatem € Y. Wowczas x € X NY,
stad x € (XNY)U (X NZ). Gdy za§ z € Z, to x € X N Z, zatem réwniez
x € (XNY)U(XNZ). Ostatecznie XN (Y UZ) C (XNY)U(XNZ). Analogicznie
dowodzimy druga z rownosci (5).

Dla (6): Rownosci: X N U = X oraz X U 0 = X wynikaja odpowied-
nio z Tw. 15(3) (bo oczywiscie X C U), oraz réwnosci (2) (przemiennos$é sumy),
Tw. 13(3) i Tw. 5.

Rownosci (7) to Tw. 17(6),(5). O

PRZYKELAD. Zbiér potegowy dowolnego zbioru wraz z odpowiednimi operacjami
jest algebra Boole’a. Ilustracje algebr Boole’a wszystkich podzbioréw zbioru {a, b}
oraz zbioru {a,b,c} sa nastepujace:

A
{a} {o} {a,b}
\M/ {a}

Linia lamana prowadzaca ku gorze (na kazdym swoim odcinku) od jednego do
drugiego zbioru, oznacza, ze zbiér polozony nizej jest podzbiorem zbioru bedacego
wyzej.

{a,b,c}

O algebrach Boole’a dowodzi sie twierdzenia w pewnym sensie odwrotnego do
Tw. 22: kazda algebra Boole’a ma ,strukture algebraiczng” pewnego ciata zbioréw
(zob. np. [22], w kwestii pojeé¢ algebraicznych por. np. [8]).



Rozdzial 2. Zbiory nieufundowane. Aksjomat regu-
larnosci

W niniejszym rozdziale omawiamy role aksjomatu regularnosci w teorii ZFC.
W tym celu rozwazamy w pierwszych dwoch paragrafach teorie bez tego aksjo-
matu, zastepujac go innym, nie nalezacym do ZFC (formuta (Q2)) — w ten spo-
s6b dopuszczajac do istnienia zbiory niemajgce elementu minimalnego oraz tzw.
zbiory nieufundowane (por. np. [1]). Aby oddaé intuicje zwiazane z pojeciami ta-
kich zbioréw, wprowadzamy nieformalne pojecie nieskoriczonego zejscia zbioréw.
Twierdzenia 2, 3, 5 tego rozdzialu, a wiec twierdzenia, w ktorych to pojecie wy-
stepuje, nalezy zatem traktowaé nieformalnie — nie nalezg one do ZFC. Ponadto
Tw. 1 réwniez nie jest twierdzeniem tej teorii, lecz z innego powodu: jego sformuto-
wanie wymaga aksjomatu (€2). Natomiast Twierdzenia 4, 6, 7, 8, mimo, ze wystepu-
ja w dwoch pierwszych paragrafach, a wiec tam, gdzie rozwaza sie¢ teorie ZFC bez
aksjomatu regularnosci, ale z aksjomatem (2), sa pelmoprawnymi twierdzeniami
ZFC, bowiem w ich sformutowaniu i dowodach nie wykorzystuje sie formuty ().

§1. Zbiory niemajace elementu minimalnego

DEFINICJA. Dla dowolnych zbioréw x,y, y jest elementem minimalnym zbioru x,
gdy y € x oraz y Nz = (.

PRZYKLAD. Zbior () jest (jedynym) elementem minimalnym zbioru {0, P(0)}. Zbio-
ry 0, {P(0)} sa elementami minimalnymi zbioru {0, {P(0)}}.

W celu okreslania elementéw minimalnych w danym zbiorze, wygodnie jest
postuzy¢ sie ilustracja tzw. grafu zbioru.

Fakt, ze y € x ilustrujemy w postaci: y o — o x, tzn. rozne zbiory x, y oznacza-
my réznymi punktami, a zachodzacy miedzy nimi stosunek nalezenia zaznaczamy
odpowiednio strzatka. Przez ilustracje grafu zbioru x bedziemy rozumie¢ rysunek,
na ktérym znajduja sie punkty odpowiadajace zbiorowi x oraz wszystkim jego ele-
mentom, a takze strzalki pokazujace wszystkie stosunki nalezenia, jakie zachodza
miedzy zbiorami, ktérym odpowiadaja owe punkty. Element minimalny zbioru z
bedzie wowczas oznaczony punktem, do ktérego nie ,wchodzi” zadna strzatka ,wy-
chodzaca” z jakiego$ elementu tego zbioru.

33
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PrRzZYKEAD. Grafy dwoch zbiorow z przyktadu powyzej:

{0, P(0)} = P(P(1)) {0.{P®

N\ /\

0 P0) = {0} {P()}

Ponizej podajemy przyktady grafow zbiorow, ktore nie posiadaja elementu mini-
malnego (gdyby takie zbiory istniaty). Kazdy z tych zbiorow ilustrowany jest punk-
tem najwyzej na rysunku polozonym. Pierwszy z tych zbioréw jest 3-elementowy,
pozostale dwa zbiory sa jednoelementowe:

1) 2) 3)

o [©]

Z NI

o] [¢]

W dalszym ciggu rozwazamy teorie ZFC bez aksjomatu regularnosci, zwykle
wowczas oznaczang jako ZFC~. Ponadto do zestawu jej aksjomatéw dodajemy
formute

(Q) We(zr ey x=y).
Oznaczmy zbior, ktorego istnienie ona stwierdza symbolem 2. Wéwczas mamy:
(1) Vez(z e e x=Q).

Z (1) otrzymujemy natychmiast: 2 €  oraz 2 jest jedynym takim zbiorem z, ze
x € Q. Krétko mowiac, € jest singletonem, ktorego jedynym elementem jest wlasnie
Q. Precyzyjniej, mozna to wykazaé¢ nastepujaco. Z definicji zbioru 1-elementowego
mamy:

(2) Ve(z e {Q} &z =0Q).

Zatem z (1) oraz (2): Va(z € Q & x € {Q}), skad przy uzyciu aksjomatu
identyczno$ci uzyskujemy:

(3) Q={Q}.
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Zauwazmy, ze aksjomat identycznosci nie gwarantuje wcale jedynosci zbioru,
ktorego istnienie stwierdza formula (), czyli roznych zbiorow © o wlasnosci (3)
moze istnie¢ wiecej niz jeden. Méwigc dalej o zbiorze ), mamy na mysli jakikol-
wiek ze zbioréw o wtasnosci (3). Jak widaé, graf takiego zbioru jest przedstawiony
powyzej na trzecim diagramie.

TWIERDZENIE 1. Zbior Q) nie ma elementu minimalnego.

DowoD. Oczywiscie jedynym elementem zbioru €2 jest 2, lecz 2 nie jest elementem
minimalnym zbioru Q, bowiem QN Q # ), skoro QN Q=0 ={Q} #£0. O

DEFINICJA. Sekwencje zbioréw (niekoniecznie roznych) x1,zs,...,Zy,,. .. nazwie-
my nieskoriczonym wejsciem (zejéciem), gdy x1 € xo, 20 € T3,..., Tp_1 € Ty, Ty €
Tpg1s-ee (cony Tng1 € Ty Ty € Tp—1,...,T3 € Ta, T2 € 7).

PRZYKLAD. Sekwencja zbiorow 0, {0}, {{0}},...,{.{0}..},... jest nieskonczonym
wejsciem. Natomiast sekwencja Q, {Q}, {{Q}}, ..., {.{Q}..},... jest jednoczesnie
nieskoriczonym wej$ciem i zejSciem. Z definicji singletonu jest bowiem oczywiste,
ze Q € {Q} ¢ {Q}} € ... € {...{Q}...} € .... Jednakze réwniez mamy:
e {9} e e {{Q)}) € {Q} € Q, skoro na mocy (3), dowolny sin-
gleton {...{Q}...} jest identyczny ze zbiorem (2, zatem sam jest jedynym swoim
elementem (powyzsza sekwencja ma oczywiscie postac: 2,8, ..., Q,...).

Uwaga. Pojecie nieskoriczonego zejscia (wejscia), tak jak zostalo tu wprowa-
dzone, formalnie nie jest pojeciem teorii ZFC™, bowiem bazuje ono na pojeciu
sekwencji zbioréow, ktore z kolei jest tutaj pojeciem wylacznie intuicyjnym, pier-
wotnie zakladanym, a wiec nie nalezacym formalnie do teorii ZFC~. Powodem,
dla ktérego wprowadzamy pojecie nieskoriczonego zej$cia jest objasnienie intuicji
zwigzanych z pojeciem zbioru nieufundowanego.

W dalszym ciggu twierdzenia, w ktorych sformutowaniu badz dowodzie pojawia
sie pojecie nieskoriczonego zej$cia beda oznaczane symbolem *.

DEFINICJA. Powiemy, ze zbiér x ma nieskoriczone zejscie, gdy istnieje nieskoriczo-
ne zejscie postaci: x, 1, Ta, ..., Ty, . ... WoOwczas bedziemy moéwic¢ réwniez, ze takie
nieskonczone zejicie jest nieskoriczonym zejsciem zbioru x.

PrRzYKEAD. Naturalnie zbiér €2 ma nieskonczone zejécie: 2,9Q,...,€Q,....

*TWIERDZENIE 2. Kazdy niepusty zbiér niemajgcy elementu minimalnego ma nie-
skoniczone zejscie.

DowoODn. Niech x bedzie niepustym zbiorem niemajacym elementu minimalnego.
Wowczas dla pewnego zbioru y; mamy: y; € x (bo = # (). Z zalozenia, y; nie



36 Rozdz. 2. Zbiory nieufundowane. Aksjomat regularnosci

jest elementem minimalnym zbioru x, zatem y; Nz # (. Istnieje wiec zbior yo
taki, ze yo € yp oraz ys € x. Choé ys jest elementem zbioru z, to jednak nie jest
jego elementem minimalnym. Zatem istnieje zbior ys taki, ze ys3 € ys oraz ys € x.
I tak dalej. Jest widoczne, ze sekwencja x, y1, Y2, Y3, - - - jest nieskoniczonym zej$ciem
zbioru z. O

Twierdzenie odwrotne do Tw. 2 nie jest prawdziwe. Istnieja zbiory (oczywi-
scie w ramach ZFC™ z aksjomatem (§2)) z nieskoficzonym zej$ciem majace element
minimalny. Na przyktad zbior P(Q2) ma te wlasnosé: zbior 0 jest jego elementem mi-

nimalmym, chociaz sekwencja {0,Q},Q,Q,...,Q,... jest jego nieskonczonym zej-
$ciem, jak na to wskazuje graf zbioru P(f):
o P(Q)

N\,
O

§2. Zbiory nieufundowane i ufundowane

DEFINICJA. Moéwimy, ze zbiér = jest ufundowany, gdy dla dowolnego zbioru v,
jezeli z € y, to y ma element minimalny.

Gdy zbiér nie jest ufundowany, mowimy, ze jest on nieufundowany. Zatem
x jest nieufundowany, gdy jest on elementem pewnego zbioru nie majacego ele-
mentu minimalnego.

PRZYKLAD. Zbiér 0 jest ufundowany. Jegli bowiem () € y, to () jest elementem
minimalnym zbioru y, bo @ Ny = 0.

Zbior P(2) nie jest ufundowany. Rozwazmy bowiem zbior { P(€2), 2}. Naturalnie
P(Q) € {P(Q2),Q}, lecz zbior {P(Q2), 2} nie ma elementu minimalnego:

o {P(), 0}

O

*TWIERDZENIE 3. Kazdy zbior nieufundowany ma nieskoriczone zejscie.

P(Q)o

DowoDp. Niech z bedzie zbiorem nieufundowanym. Wéwczas dla pewnego zbioru
Yy, * € y oraz y nie ma elementu minimalnego. Zatem x nie jest elementem mi-
nimalnym zbioru y, czyli x Ny # 0. Niech wiec y; € = oraz y; € y. y1 nie jest
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elementem minimalnym zbioru y, zatem y; Ny # 0. Niech wiec yo € y; oraz ys € y.
I tak dalej. Naturalnie sekwencja x,y1,ys2, ... jest nieskoficzonym zejSciem zbio-
ruz. U

Jak wida¢ na podstawie Twierdzen 2 i 3, niepuste zbiory nie majace
elementu minimalnego oraz zbiory nieufundowane zachowuja sie podobnie ze wzgle-
du na posiadanie nieskoniczonego zejscia. Sprobujmy blizej scharakteryzowaé zwigz-
ki miedzy tymi klasami zbioréw, w ramach teorii ZFC~ 7z aksjomatem (£2).

TWIERDZENIE 4. Kazdy niepusty zbior niemajgcy elementu minimalnego jest zbio-
rem nieufundowanym. (Inaczej: kazdy niepusty zbidr ufundowany ma element mi-
nimalny.)

Dowo6Dp. Niech z # () bedzie zbiorem nie majacym elementu minimalnego. Roz-
wazmy zbior x U {z}. Wowczas naturalnie € = U {z}. Wykazemy, ze = U {z}
nie ma elementu minimalnego, co skoriczy dowod. Zaldézmy nie wprost, ze y jest
elementem minimalnym zbioru z U {z}. Wowczas
(1) yexzU{z} oraz
(2) yn(zu{z})=0.

Konsekwencja (2) jest oczywiscie
(3) ynz =10,
gdyby bowiem dla pewnego z, z € yNz, to z € y oraz z € x, skad z € z U {z},
zatem z € y N (z U {z}), co jest niemozliwe wobec (2).

Z (1) mamy natychmiast: y € z lub y = . Gdy y € z, to wobec (3), y jest
elementem minimalnym zbioru x, whrew zalozeniu. Gdy za$ y = x, to wedtug (3),
x = ), co réwniez jest sprzeczne z zalozeniem. O

TWIERDZENIE 5. Twierdzenie odwrotne do Tw. 4 jest falszywe, tzn. istniejq zbiory
nieufundowane posiadajgce element minimalny.

DowoOD. Wykazmy, ze zbior A = {{P(Q)}, P(©2)} nie jest ufundowany, lecz posiada
element minimalny. Graf zbioru A jest postaci:

oA
/ \O
Zatem P(f) jest elementem minimalnym zbioru A.

Oczywiscie A € ({A} U Q) U {P(Q)}. Jednakze zbior ({4} U Q) U {P(Q)} nie
ma elementéw minimalnych:

{P(Q)}o P(Q) = {0,9}
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o({A}uQ)u{P(Q)}

WA
P(Q) @

Zatem A nie jest ufundowany. O

Nie jest rowniez tak, ze zbiér nieufundowany musi mieé element, ktéry nie ma
elementéw minimalnych. Zbiér A z dowodu Tw. 5 jest nieufundowany, lecz kazdy
jego element posiada element minimalny. Grafy elementéw zbioru A sg postaci:

{P()} o P(%)

o 0 N
O

Okazuje sie jednak, ze zbiér nieufundowany musi mie¢ element, ktéry nie jest
zbiorem ufundowanym:

TWIERDZENIE 6. Dla dowolnego zbioru x, jezeli x nie jest ufundowany, to istnieje
2bidr y taki, Ze y € x oraz y nie jest ufundowany. (Inaczej: jezeli kazdy element
zbioru x jest ufundowany, to x jest ufundowany.)

Dowop. Dowodzimy drugiego sformutowania twierdzenia. Zalézmy, ze Vy(y €
x = y jest ufundowany). Aby wykazac, ze x jest ufundowany, zalozmy, ze x € z.
Wykazemy, ze z ma element minimalny. Naturalnie x jest elementem minimalnym
zbioru z lub x nie jest elementem minimalnym zbioru z. Zal6zmy wiec, ze x nie jest
elementem minimalnym zbioru z. Wowczas x N z # (). Niech a € x oraz a € z. Po-
niewaz z zalozenia kazdy element zbioru x jest ufundowany, wiec a jest ufundowany.
Zatem, skoro a € z, to z ma element minimalny. O

Twierdzenie odwrotne do Tw. 6 jest réwniez prawdziwe:

TWIERDZENIE 7. Dowolny zbidor majgcy nieufundowany element jest nieufundo-
wany. (Inaczej: kazdy element dowolnego zbioru ufundowanego jest zbiorem ufun-
dowanym.)
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DowOD. Zalézmy, ze x,y sa zbiorami takimi, ze
(1) y € x oraz
(2) y jest nieufundowany.

Na mocy (2) niech z bedzie takim zbiorem, ze
(3) y € z oraz
(4) z nie ma elementu minimalnego.

Rozwazmy zbior zU{z}. Naturalnie x € zU {z}. Pokazemy ze zbiér U {z} nie
ma elementu minimalnego. Zal6zmy nie wprost, ze a jest elementem minimalnym
tego zbioru, tzn.

(5) a € zU{x} oraz
(6) an(zU{z}) =0.

Wowczas z (5): a € z lub a = z. Zaldézmy, ze a € z. Na mocy (4), a nie jest
elementem minimalnym zbioru z, zatem a N z # 0. Stad réowniez a N (z U{z}) # 0;
sprzecznosé z (6). Zatozmy, ze a = . Wowczas z (1) mamy: y € a. Ponadto z (3),
y € zU{z}. Czyliy € an(zU{z}). Zatem znowu a N (z U {z}) # 0.

Ostatecznie, x nie jest ufundowany. O

Roéznice miedzy pojeciami zbioru nieufundowanego oraz niepustego zbioru nie
posiadajacego elementu minimalnego mozna intuicyjnie wyjasni¢ w oparciu o poje-
cie nieskoriczonego zejécia. Cho¢ zaréwno zbior nieufundowany jak i niepusty zbior
niemajacy elementu minimalnego maja nieskoriczone zejscia (Tw. 3 i Tw. 2), to
jednak zbiér posiadajacy nieskoriczone zejscie moze mieé¢ element minimalny, tym-
czasem jest on zbiorem nieufundowanym. Bowiem:

*2bi6r nieufundowany to taki zbidr, ktéry ma nieskoriczone zejscie.

Aby to stwierdzenie uzasadnié¢, wezmy pod uwage jakikolwiek zbior z majacy
nieskoniczone zejscie: x,y1,...,Yn, ... 1 rozwazmy klase wszystkich zbioréw w tym
zejsciu (sekwencji) wystepujacych. Zbior x jest elementem tej klasy, lecz klasa ta
nie ma elementu minimalnego, skoro kazdy zbiér z tej sekwencji ma element wyste-
pujacy (bezposrednio za nim) w tej sekwencji. Zatem zbior x jest nieufundowany.

Uzasadnienie to mialoby nieformalna warto$¢, gdyby wyrazenie ,klasa” mozna
bylo zastapi¢ wyrazeniem ,zbiér” lub tez zmodyfikowaé definicje zbioru nieufun-
dowanego w sposéb nastepujacy: zbior z jest nieufundowany, gdy istnieje klasa
(mnogosé¢, ekspozycja) zbiorow, w ktorej = sie znajduje oraz kazdy zbior tej klasy
ma element w niej wystepujacy.

Pierwsze z tych rozwiazan odrzucamy — nie mamy bowiem w ogélnosci zad-
nych gwarancji istnienia zbioru wszystkich zbioréw wystepujacych w jakims nie-
skoniczonym zejsciu. Drugie rozwigzanie latwo akceptujemy, lecz wytacznie w ra-
mach rozwazan nieformalnych (tzn. poza teoria ZFC™), ktore przeciez od zakon-
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czenia dowodu Tw. 7 prowadzimy, skoro postugujemy sie pojeciem nieskorniczonego
zejscia.

Latwo zauwazy¢, ze przy tak zmienionym pojeciu zbioru nieufundowanego, moz-
na bez trudnosci zmodyfikowaé¢ dowoéd Tw. 3, aby uzasadnié twierdzenie: *kazdy
zbidr nieufundowany ma nieskoriczone zejscie.

Naturalnie w ramach teorii mnogos$ci ZFC~ czy ZFC funkcjonuje to pojecie
zbioru nieufundowanego (czy ufundowanego), ktore zostato zdefiniowane na po-
czatku §2. Nie mozna w ZFC™ utozsamia¢ (formalnie) zbioru nieufundowanego
ze zbiorem majacym nieskonczone zejscie, bowiem w ramach tej teorii nie mamy
przeciez pojecia nieskonczonego zejécia.

Patrzac nieformalnie na zbiory nieufundowane jako na te i tylko te, ktore po-
siadaja nieskonczone zejscie, jasniejsze staja sie twierdzenia, ktore funkcjonuja bez

pojecia nieskoniczonego zejicia:

Tw. 4 — na mocy Tw. 2, *niepusty zbidr nie majgcy elementu minimalnego ma
nieskoriczone zejscie, zatem jest nieufundowany,

Tw. 5 — *istniejg zbiory majgce nieskoniczone zejscie oraz element minimalny,

Tw. 6 — *jezeli zbior x ma nieskoniczone zejicie, powiedzmy T, y1,Y2, - Yn, - - -
to y1 € x oraz y; ma nieskonczone zejSCie Yi,Yz, .-y Yny - - s

Tw. 7 — *jezeli y € x oraz y ma nieskoriczone zejécie Y, y1,Ya, - Yn, - -5 t0
zbior © ma nieskoriczone zejscie T, Y, Y1, Y2, - Yny - - --

W teorii ZFC™ klasa wszystkich zbioréw niepustych niemajacych elementu mi-
nimalnego zawiera sie w klasie wszystkich zbioréw nieufundowanych (Tw. 4). Za-
tem, gdyby w ZFC™ nie byto zbioréw nieufundowanych, to nie bytoby tam réwniez
niepustych zbioréw nie majacych elementu minimalnego. Jednakze tatwo zauwa-
zy¢, ze rowniez odwrotnie, gdyby nie bylo tam niepustych zbioréw bez elementu
minimalnego, to nie byloby rowniez zbioréw nieufundowanych:

TWIERDZENIE 8. Kazdy niepusty zbior ma element minimalny wtw kazdy zbior
jest ufundowany.

DowOD. (=): Zalézmy, ze kazdy niepusty zbiér posiada element minimalny oraz
nie wprost, niech a bedzie zbiorem, ktéry nie jest ufundowany. Wéwczas dla pew-
nego zbioru y nie majacego elementu minimalnego, a € y. Lecz wtedy y # 0, zatem
z zalozenia musi mie¢ element minimalny. Sprzecznosc.

(«<): Namocy Tw. 4. O
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§3. Dwie istotne wlasnosci zbioréw ufundowanych

Odnotujmy dwie istotne wtasnoéci zbioréw ufundowanych:

TWIERDZENIE 9. Vz(z jest ufundowany = x & x).

DowoOD. Zalézmy nie wprost, ze a jest ufundowany oraz a € a. Poniewaz a € {a},
wiec zbior {a} ma element minimalny (z definicji zbioru ufundowanego). Niech b
bedzie elementem minimalnym zbioru {a}. Wowczas b € {a} oraz b N {a} = 0.
Zatem b = a i konsekwentnie a N {a} = (). Tymczasem z zalozenia, a € a. Poniewaz
a € {a}, wiec a € an{a}, czyli a N {a} # 0. Sprzecznos¢. O

TWIERDZENIE 10. Dla dowolnego zbioru x, jezeli x jest ufundowany, to nie istnieje
liczba naturalna n oraz zbiory y1,ys2, - .., Yy takie, ze T € y1 ANy1 € Yo Ao .. Ayp—_1 €
Yn N\ Yn € T.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze a jest zbiorem ufundowanym oraz dla pewnych
Y1,Y2, .-, Yp mMmamy:
(1) a€y1 EYy2 € ... EYp_1 €E Y € a.
Poniewaz a jest ufundowany oraz a € {a,y1,y2,...,Yn}, wiec zbior {a,y1,y,
.+, Yn} ma element minimalny. Tymczasem na mocy (1), jak wskazuje ilustracja
grafu tego zbioru, zbiér ten nie ma elementu minimalnego:

o

{a,y1,92,- - yn}
AN

ao > O Y1
Yn © /OyQ
Yn—10 /Oy?,
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§4. Aksjomat regularnosci i jego konsekwencje

Mozemy obecnie sformutowaé aksjomat regularnosci (AzR) nastepujaco:
(AzR) Vz(x # 0 = Jy(y jest elementem minimalnym z)),
lub réwnowaznie na mocy Tw. 8:
(AzR)" Vz(z jest ufundowany).

W teorii ZFC (z aksjomatem regularnosci) nie istnieja zbiory takie jak 2 (ne-
gacja formuly () jest twierdzeniem ZFC), czyli zbiory nieufundowane. Wedlug
nieformalnych rozwazan w §2, takie zbiory nie maja ,pelnego fundamentu” co sie
przejawia w posiadaniu nieskonczonego zej$cia. Jednakze pojecie nieskoriczonego
zej$cia nie miedci sie w ramach, czesto nie§wiadomie akceptowanego, atomizmu
metodologicznego B. Russella, wedlug ktorego jakiekolwiek konstrukty formalne
winny by¢ na poczatku budowane z fundamentalnych cegietek (atomoéw). Zbior,
jako konstrukt formalny, winien by¢ ,rozktadalny” w skoriczonej ilo$ci krokéw na
ostateczne elementarne cze$ci. Tymczasem zbiér posiadajacy nieskoriczone zejscie,
,rozktadalny” jest w nieskonczonosé.

W ZFC, na podstawie aksjomatu regularnosci, otrzymujemy jako wnioski
z Tw. 9 oraz Tw. 10 odpowiednio nastepujace zdania:

WNIOSEK z Tw. 9. Vz(z & z).

WNIOSEK Z Tw. 10. Dla dowolnego zbioru = nie istnieje liczba naturalna n oraz
zbiory y1,Y2, ..., Yn takie, ze x € Y1 ANYy1 E Y2 A oo . AYn—1 € Yn A Yn € T.

Konsekwencja Wniosku z Tw. 9 jest

TWIERDZENIE 11. —JyVz(x € y) (nie istnieje zbidr wszystkich zbiordw).

DowoOD. Zalézmy nie wprost, ze JyVa(x € y). Wowcezas dla pewnego zbioru V
mamy: Vz(z € V). Zatem V € V| co jest niemozliwe na mocy Wniosku z Tw. 9. O

Naturalnie Tw. 11 jest bezposrednia konsekwencja nieistnienia zbioru tych
i tylko tych zbioréw, ktére nie sa swoimi elementami (por. Wstep) oraz naste-
pujacego aksjomatu Zermelo:

Ve (xdax = x€V) = IYyWe (zey & xda),
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gdzie V jest zbiorem wszystkich zbioréw: Va(x € V). Istnienie zbioru wszystkich
zbioréw implikuje istnienie zbioru R = {z : = ¢ x}. Zauwazmy, ze z drugiej strony,
w obecnodci aksjomatu regularnosci, a wiec wowczas, gdy zachodzi Wniosek z Tw. 9,
prawdziwe jest twierdzenie: gdyby istnial zbiér R, to bytby on zbiorem wszystkich
zbiorow. Gdy bowiem zachodzi: Vz(x & x), to wowczas, Vz(z € R).
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§1. Para uporzadkowana. Produkt kartezjanski dwoch zbiorow

Dla pary zbiorow {z,y} zachodzi, jak tatwo sprawdzi¢, rownosé¢ {z,y} = {y, z}.
To znaczy, kolejno$¢ wymienienia elementéw pary zbioréw jest dla jej okreSlenia
nieistotna. Wprowadzimy pojecie uporzgdkowanej pary zbiorow: <x,y> takiej, ze
<x,y> # <y,r>oile x £ y.

DEFINICJA. Dla dowolnych zbiorow x,y, <z,y> = {{z}, {z,y}}.

TWIERDZENIE 1. <z,y> = <u,v> = (x =u Ay =v).

DowoOD. Zalozmy, ze <x,y> = <u,v>. Wowczas z definicji pary uporzadkowanej
mamy:
(1) {{e} Loy} = {fuh, {w 0} ).

Oczywiscie © = y lub z # y. Gdy z =y, to {{z}, {z,y}} = {{z}}. Zatem z (1)
mamy: {{z}} = {{u}, {u,v}}, co oznacza, ze
(2) {z}={u} oraz
(3) {z} = {u,v}.

Z (2) otrzymujemy: x = u, za$ z (3): x = u = v, zatem skoro y = x, wiec y = v.

Zalozmy, ze x # y. Wowczas
(4) {z} #{z,y}.

Wtedy na podstawie (1):

({2} = {u} lub {z} = {u,v}) oraz ({z,y} = {u} lub {z,y} = {u,v}).

Gdy {z} = {u}, to {z,y} # {u} na mocy (4), zatem {z,y} = {u,v}. Gdy zas
{z} = {u,v}, to {x,y} # {u,v}, czyli {z,y} = {u}. Mamy zatem nastepujace dwa
przypadki:

(5) {z} ={u}i{z,y} ={u,v},
(6) {z}={u,v}i{z,y}={u}.

Jednakze przypadek (6) nie moze zachodzié, bowiem gdyby zachodzil, toby
x = wu oraz y = u, czyli byloby z = y. Zatem zachodzi przypadek (5), co oznacza,
ze x = u, a ponadto skoro y # x, czyli y # u, wiec y =v. O

WNIOSEK. <z,y> = <y, x> = = =Y.

DowoOD. Oczywisty na podstawie Tw. 1. O

Wykorzystamy aksjomat podzbioréw, aby dowie$¢ istnienia zbioru
wszystkich par uporzadkowanych, z ktérych pierwszy element nalezy do jednego

45
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danego zbioru, zas drugi element pary do drugiego danego zbioru. W tym celu
wykazujemy fakt pomocniczy:

LEMAT. (u € aAv€eb)= <u,v>C PlaUb).

DowOD. Zalézmy, ze u € a oraz v € b. Wowcezas {u} C a C a U b. Ponadto,

{u,v} CaUb. Zatem {u},{u,v} € P(aUb), czyli {{u},{u,v}} C P(aUb), a wiec
7 definicji pary uporzadkowanej: <u,v> C P(aUb). O

Rozwazmy w aksjomacie podzbiorow (AzZ)y formute ¢(x) postaci Juv(u €
aAv€E€bAx = <u,v>) oraz zbiér z postaci P(P(aUb)), otrzymujac wyrazenie

VaVbVz(Fudv(u € aAv € bAx = <u,v>) = x € P(P(aUb))) = FyVa(z € y &
JuIv(u € aANv EbAT = <u,v>))],

ktore, wobec prawdziwosci poprzednika gléwnej implikacji (na mocy lematu) pro-
wadzi do definicji produktu kartezjariskiego a x b dla dowolnych zbiorow a, b:

DEFINICIJA. Dla dowolnych zbioréw a, b,

Ve(r €axbe Judv(u€caAveEbAr = <u,v>)) lub

axb={x:JuIvlu€eanvebAz=<uv>)}={<u,v>ucarve b}
Produkt kartezjanski a x b zbioréw a, b jest zbiorem wszystkich par uporzadko-

wanych, ktérych pierwszy element nalezy do zbioru a, za$ drugi do zbioru b.
Produkt a x a bywa oznaczany jako a?.

Uwaga. Ostatnia z réwnoSci w definicji produktu zostala uzyskana na pod-
stawie konwencji notacyjnej, w mysl ktorej sekwencja symboli {F(z1,...,2,):
Y(x1,...,2,)}, gdzie F jest symbolem n-argumentowej operacji, za$§ z1,...,Z,
zmiennymi wolnymi w formule ¥(x1,...,x,), oznacza zbiér wszystkich wartosci
F(z1,...,z,) operacji F na tej sekwencji zbioréw z1,. .., z,, dla ktorej prawdziwe
jest ¥(z1, ..., xy,).

Uzywac rowniez bedziemy konwencji notacyjnej polegajacej na pisaniu {x € A:
()} na oznaczenie zbioru {z : x € AANY(z)}.

Ponadto uzywaé¢ bedziemy notorycznie kwantyfikatoréw o ograniczonym zakre-
sie: Yau(x)(8) =gey Vz(a(x) = B) oraz Ja(z)(B) =dey Jz(a(z) A B), gdzie a(z)
jest formula, w ktérej x jest zmienng wolng oraz [ jest formula. Na przyktad
bedziemy pisa¢ Vo € A(x € B) lub po prostu V@ € A, & € B zamiast pisaé¢
Vz(r € A= x € B). Podobnie bedziemy pisa¢ 3x € A(x € B) lub 3z € A, v € B
zamiast Jz(z € ANz € B).

Wreszcie zamiast pisa¢ VaVy badz Vo € AVy € A bedziemy pisa¢ Vz,y badz
Vz,y € A. Analogicznie dla zbitki kwantyfikatoréw egzystencjalnych.
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§2. Pojecie relacji binarnej

DEeFINICIA. Dla dowolnych zbioréw A, B, dowolny podzbior R C A x B nazywamy
relacjg binarng na zbiorach A, B. Méwimy, ze R jest relacjg binarng okreslong na
zbiorze A, gdy R C A x A. Zbiér ) C A x A nazywamy relacja pustq na zbiorze A,
za$ sam produkt A x A — relacja petng na zbiorze A.

Niech R C A x B. Zbior D(R) = {z € A : Jy € B(<z,y> € R)} nazywamy
dziedzing relacji R, natomiast zbior D™Y(R) = {y € B : 3z € A(<z,y> € R)}
nazywamy przeciwdziedzing relacji R.

Uwaga. Istnienie dziedziny i przeciwdziedziny danej relacji binarnej jest na-
turalnie gwarantowane przez aksjomat podzbioréw.

DEFINICJA. Niech R C A x A. Méwimy, ze relacja R jest

zwrotna na A <V € A, <z,x> € R,

przeciwzwrotna na A & Vx € A, <x,x> € R,

symetryczna na A & Vr,y € A(<z,y> € R= <y,z> € R),
przeciwsymetryczna na A & Va,y € A(<z,y> € R= <y,z> ¢ R),
antysymetryczna na A < Vr,y € A((<z,y> € RN\ <y,z> € R) = x=y),
przechodnia na A < Vr,y,z € A((<x,y> € RN <y,z> € R) = <z,z> € R),
spdjna na A <V, y € A(<z,y> € RV <y,z> € RV x =y).

Wiekszo$¢ 7 powyzszych formalnych wtasnosci relacji binarnych daje sie zilu-
strowa¢ na diagramie relacji. Napiszmy w postaci macierzy wszystkie pary upo-
rzadkowane nalezace do produktu A x A, n-elementowego zbioru A = {ai,as,

ceyQp ks
<ai, a1 >,<ai,ay >,...,< a1,y >
< ag,a1 >,< az,az >,...,< 02,0 >
<y G >, < Gy, G2 >y < Gy, Gy >

Kazda niepusta relacje binarna okre$long na zbiorze A mozna teraz uwidoczni¢
przez podkreslenie par do niej nalezacych. Nazwijmy ekspozycje podkreslonych par
uporzadkowanych — diagramem relacji R.

Jasne jest, ze relacja R jest zwrotna, gdy przekatna macierzy o koncach
<ay,a1>, <an,a,> zawiera sie w diagramie R, natomiast R jest przeciwzwrotna,
gdy owa przekatna nie ma wspélnych par z diagramem relacji R.

Ponadto, R jest symetryczna, gdy, ilekro¢ jakas para z macierzy jest w jej dia-
gramie, tylekro¢ ,zwierciadlane odbicie” tej pary wzgledem przekatnej (tzn. wartosé
symetrii osiowej wzgledem przekatnej na tej parze) rowniez nalezy do diagramu R.
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R jest przeciwsymetryczna, gdy, ilekro¢ jakas para z macierzy jest w diagramie
R, tylekro¢ ,zwierciadlane odbicie” tej pary wzgledem przekatnej nie jest w tym
diagramie. W szczegoélnosci wiec, zadna para z przekatnej nie jest w diagramie takiej
relacji (tzn. relacja przeciwsymetryczna jest przeciwzwrotna) skoro zwierciadlanym
odbiciem pary z przekatnej jest ona sama.

Relacja R jest antysymetryczna, gdy dla par spoza przekatnej zachowuje sie
ona jak relacja przeciwsymetryczna, tzn. ilekro¢ jaka§ para spoza przekatnej jest
w jej diagramie, tylekro¢ ,zwierciadlane odbicie” tej pary nie znajduje sie w dia-
gramie; jednakze, w przeciwienstwie do relacji przeciwsymetrycznej, jakiekolwiek
pary z przekatnej moga naleze¢ dla relacji antysymetryczne;j.

Relacja R jest spOjna, gdy dla dowolnej pary uporzadkowanej poza przekatna,
para ta lub jej ,zwierciadlane odbicie” wzgledem przekatnej wystepuja w diagramie
relacji R.

Widag, ze niektére z wymienionych wyzej wlasnosci relacji nie sa niezalezne
od siebie. Przyktadowo, zwigzki miedzy przeciwzwrotnoscia a przeciwsymetria sa
postaci:

TWIERDZENIE 2. Niech R bedzie relacjg binarng okreslong na zbiorze A.
(1) Jezeli R jest przeciwsymetryczna, to R jest przeciwzwrotna.
(2) Jezeli R jest przeciwzwrotna i przechodnia, to R jest przeciwsymetryczna.

DowoOp. Dla (1): Zalozmy, ze Vo,y € A(<z,y> € R = <y,x> ¢ R) oraz
nie wprost, ze R nie jest przeciwzwrotna, tzn. dla pewnego z € A, <z,x> € R.
Woéwczas z warunku przeciwsymetrii mamy: <z,x> € R = <z,x> ¢ R. Stad
<x,x> ¢ R. Sprzecznosc.

Dla (2): Zalézmy, ze Va € A, <x,x> ¢ R oraz Vz,y,z € A((<z,y> € R A
<y,z> € R) = <z,z> € R) i nie wprost, ze R nie jest przeciwsymetryczna,
tzn. dla pewnych z,y € A, <x,y> € R oraz <y,x> € R. Z przechodnio$ci mamy:
(<z,y> € R AN <y,x> € R) = <z,z> € R. Stad <z,z> € R. Jednakze
z przeciwzwrotnosci, <z, z> ¢ R. Sprzecznos$¢. O

§3. Operacje na relacjach binarnych

DEFINICJA. Niech R C A x B. Przez konwers relacji R (lub relacje odwrotng do
R) rozumiemy relacje R~ C B x A okre§long nastepujaco: R~ = {<z,y> € Bx A:
<y,z> € R}, tzn. Vz € BYy € A, <z,y> € R~ wtw <y,z> € R.

Niech ponadto S C B x C. Przez ztozenie (lub superpozycje) relacji R, S rozu-
miemy relacje Ro S C A x C okreslong nastepujaco:
RoS={<z,y> € AxC:3z € B(<z,z> € RN <z,y> € S5)}, tzn. Vo € AVy €
C, <z,y> € Ro S wtw 3z € B(<xz,2> € R A <z,y> € 5).
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Zbior idy = {<z,x>: x € A} = {<x,y> € A? : v = y} nazywamy relacja
identyczno$ciowq lub tozsamosciowq na zbiorze A. Inaczej: Va,y € A, <x,y> € idy
wtw x = y.

Uwaga. Nietrudno zastosowa¢ aksjomat podzbioréw dla dowodéw istnienia kon-
wersu oraz zlozenia relacji jak réwniez relacji identycznosciowej.

TWIERDZENIE 3. Niech RCAx B, SCBxC, TCC xD. Wowczas:
(1) Ro(SoT)=(RoS)oT,

(2) Ro idgp= idaoR=R,

(3) (RoS)™=S5"0oR".

Dowo6Dp. Dla (1): Naturalnie SoT C Bx D, za§ RoS C AxC. Zatem Ro(SoT) C
AXx D oraz (RoS)oT C Ax D.

(C): Niechdlaa € Aide D, <a,d> € Ro(SoT). Wowczas dla pewnego

b e B:
(4) <a,b> € R oraz
(5) <b,d> € SoT.

Z (5) dla pewnego c € C:
(6) <b,c> € S oraz
(7) <c,d>€T.

Zatem z (4) 1 (6): <a,c> € Ro S, stad iz (7): <a,d> € (Ro S)oT.

Dla inkluzji (D) dowod jest analogiczny.

Dla (2): Wykazujemy, ze R o idg = R. Niech a € A oraz b € B.

(©): Zalozmy, ze <a,b> € R o idp. Wowczas dla pewnego x € B, <a,z> € R
oraz <x,b> € idg. Stad x = b, czyli <a,b> € R.

(2): Niech <a,b> € R. Poniewaz <b,b> € idg, wiec z definicji ztozenia relacji
mamy: <a,b> € R o idp.

Analogicznie wykazujemy, ze id4 o R = R.

Dla (3): Naturalnie (RoS)~ C Cx A (bo RoS C Ax () oraz SYoR~” CCx A
(bo S~ CC x Boraz R~” C Bx A).

(©): Niech ¢ € C oraz a € A. Zalozmy, ze <c,a> € (R o S)~. Wowczas
<a,c> € Ro S, zatem dla pewnego b € B, <a,b> € Ri <b,c> € S. Czyli
<c,b> € S~ oraz <b,a> € R™. Ostatecznie, <c,a> € S~ o R™.

(2): Rozumowanie odwrotne do powyzszego. O

TWIERDZENIE 4. Niech Ri, R C A X B oraz S C B x C. Wéwczas
(].) Ry §R2:>R105§RQOS,

(2) (RiNRy)~=RYNRY,

(3) (Ri1URy)~ =Ry URS.
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DowoODp. Dla (1): Zalézmy, ze Ry C Ry. Niech dla a € A oraz ¢ € C, <a,c> €
Ry 0o S. Wowecezas dla pewnego b € B, <a,b> € Ry oraz <b,c> € S. 7 zalozenia
zatem otrzymujemy: <a,b> € Ry i ostatecznie, <a,c> € Ry o0 S.

Dla (2): Mamy: <b,a> € (R1 N Ry)™ wtw <a,b> € Ry N Ry wtw <a,b> € Ry
oraz <a,b> € Ry wtw <b,a> € R} oraz <b,a> € Ry wtw <b,a> € Ry N Ry, co
na mocy aksjomatu identycznoséci implikuje rownosé (R N R2)~ = Ry N RY.

Dla (3): Analogicznie jak dla (2). O

Nietrudno zauwazy¢, ze wartoSci operacji ztozenia i konwersu na relacjach bi-
narnych okreslonych na danym zbiorze A sg relacjami na tym zbiorze. Innymi
stowy, zbior wszystkich relacji okreslonych na zbiorze A, czyli zbior P(A x A) jest
zamkniety na te dwie operacje. Jako cialo zbioréw, jest on réwniez zamkniety na
operacje: N, U, —. Zbioér potegowy P(A x A) wyposazony w operacje: N, U, —, 0,
z wyréznionymi elementami: (), A x A, id4 nazywamy algebrq relacji lub algebrg
relacyjng.

Operacje na relacjach moga postuzyé¢ do wyrazenia wtasnosci formalnych relacji
okreslonych na danym zbiorze. Przyktadowo:

TWIERDZENIE 5. Dla dowolnej relacji R C A2:
(1) R jest zwrotna na A wtwida C R,

(2) R jest symetryczna na A wtw R~ = R

(3) R jest przechodnia na A wtw Ro R C R.

DowoODp. Dla (1): Mamy oczywiste réwnowaznosci:
R jest zwrotna wtw Vx € A, <z,z> € R wtw idy C R.

Dla (2): (=): Zalozmy, ze Vx,y € A(<z,y> € R = <y,x> € R). Aby wykazaé¢
rowno$¢ R = R, dowodzimy inkluzji (C): niech <xz,y> € R. Woéwczas na mocy
symetrii: <y,z> € R, zatem z definicji konwersu, <z,y> € R™. (2): Niech
<z,y> € R~. Woéwczas <y, x> € R, zatem z warunku symetrii, <z,y> € R.

(«): Zalézmy, ze R = R™. Aby dowie$¢ warunek symetrii wezmy x,y € A
i zalézmy, ze <z,y> € R. Woéwczas z zatozenia, <x,y> € R~ skad <y,z> € R,
zatem R jest symetryczna na A.

Dla (3): (=): Zalozmy, ze Vx,y,z € A((<z,y> € R A <y,z> € R) =
<x,z> € R). Aby pokaza¢ inkluzje R o R C R zalézmy, ze dla jakichs x,y €
A, <z,y> € Ro R. Wowczas z definicji ztozenia, <z,a> € R oraz <a,y>
€ R dla pewnego a € A. Zatem z przechodniosci otrzymujemy: (<z,a> € R A
<a,y> € R) = <x,y> € R, skad mamy natychmiast: <z,y> € R, co korczy
dowod inkluzji Ro R C R.

(«): Zalézmy, ze Ro R C R. Aby wykaza¢ warunek przechodnio§ci rozwazmy
r,y,z € Aizalézmy, ze <z,y> € R oraz <y,z> € R. Wowczas <z,z> € Ro R,
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zatem z zalozenia zachodzi <z,z> € R, co dowodzi przechodniosci relacji R na
zbiorze A. O

Uwaga. Dla pozostatych formalnych wlasnosci relacji binarnych okreslonych na
zbiorze A, tzn. dla przeciwzwrotnosci, antysymetrii, przeciwsymetrii oraz spojnosci,
mozna réwnie tatwo podaé¢ ich odpowiedniki w terminach operacji na relacjach.

§4. Relacje porzadkujace

Relacje binarne okreslone na danym zbiorze, w zaleznosci od wlasnosci for-
malnych, ktére im przystuguja, dzieli sie na rodzaje. Na przyklad wyrdznia sie
relacje, ktore sa zwrotne, symetryczne i przechodnie, nazywajac je relacjami réw-
nowaznos$ciowymi. Relacje zwrotne i przechodnie zwane sa czesto relacjami quasi-
porzgdkujgeymi. Jezeli ponadto sa one antysymetryczne, to nazywamy je relacjami
czeSciowo porzgdkujgcymi. Relacje czesciowo porzadkujace, ktoére sg spojne, nazy-
wane sa relacjami lintiowo porzqdkujgcyms.

Nazwa: ,relacja porzadkujaca” odnosi sie do takiej relacji, ktora ustala pewien
porzadek wsrod elementéw zbioru, na ktérym jest okreslona. Naturalnym przykta-
dem relacji porzadkujacej jest relacja mniejszosci <, okreslona na zbiorze liczb
naturalnych, ustalajaca porzadek liczb naturalnych postaci: 0 < 1 < 2 < ...
Jednakze relacji < nie mozemy zaliczy¢ do zadnej z wymienionych wyzej grup re-
lacji porzadkujacych, nie jest to bowiem relacja zwrotna. Latwo sprawdzi¢, ze jest
to relacja przeciwzwrotna, przechodnia i spéjna. Istnieje Scisty zwiazek miedzy re-
lacjami przeciwzwrotnymi i przechodnimi a relacjami czesciowo porzadkujacymi.
W naszym przykladzie przeciwzwrotna i przechodnia relacja < wyznacza jedno-
znacznie czesciowo porzadkujaca relacje < (mniejsze lub réwne) na zbiorze liczb
naturalnych. Relacja < jest oczywiscie postaci: < U idy, gdzie N jest zbiorem
liczb naturalnych. Na odwrét, odjecie z relacji czeSciowo porzadkujacej < relacji
identyczno$ciowej idy daje w efekcie wyj$ciowsa relacje <.

W ogolnosci, dowolna relacja R przeciwzwrotna i przechodnia na zbiorze A, jed-
noznacznie wyznacza relacje czesciowo porzadkujaca postaci: R U id 4, za§ dowolna
relacja czeSciowo porzadkujaca R wyznacza jednoznacznie relacje przeciwzwrotna
i przechodnia postaci: R — id 4:

TWIERDZENIE 6. Niech R bedzie relacjg binarng okreslong na zbiorze A.

(1) Jezeli R jest przeciwzwrotna i przechodnia na A, to relacja R U ids jest
zwrotna, antysymetryczna i przechodnia na A.

(2) Jezeli R jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia na zbiorze A, to
relacja R — id 4 jest przeciwzwrotna i przechodnia na tym zbiorze.
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DowoD. Dla (1): Zalézmy, ze R jest przeciwzwrotna i przechodnia na A. Poniewaz
ida € R U idy, wiec na mocy Tw. 5(1) relacja R U id4 jest zwrotna na A. Aby
wykazaé, ze jest ona antysymetryczna, zatézmy, ze <z,y> € RUid4i<y,z>¢€ RU
id 4, oraz nie wprost, ze x # y. Wowczas <z,y> € R oraz <y,z> € R, zatem
z przechodniodci relacji R otrzymujemy: <z, z> € R, co przeczy przeciwzwrotnosci
R. W celu wykazania przechodniosci relacji R U id 4 zal6zmy, ze

(3) <x,y> € R Uid4 oraz

(4) <y,z> € RUidja.

Z (3): <z,y> € Rlubxz =y, zasz (4): <y,z> € Rlub y = z.

Zatézmy, ze < x,y > € R oraz <y,z > € R. Woéwczas z przechodniodci
R mamy: <z,z> € R, lecz R C R U idy4, zatem <x,z> € R U idy. Zalézmy,
ze <x,y> € R oraz y = z. Woéwczas natychmiast <z, z> € R, co, jak poprzednio,
implikuje <z,z> € R U id4. Zalézmy, ze x = y oraz <y, z> € R. Wowczas znowu
<z,z> € R. Ostatni przypadek jaki moze zachodzi¢, gdy alternatywy uzyskane
z (3), (4) sa prawdziwe, jest nastepujacy: x = y oraz y = z. Wowczas © = z, czyli
<x,z> € idy, stad <z,z> € R U id4.

Dla (2): Zal6zmy, ze R jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia na A. Jest
oczywiste, ze relacja R — id 4 jest przeciwzwrotna (zaktadany warunek zwrotnosci
relacji R nie jest tu wykorzystywany). W celu wykazania, ze R — id jest prze-
chodnia zal6zmy, ze <z,y> € R — id4 oraz <y,z> € R — id4. Woéwczas mamy:
(5) <x,y> € R,

(6) z#vy,
(7) <y,z> € R.

Z (5), (7) oraz przechodniodci relacji R otrzymujemy: <z,z> € R. Ponadto
x # z, gdyby bowiem z = z, to z (7) mielibySmy: <y,x> € R, co wraz z (5)
na mocy antysymetrii relacji R daloby: x = y, co jest niemozliwe z racji (6).
Ostatecznie <z,z> € R — idy. O

Jest oczywiste, ze przyporzadkowanie postaci: R — R U id4, ustala jedno-
jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy relacjami, ktére sa przeciwzwrotne i prze-
chodnie a relacjami cze$ciowo porzadkujacymi: mianowicie dwém réznym relacjom
przeciwzwrotnym i przechodnim odpowiadaja dwie rézne relacje czesciowo porzad-
kujace.

Ponadto, dowolna relacja czeéciowo porzadkujaca R jest, wedlug owego przy-
porzadkowania, przyporzadkowana pewnej relacji przeciwzwrotnej i przechodniej,
mianowicie relacji R — id 4.

Wobec tej jednoznacznej odpowiedniosci, czasem wlasnie relacje przeciwzwrotne
i przechodnie (sa one wowczas rowniez przeciwsymetryczne na mocy Tw. 2(2)) na-
zywane s relacjami cze$ciowo porzadkujacymi.
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§5. Tranzytywne domkniecie relacji binarnej

Jak widaé¢, we wszystkich wzmiankowanych w §4 rodzajach relacji binarnych
okreslonych na danym zbiorze, bierze sie pod uwage warunek przechodnio$ci. Obec-
nie poSwiecimy mu nieco wiecej uwagi.

Latwo sprawdzi¢, ze dowolny singleton {<a,b>} dla a,b € A, jest relacja prze-
chodnig na zbiorze A. Suma dwoch singletonéw postaci: {<a, b>}U{<b, a>}, gdzie
a # b, relacja przechodnig nie jest. Zatem suma dwoch relacji przechodnich nie
musi by¢ relacja przechodnia. W ogdélnosci nie jest tak, ze dla dowolnego zbioru
R relacji przechodnich na danym zbiorze A, |JR jest relacja przechodnia (w prze-
ciwienistwie na przyklad do zbioru relacji zwrotnych czy symetrycznych, ktérego
suma zachowuje te wtasnosci).

Tymczasem przekréj dowolnego zbioru R relacji przechodnich na zbiorze
A jest relacja przechodnig na tym zbiorze. Jesli bowiem dla jakichs z,y,z € A,
<x,y>,<y,z> € [|R, to w ten sposob dla kazdej relacji R € R, <z,y>,<y,z> €
R, zatem wobec przechodniosci kazdej relacji R € R, <x,z> € R dla wszystkich
R e R, tzn. <z,z> € [R.

Rozwazmy dowolng relacje R okreslong na zbiorze A. Wezmy pod uwage wszyst-
kie relacje przechodnie S na zbiorze A takie, ze R C S. Oczywiscie takie relacje
istnieja, bo sam produkt A x A jest relacja przechodnia na A. Na mocy aksjomatu
podzbioréw, tatwo uzasadnié istnienie zbioru S wszystkich takich relacji S. Skoro
zbidr ten jest niepusty, mozemy rozwazy¢ jego przekroj (| S. Jasne jest, ze [ S jest
relacja przechodnia. Ponadto z whasnosci przekroju mamy: R C (S (Tw. 18(2),
Rozdziat 1) oraz (S C S dla kazdej S € S (Tw. 18(1), Rozdzial 1). Ostatecznie,
przekroj zbioru wszystkich relacji przechodnich na zbiorze A zawierajacych dang
relacje R jest najmniejsza (w sensie zawierania) relacja przechodnia zawierajaca
R, tzn. 6w przekrdj, sam bedac relacja przechodnia zawierajaca relacje R, zawiera
sie w kazdej relacji przechodniej zawierajacej R.

Najmniejsza relacje przechodnia zawierajaca dana relacje R okreslona na zbiorze
A mozna opisaé jeszcze w inny sposob.

DEFINTCJA. Niech R bedzie dowolna relacja okres§long na zbiorze A. Relacje R~
okreslong na zbiorze A nastepujaco: Vx,y € A, <z,y>€ R~ wtw dla pewnej liczby
naturalnej n > 2 istniejg 21,...,2, € A takie, ze x = z1,<z1,20> € R, <29,23>
€ R,...,<zp_1,2n,> € R,z, = y, nazywamy tranzytywnym (lub przechodnim)
domknieciem relacji R. (Istnienie tranzytywnego domkniecia gwarantowane jest
przez aksjomat podzbiorow.)
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TWIERDZENIE 7. Dla dowolnej relacji binarnej R okreslonej na zbiorze A,

(1) R~ jest relacjg przechodnig na A,

(2) RC R,

(3) dla dowolnego S C A x A, jezeli R C S i S jest przechodnia, to R~ C S,

(4 RR=({SCAxA:RCSAS jest przechodnia}.

(Tzn. tranzytywne domkniecie relacji R na zbiorze A jest najmniejszq, w sensie

inkluzji, relacjg przechodnig na A zawierajgcq relacje R.)

DowoODp. Dla (1): Zalézmy, ze dla z,y,2 € A, <z,y>,<y,z>€ R™. Wow-

czas z definicji relacji R~, dla pewnego n > 2 istniejg 21,...,2, € A takie, ze
T = 2,<21,22> € R,...,<zp_1,2n> € R,z, =y, oraz dla pewnego m > 2
istnieja 21,...,2,, € A takie, ze y = 2{,<z,25> € R,...,<zl,_ 1,2, > €
R,z = z. Poniewaz z, = z{, wiec mamy elementy zl,...,zn,zQ,...,z;n c A

(tutaj n +m — 1 > 2) takie, ze © = 21,<21,20> € R,...,<zp_1,2n,> € R,
<zZn,2h> € R,...,<zl,_1,%0,> € R,z = z. Ostatecznie, <z,z> € R~ na mocy
definicji tranzytywnego domkniecia.

Dla (2): Niech dla z,y € A, <x,y> € R. Wowczas mamy n = 2 oraz 21,22 € A
takie, ze x = z1,<z1,22> € R, 29 = y, zatem <z,y> € R™.

Dla (3): Zatézmy, 7e
(5) RC S oraz
(6) S jest przechodnia.

Niech <z,y> € R~. Woéwczas dla pewnego n > 2 istnieja z1,..., 2, € A takie,
ze x = 21,<21,22> € R,...,<zp_1,2,> € R, 2z, = y. Wowczas na mocy (5),
<z1,723> € S,...,<zp_1,2,> € S 1 wobec (6) przez (n — 2)-krotne zastosowanie

warunku przechodnio$ci otrzymujemy: <zy,z,> € 5, czyli <z,y> € S.

Dla (4): Oznaczmy: S = {S € Ax A : R C S AS jest przechodnia}. Na
podstawie (1) i (2), R~ € S, zatem [|S C R™. Z drugiej strony, na podstawie (3),
dla dowolnej relacji S € S, R~ C S, zatem R~ C(S. O

Jest oczywiste (por. warunki (2),(3) Tw. 7), ze gdy relacja R jest przechodnia,
to R~ = R (na przyklad tranzytywne domkniecie relacji pustej jest zatem rela-
cja pusta). Wynika stad miedzy innymi, ze operacja ~ tranzytywnego domkniecia
w banalny sposéb zachowuje wtasno$é przechodniosci. Mniej banalnym faktem jest
to, ze zachowuje ona wtasnosci zwrotnosci i symetrycznosci:

TWIERDZENIE 8. Jezeli relacja R okreslona na zbiorze A jest zwrotna i symetry-
czna na tym zbiorze, to jej tranzytywne domkniecie R~ jest rowniez relacjq zwrotng
i symetryczng na A.

DowOD. Zalézmy ze R jest zwrotna i symetryczna na A. Na mocy Tw. 5(1)
oraz Tw. 7(2), ida € R™, zatem R~ jest zwrotna. W celu wykazania, iz R~ jest
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symetryczna zaloézmy, ze dla x,y € A, <zx,y> € R~. Wowczas dla pewnego n > 2
istniejg 21, ..., 2, € A takie, ze
(1) z =2,y = 2z, oraz
(2) <z1,20> €R,...,<2n_1,2> € R.

Poniewaz R jest symetryczna, wiec z (2) mamy: < z,,z,-1 > € R,...,
<z9,21> € R, co w polaczeniu z (1) daje: <y,z> € R~. O






Rozdzial 4. Funkcje

§1. Funkcja jako relacja binarna. Zlozenie funkcji

DEFINICJA. Relacje binarng f na zbiorach A, B nazywamy funkcjg przeksztatcajgcg
zbidr A w B (co zapisujemy f: A — B), gdy

(1) Yz e A Jye B(<z,y> € f),

(2) Vee AVy,ze B((<x,y> € f A <x,2> € f) =y =2).

Gdy relacja f € A x B jest funkcjg przeksztalcajaca zbior A w B, to zapis
<x,y> € [ interpretujemy nastepujaco: element y ze zbioru B jest przyporzadko-
wany wedtug funkcji f elementowi x ze zbioru A. Wowczas warunek (1) definicji
funkeji, rownowazny skadinad wyrazeniu D(f) = A, czytamy nastepujaco: kaz-
demu elementowi ze zbioru A jest przyporzadkowany wedlug f jakis element ze
zbioru B. Natomiast warunek (2) moéwi, iz co najwyzej jeden element ze zbioru B
moze byé przyporzadkowany danemu elementowi ze zbioru A. Ostatecznie, biorac
pod uwage interpretacje obu warunkéw, postrzegamy funkcje f przeksztalcajaca
A w B jako przyporzqdkowanie kazdemu elementowi zbioru A dokladnie jednego
elementu ze zbioru B. Ten jedyny element y taki, ze <x,y> € f, tzn. przyporzad-
kowany elementowi z wedtug funkcji f, oznacza sie jako f(x) i nazywa wartosciq
funkcji f dla argumentu x. Mamy zatem:

Vee AVye B(<z,y> € f <y = f(z)).
Zbioér wszystkich funkcji przeksztatcajacych zbior A w B oznaczamy: B4, tzn.

BA = {f € A x B : f jest funkcja przeksztatcajaca A w B}.

Uwaga. Dla dowolnego zbioru B, B = {(J} oraz @4 = &, gdy A # &.

Naturalnie zbiér oznaczany powyzej jako B4 istnieje, na podstawie aksjomatu
podzbioréw, w ktorym formula ¢(x) jest postaci: x jest funkcja przeksztalcajaca
A w B, oraz zbior z jest postaci: P(A x B).

Pierwsze z twierdzen tego rozdziatu podaje oczywisty warunek konieczny i wy-
starczajacy na to, aby dwie funkcje przeksztatcajace jeden zbiér w drugi byly jed-

nym i tym samym zbiorem; warunkiem tym jest identyczno$é wartosci tych funkcji
na wszystkich argumentach:

TWIERDZENIE 1. Dia dowolnych f,g€ B4, f = g wtw Vx € A, f(x) = g(z).
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DowoD. Niech f,g e BA.

(=): Zalozmy, ze f = g; wezmy x € A. Wowczas <z, f(x) > € f, zatem
<z, f(x)> € g, lecz przeciez <x,g(x)> € g. Wobec warunku (2) definicji funk-
dii, F(x) = g(a).

(«<): Zalozmy, ze Yr € A, f(x) = g(z). (S): niech <z,y> € f. Wowczas
y = f(x), zatem y = g(x); lecz <z, g(x)> € g, wiec <z,y> € g. Analogicznie dla
inkluzji (2). O

TWIERDZENIE 2. Niech f : A — B oraz g : B — C. Wowczas f o g € CA.
(Ztozenie dwdch funkcji jest funkcjqg.)

DowoOD. Jest oczywiste, ze fog S A x C.
Wykazujemy warunek (1) definicji funkcji: niech a € A. Wowczas <a, f(a)> € f
oraz <f(a),g(f(a))> € g, zatem <a, g(f(a))> € f o g oraz g(f(a)) € C.
Wykazujemy warunek (2) definicji funkcji: niech <a, x>, <a,y> € f o g, gdzie
a € Ayx,y € C. Zatem dla pewnych b,c € B, <a,b> € fi <b,xz> € g oraz
<a,c> € f i <e,y> € g. Stad, poniewaz f jest funkcja, na podstawie warunku (2)
mamy: b = ¢; zatem <b, x>, <b, y> € g. Lecz g jest funkcja, wiec x = y. [

Ustalmy explicite warto$¢ ztozenia dwoch funkeji na dowolnym argumencie:

TWIERDZENIE 3. Niech f : A — B oraz g : B — C. Wowczas Ya € A,

(fog)(a) = g(f(a)).

DowoOD. Niech a € A. Wowczas dla dowolnego ¢ € C, ¢ = (f o g)(a) wtw <a,c>
€ fog wtw dla pewnego b € B, <a,b> € f i <b,c> € g wtw dla pewnego

be B, b= f(a)ic=g(b) wtw ¢ = g(f(a)). Stad (f © g)(a) = g(f(a)). O

§2. Bijekcja, funkcja odwrotna

W ogoélnosci nie jest tak, ze relacja odwrotna do funkcji f : A — B jest
funkcja przeksztalcajaca zbior B w A. Na przyklad relacja odwrotna do funkcji
f i P(P(&)) — P(P(@)) okreslonej nastepujaco: f(&) = f(P(D)) = &, nie
spetnia zadnego z warunkow (1), (2) definiujacych funkcje. Obecnie ograniczymy
zbiér B4 wszystkich funkcji przeksztatcajacych A w B do zbioru tylko takich funk-
cji, ktorych konwers nalezy do zbioru AZ.

DEFINICJA. Funkcja f: A — B jest 1-1 (albo jedno-jednoznaczna lub réznowar-
tosciowa), gdy

Vo,ye A (f(z) = fly) =z =y)

(tzn. gdy Yo,y € AVz € B(<x,z> € f A <y,z> € f =z =1y)).
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§2. Bijekcj J

f: A—> B jest ,na” (dokladniej: przeksztatca zbior A na B), gdy
Vye Bare A (y= f(x)) (inaczej, gdy D1(f) = B).
[+ A—> B jest bijekcjg, gdy f jest 1-11 ,na’”.

TWIERDZENIE 4. Relacja identycznosciowa id4 jest bijekcjq przeksztatcajgcg zbior
A na A.

DowoD. Oczywisty. [

TWIERDZENIE 5. Jezeli f : A — B jest bijekcjg, to f~ € AB.

DowoDp. Niech f : A — B bedzie bijekcja. Wykazujemy, ze f~ jest funkcja
przeksztalcajacy B w A.

Warunek (1) definicji funkcji: Niech b € B. Poniewaz f przeksztalca A na B,
wiec dla pewnego a € A, b= f(a), tzn. <a,b> € f. Stad <b,a> € f~.

Warunek (2) definicji funkcji: Niech b € B, z,y € A oraz <b,z>,<b,y> € f~.
Zatem <z,b>,<y,b> € f. Poniewaz f jest 1-1, wiec z = y. [

Gdy relacja odwrotna do funkcji f € B4 jest funkcja przeksztatcajaca zbior B
w A, wowczas zwiazki miedzy tymi funkcjami sa nastepujacej postaci:

TWIERDZENIE 6. Niech f € BA. Jezeli f~ jest funkcjg przeksztatcajgcq zbior B
w zbior A, to:

(i) dla dowolnych be B,a€ A, f~(b) =a wtw b= f(a),

(ii) Vbe B, f(f~(b)) =b orazVae A, f~(f(a)) = a,

(iil) f~of =idp oraz fo f~ = ida.

DowoD. Niech f e B4 oraz f~ e AB.

Dla (i): f~(b) = a wtw <b,a> € f~ wtw <a,b> € f wtw b = f(a).

Dla (ii): Na mocy (i) poniewaz f~(b) € A mamy: f~(b) = f~(b) w
F(f~ (b)), skad b = f(f~(b)) oraz, poniewaz f(a) € B, wiec f~(f(a)) =
#(@) = f(a), skad £~(f(@)) = a.

Dla (iii): (iii) jest wnioskiem z (ii), Tw. 3, definicji relacji (funkcji) identyczno-
Sciowej oraz Tw. 1. [

Aby wykazaé, ze ograniczenie zbioru B# do zbioru bijekcji przeksztalcajacych
zbiér A na B jest réwniez niezbedne, a nie tylko wystarczajace (Tw. 5) na to,
by relacje odwrotne do nich byly funkcjami przeksztalcajacymi zbior B w A, wy-
korzystamy warunek konieczny i wystarczajacy dla bycia bijekcja, sformutowany
W nastepujacym twierdzeniu:
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TWIERDZENIE 7. Dla dowolnej funkcji f : A — B, f jest bijekcjg wtw istnieje
funkcja g : B — A taka, Ze fog = ids oraz go f = idpg.

DowoOD. (=): na mocy Tw. 5 oraz Tw. 6(iii).

(«<): Niech f € B? oraz g € AP beda takie, ze fo g = idy oraz go f =
idp. Zalozmy, ze f(z) = f(y) dla z,y € A. Wowczas g(f(z)) = g(f(y))- Lecz
7z zalozenia, g(f(x)) = x oraz g(f(y)) = y. Zatem x = y, czyli f jest 1-1. Niech b €
B. Na mocy zalozenia, f(g(b)) = b oraz oczywiscie g(b) € A. Zatem f przeksztalca
Ana B. [

TWIERDZENIE 8. Niech f € BA. f jest bijekcjg wtw f~ € AB.

Dowop. (=): Tw. 5.
(«<): Niech f~ bedzie funkcja przeksztalcajaca zbior B w A. Wowczas na mocy
Tw. 6(iii) oraz Tw. 7, f jest bijekcja. [

TWIERDZENIE 9. Niech f € BA. Jezeli f~ € AP, to f~ jest bijekcijq.

Dowo6p. Niech f~ : B — A. Zastosujmy Tw. 7, ktadac w miejsce funkcji
f funkcje f~ (zamieniajac zbior A na B oraz B na A). Wowczas w oparciu
o Tw. 6(iii), wnosimy, iz f~ jest bijekcja. [

Zakoniczymy niniejszy paragraf algebraicznym opisem zbioru Bij(A) wszystkich
bijekcji przeksztalcajacych zbiéor A na siebie (naturalnie istnienie takiego zbioru
jest gwarantowane przez aksjomat podzbioréw). W tym celu sformulujmy naj-
pierw twierdzenie méwigce, ze operacja ztozenia funkcji zachowuje wlasnos$é bycia
bijekcja:

TWIERDZENIE 10. Zlozenie bijekcyi jest bijekcjq.

Dowébp. Niech f: A— Boraz g : B— C beda bijekcjami. Niech z,y € A oraz
zatozmy, ze (f o g)(z) = (f o g)(y). Wowczas na mocy Tw. 3, g(f(x)) = g(f(y))-
Poniewaz g jest 1-1, f(z) = f(y), a stad x = y, bo f jest 1-1. Ostatecznie, f og
jest réznowartosciowa.

Niech ¢ € C. Woéwcezas ¢ = g(b) dla jakiegos b € B, bo g przeksztalca B na C.
Lecz b = f(a) dla jakiego$ a € A, bo f przeksztalca A na B. Zatem ¢ = g(f(a)) =
(fog)(a), czyli f o g przeksztalca Ana C. O

DEFINICJA. Dowolny zbiér A z operacjami, 2-argumentowa o, l-argumentowa —,
oraz wyr6znionym elementem 1 spetniajacymi réwnosci, dla dowolnych z,y, z € A:
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(zoy)oz=wmo(yoz),

rol=1lox =uz,

ro—xr=—xox =1,
nazywamy grupg.

Precyzyjniej, dowolny model (A,o, —, 1) dla powyzszych réwnosci (dla jezyka
I rzedu ze stalyg indywidualng 1 oraz symbolami funkcyjnymi o, —, bez symboli
predykatywnych) nazywamy grupg.

TWIERDZENIE 11. (Bij(A),0,~,id4), gdzie Bij(A) jest zbiorem wszystkich bijekcji
przeksztatcajgcych zbior A na A, jest grupg.

DowoOD. Na podstawie Tw. 10, operacja zlozenia relacji o jest operacja na zbiorze
Bij(A). Wedlug Tw. 5 i Tw. 9 operacja konwersu relacji ~ jest rowniez operacja
na zbiorze Bij(A). Wreszcie, na mocy Tw. 4, id4 € Bij(A).

Rownosé (fog)oh = fo(goh) jest prawdziwa juz dla dowolnych relacji binar-
nych f,g,h okreslonych na zbiorze A (Tw. 3(1), Rozdzial 3). Podobnie rownosci
foidy = forazidso f = f zachodza juz dla dowolnej relacji binarnej f na zbiorze
A (Tw. 3(2), Rozdziat 3). Roéwnosci fo f~ =ida oraz f~ o f = id4 dla dowolnej
f € Bij(A), sa konsekwencja Tw. 6(iii). [

§3. Obraz i przeciwobraz zbioru

DEFINICIA. Niech f : A —» B. Dla dowolnego X € A, zbior f(X) = {be B: Jae
X, b= f(a)} = {f(a) : a € X} nazywamy obrazem zbioru X wedtug funkcji f.

Dla dowolnego Y € B, zbior f(Y) = {a € A: f(a) € Y} nazywamy przeciw-
obrazem zbioru Y wedtug funkcji f.

Uwaga. Naturalnie istnienie obrazu i przeciwobrazu zbioru wedtug danej funkcji
jest gwarantowane przez aksjomat podzbioréw.

TWIERDZENIE 12 Dla dowolnych f : A— B, X, Y € A, Z < B:

(1) XY =7(X) ef(r),

(@) (X oY) =f(X) v f),

() fXaV)efX)nfO),

(4) fiest1=1=F(X nY) =f(X) 0 f(),

(5) X =f(f(X),

© f(f@zpez,

(1) f jest bijekeja = (X =F(F(X)) A [(7(2)) = 2).
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Dowop. Dla (1): Zalézmy, 7e X € Y. Wezmy b € f(X). Wowczas b = f(a) dla

pewnego a € X. Zatem z zalozenia, a € Y, czyli f(a) e f(Y), tzn. be f(Y).
Dla (2 ) Poniewaz X € X v Y oraz Y € X u Y wiec na mocy (1) mamy:

F(X)SF(X uY) oraz f(Y) Sf(X UY), zatemf( yu f(Y) SF(X uY).

Aby dowies¢ odwrotnej inkluzji zalézmy, ze b € f (X vY). Zatem dla pewnego
anuY b—f( ). Mamywugc anlubaeY Gdy a € X, to oczywiscie

fla) e f( ) © f( ) U f( ), czyli b e f( ) U f( ). Analogicznie gdyaeY
Dla (3): PonlewaszYCXoraszYCY quc na mocy( ), f(XmY)

F(X) oraz f(X nY) Sf(Y), zatem f(X nY) S f(X) n F(V).
Dla (4): Zalézmy, ze f jest roznowartosciowa. Na mocy (3) wystarczy wykazaé

inkluzje  f (X) n f(Y) Sf (X A Y). Niech wiec b € f (X) n f (Y). Wredy

be f(X) oraz be f(Y). Zatem dla pewnego a; € X, b = f(a1) oraz dla pewnego
az €Y, b = f(az). Wowczas, skoro f(a1) = f(az), wiec z zalozenia, a1 = as.

Zatem a1 € Y (bo az € Y). Ostatecznie, a1 € X nY, skad f(a1) € f(X nY), tzn.
be f(XnY).
Dla (5) Niech a € X. Wowczas f(a) € f(X), zatem z definicji przeciwobrazu:

ae F(F(X)). o .

Dla (6): Niech b e f(f(Z)). Wowczas dla pewnego a € f(Z), b = f(a). Lecz
wtedy, z definicji przeciwobrazu, f(a) € Z, zatem b € Z.

Dla (7): Zalozmy, ze f jest 1-1 oraz ,na”’. Aby wykazac¢ pierwsza z réwno-
§ci wystarczy, na mocy (5), wykazaé¢ inkluzje f (f (X)) € X. Niech wiec a €
f(f(X)). Wowczas f(a) €f (X), zatem dla pewnego a1 € X, f(a) = f(a1).
Poniewaz f jest 1-1, wiec a = aq, stad a € X.

Aby wykaza¢ drugg réwnosé wystarczy, na mocy (6) wykazac¢ inkluzje Z <
f(f(2)). Zaloimy wiec, ze b € Z. Poniewaz funkcja f przeksztalca zbior A na B,
za$ Z € B, wiec dla pewnego a € A, b = f(a). Stad f( ) € Z, zatem a € f( ), co
z kolei oznacza, ze f(a) € f(f(Z)). Ostatecznie, b € f(f( ). O

Tw. 12 nie jest naturalnie wyczerpujacym przegladem wtasnosci obrazu i prze-

ciwobrazu zbioru. Mozna je rozszerzy¢, podajac na przyktad odpowiedniki warun-
kow (1), (2), (3), ( ) dla przeciwobrazu:

UCViﬂ) ﬂ)

FUov) ) v f(V),

A ~10) v ]
fUnV)=f(U) n f(V), dla dowolnych U,V < B.
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Na koniec tego paragrafu zdefiniujmy jeszcze uzyteczne pojecia obciecia funkcji
oraz ciggu:

DEFINICJA. Niech f € B4 oraz X € A. Naturalnie zbiér par uporzadkowanych
{<x, f(x)>: © € X} jest funkcja przeksztalcajaca zbior X w zbiér B. Nazywamy
ja obcieciem funkcji f do zbioru X i oznaczamy: f [ X.

DEFINICJA. Niech A bedzie niepustym zbiorem. Dowolng funkcje a : {1,...,n} —
A nazywamy n-wyrazowym ciggiem elementéw ze zbioru A 1 oznaczamy
(a(1),...,a(n)).

Dowolng funkcje a : {1,2,...} — A nazywamy ciggiem (nieskoriczonym) ele-
mentow ze zbioru A i oznaczamy (a(1),a(2),...).

Wartos¢ ciagu a na argumencie i € {1,...,n,...}, czyli a(i), nazywamy i-tym
wyrazem ciggu Q.

§4. Rodziny indeksowane

DEFINICIA. Niech I,U beda dowolnymi niepustymi zbiorami. Dowolng funkcje
f € P(U)! nazywamy rodzing indeksowang zbiorow (podzbiordw zbioru U).

Oznaczmy dla dowolnego i € I, f(i) = A;, gdzie A; € U. Wowcezas obraz f(I)
zbioru I wedlug funkcji f jest to zbiér {A; : i € I'}. Czesto nieformalnie rodzine
indeksowana f : I — P(U) utozsamia sie z obrazem {A; : i € I}.

TWIERDZENIE 13. Niech {A; : i € I},{B; : i € I} bedg rodzinami indeksowanymi
podzbioréw zbioru U. Wowczas:

(1) U{Aiziel} o U{Bi:itel}=U{AivB;:iel},

(2) ﬂ{AzZEI}(\ﬂ{Bl’LEI}Zﬂ{AlﬂBlZEI},

4) U—({A;i:iel} =J{U - A, :iel}.

Dowo6p. Dla (1): (€): Niech = € (J{4; : i € I} | {B; : i € I}. Wowczas
xe {4 i eI} lubxe J{B;: i€ I} Niech x € (J{A4; : i € I}. Wtedy
dla pewnego j € I, z € A;, zatem x € A; u B, czyli ©z € | J{4; u B; : i € I}.
Analogicznie gdy z € | J{B; : i € I'}.

(2): Niech z € [J{A4; u B; : i € I}. Wowczas dla pewnego j € [,z € Aj U Bj.
Zatem x € A; lub x € B;. Niech z € A;, wtedy x € | J{A; : i € I}, zatem z € | J{A; :
i€ I} ulU{B;: e I}. Analogicznie gdy z € B,.

Dla (2): Mamy: x € (\{A; i€ I} n({Bi:i€e I} wtw (z €[ {A;:i€ I} oraz
xe({B;:iel}) wtw (Viel, v€ A;orazViel, x€ B;) wiwVie [(z€ A; Az €
By)wtwViel, z€ A;n B, wtwx € (\{A;n B;:i€l}.
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Dla (3): (€): Niech x e U — | J{A; : i€ I}, tzn. x € U oraz x ¢ |J{A; : ¢ € I}.
Wowczas Vie I, v ¢ A;, czyliViel, xelU — A, stad ze (U — A; :ie I}

(2): Odwrotne do powyzszego rozumowanie.

Dla (4): (€): Niechz e U — (\{A; :i € I}, tzn. x € U oraz = ¢ [{A; : 1 € I}.
Wowczas dla pewnego je I, x ¢ A;. Zatemz € U—A;. Stad x € | {U—A; : i e I}.

(2): Odwrotne do powyzszego rozumowanie. []

DEFINICIJA. Przez produkt kartezjariski rodziny indeksowanej {4; : i € I} rozu-
miemy zbiér {a € ((J{4; : i € I})! : Vi € I, a(i) € A;}, oznaczany w postaci:

W przypadku, gdy I = {1,...,n}, produkt TI{4; : ¢ € I}, oznaczamy
w postaci: A7 x ... x A,. Jest jasne, ze elementami tego produktu sa wszyst-
kie ciagi n-wyrazowe a elementéw zbioru A; u ... u A, takie, ze dla kazdego
1€ {l,...,n}, a(i) € A;.

Zwr6émy uwage na to, iz formalnie rzecz biorac, argumentem operacji Il nie
jest obraz {A; : ¢ € I}, lecz sama rodzina indeksowana f — ta, dla ktorej f(I) =
{A; : i € I'}. Przeciwnie niz w przypadku operacji | J stosowanej w Tw. 13 i dalej,
gdzie argumentem jest wlasnie 6w obraz, nie za$ rodzina indeksowana.

Uwaga. W przypadku, gdy n = 2, pojecie produktu kartezjariskiego A; x As
jako zbioru wszystkich 2-wyrazowych ciagéw takich, ze pierwszy wyraz ciagu jest
elementem zbioru A;, za§ drugi wyraz ciagu jest elementem As nie jest tozsame
z pojeciem produktu kartezjanskiego zbioréw A;, As jako zbioru wszystkich par
uporzadkowanych, ktérych pierwszy element nalezy do A;, a drugi do As. Jednakze
jedyna istotna wlasno$¢ par uporzadkowanych (zob. Tw. 1, Rozdzial 3) przystuguje
ciggom 2-wyrazowym:

dla dowolnych ciggow 2-wyrazowych a,b elementéw jakiego$ zbioru A, jezeli
a = b, to a(l) = b(1) oraz a(2) = b(2) (na mocy Tw. 1).

Zatem we wszelkich zastosowaniach oba pojecia produktu dwéch zbioréw mozna
traktowaé jako identyczne.

TWIERDZENIE 14. JezeliVie I, A, = A, to II{A; :ie I} = AL

DowoOD. Jest oczywiste z definicji produktu, ze w przypadku, gdy rodzina indek-
sowana jest funkcja stata: Vie I, f(i) = A, to II{A; :ie I} = {ae (|J{A}! : Vie
Ia(i)e A} ={ae AT :Vie I,a(i)e A} = Al. O

Na koniec uogoélnijmy pojecie relacji binarnej (2-argumentowej) do pojecia re-
lacji n-argumentowe;j:

dowolny podzbior R produktu A; x ... x A, nazywamy relacjg n-argumentowq
na zbiorach Ay, ..., A,.
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§1. Pojecie zbioru czeSciowo uporzadkowanego, elementy najwiekszy
1 najmniejszy oraz maksymalny i minimalny

DEFINICJA. Relacje binarng < okre$long na zbiorze A nazywamy relacjq czesciowo
porzgdkujgceq, gdy < jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia na A.
Wowczas pare <A, <> nazywamy zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym.

TWIERDZENIE 1. Niech <A, <> bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym oraz
B c A. Woéwczas relacja < n (B x B) jest relacjg czeSciowo porzqdkujgeq na
zbiorze B.

DowOD. Jest oczywiste, ze warunki zwrotnosci, antysymetrii oraz przechodniosci
sg spelnione dla relacji < n (B x B), gdy sa one spelnione dla relacji < (nawet
gdy B = (; relacja & na zbiorze & jest czeSciowo porzadkujaca). [

Uwaga. Gdy < A, <> jest zbiorem cz. up. oraz B < A, to zbiér cz. up.
< B,< n(B x B)> nazywamy podzbiorem zbioru cz. up. < A, <>. Oznaczamy
go w skrocie w postaci: <B,<>. Ponadto zamiast pisa¢ <z,y> € <, zwyczajnie
piszemy x < y.

DEFINICIJA. Niech <A, <> — zbior cz. up. Element a € A nazywamy najwiekszym
(najmniejszym) w <A, <>, gdy Vx € A,z <a (Vx e Aja < x).

Element a € A nazywamy maksymalnym (minimalnym) w <A, <>, gdy Vo €
Ala<z=a=12) (Vze A (x <a=z=na)).

TWIERDZENIE 2. W dowolnym zbiorze cz. up. <A, <> istnieje co najwyzej jeden
element najwiekszy i co najwyzej jeden element najmniejszy.

DowOD. Zalézmy, ze a,b € A sa elementami najwiekszymi w <A, <>. Wowczas
Ve e A,x < aoraz VYo € A,z < b. Zatem b < a oraz a < b, co wobec antysymetrii
relacji < daje a = b. Analogicznie dla elementu najmniejszego. [J

TWIERDZENIE 3. Jezeli w zbiorze cz. up. <A, <> istnieje element najwiekszy (naj-
mniejszy), to jest on jedynym elementem maksymalnym (minimalnym)
w <A, <>.

DowoD. Niech a bedzie elementem najwiekszym w <A, <>. Zalozmy, ze a < x dla
jakiego$§ = € A. Poniewaz x < a, wiec z antysymetrii relacji <, a = x co dowodzi,
ze a jest elementem maksymalnym w < A, <>.

65
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Zalozmy, ze b jest elementem maksymalnym w <A, <>. Z definicji elementu
najwiekszego mamy: b < a, zatem z zalozenia b = a, czyli a jest jedynym elementem
maksymalnym w <A, <>. Podobnie dla elementu najmniejszego. []

PrzykrAD. Diagram Hassego dla skoriczonego zbioru cz. up.:

Elementy d, e sa elementami maksymalnymi za$ a,b — minimalnymi w zbiorze
cz. up. <{a,b,c,d, e}, <>, gdze relacja < jest okreslona diagramem w sposéb na-
stepujacy: dla dowolnych réznych elementéw x, y tego zbioru, x < y wtw z punktu
x mozna ,,przej$¢” do punktu y wzdtuz tamanej, kierujac sie na kazdym jej odcinku
z dotu do gory. Zatem a < ¢, a < e oraz a < d. Identycznie dla elementu b (za-
miast a). Natomiast —(a < b). Ponadto —(c < a) itd. Zaklada sie, czego diagram
nie uwidacznia, ze kazdy ze zbioréw a, b, ¢, d, e jest sam ze soba w relacji <.

Znanym przyktadem relacji czeSciowo porzadkujacej jest relacja inkluzji okre-
Slona na zbiorze potegowym danego zbioru:

TWIERDZENIE 4. Dla dowolnego zbioru U, <P(U),S> jest zbiorem czesciowo
uporzgdkowanym, w ktorym U jest elementem najwiekszym oraz & jest elementem
najmniejszym.

DowOD. Oczywisty na mocy twierdzen: dla dowolnych XY, Z € P(U), X <
X, ( XcYAYSX)=2X=Y (XcYAYCZ)=> XCc Zoraz VX €
PUXcUAQgcX) O

TWIERDZENIE 5. Dowolny niepusty skoniczony zbior cz. up. posiada element mak-
symalny.

Dowo6p. Udowodnimy indukcyjnie wyrazenie:
(1) Dla kazdego n = 1, w dowolnym n-elementowym zbiorze cz. up.
<A, <> istnieje element maksymalny.
Dla n = 1: oczywiscie dowolny zbiér cz. up. jednoelementowy posiada element
maksymalny.
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Wezmy dowolne n > 1. Zalozenie indukcyjne:
(2) w dowolnym n-elementowym zbiorze cz. up. < A,<> istnieje element
maksymalny.
Mamy wykazag:
(3) w dowolnym (n + 1)-elementowym zbiorze cz. up. < A,<> istnieje ele-
ment maksymalny.
Rozwazmy zatem dowolny zbior cz. up. <A, <>, (n + 1)-elementowy. Niech
x € A. Wowczas <A — {x}, <> jest zbiorem cz. up. n-elementowym. Na mocy (2),
niech a bedzie jego elementem maksymalnym. Naturalnie a # x. Zachodzi: a < x
lub —(a < z).
Jesli a < z, to x jest elementem maksymalnym w <A, <>. Bowiem gdyby istniat
y € A taki, ze x < y oraz x # ¥y, to wobec przechodnioéci relacji < byloby: a < y.
Ponadto a # y, gdyby bowiem a = y, to wobec antysymetrii relacji <, a = x, co
jest niemozliwe. Zatem wobec maksymalnosci elementu a w <A — {x}, <>, byloby:
y ¢ A—{x}, tzn. y = x, sprzecznosé.
Jesli za$ nie jest tak, ze a < x, to oczywiscie a jest elementem maksymalnym
w<A, <> 0O

DEFINICJA. Niech <A, <> bedzie zbiorem cz. up. oraz niech X < A. Element
a € A nazywamy ograniczeniem gornym (dolnym) zbioru X w <A, <>, gdy dla
kazdego z € X, z < a (dla kazdego x € X, a < x).

Zbior wszystkich ograniczen goérnych (dolnych) zbioru X bedziemy oznaczaé
Og(X) (0d(X)), czyli

Og(X)={aeA:Vre X, x<a},

Od(X)={ae A:Vre X, a <z}

Uwaga. Naturalnie istnienie zbiorow Og(X), Od(X) jest gwarantowane przez
aksjomat podzbioréw.

PRrzYKEAD. Dla zbioru cz. up. < {a, b, ¢, d, e}, <> okreslonego powyzej diagramem,
Og({c,d,e}) = &, Od({c,d,e}) = {c,a, b}

W dalszym ciagu elementy najwiekszy oraz najmniejszy danego zbioru cz. up.
<A, <>, o ile te elementy istniejg, bedziemy oznacza¢ odpowiednio 1 oraz 0.

TWIERDZENIE 6. Niech <A, <> bedzie zbiorem cz. up. Wowczas

(1) Jezeli w <A, <> istnieje element najwickszy 1, to Og(A) = {1},

2) Jezeli w <A, <> nie istnieje element najwickszy, to Og(A) = J,

Jezeli w <A, <> istnieje element najmniejszy 0, to Od(A) = {0},

Jezeli w <A, <> nie istnieje element najmniejszy, to Od(A) = &,

Oy(J) = 0d(F) = A.

3
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DowoOD. Dla (1): Zalozmy, ze 1 jest elementem najwiekszym w <A, <>.

(S): Niech a € Og(A), czyliVx € A,z < a. Zatem a jest elementem najwiekszym
w <A, <>, czyli na mocy Tw. 2, a =1, tzn. a € {1}.

(2): Poniewaz Vx € A,z < 1, wiec 1 € Og(A).

Dla (2): Zalézmy, ze w <A, <> nie ma elementu najwiekszego. Gdyby Og(A) #
O, to dla jakiego$ a € A byloby a € Og(A), zatem Vx € A,z < a, czyli a byltby
elementem najwiekszym whbrew zalozeniu.

Dla (3): Analogicznie jak dla (1).

Dla (4): Analogicznie jak dla (2).

Dla (5): Jest oczywiste, ze Og(&) € A. Aby wykazaé odwrotna inkluzje za-
lozmy, ze a € A. Poniewaz a € Og(&) wtw Vz(r € & = x < a) oraz zachodzi
Ve(r € & = x < a), wiec a € Og(). Identycznie dla Od(Z). O

§2. Zbiér liniowo uporzadkowany, lemat Kuratowskiego-Zorna

DEFINICJA. Niech <A, <> — zbior cz. up. Elementy =,y € A nazywamy poréwny-
walnymi w <A, <>, gdy = < y lub y < . Zbior cz. up. <A, <>, w ktéorym dowolne
dwa elementy sg poréwnywalne nazywamy taricuchem.

Zbior cz. up. <A, <>, w ktorym relacja < jest spojna nazywamy zbiorem liniowo
uporzgdkowanym, zas relacje < — relacjg liniowo porzadkujgcg.

TWIERDZENIE 7. Zbior cz. up. <A, <> jest taricuchem wtw jest on liniowo upo-
rzgdkowany.

DowOD. Warunek spéjnosci: Va,y € A(z < y lub y < z lub 2 = y), jest réwno-
wazny warunkowi poréwnywalnosci: Ve,y € A(z <y luby <z). O

PRZYKELAD. Zbiér cz. up. <N, <>, gdzie N — zbiér liczb naturalnych oraz < jest
relacja bycia liczba mniejsza lub réwna, jest tancuchem majacym element najmniej-
szy — liczbe 0, oraz niemajacym elementu najwiekszego.

Liniowo uporzadkowany zbiér <N, <> ma ponadto nastepujaca wlasnosé: do-
wolny jego niepusty podzbiér posiada element najmniejszy.

DEFINICJA. Zbiér liniowo uporzadkowany <A, <> taki, ze dla dowolnego niepu-
stego X € A w <X, <> istnieje element najmniejszy, nazywamy zbiorem dobrze
uporzgdkowanym.

TWIERDZENIE 8. Jezeli w tancuchu <A, <> istnieje element maksymalny (mi-
nimalny), to jest on elementem najwickszym (najmniejszym,).
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DowoOD. Niech a bedzie elementem maksymalym w tarnicuchu <A, <>. Wezmy
x € A. a,x s3 zatem poréwnywalne, tzn. z < a lub a < z. Gdy a < z, to wobec
maksymalnodci a, a = z, czyli x < a wobec zwrotnosci relacji <. Ostatecznie
x < a, co dowodzi, wobec dowolnosci wyboru z, 7e a jest elementem najwiekszym
w <A, <>. Analogicznie dla elementu minimalnego. []

WNIOSEK. Dowolny niepusty skoriczony tancuch posiada elementy najwiekszy
I najmniejszy.

DowoOD. Oczywisty na mocy Twierdzen 5, 8 w przypadku stwierdzania istnienia
elementu najwiekszego. Aby uzasadni¢ istnienie elementu najmniejszego mozna
postuzy¢ sie dualng wersja Tw. 5: dowolny niepusty skoriczony zbior cz. up. posiada
element minimalny, ktorej dowdd jest analogiczny do dowodu Tw. 5. []

LEMAT KURATOWSKIEGO-ZORNA. Niech <A, <> bedzie zbiorem cz. up. Jezeli dla
dowolnego niepustego tarnicucha L € A istnieje w <A, <> ograniczenie gorne (tzn.
Og(L) # &), to w <A, <> istnieje element maksymalny.

LEMAT KURATOWSKIEGO-ZORNA (SFORMULOWANIE SZCZEGOLOWE). Niech
<A, <> bedzie zbiorem cz. up. Jezeli dla dowolnego niepustego taricucha £ € A
istnieje w <A, <> ograniczenie gorne, to dla kazdego a € A w <A, <> istnieje
element maksymalny x taki, ze a < x.

TWIERDZENIE 9. Oba sformutowania lematu Kuratowskiego-Zorna sq sobie réw-
nowazne.

DowoD. Jest oczywiste, ze sformutowanie szczegotowe implikuje sformutowanie
pierwsze. Aby dowie$¢ odwrotnej implikacji zaloézmy, ze zachodzi pierwsze sfor-
mulowanie lematu oraz ze w jakims$ ustalonym zbiorze cz. up. <A, <> dla do-
wolnego niepustego taricucha £ € A, Og(£) # . Niech a € A. Rozwazmy
zbiér cz. up. < Og({a}), <>, aby zastosowaé dla niego pierwsze sformulowanie
lematu. Niech wiec £ € Og({a}) bedzie niepustym laiicuchem. Wowczas £ jest
taiicuchem w < A, <>, bo Og({a}) € A. Zatem z zalozenia istnieje ogranicze-
nie goérne zbioru £ w <A, <>. Niech b bedzie tym ograniczeniem gérnym. Skoro
L # &, wiec dla jakiego§ x € £ mamy: a < = (bo £ € Og({a})) oraz = < b,
zatem a < b, czyli b € Og({a}), tzn. b jest ograniczeniem gérnym laricucha £ w
<0g({a}), <>. Wobec dowolnosci wyboru lancucha £ w <Og({a}), <>, stosujac
pierwsze sformulowanie lematu dla zbioru cz. up. <Og({a}), <>, otrzymujemy:
w < Og({a}), <> istnieje element maksymalny. Niech z bedzie tym elementem
maksymalnym. Jest oczywiste, ze a < z. Pozostaje wykazaé, ze z jest elemen-
tem maksymalnym w <A, <>. Przypusémy ze z nie jest elementem maksymalnym
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w <A, <>. Wowczas dla jakiego§ y € A, z < y oraz z # y. Jednakze wtedy a < vy,
tzn. y € Og({a}). Zatem z nie bytby maksymalny w <Og({a}), <>. O

Lemat Kuratowskiego-Zorna jest uzyteczny w stwierdzaniu istnienia elementow
maksymalnych w nieskoniczonych zbiorach cz. up. Jednakze ,pracuje”’ on réwniez
dla skoniczonych zbioréw cz. up. Mianowicie mozna go zastosowa¢ do dowodu Tw. 5.
W tym celu nalezy wykaza¢ prawdziwos$é poprzednika implikacji pierwszego sfor-
mutowania lematu, tzn. zdania: ,w dowolnym niepustym skonczonym zbiorze cz.
up. kazdy niepusty tancuch ma ograniczenie gérne”. Mozna tego dokonaé natych-
miast w oparciu o Wniosek z Tw. 8. Rozwazajac bowiem jaki§ niepusty tancuch
w skoniczonym zbiorze cz. up., wobec skonczonosci tego tancucha istnieje w nim
element najwiekszy, zatem jego ograniczenie gorne. Naturalnie, uzycie tu Wniosku
z Tw. 8 zaklada, ze jest on wczesniej uzasadniony nie w oparciu o Tw. 5 i Tw. §,
ale inaczej — na przyklad dzieki prostemu dowodowi indukcyjnemu.

§3. Pojecie kraty

DEeFINICIA. Niech <A, <> bedzie zbiorem cz. up. oraz X € A. Element najmniej-
szy w <Og(X), <> nazywamy kresem gornym zbioru X w <A, <> i oznaczamy:
sup X (supremum zbioru X). Element najwiekszy w < Od(X), <> nazywamy kre-
sem dolnym zbioru X w <A, <> i oznaczamy: inf X (infimum zbioru X).

PrzYKEAD. Dla rozwazanego powyzej przyktadu zbioru cz. up. zadanego diagra-
mem, sup{c, d, e} nie istnieje, za$ inf{c,d, e} = c.

TWIERDZENIE 10. Niech < A, <> bedzie zbiorem cz. up. Wowczas

(1) Jezeli w < A,<> istnieje element najwickszy 1, to supA = 1 oraz
inf@g =1,

(2) Jezeli w < A, <> nie istnieje element najwiekszy, to nie istnieje sup A
oraz nie istnieje inf I,

(3) Jezeli w < A,<> istnieje element najmniejszy 0, to infA = 0 oraz
sup & = 0,

(4) Jezeli w < A, <> nie istnieje element najmniejszy, to nie istnieje inf A

oraz nie istnieje sup &,

(5) Dla dowolnego x € A, sup{z} = inf{z} = z,

(6) Dla dowolnych x,y € A, v <y wtw sup{z,y} =y wtw inf{z,y} = z,

(7) Jezeli A ma wiecej niz jeden element, to dla dowolnego X < A, jeze-
li istniejg kresy sup X,inf X w <A, <>, to X # & wtw inf X < sup X.
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Dowop. Dla (1): Namocy Tw. 6(1), Og(A) = {1}, zatem elementem najmniejszym
w <{1}, <>, czyli sup A jest element 1. Na mocy Tw. 6(5), Od(J) = A, zatem
najwiekszym elementem w <Od(Q&), <>, czyli inf ¢F jest element 1.

Dla (2): Zalézmy, ze w <A, <> nie ma elementu najwiekszego. Wowczas na
mocy Tw. 6(2), Og(A) = &, zatem w <Og(A), <> nie ma elementu najmniejszego,
bo nie ma tam zadnego elementu. Dlatego sup A nie istnieje. Réwniez na mocy
Tw. 6(5), Od() = A, zatem w <Od(), <> nie ma elementu najwiekszego, czyli
nie istnieje inf .

Dla (3): Analogicznie na mocy Tw. 6(3),(5).

Dla (4): Analogicznie na mocy Tw. 6(4),(5).

Dla (5): Niech € A. Poniewaz x € Og({z}) (relacja < jest zwrotna) oraz
Yy € Og({z}),z < y, wiec z jest najmniejszym ograniczeniem gornym zbioru {x},
zatem x = sup{z}. Analogicznie wykazujemy, ze x = inf{z}.

Dla (6): Niech z,y € A.

(=): Zalozmy, ze x < y. Poniewaz y < y, wiec y € Og({z,y}). Niech z €
Og({z,y}). Wowczas y < z, zatem y jest najmniejszym ograniczeniem gornym
zbioru {z,y}, czyli y = sup{z, y}.

(«): Zalézmy, ze y = sup{z,y}. Poniewaz sup{z,y} € Og({x,y}), wiec x <
sup{z, y}, stad < y.

Analogicznie dowodzimy drugiej réwnowaznosci.

Dla (7): Niech A ma wiecej niz jeden element. Rozwazmy X < A, dla ktorego
istniejg kresy gorny i dolny w <A, <>.

(=): Zalozmy, ze X # . Niech wiec a € X. Poniewaz inf X jest ograniczeniem
dolnym zbioru X, wiec inf X < a. Analogicznie, a < sup X. Zatem z przechodnioSci
relacji < uzyskujemy: inf X < sup X.

(«): Zalozmy, ze inf X < sup X oraz nie wprost, ze X = ¢J. Wowczas z (2)
i(1), inf X =1, orazz (4)i(3), supX = 0, gdzie 1,0 sa odpowiednio najwiekszym
i najmniejszym elementem w <A, <>. Z zalozenia mamy wiec: 1 < 0. Oczywiscie
0 < 1, zatem z antysymetrii relacji < uzyskujemy: 0 = 1. Jednakze wéwczas, wbhrew
zalozeniu, A jest zbiorem 1-elementowym, bowiem dla dowolnego a € A, 0 < a oraz
a < 0 (skoro 0 = 1), co implikuje a =0. [

DEFINICJA. Zbidr cz. up. <A, <>, w ktorym A # J oraz dla kazdego X <€ A
istnieja kresy sup X, inf X nazywamy kratq zupetng.

TWIERDZENIE 11. Dla dowolnego zbioru U, zbidr cz. up. <P(U),=> jest kratq
zupetng.

DowoODb. Niech R € P(U). Wykazemy, ze | JR = sup R. Naturalnie [ JR € P(U),
bo skoro R € P(U), tzn. VA e R, A € U, wiec |JR € U. Poniewaz VAe R,A
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UR, wiec [JR € Og(R). Niech Y € Og(R), czyli YA € R,A € Y. Wowczas
naturalnie ( JR € Y (Tw. 11(2), Rozdzial 1), zatem | JR jest najmniejszym ogra-
niczeniem gornym zbioru R, tzn. [ JR = sup R.

Gdy R = (&, to zgodnie z Tw. 10(1) oraz Tw. 4, inf R = U. Niech R #
. Wykazemy, ze ()R = inf R. Naturalnie (R € P(U), bo dla dowolnego A €
R, (R € A, za§ A< U. Poniewaz YA € R,[\R € A, wiec [|R € Od(R). Niech
Y € Od(R), tzn. YA € R, Y © A. Woéwczas naturalnie Y € (R (Tw. 18(2),
Rozdziat 1), zatem [|R jest najwigkszym ograniczeniem dolnym zbioru R, czyli
ﬂR =infR. O

TWIERDZENIE 12. W kazdej kracie zupelnej istnieje element najwiekszy i naj-
mniejszy.

DowOD. Niech <A, <> bedzie krata zupelna. Istnieje wiec sup A. Zatem na mocy
Tw. 10(2) w <A, <> istnieje element najwiekszy. Poniewaz inf A réwniez istnieje,
wiec na mocy Tw. 10(4) istnieje w <A, <> element najmniejszy. []

Okazuje sie, ze wystarczy stwierdzié¢ istnienie kreséw jednego rodzaju dla wszyst-
kich podzbioréw danego zbioru cz. up., aby uznaé go za krate zupelna:

TWIERDZENIE 13. Niech <A, <> bedzie zbiorem cz. up. Jezeli dla kaidego X € A
istnieje w <A, <> kres dolny inf X, to <A, <> jest kratq zupetng.

DowoOD. Zalézmy, ze dla dowolnego X < A istnieje inf X. Aby dowies¢ twierdzenia
wystarczy wykazac¢, ze dla kazdego X < A istnieje sup X w <A, <>. Rozwazmy
wiec dowolny X © A. Wykazemy, ze z zalozenia istniejacy w <A, <> inf Og(X)
(bo Og(X) € A) jest kresem gornym zbioru X w <A, <>.

Wykazmy najpierw, ze inf Og(X) € Og(X) tzn. ze Yo € X, = < inf Og(X).
Niech wiec x € X. Wowczas Va € Og(X),x < a, zatem z jest ograniczeniem
dolnym zbioru Og(X); wobec tego = < inf Og(X), bo inf Og(X) jest najwickszym
ograniczeniem dolnym zbioru Og(X).

Niech teraz y € Og(X). Naturalnie inf Og(X) € Od(Og(X)), zatem inf Og(X) <
y, co dowodzi, ze inf Og(X) jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru X,
zatem inf Og(X) =sup X. [

Analogicznie mozna dowies¢ twierdzenia moéwiacego o istnieniu kreséw gornych
jako warunku wystarczajacym na to, by zbiér cz. up. byl krata zupelna.

TWIERDZENIE 14. Kazdy zbior dobrze uporzgdkowany majgcy element najwiekszy
jest kratq zupetnag.
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DowoOD. Niech < A, <> bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym z elementem
najwiekszym 1. Wéwczas na podstawie Tw. 10(1) istnieje kres dolny zbioru puste-
go: inf & = 1. Niech @ # X € A. Oznaczmy symbolem 0 element najmniejszy
w <X, <>. Poniewaz Yy € X,0 < y, wiec 0 jest ograniczeniem dolnym zbioru X.
Gdy za$ dla jakiego$§ z € A, z jest ograniczeniem dolnym zbioru X, to z < 0, bo
0 € X. Zatem 0 jest najwiekszym ograniczeniem dolnym zbioru X, tzn. 0 = inf X.
Ostatecznie, na mocy Tw. 13, <A, <> jest kratg zupelna. [

DEFINICIJA. Niepusty zbior cz. up. <A, <> nazywamy kratg, gdy dla dowolnych
x,y € A istnieja kresy inf{z, y}, sup{z, y}.

Naturalnie kazda krata zupelna jest krata.

TWIERDZENIE 15. Kazdy niepusty taricuch <A, <> jest kratq.

DowoOD. Niech <A, <> bedzie niepustym laricuchem. Poniewaz Vz,y € A (z <y
lub y < z), wiec na mocy Tw. 10(6), dla dowolnych z,y € A (sup{z,y} = y oraz
inf{x,y} = x) lub (sup{z,y} = x oraz inf{z,y} = y). O

PRZYKEAD. < N,<>, gdzie N — zbior liczb naturalnych oraz < — relacja bycia
liczba mniejsza lub réwna, jest krata, cho¢ nie jest krata zupelng (nie istnieje
w < N, <> element najwiekszy — poréwnaj Tw. 12).

PRzZYKLAD. Rozwazmy na zbiorze N — {0} konwers relacji podzielnosci | okreslony
nastepujaco: Yo,y € N — {0}, z |~ y wtw Ik e N — {0}, y = zk (tzn. z |~ y wtw y
jest podzielne przez x). Wowczas <N — {0}, |~ > jest krata, w ktorej dla dowolnych
z,y € N — {0}, inf{z,y} = nwp(z,y) (najwiekszy wspolny podzielnik liczb z,y)
oraz sup{z,y} = nww(x,y) (najmniejsza wspolna wielokrotnosc liczb z,y).

TWIERDZENIE 16. Niech <A, <> bedzie kratg. Wowczas dla dowolnego niepustego
skoticzonego zbioru X S A istniejg inf X oraz sup X.

DowoOD. Zalézmy, ze <A, <> jest kratg. Wykazemy indukcyjnie, ze dla dowol-

nego n = 1,2,..., dla dowolnych z1,zs,...,2z, € A istnieje sup{zi,za,...,z,}
w <A, <>

Dla n = 1: naturalnie dla dowolnego singletonu {z} < A istnieje sup{z}
(Tw. 10(5)).

Zalozmy, ze dla jakiegos n, dla dowolnych xzi,z9,...,2, € A istnieje
sup{x1,xa,...,2,}. Mamy wykaza¢, ze dla dowolnych x1,..., 2, xn11 € A, ist-

nieje sup{x1,xo, ..., Tn, Tni1}-
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Rozwazmy wiec dowolne xy,xs,..., 2, Tns1 € A. 7 zalozenia istnieje kres
sup{x1,xa,...,z,}. Wykazemy, ze sup{z1,...,Zn,Tnt1} = sup{sup{zi,...,z,},
ZTnt1) (poniewaz <A, <> jest krata, wiec sup{sup{z1,...,Tn}, Tn+1} musi istnie¢
jesli tylko istnieje sup{x1, ..., z,}). Oznaczmy a = sup{sup{x1,...,2n}, Tny1}- Po-
niewaz dla kazdego ¢ = 1,2,...,n, x; < sup{z1,...,2,} < a oraz x,+1 < a, wiec
a€ Og({x1,...,Tn, Tpns1}). Zatozmy teraz, ze x € Og({x1, ..., Ty, Tpi1}). WoOWCzas
x € O0g({zx1,...,z,}), zatem sup{zy,...,2,} < z. Naturalnie x,,11 < x. Zatem z €
Og({sup{z1,...,Zn},Tns1}). Stad a < z, co dowodzi, ze a = sup{x1,...,n,Tni1}

Analogicznie wykazujemy odpowiednik dowodzonego wyrazenia dla kreséw dol-
nych:

dla dowolnego n = 1,2,..., dla dowolnych x1,zs,...,x, € A istnieje kres
inf{xy,x9,...,z,} w <A, <>. I

WNIOSEK. Kazda krata skoriczona jest kratq zupetng.

DowoD. Poniewaz kazdy podzbiér kraty skoriczonej jest skoriczony, wiec wobec
Tw. 16 wystarczy wykazac, ze w kracie skonczonej istniejg sup J oraz inf ¢F.

Niech <A, <> bedzie krata skoriczona. Woéwczas istnieje sup A. Zatem na mo-
cy Tw. 10(2), w <A, <> istnieje element najwiekszy 1. Stad wedlug Tw. 10(1),
inf @ = 1, zatem inf ¢J istnieje. Ponadto w <A, <> istnieje inf A. Zatem na mocy
Tw. 10(4) w <A, <> istnieje element najmniejszy 0. Stad, zgodnie z Tw. 10(3),
sup & = 0, zatem sup J istnieje. []

§4. Izomorfizm zbioréw czesciowo uporzadkowanych

DEFINICIA. Niech <A1, <1>, <As, <o> bedg zbiorami cz. up. Funkcje f: 43 —
A, taka, ze f jest bijekcja przeksztalcajaca A; na A, oraz taka, ze spelniony jest
warunek:

(ISO) Vzx,ye Ai(x <1y wtw f(z) <2 f(y)),

nazywamy izomorfizmem zbioréw cz. up. <Ay, <1>, <Ao, <o>.
Zbiory cz. up. < Ay, <1>,< A, <o>, dla ktorych istnieje izomorfizm nazywa-
my izomorficznymi.

Jasne jest, ze zbiory cz. up. <Aj, <1>, <As, <2> izomorficzne maja nie tylko
taka sama ilo$¢ elementéw, ale dzieki warunkowi (ISO), rowniez te samg strukture
uporzadkowania, w jednym zbiorze dang relacja <i, w drugim relacja <.

Okazuje sie, ze kazda strukture uporzadkowania wyznaczong przez relacje cze-
Sciowego porzadku mozna reprezentowaé relacja inkluzji w nastepujacym sensie:
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TWIERDZENIE 17 (O REPREZENTACJI ZBIOROW CZ. UP.). Niech <A, <> bedzie do-
wolnym zbiorem czesciowo uporzgdkownym. Wowczas funkcja f : A — {Od({x}) :
x € A} (gdzie Od({z}) jest zbiorem ograniczen dolnych zbioru {x} w <A,<>, tzn.
Od({z}) = {y € A : y < x}) okreslona nastepujgco: Yx € A, f(x) = Od({x}), jest
izomorfizmem zbiorow cz. up. <A, <>, <{Od({z}) : x € A}, =>.

Dowop. Niech <4, <> bedzie dowolnym zbiorem cz. up. Naturalnie <{Od({z}) :
x € A}, C>, jako podzbidr zbioru cz. up. <P(A), S>, jest zbiorem cz. up. Z okre-
slenia wida¢, ze funkcja f jest ,na”. Wykazmy, ze f jest réznowarto$ciowa. Niech
zatem f(z) = f(y) dla jakich§ xz,y € A. Wowczas Od({z}) = Od({y}). Ponie-
waz z € Od({z}), wiec x € Od({y}), czyli x < y. Poniewaz y € Od({y}), wiec
y € Od({z}), czyli y < z, zatem na mocy antysymetrii relacji < otrzymujemy,
T =7y.

Wykazujemy warunek (ISO). Niech z,y € A.

(=): Zalozmy, ze x < y. Niech z € Od({z}). Wowczas z < x. Zatem z przechod-
niodci relacji <, z < y, czyli z € Od({y}), co oznacza, wobec dowolnosci wyboru
elementu z, ze Od({z}) € Od({y}). Zatem f(z) < f(y).

(«<): Na odwrét, niech f(x) € f(y), tzn. Od({z}) € Od({y}). Poniewaz z €
Od({z}), wiec z € Od({y}), zatem = < y. O

Zgodnie 7z identycznoscia uporzadkowan zbioréw cz. up. izomorficznych, ocze-
kujemy, iz w przypadku, gdy jeden z nich jest krata zupelna, to i drugi réwniez
jest krata zupetna;:

TWIERDZENIE 18. Niech f : A — B bedzie izomorfizmem zbioréw cz. up.
<A,<a> oraz <B,<p>. Niech ponadto <A,<a> bedzie kratqg zupetng. Wow-
czas <B, <p> jest rowniez kratq zupetng takg, Ze dla dowolnego Y € B,supp Y =

flsup, f(Y)) orazinfgY = f(infA f(Y)).

Ponadto dla dowolnego X € A, f(supy X) = supg f (X) oraz f(infy X) =
mef(X)
DowOD. Zatézmy, ze f jest izomorfizmem zbioréw cz. up. <A, <a>, <B,<p>

oraz ze <A,<a> jest kratg zupelna. Niech Y € B. Woéwczas f(Y) € A. Niech
y € Y. Poniewaz f jest ,na” rozwazmy x € A taki, ze y = f(x). Naturalnie

7 definicji przeciwobrazu, x € f (V). Poniewaz istniejacy z zalozenia sup, f (V)
jest ograniczeniem goérnym zbioru f(Y) w <A, <4>, wiec © <4 supy f(Y). Stad
na podstawie (ISO), f(z) <p f(sup4f(Y)), zatem y <p f(sup, f(Y)). Czyli wo-

bec dowolnoéci wyboru elementu y ze zbioru Y, f(sup, f(Y)) jest ograniczeniem
gérnym zbioru Y w <B, <p>.
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Zalozmy teraz, ze z € Ogp(Y), tzn. Yy € Y, y <p z. Niech a € A bedzie ta-

ki, ze z = f(a). Wowczas Yz € f(Y), © <4 a. Wezmy bowiem x e?(Y). Wtedy
f(x) e Y, zatem f(z) <p z, tzn. f(z) <p f(a). Z warunku (ISO) mamy wowczas:

2 <4 a. Ostatecznie, a jest ograniczeniem gornym zbioru f(Y) w <A, <4>. Zatem
supA?(Y) <4 a i konsekwentnie z (ISO) otrzymujemy: f(supA?(Y)) <p f(a),
czyli f(supA?(Y)) <p z, cO oznacza, ze f(supA?(Y)) jest najmniejszym ograni-
czeniem gornym zbioru Y w <B, <>, czyli f(supA?(Y)) =supg Y.

Analogicznie dowodzi sie, ze f(inf4 7 (Y)) jest kresem dolnym zbioru Y
w <B,<p>.

Aby dowies¢ drugiej czesci twierdzenia, rozwazmy X < A. Poniewaz f jest
bijekcja, wiec na mocy Tw. 12(7), Rozdziat 4, X =?(?(X)) Zatem, na podstawie
pierwszej czesci twierdzenia, supB?(X) = f(supA(J?(?(X))) = f(supy X) oraz

infp f(X) = f(infaf(£(X))) = f(infa X). O

Ostatnie twierdzenie tego rozdziatu stwierdza mozliwo$¢ odtworzenia porzadku
danego zbioru cz. up. na bijektywnym obrazie tego zbioru:

TWIERDZENIE 19. Niech <A, <> bedzie zbiorem cz. up. oraz niech B bedzie

dowolnym zbiorem takim, ze B = f(A) dla pewnej bijekcji f. Wowczas relacja <p
zdefiniowana na zbiorze B nastepujgco:
Vo,y€ B, x <py wiw f~(x) <a f~(y),
jest relacjg czeSciowo porzgdkujgceqg oraz funkcja f jest izomorfizmem zbiordw cze-
Sciowo uporzgdkowanych <A, <>, <B,<p>.

Ponadto jesli < A,<a> jest liniowo (dobrze) wuporzqdkowany, to réwniez
<B, <p> jest liniowo (dobrze) uporzgdkowany.

DowoOD. Niech < A, <4> bedzie zbiorem cz. up. Zalézmy, 7e f : A — B
jest bijekcja. Oczywiscie konwers funkcji f jest wowczas funkcja przeksztalcaja-
ca zbior B na A (Tw. 8, Rozdzial 4). Naturalnie dla dowolnego x € B, skoro
<4 jest zwrotna, wiec f~(z) <a f~(x). Zatem z definicji relacji <p, = <p =,
tzn. <p jest zwrotna. Aby dowie$¢ jej antysymetrii zalozmy, ze dla xz,y € B,
x <p yoraz y <p x. Wowczas f~(x) <a f~(y) oraz f~(y) <a f~(x), zatem
na mocy antysymetrii relacji <a, f~(z) = f~(y). Stad f(f~(x)) = f(f~(y))
i konsekwentnie, = = y (por. Tw. 6(ii), Rozdzial 4). Przechodnio$¢ relacji <p
wynika natychmiast z przechodniosci relacji <j4.

Aby wykazaé, ze bijekcja f jest zadanym izomorfizmem nalezy dowiesé¢ wa-
runku (ISO): Ya,b € A : a <4 b wtw f(a) <p f(b). Ot6z na mocy Tw. 6(ii),
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Rozdzial 4 oraz definicji relacji <p mamy: a <4 bwtw f~(f(a)) <a f~(f (D)) wtw
f(a) <p f(b).

Zalozmy teraz, ze <A, <> jest lancuchem. Rozwazmy dowolne x,y € B. Oczy-
wiscie f~(z), f~ (y) € A. Zatem z zalozenia, f~(z) <a f~(y)lub f~(y) <a [~ (),
co z definicji relacji <p jest réwnowazne alternatywie: z <p y lub y <p x. Wobec
dowolno$ci wyboru elementéw z,y stwierdzamy, ze <B, <p> jest lancuchem.

Zal6zmy wreszcie, ze <A, <4> nie tylko jest lancuchem, ale ponadto dla do-
wolnego niepustego X < A istnieje element najmniejszy w <X, <4>. Rozwazmy

P
dowolny niepusty podzbiér YV w taricuchu <B,<p>. Poniewaz & #f (V) € A,
wiec zgodnie z zalozeniem, niech a bedzie elementem najmniejszym zbioru cz. up.

<f(Y),<a>. Czyli
(1) Vbef(¥),a<ab

«—

oraz a € f (Y). Stad oczywiscie: f(a) € Y. Rozwazmy dowolny x € Y. Natural-
nie f~(z) ef (Y), bo f(f~(z)) € Y, skoro f(f~(x)) = z. Zatem na mocy (1),
a<a [~ (x),czyli f~(f(a)) €a f~(x) (boa= f~(f(a))), co wobec definicji relacji
<p daje: f(a) <p z. Wobec dowolnosci wyboru elementu x ze zbioru Y, §$wiadczy to
o tym, iz f(a) jest elementem najmniejszym w zbiorze cz. up. < f(Y),<p>. Po-
niewaz Y € B byt dowolnie wybrany, wiec taiicuch <B, <p> jest dobrze uporzad-
kowany. []

Literatura poswiecona zbiorom cze$ciowo uporzadkowanym jest bardzo bogata.
W kwestiach fundamentalnych por. np. [18] lub [15]. Pozycje te obejmuja réwniez
zagadnienia z nastepnego rozdziatu.






Rozdzial 6. Relacje rownowazno$ciowe

Jednym z bardzo uzytecznych, nie tylko w matematyce, pojeé teoriomnogos-
ciowych jest relacja rownowaznosciowa. Wskazuje ona na pewien aspekt, wzgledem
ktorego elementy zbioru, na ktérym jest okreslona sa do siebie podobne, oraz for-
malnie reprezentuje to podobienstwo.

W ogélnosci, gdy jakies dowolne dwa obiekty sa do siebie podobne, to sa one
podobne zawsze pod pewnym wzgledem. Ow wzglad czy aspekt to pewna wlasnosé
badz wlasnoéci. Dwa przedmioty sa podobne ze wzgledu na danag wlasnosé, gdy
maja one te samg ,warto$¢’ czy tez jakos¢ tej wlasnosci. Méwimy na przyktad,
ze dwa przedmioty materialne sa podobne ze wzgledu na ksztalt czy barwe, gdy
przedmioty te maja ten sam ksztalt czy sa tej samej barwy.

Ot6z podobienstwo ze wzgledu na dana wlasno$é¢, ma wszystkie cechy relacji
réwnowaznosciowe;j:

- zwrotno$¢: dany obiekt jest podobny ze wzgledu na dang wtasno§é sam do
siebie,

- symetria: jezeli jeden obiekt jest podobny ze wzgledu na dang wtasnoé¢ do dru-
giego, czyli gdy oba obiekty maja te sama ,wartos¢” owej wlasnosci, to naturalnie
ten drugi obiekt jest podobny wzgledem tej wlasnosci do pierwszego,

- przechodnio$¢: gdy jeden obiekt jest podobny ze wzgledu na dana wtasnosé do
drugiego, ten za$ z kolei do trzeciego, to wszystkie trzy obiekty maja te samg ,war-
to$¢” wlasnodci, w szczeg6lnosci pierwszy i trzeci, zatem sa one podobne wzgledem
tej wlasnosci.

Z drugiej strony, mozna uwazaé, ze dowolna relacja réwnowaznosci reprezentu-
je pewien stosunek podobienstwa. Méwiac precyzyjniej, reprezentuje ona stosunek
podobienstwa ze wzgledu na pewna wtasnodé, jaki ma miejsce wsréd elementow
zbioru, na ktérym relacja jest okreslona. Wtlasno$¢ ta jest konstytuowana przez
swoje wartosci, jakimi sa tu tzw. klasy abstrakcji wzgledem tej relacji rownowazno-
§ci. Owe klasy abstrakcji sa jednoznacznie przez te relacje okreslone (por. §2).

§1. Krata relacji r6wnowaznosci

DEFINICIJA. Relacje binarng ~ okreslong na zbiorze A nazywamy relacjg réwno-
waznodciowq (lub réwnowaznosci), gdy ~ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia
na A.

Uwaga. Relacja & jest (jedyna) relacja rownowaznosciowa na zbiorze (.

PrzYkrAD. Relacje id4, A x A sa rownowaznosciowe na A.

79
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TWIERDZENIE 1. Relacja ida, gdzie A # , jest jedyng relacjg rownowaznosciowq
i czeSciowo porzgdkujgeq na zbiorze A.

DowOD. Jest oczywiste, ze id 4 jest jednoczesnie relacja réwnowaznosciowa i cze-
sciowo porzadkujaca. Zaldzmy, ze relacja binarna R € A x A jest relacjg réwno-
wazno$ciowg oraz czesciowo porzadkujaca, oraz R # id4. Poniewaz R jest zwrotna,
wiec id4 € R. Zatem nie jest tak, ze R € id4. Niech wiec dla z,y € A bedzie tak,
ze <x,y> € R oraz <z,y> ¢ id4, tzn. z # y. Poniewaz R jest symetryczna, wiec
<y,r> € R. Lecz R jest rOwniez antysymetryczna, zatem x = y. Sprzecznosé. [

TWIERDZENIE 2. Niech dla dowolnego zbioru A, E(A) oznacza zbior wszystkich
relacji réwnowaznosci na zbiorze A. Wowczas <E(A), S> jest kratq zupelng.

Dowop. Naturalnie <E(A), > jest zbiorem cz. up., jako ze E(A) € P(A x A),
za$§ <P(A x A),S> jest zbiorem cz. up.

Na mocy Tw. 13, Rozdzial 5, wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego R € E(A)
istnieje inf R w zbiorze cz. up. < E(A), E>. Poniewaz < E(A), > ma element
najwiekszy: A x A (ma tez on element najmniejszy: id 4, skoro id 4 jest podzbiorem
kazdej relacji zwrotnej na A), wiec na mocy Tw. 10(1), Rozdzial 5, inf @ = A x A,
a wiec inf ¢F istnieje.

Wezmy pod uwage niepusty zbiér R relacji réwnowaznosciowych na A. Ponie-
waz [|R € 0 dla kazdej 6 € R, oraz dla dowolnej ~ € F(A) takiej, ze Vo e R,~ S 0
mamy: ~ C (R, wiec gdy wykazemy, ze (R jest relacjg rownowaznosci na A, to
tym samym wykazemy, ze [|R = inf R.

Jest oczywiste, ze [|R € A x A. Aby wykazaé, ze [|R jest zwrotna, wezmy
xz € A. Poniewaz dla dowolnej 6 € R,<z,z> € 0 (bo kazda relacja 6 € R jest
zwrotna), wiec <z,z> € [|R.

Wezmy teraz z,y € A i zalézmy, ze <x,y> € (| R. Zatem <z, y> € 0 dla kazdej
0 € R. Lecz kazda relacja 6 € R jest symetryczna. Zatem dla kazdej 0 € R, <y, x>
€ 0, co oznacza, ze <y, x> € [ R, czyli [ R jest relacja symetryczng na A.

W celu wykazania przechodniosci relacji [|R zalézmy, ze dla jakich$ z,y,z €
A <z, y>,<y,z> € [|R. Wowczas V0 € R, <xz,y>,<y,z> € 0. Poniewaz kazda
0 € R jest przechodnia, wiec V0 € R, <z, 2> € 0, czyli <z, 2> € [ |'R, zatem relacja
R jest przechodnia (por. §5, Rozdziat 3). [

Uwaga. Istnienie zbioru E(A) gwarantuje aksjomat podzbioréw.

Gdy A = &, krata <E(A), > jest jednoelementowa — tym jedynym elementem
jest relacja .

Gdy A # &, w ogdlnosci nie jest tak, ze dla dowolnego R € E(A),supR = | R.
W przypadku R = ¢, oczywiscie supR # |JR, bo sup = idg # &, skoro
id4 jest najmniejszym elementem w < E(A),C&>; tymczasem |J& = . Lecz
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rowniez w przypadku R # F, na ogdl supR # |JR, poniewaz nie dla kazdego
R < E(A), UR € E(A), skoro | JR na ogoét nie jest relacja przechodnig (zob. §5,
Rozdziat 3).

Jednakze |JR (R # &) jest relacja zwrotng i symetryczna: dla dowolnego
xz € A, <z, x> € 0 dla jakiejs (nawet kazdej) 6 € R, zatem <z,z> € [JR, czyli R
jest zwrotna; gdy zas dla z,y € A, <z,y> € | R, to <z,y> € 6 dla pewnej 0 € R,
zatem wobec symetrycznosci relacji § mamy: <y, z> € 6, stad <y, x> € R, czyli
UR jest relacja symetryczng na A.

Wobec tego, na mocy Tw. 8, Rozdzial 3 oraz Tw. 7(1), Rozdzial 3, stwierdza-
my, ze tranzytywne domkniecie relacji | JR (gdy R # o) jest relacja rownowaz-
no$ciowa, tzn. ((JR)~ € E(A). Ponadto skoro V8 € R, § < |JR oraz [JR <
(UR)™ (Tw. 7(2), Rozdzial 3), wiec relacja (| JR)  jest ograniczeniem gérnym
zbioru R w zbiorze czesciowo uporzadkowanym <FE(A), ©>. Co wiecej, gdy relacja
~ € E(A) jest ograniczeniem goérnym zbioru R, a wiec gdy V0 € R, 6 € =, to
wowczas (Tw. 11(2), Rozdzial 1) | JR € =», zatem wobec przechodniosci relacji
~, na podstawie Tw. 7(3), Rozdziat 3, otrzymujemy: (| JR)~ < ~. Ostatecznie,
tranzytywne domkniecie (| JR)™ jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru
R w <E(A),c>, tzn. (UR) = supR (dla R = J réwnosé¢ ta nie zachodzi;
tranzytywne domkniecie relacji | | &, a wiec tranzytywne domkniecie relacji puste;
jest relacja pusta — por. §5, Rozdziat 3).

Jak nalezato oczekiwa¢, w przypadku, gdy | JR jest relacja rownowaznosciowa
(latwo sprawdzi¢, ze | JR € E(A), gdy R jest tancuchem), tzn. w przypadku, gdy
R jest relacja przechodnia, (| JR)™ = R, zatem wowczas | JR = sup R.

Ostatecznie, korzystajac z definicji tranzytywnego domkniecia, otrzymujemy
jawna postaé kresu gérnego dowolnego niepustego podzbioru R w kracie zupelnej
<E(A),c>:

dla dowolnych z,y € A, <z,y> e sup R wtw <z,y> € ((JR)  wtw dla pewnego
n > 2 istnieja 21, 29,..., 2, € A oraz 01,0s,,0,_1 € R (niekoniecznie rézne) takie,
7€ T = 21,<21,29> €E01,<z9,23> €0s,..., <2y 1,2p> €E0p_1,2n = 4.
PRrzZYKEAD. Niech A = {a,b,c}. Wowczas krata <FE(A), S> ma postac:

KA
02 o0

2 O

ida

gdzie 01 = idg U {<a,b>,<b,a>},00 = ida U {<a,c>,<c,a>} oraz 03 =
ida U {<b, >, <c,b>}.
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§2. Klasa abstrakcji, zbior ilorazowy, podzial zbioru

DEFINTCIA. Niech &~ bedzie relacja rownowaznosciowa na A. Dla dowolnego a € A,
7bior [a]y = {r € A : a ~ z} nazywamy klasq abstrakcji elementu a (badz ktdrej
reprezentantem jest element a) wzgledem relacji réwnowaznosciowej ~. (Podobnie
jak w przypadku relacji czesciowo porzadkujacych bedziemy pisaé: x ~ y zamiast
<z,y> € ~.)

Zbior A/~ = {[a]~ : a € A} nazywamy zbiorem ilorazowym zbioru A wzgledem
relacji ~

Relacje rownowaznosci & okreslong na zbiorze A mozna postrzegaé jako stosu-
nek podobienistwa ze wzgledu na wlasnosé reprezentowania klasy abstrakcji. Praw-
dziwe jest bowiem wyrazenie:

dla dowolnych z,y € A, elementy x,y sa podobne ze wzgledu na taka wtasnosé
wtw = ~ y.

Albowiem spelnione sa rownowaznosci: elementy x,y € A sa podobne ze wzgledu
na tak pojmowana wlasno$¢ wtw maja one te sama jej warto§¢ wtw reprezentuja
one te sama klase abstrakcji (tzn. [z]x = [y]a), co jest rownowazne temu (zob.
Tw. 3(2)), iz z ~ y.

W dalszym ciagu, jesli na uwadze bedziemy mieli jedng ustalong relacje roéwno-
waznosciowa =, bedziemy pisa¢ [a] zamiast [a]

TWIERDZENIE 3. Niech ~ bedzie dowolng relacjg réwnowaznosci na zbiorze A.
Wowczas dla dowolnych x,y € A,

(1) zelz],

(2) z~y wtw [z] = [y],

3) [=ln [yl # D =[] = [y],

(4) U4/») = A.

DowoOD. Rozwazmy z,y € A.

Dla (1): Poniewaz = jest relacja zwrotna, wiec x ~ x, zatem x € [x].

Dla (2): (=): Zalozmy, ze x ~ y. (S): Niech z € [z]. Wowczas « = z. Poniewaz
z symetrii relacji ¥ mamy: y ~ =z, wiec na mocy przechodnioéci, y =~ z, za-
tem z € [y]. (2): Na odwrot, niech z € [y], tzn. y ~ z. Wowczas z zalozenia
i z przechodniosci, z ~ z, czyli z € [z].

(<): Zalozmy, ze [x] = [y]. Na mocy (1), y € [y], zatem z zalozenia, y € [z],
czyli z ~ y.
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Dla (8): Zatozmy, ze [z] n [y] # &. Niech wiec a € [z] n [y], tzn. a € [z] oraz
a € [y]. Zatem = ~ a i y ~ a. Wowczas z symetrii relacji & mamy: a ~ y, zatem
z przechodniosci, x & y, co na mocy (2) implikuje réwnosé¢ [z] = [y].

Dla (4): Poniewaz dla dowolnego z € A,[z] € A, wiec [J(A4/~) € A. Aby
dowies¢ odwrotnej inkluzji zalézmy, ze x € A. Wowczas na mocy (1), x € [z], zas
[z] € A/~. Zatem 3Z(Z € A/~ A x € Z), czyli x € | J(A/~). O

Stosunek podobienstwa ze wzgledu na dang wlasnosé, jaki zachodzi miedzy
obiektami jest SciSle zwiazany z podzialem czy klasyfikacja tych obiektow.

Z jednej strony, majac dany stosunek podobienistwa ze wzgledu na pewnga wta-
snos¢, wszystkie te obiekty, ktore sa podobne do siebie, a wiec majace te sama
,warto§¢” wlasnosci, ,wrzucamy do jednego worka”, odrézniajac je czy wydzielajac
od pozostalych. Otrzymujemy tyle réznych ,workéw”, ile jest réznych ,wartosci”
wlasnodci, ze wzgledu na ktoéra obiekty sa do siebie podobne.

Z drugiej strony, majac dany podzial klasy obiektow na rozlaczne czesci (,wor-
ki”), mozemy zdefiniowa¢ stosunek podobienistwa miedzy tymi obiektami ze wzgledu
na pewng wlasno$é¢: dwa obiekty sa do siebie podobne, gdy naleza do tej samej cze-
§ci podziatu. Zazwyczaj podziat obiektow na czesci opiera sie na jakim$ kryterium
wskazujacym pewna wlasnosé przystugujaca obiektom w réznym stopniu czy nate-
zeniu. Obiekty, ktorym wlasno$é ta przystuguje w tym samym stopniu tworza czesé
podziatu. Tym samym podobienistwo okre§lone przez podziat jest podobieristwem
ze wzgledu na wlasno$é¢ wskazang w kryterium tego podziatu.

Na przyktad, biorac pod uwage podzial wszelkich nauk, dokonany przez K. Aj-
dukiewicza w [2], na nauki aprioryczne, empiryczne i humanistyczne, mozemy okre-
§li¢ podobienistwo miedzy dwiema naukami ze wzgledu na status ich ostatecznych
przestanek (zob. [2]). Dwie nauki sa do siebie podobne, gdy albo sa aprioryczne,
albo empiryczne, albo humanistyczne, co ma miejsce doktadnie wtedy, gdy maja
one ten sam status ostatecznych przestanek (kryterium podzialu jest tu wlasnosé
okreslona jako status ostatecznych przestanek).

Zarysowany tu zwiazek miedzy podobieiistwem a podzialem bedzie przedmio-
tem teoriomnogos$ciowych rozwazan w nastepnym paragrafie. Aby te rozwazania
umozliwié¢, dysponujac juz pojeciem relacji réwnowaznosci jako formalnym repre-
zentantem stosunku podobieristwa, potrzebujemy jeszcze teoriomnogosciowego od-
powiednika pojecia podziatu.

DEFINICIJA. Zbiér IT podzbioréw zbioru A nazywamy podziatem zbioru A, gdy
(1) VX ell, X # &,

2 VX, Yell( XnY #Z=>X=Y),

(3) yu=A.



84 Rozdz. 6. Relacje rownowaznosciowe

Uwaga. Istnieje dokladnie jeden podziat zbioru . Jest nim zbiér II = ¢&F.

PRzYKLAD. Zbiory {{a}:a € A}, {A} sa podzialami niepustego zbioru A.

Dowolny zbior IT taki, ze VX € II, X # Joraz VX, Y eI (X nY # = X =
Y') jest podziatem zbioru (JII.

DEFINICJA. Dla dowolnego zbioru A niech Part(A) bedzie zbiorem wszystkich
podzialéw zbioru A. Niech II, Q € Part(A). Méwimy, ze podziat II jest drobniejszy
niz Q@ wtw VY € Q IR € Part(Y), R € II. (Podzial II jest drobniejszy niz podzial
Q wtw dla kazdego elementu Y podzialu Q znajdziemy wérod elementow podziatu
I takie, ze ich zbior jest podzialem zbioru Y.)

PRzYKELAD. Ponizszy rysunek przedstawia podziaty IT = {X;, Xo,..., X7} oraz
Q = {Y1,Y5, Y3} zbioru A takie, ze II jest drobniejszy niz Q. Podzbiory {X;, X»},
{X3, X4, X5}, {X6, X7} podzialu II sa podzialami odpowiednio nastepujacych ele-
mentoéw podzialu Q : Y7, Y5, V3.

A

/[YQ\OYg

X Xo X3 Xy X5 X Xy

LEMAT. Dla dowolnych podziatéw II, @ zbioru A, II jest drobniejszy niz Q witw
VXelldYeQ, XcV.

DowOD. (=): Zalézmy ze II jest podzialem drobniejszym niz Q. Niech X € II.
Poniewaz X # (¥, wiec niech a € X. Skoro | JOQ = A oraz a € A, wiec a € | Q.
Niech zatem Y € Q bedzie taki, ze a € Y. Wykazemy, ze X € Y co skonczy dowod
tej czesci lematu. Rozwazmy na mocy zalozenia podzial R zbioru Y taki, ze R < II.
Wowczas (JR =Y, zatem a € [ JR. Wobec tego dla pewnego X; € R : a € X;.
Lecz X; € IT (bo R € II). Mamy wiec: a € X n X3, stad X n X1 # O, czyli
X1 =X. Ale X1 c R (bo X7 € R), zatem X € [JR. Jednakze | JR =Y, wiec
Xcy.

(«): Zalozmy, ze VX e I1 Y € Q, X € Y. Rozwazmy dowolny Y € Q. Niech
Ry ={X ell: X €Y} Jest jasne, ze Ry € II. Wykazemy, ze Ry € Part(Y) co
zakoriczy dowod. Warunki: VX € Ry, X # Foraz VX1, Xo e Ry (X1 n Xo # & =
X1 = X5) sa oczywiscie spelnione, bo Ry < II. Wykazemy, ze | JRy = Y. Inkluzja
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(S) jest oczywista, bo skoro VX € Ry, X €Y, to | JRy €Y. Aby dowies¢ inkluzji
odwrotnej zalézmy, ze a € Y. Naturalnie a € A. Poniewaz | JII = A, wiec a € [JII,
czyli dla pewnego X € II,a € X. Woéwczas z zatozenia niech Yy € Q bedzie taki, ze
X c Yy Wtedy a € Yy, wiecae Y nYp, czyli Y n'Yy # . Jednakze Y, Y, € Q.
Zatem Yy =Y. Stad X € Y. Poniewaz X € II, wiec z definicji zbioru Ry mamy:
X € Ry. Ponadto a € X. Ostatecznie, a€|JRy. O

TWIERDZENIE 4. Relacja < okreslona na zbiorze Part(A) wszystkich podziatéw
zbioru A nastepugjgco: 11 < Q wtw VX e Il 3Y € Q, X € Y, jest relacjqg czesciowo
porzadkujgceq. (Na mocy lematu relacja < jest relacjg bycia drobniejszym.)

Dowo6Dn. Niech IT € Part(A). Wezmy X € II. Wowczas oczywiscie X € X, zatem
Y ell,X €Y, stad IT < I, tzn. relacja < jest zwrotna na Part(A).

Aby wykazaé, ze < jest antysymetryczna, zalézmy, ze dla II,Q € Part(A),
II < Q oraz O < II. Wykazujemy réwnosé II = Q.

(S): Niech Z € II. Poniewaz II < Q, wiec Z € Y dla pewnego Y € Q. Skoro
Y eQoraz Q <Il,to Y € X dla pewnego X € Il. Skoro Z € Y oraz Y € X, wiec
Z < X, czyli Zn X = Z. Na mocy warunku (1) definicji podziatu, Z # &, czyli
Z nX # . Ponadto Z, X € II, zatem na mocy warunku (2) definicji podziatu
mamy: Z = X. A wiec nie tylko Z € Y, lecz rowniez Y € Z (bo Y € X). Stad
Z =Y.LeczY € Q, zatem Z € Q.

Inkluzje (2) dowodzimy analogicznie.

Aby wykazaé, ze relacja < jest przechodnia na Part(A) zalézmy, ze dlall, Q, R €
Part(A), I € Q oraz Q < R. Mamy wykazac, ze IT < R.

Wezmy wiec X € II. Poniewaz II < Q, wiec X € Y dla pewnego Y € Q. Skoro
jednak Q@ < R, wiec Y € Z dla pewnego Z € R. Ostatecznie X € Z oraz Z € R,
czyi II < R. [

§3. Relacje ré6wnowaznos$ci a podzialy

W niniejszym paragrafie uzasadnimy intuicyjnie oczywisty fakt, iz z praktycz-
nego puntu widzenia pojecia podziatu oraz relacji réwnowaznosci moga byé¢ utoz-
samione.

Dowolna relacja réwnowaznosci okreslona na danym zbiorze wyznacza podzial
tego zbioru jak nastepuje:

TWIERDZENIE 5 (ZASADA ABSTRAKCJI). Dla dowolnej relacji réwnowaznosci ~
na zbiorze A, zbior ilorazowy A/~ jest podziatem zbioru A.

Dowon. Warunek (1) definicji podziatu zachodzi dla A/~ na mocy Tw. 3(1),
warunek (2) na podstawie Tw. 3(3) oraz warunek (3) — na mocy Tw. 3(4). [
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Uwaga. Tw. 5 jest prawdziwe dla A = . Wowczas bowiem ~ = & oraz
A/~ = & jest podziatlem zbioru (.

Dowolny podzial zbioru wyznacza relacje réwnowaznosci na tym zbiorze:

TWIERDZENIE 6. Dla dowolnego podziatu I1 zbioru A relacja binarna ~1 okreslona
na A nastepujgeo: x ~n y wiw Y €Il (x €Y Ay eY), jest relacjg réwnowaznosci.

DowoDp. Niech II bedzie podziatem zbioru A. Wezmy = € A. Z warunku (3)
definicji podzialu mamy: « € | JII. Niech wiec Y € II bedzie taki, ze x € Y. Stad
T ~q1 X, czyli &1 jest zwrotna.

Aby wykaza¢ symetrie relacji ~ zaldézmy, ze x ~p y. Czyli dla pewnego Y €
II, z,y € Y. Wobec tego y ~1 .

Zatézmy, ze x ~p y oraz y ~ 2. Wowczas z,y € Y; oraz y, z € Yo dla pewnych
Y1, Y5 e I1. Jak wida¢ Y1 nYs # & (bo y € Y1 nYs). Zatem z warunku (2) definicji
podzialu mamy: Y; = Y5. Stad z,z € Y7 i konsekwentnie = &~y z, co dowodzi, ze
&1 jest przechodnia. []

Uwaga. Tw. 6 jest prawdziwe, gdy A = J. Wowczas jedyny podziat I zbioru
A jest zbiorem pustym i wyznacza on relacje ~;; = .

Dowolna relacja réwnowaznosci na danym zbiorze jest relacja wyznaczong przez
wyznaczony przez siebie podzial:

TWIERDZENIE 7. Dla dowolnej relacji rownowaznosdci ~ na A, ¥ = x~ g .

Dowo6D. Dla dowolnych a,b € A, a ~4, b wtw dla pewnego x € A, a € [z] oraz
b € [z] co jest rownowazne temu, ze a ~ b. Jesli bowiem a,b € [z], to x x aix ~ b,
zatem z symetrii i przechodniosci relacji &~ otrzymujemy: a ~ b. Na odwrét, gdy
a ~ b, to b € [a] oraz na mocy Tw. 3(1), a € [a]. Zatem istnieje © € A taki, ze
be[z] oraz a€[z]. O

Dowolny podzial danego zbioru jest podziatem wyznaczonym przez wyznaczona
przez siebie relacje rownowazno$ci:

TWIERDZENIE 8. Dla dowolnego podziatu I1 zbioru A, 11 = A/~y.

DowoOD. Niech Y e I1. Wykazemy najpierw:
(*) dla dowolnego a €Y, Y = [a]ay-

Wezmy a € Y. (S): Niech z € Y. Wowcezas 7 definicji relacji ~p skoro a € YV
mamy: a Xy , zatem € [a]xy-



§3. Relacje rownowaznosci a podziaty 87

(2): Niech z € [a]x,,. Wowezas a ~11 &, czyli dla pewnego Z € I, z,a € Z. Lecz
a€Y,czyi Y nZ # (J, stad na mocy warunku (2) definicji podziatu, Z =Y.
Lecz x € Z, zatem z € Y.

Inkluzja IT € A/~y wynika bezpodrednio z (*) oraz warunku (1) definicji po-
dziatu. Aby dowie$¢ inkluzji odwrotnej, rozwazmy a € A. Poniewaz II jest podzia-
tem zbioru A, wiec na mocy warunku (3) definicji podziatu, a € Y dla pewnego
Y e II. Wowczas jednak na mocy (*), Y = [a]xy, co oznacza, ze [a]~, € II. O

TWIERDZENIE 9. Dla dowolnego zbioru A, zbiory czesciowo uporzgdkowane
<E(A),S> oraz <Part(A),<> sq izomorficzne.

DowoOD. Zauwazmy najpierw, ze w przypadku A = &, E(A) = {J} oraz Part(A)
= {}, zatem <FE(A),=>, < Part(A),<> sa izomorficzne.

Niech A # . Pokazemy, ze funkcja ¢ : E(A) — Part(A) okreslona nastepu-
jaco: ¢(~) = A/~, jest zadanym izomorfizmem. Rozwazmy funkcje ¢: Part(A) —
E(A) okreslona nastepujaco: ¥(II) = ~p. Wtedy (¢o) (=) = ¢ (d(x)) = Y(A/~)
— ~ap = ~ na mocy Tw. 7, oraz (0 6)(I1) = 6(4(IT)) = 6(~n) = A/~n = Il na
mocy Tw. 8. Zatem ¢ o) = idp(a) oraz ¢ o ¢ = idpgare(a)- Stad, na mocy Tw. 7,
Rozdzial 4, wnosimy, ze ¢ jest bijekcja.

Teraz wykazujemy warunek (ISO): dla dowolnych ~,~ € E(A4), ~ € ~ wtw
P(x) < ¢(=).

(=): Zalozmy, ze ~ € ~. Musimy wykazaé, ze A/~ < A/~. Niech zatem
X € A/~. Wowczas X = [a]~ dla pewnego a € A. Lecz [a]~ S [a]~, na mocy
zalozenia (jesli bowiem z € [a]x, tzn. a ~ x, to poniewaz ~ C ~, wiec a ~ x, czyli
x € [a]~). Zatem X € [a]~. Lecz [a]~ € A/~. Ostatecznie, A/~ < A/~.

(«): Zalozmy, 7e ¢(~) < ¢(~), tzn. A/~ < A/~. Aby wykazaé inkluzje ~ € ~,
zalozmy, ze a ~ b. Wowczas b € [a]x. Skoro [a]x € A/~, wiec z zalozenia, [a]x € X
dla pewnego X € A/~. Naturalnie X = [z]. dla pewnego z € A. Mamy wiec:
[a]~x € [2]~. Zatem b € [z]~ (bo b € [a]x) oraz a € [x]~ (bo a € [a]x). Dlatego
x ~ b oraz x ~ a, skad na mocy symetrii i przechodnio$ci relacji ~ otrzymujemy:
a ~ b. Ostatecznie ~ € ~. []

Uwaga. Elementy najmniejszy i najwiekszy w < F(A), &> to odpowiednio,
id4, A x A. Elementy najmniejszy i najwiekszy w <Part(A), <> to ¢(ida) = {{a} :
a € A} oraz ¢p(A x A) = {A}, gdzie ¢ jest izomorfizmem zdefiniowanym w dowodzie
Tw. 9.

TWIERDZENIE 10. Dla dowolnego zbioru A zbidr cz. up. <Part(A), <> jest kratq
zupetng.
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DowoD. Poniewaz < E(A),S> jest krata zupelna (Tw. 2) oraz < E(A), &>
i < Part(A),<> sa izomorficzne (Tw. 9), wiec na mocy Tw. 18, Rozdzial 5,
< Part(A),<> jest krata zupelna. [J

PrzykrAD. Krate zupelna < Part({a,b,c}), <> wszystkich podzialéw zbioru
{a,b,c} mozna zilustrowaé¢ analogicznym diagramem jak powyzej w przykladzie
diagramu kraty < E({a,b,c}),=>. Tutaj {a,b,c}/01 = {{a,b},{c}}; {a,b,c}/02
= {{a, ¢}, {b}} oraz {a,b,c}/05 = {{b,c},{a}}.

§4. Relacje ré6wnowaznosci a funkcje

Dowolna funkcja wyznacza na swojej dziedzinie relacje rownowaznosci oraz do-
wolna relacja réwnowaznosci wyznacza funkcje o dziedzinie bedacej zbiorem, na
ktorym ta relacja jest okreslona, jak nastepuje:

TwIERDZENIE 11. Dla dowolnej funkcji f : A — B relacja binarna ~; okreslona
na A nastepujgco: dla dowolnych x,y € A, x ~p y wtw f(x) = f(y), jest relacjg
rowWnowaznosct.

Dla dowolnej relacji réwnowaznosci ~ na zbiorze A, funkcja kr : A — A/~
taka, ze dla kazdego x € A, k() =[]~ jest ,na”

DowoDp. Niech f € BA. Latwo sprawdzié, ze relacja ~ t jest réwnowaznosciowa na
zbiorze A.

Jest oczywiste, ze dla dowolnej relacji rownowazno$ci ~ na A, dla dowolnego
elementu ze zbioru ilorazowego A/=~, czyli dla dowolnej klasy abstrakcji mozna
wybraé jej reprezentanta i wowczas ta klasa abstrakeji jest wartoscig funkcji k4 na
tym reprezentancie, czyli ky jest ,na”. []

Latwo zauwazy¢, ze kazda relacja réwnowaznosci =~ okreslona na zbiorze A
jest relacja postaci: ~y, tzn. jest wyznaczona, w mysl Tw. 11, przez pewng funkcje,
mianowicie &~ = ~;_. Albowiem dla dowolnych a,b € 4 a ~;_ b wtw ky(a) = k(D)
wtw [a]y = [b]x Wtw a ~ b, na mocy Tw. 3(2).

Naturalnie nie kazda funkcja f: A— B jest wyznaczona w analogicznym sen-
sie przez relacje rownowazno$ci, mianowicie nie jest w ogélnosci tak, ze f = ky dla
pewnej relacji rownowaznosci &~ okre$lonej na A. Jest przeciez jasne, ze przeciw-
dziedzing funkcji kx jest zbior ilorazowy A/~, tymczasem przeciwdziedzing funkcji
f jest podzbior zbioru B, ktéry moze by¢ zadany niezaleznie od zbioru A.

Jednakze w innym, bliskim poprzedniego sensie, kazda funkcja f : A — B jest
wyznaczona przez pewng relacje rownowaznosci na zbiorze A, mianowicie przez
relacje ~;. Ot6z, mozna tatwo znalez¢ jedno-jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy
elementami przeciwdziedziny funkcji k~, (czyli zbiorem ilorazowym A/~) a ele-
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mentami przeciwdziedziny funkcji f (tzn. obrazem f(A)), pozwalajaca ,,utozsamic”
obie przeciwdziedziny. Precyzyjniej zas, majac owa jedno-jednoznaczng odpowied-
nio$¢ w postaci funkcji g : A/~y— B, mozna funkcje f przedstawié¢ jako ztozenie
k~, o g. Innymi stowy, dowolna funkcja f : A — B jest wyznaczona przez re-
lacje réwnowaznosci ~; w nastepujacy sposob: istnieje funkcja réznowartosciowa
g:A/~y— Btaka, ze f =k~ 0g:

TWIERDZENIE 12. Dla dowolnej funkcji f : A — B przeksztatcajgcej zbior A
na zbior B, funkcja g : A/ ~y— B okreslona nastepujgco: dla dowolnego = €

A, g([z]) = f(x), jest bijekcjq oraz k~, 0 g = f:

f

Ao oB

ke, g

[¢] A/Zf

DowoOD. Najpierw wykazmy, ze g jest dobrze okreslona, tzn., ze jej warto$¢ na
danej klasie abstrakcji nie zalezy od wyboru reprezentanta tej klasy abstrakcji.
Niech wiec [z] = [y] dla jakich$ z,y € A. Wéwczas, na mocy Tw. 3(2), = ~¢ y,
zatem z definicji relacji ~¢, f(x) = f(y), stad g([z]) = g([y])-

Aby wykazaé, ze g jest 1-1 zalozmy, ze g([z]) = g([y]). Wowczas z okreslenia
funkcji g mamy: f(z) = f(y), zatem x ~ y, stad [z] = [y]. Aby wykazac, ze g jest
»na’; rozwazmy dowolny b € B. Poniewaz z zalozenia funkcja f jest ,,na”, niech wiec
a € A bedzie taki, ze b = f(a). Lecz g([a]) = f(a). Zatem b = g([a]) i [a] € A/~,
czyli g jest ,,na”. Ostatecznie g jest bijekcja.

Ponadto dla dowolnego z € A, (k~, o g)(x) = g(k~,(z)) = g([z]) = f(z), co
dowodzi, ze k~, 0 g = f. [J

Z dowodu Tw. 12 wynika, ze mozna je sformulowaé¢ w wersji ogélniejszej — roz-
wazajac dowolng funkcje f : A — B, niekoniecznie ,,na”. Wowczas w twierdzeniu
bedzie mowa nie o bijekcji g : A/~— B, lecz o funkcji 1-1. Pozostate wyrazenia
twierdzenia nie ulegna zmianie.

Jasne jest, ze taka funkcja g ustala owa jedno-jednoznaczng odpowiednio$é mie-
dzy przeciwdziedzinami funkcji k~, oraz f, przy czym f =k~ og.

Zakonczymy niniejszy rozdzial uzytecznym w logice formalnej twierdzeniem:

TWIERDZENIE 13. Dla dowolnej relacji zwrotnej i przechodniej R na zbiorze A,
R n R~ jest relacjg rownowaznosci na A.

Relacja < okreslona na zbiorze ilorazowym A/(R~ R™) nastepujgco: dla dowol-
nych x,y € A, [z] < [y] wtw <z,y> € R jest relacjq czesciowo porzadkujgcq.
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DowoDp. Niech R bedzie zwrotna oraz przechodnia na A. Woéwczas dla dowolnego
r € A: <x,x> € R oraz <zx,x> € R~, zatem R n R~ jest zwrotna. Zal6zmy, ze
<z,y>,<y,z> € R n R~ dla jakich§ z,y,z € A. Wowczas <z,y>,<y,z> € R
oraz <y,x>,<z,y> € R. Zatem z przechodniosci relacji R mamy: <z, z> € R oraz
<z,x> € R, czyli <x,z> € R™ i ostatecznie <z,z> € R n R™, co oznacza, ze
R R~ jest przechodnia. W celu wykazania symetrii, zalézmy, ze <z,y>€ RN R™.
Wowczas <z,y> € R oraz <z,y> € R™, zatem <y,x> € R oraz <y,x> € R"™.
Ostatecznie, <y,z>€ Rn R™, tzn. R n R™ jest symetryczna.

Aby dowies¢ drugiej czesci twierdzenia, najpierw wykazmy, ze relacja < jest
dobrze okreslona na zbiorze ilorazowym A/(R n R™), tzn. nie zalezy od wyboru
reprezentantow klas abstrakeji. Niech wiec [z] = [a] oraz [y] = [b] dla pewnych
a,b e A. Wykazemy, ze na mocy definicji relacji < zachodzi: [z] < [y] wtw [a] < [b].
Zalozmy wiec, ze [z] < [y]. Wowcezas z definicji relacji <, <x,y> € R. Poniewaz
z zalozenia, [z] = [a], wiec (Tw. 3(2)) <z,a> € Rn R™~, skad <z,a> € R™, czyli
<a,z> € R. Z przechodniodci relacji R, <a,y> € R. Jednakze rowniez [y] = [b],
czyli <y,b> € R n R~. Stad <y, b> € R. Zatem z przechodnioéci R otrzymujemy:
<a,b> € R, czyli [a] < [b]. Odwrotna implikacje dowodzimy analogicznie.

Rozwazmy dowolny element [z] € A/(R n R™). Wowczas [z] < [z] skoro
<z,x> € R wobec zwrotnosci relacji R. Zatem relacja < jest zwrotna. Zal6zmy, ze
[z] < [y] oraz [y] < [z]. Wowcezas <z, y> € R oraz <y,x> € R, czyli <z,y> € R™~,
zatem <z, y> € Rn R~ astad [z] = [y] (Tw. 3(2)), co dowodzi antysymetrii relacji
<. W celu wykazania przechodniosci relacji < zatozmy, ze [z] < [y] oraz [y] < [z].
Wowczas <z, y> € R oraz <y, z> € R, zatem z przechodniosci R, <x,z> € R, co
daje [z] < [2]. OO



Rozdzial 7. Liczby naturalne

§1. Arytmetyka elementarna

Arytmetyka elementarna jest najprostsza z teorii liczb naturalnych. Ujmuje ona
liczby naturalne bez uwzglednienia dziatan dodawania i mnozenia.

Arytmetyka elementarna jest teoriag I rzedu zdefiniowang aksjomatycznie
w jezyku z jedna pierwotng stala indywidualng ,0” reprezentujaca liczbe zero oraz
jednym pierwotnym l-argumentowym symbolem funkcyjnym ,,s”, reprezentujacym
tzw. operacje nastepnika (ktorej wartoscia na danej liczbie naturalnej jest liczba
nastepna po niej tzn. o jeden wieksza, zwana wlasnie nastepnikiem danej liczby).

Aksjomaty:

(AN1) Va(s(z) #0),
Liczba zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalne;j.

(AN2) VaVy(s(z) = s(y) =z =y),
Dowolne dwie liczby naturalne sg identyczne, jesli ich nastepniki sa identyczne.

(Aksjomat indukeji) [¢(0) A Ya(¢(z) = ¥(s(x)))] = Ve (v(x)),

gdzie ¥(x) jest formula jezyka, w ktorej z jest przynajmniej jedna zmienna wolna,
za$ ¥(0) oraz (s(x)) sa formutami uzyskanymi z 1(x) przez zastapienie kazdego
wolnego wystepowania zmiennej x w 1(z) odpowiednio termami: 0 oraz s(z).
Kazda liczba naturalna x spelnia formule ¢ (z), o ile liczba 0 ja spelnia oraz
jest tak, ze nastepnik dowolnej liczby speknia ¢ (z), ilekro¢ ta liczba ja spelnia.

Aksjomat indukcji, podobnie jak niektore aksjomaty teorii ZFC czy tez pewnik
Cantora, jest schematem dla aksjomatéw, z ktorego uzyskujemy wlasciwy aksjomat
(formute jezyka), wstawiajac w miejsce 1(x) konkretna formule jezyka teorii.

Praktycznie wyprowadzamy przy uzyciu aksjomatu indukcji wszystkie twier-
dzenia arytmetyki elementarnej o postaci: Vz(¢(z)), a wiec stwierdzajace przystu-
giwanie pewnych wlasnosci wszystkim liczbom naturalnym. Moéwimy wowczas, ze
dowody takich twierdzen sa indukcyjne.

Aby dowies¢ indukcyjnie twierdzenia postaci V(i (x)), wykazujemy prawdzi-
wos¢ poprzednika w aksjomacie indukeji dla tej konkretnej postaci formuty ¢ (x).
Twierdzenie V(¢ (z)) otrzymujemy jako nastepnik w tym aksjomacie. Poniewaz
6w poprzednik jest koniunkcja, wykazujemy wiec kazdy z jej cztonéw:
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(1) ¥(0) (tzw. zerowy krok indukcyjny),

(2) Va(d(z) = ¢(s(z)).

Aby dowiesé (2), wybieramy dowolne x oraz zakladamy, ze ¥ (x) (tzw. zalozenie
indukcyjne). Nastepnie dazymy do wykazania: ¢¥(s(z)) (tzw. teza indukcyjna).

Wyprowadzimy, przy uzyciu aksjomatu indukcji, dwa twierdzenia. Pierwsze mo-
wi, ze nastepnik dowolnej liczby naturalnej jest od niej rézny. Drugie, ze jakakolwiek
liczba naturalna rézna od zera jest nastepnikiem jakiejs liczby.

tw. 1. Vz(s(z) # x).

DowoD. Jako ¢(z) ktadziemy w aksjomacie indukcji formute: s(x) # 2. Zastoso-
wanie tego aksjomatu w tym dowodzie bedzie mozliwe po wykazaniu prawdziwosci
dwoéch wyrazen, ktérych koniunkcja jest poprzednikiem aksjomatu indukcji zapisa-
nego dla owej konkretnej formuty ¢ (x). Dowodzimy zatem:

(1) s(0) # 0 (zerowy krok indukeyjny) oraz

(2) Vz(s(z) # = s(s(z)) # s(x)).

Naturalnie (1) jest bezposrednim wnioskiem z (AN1). Aby wykaza¢ (2), za-
tozmy, ze s(x) # x (zalozenie indukcyjne) dla dowolnie wybranego x. Musimy
wykazaé teze indukcyjng postaci s(s(z)) # s(x). Zalézmy nie wprost, ze s(s(x))
= s(z). Wowczas na mocy (AN2), s(x) = z. Sprzeczno$c z zatozeniem indukcyj-
nym. []

tw. 2. Va(z =0 v Jy(z = s(y))).

DowoOD. Krok zerowy: 0 = 0 v 3y(0 = s(y)), jest oczywiscie speiniony.

Zalozenie indukcyjne: z = 0v 3y(z = s(y)), dla dowolnie wybranego, ustalonego
x. Dowodzimy tezy indukcyjnej postaci: s(z) = 0 v Jy(s(z) = s(y)).

Niech zalozenie indukcyjne bedzie prawdziwe w ten sposob, ze © = 0. Wow-
czas s(x) = s(0), wiec Jy(s(zx) = s(y)). Zatem s(z) = 0 v Jy(s(x) = s(y)). Niech
zalozenie indukcyjne bedzie prawdziwe w ten sposob, ze Jy(z = s(y)). Wowczas
dla pewnego a, z = s(a) i konsekwentnie s(z) = s(s(a)), stad Jy(s(z) = s(y)),
a wiec s(z) =0 v Jy(s(z) = s(y)). O

W ogolnosci dla dowolnego zbioru formut domknietych A danego jezyka I rzedu
L, kazda interpretacje dla tego jezyka, w ktorej wszystkie formuty z A sg prawdziwe,
nazywamy modelem dla zbioru formut A. Latwo stwierdzi¢ (poréwnaj dalej tw. 3,
§3), ze dowolny model dla zbioru aksjomatéw danej teorii jest modelem dla tej
teorii. Teoria, ktorej zbiorem aksjomatéw jest A, jest bowiem zbiorem wszystkich
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zdan (formut domknietych) jezyka, ktore wynikaja ze zbioru A, tzn. sa prawdziwe
w kazdej interpretacji, w ktorej prawdziwe sa wszystkie zdania ze zbioru A.

Nietrudno zauwazy¢, ze wszystkie obiekty nazywane termami: 0, s(0), s(s(0)),
s(s(s(0))), . .. (traktowane jako rozne od siebie) i tylko one sa elementami dziedziny
modelu dla arytmetyki elementarnej. W dziedzinie tej wystepuje obiekt 0, ktory
nie jest wartoscia operacji s na zadnym innym obiekcie — prawdziwy jest wiec
w tejze dziedzinie aksjomat AN1 —oraz kazdy z obiektow roznych od 0 jest wartoscia
iluskrotnego ztozenia operacji s na obiekcie 0, przy czym réznokrotne zlozenia
operacji s na 0 daja rozne obiekty. Stad wynika prawdziwos¢ aksjomatu AN2. Aby
lepiej zdac sobie z tego sprawe, rozpatrzmy obiekty dziedziny w kolejnosci, w jakiej
zostaly wyzej zapisane, tzn. w kolejno$ci wzrastania krotnosci ztozenia operacji
s (obiekt s(x) wystepuje bezposrednio za obiektem z). Gdy dwa obiekty z,y sa
rozne od siebie, to jeden z nich, powiedzmy x, wystepuje w owej sekwencji na
prawo od drugiego — y (tzn. jest on wartoscia zlozenia s o wiekszej krotnosci, niz
krotnosé zlozenia, ktorej wartoscia jest obiekt y, w szczegélnosci y moze w ogole
nie by¢ wartoScia owego zlozenia, tzn. moze by¢ 0). Poniewaz s(x), s(y) wystepuja
w sekwencji bezposrednio na prawo od odpowiednio = oraz y, wiec obiekt s(x)
jest ,rownie odlegly na prawo” od s(y), jak x jest ,odlegly” od y. W konsekwencji

Pozostaje wykazanie prawdziwosci aksjomatu indukcji. Niech wiec 1(z) bedzie
formula jezyka arytmetyki elementarnej. Zatézmy, ze w rozwazanej dziedzinie praw-
dziwy jest poprzednik aksjomatu indukcji dla tejze v (x). Zatem obiekt 0 spelnia
formute () oraz prawda jest, ze jakikolwiek obiekt dziedziny spelnia ¥(z), o ile
obiekt bezposrednio go poprzedzajacy w powyzszej sekwencji, spelnia te formu-
te. Zastosujmy ostatnig obserwacje kolejno do kazdego obiektu z sekwencji. Skoro
0 spelnia ¥ (x), a bezposrednio poprzedza obiekt s(0), wiec s(0) spelnia ¥ (x); sko-
ro s(0) spelia 1 (z), a bezposrednio poprzedza s(s(0)), wiec s(s(0)) spelnia ¥ (x),
skoro ... itd. Wniosek: kazdy z obiektow z sekwencji spelnia ¥ (x).

Opisany model arytmetyki elementarnej liczb naturalnych nosi nazwe standar-
dowego (w kwestii niestandardowych modeli zob. np. [9]).

Stosowane zwyczajowo nazewnictwo obiektéw z dziedziny standardowego mo-
delu ma oczywiscie postaé: 1 =g4o5 s(0), 2 =g4es 5(5(0)), 3 =ger s(s(s(0))) itd.

§2. Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem i mnozeniem

Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem jest teorig I rzedu okreslong ak-
sjomatycznie na jezyku arytmetyki elementarnej rozszerzonym o 2-argumentowy
symbol funkcyjny ,+”, interpretowany w modelu standardowym arytmetyki ele-
mentarnej jako operacja ,zwyklego” dodawania.
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Oprocz aksjomatow arytmetyki elementarnej (AN1), (AN2), (Aksjomat induk-
cji) wystepuja tu dwa aksjomaty, nadajace znaczenie symbolowi ,+” :

(AN3) Vy(0 +y =),
(AN4) VaVy(s(z) +y = s(x +v)).

Aksjomaty te okreslaja warto$é operacji dodawania na dowolnych liczbach na-
turalnych (tzn. obiektach modelu standardowego) w sposob nastepujacy: w mysl
tw. 2, §1, kazda liczba naturalna jest badz liczba 0, badz nastepnikiem jakiej$ liczby
naturalnej; (AN3) ustala wartosé¢ operacji dodawania dla ciagu (0,y), gdzie y jest
dowolna liczba naturalna, zas (AN4) okresla warto$¢ tej operacji w pozostalych
przypadkach, a wiec wowczas, gdy pierwszym argumentem operacji dodawania jest
jakakolwiek liczna naturalna rézna od 0 (liczba s(x)) oraz drugim dowolna licz-
ba naturalna y. Aby w mysl (AN4) obliczy¢ wartos¢ operacji dodawania na ciagu
(s(x),y), trzeba wczesniej znaé¢ wartosé tej operacji na ciagu (x,y). Aby ja z kolei
obliczy¢, bierzemy pod uwage (AN3), gdy = = 0, co zakoriczy obliczenie, albo zno-
wu (AN4), gdy = # 0, a wiec ¢ = s(z) dla pewnej liczby naturalnej z. Wowczas
jednak nalezy zna¢ warto$¢ operacji dodawania na ciagu (z,y), a wiec znowu ko-
rzystamy z (AN3), gdy z = 0 (obliczenie skoriczone), badz z (AN4), gdy z # 0 itd.
az do chwili, gdy pierwszy argument operacji bedzie liczba 0, zatem do obliczen
zastosujemy (AN3). Przyktadowo:

wg (aN4) 5(5(0)+5(5(5(0)))) =wg (anay s(s(0+

243 =ug ey 5(5(0)) +s(s(s(0))) =
S(O))) =ug acs 5.

5(s(s(0))))) =wg (ans) s(s(s(s(

Naturalnie wszystkie twierdzenia arytmetyki elementarnej sa twierdzeniami
arytmetyki z dodawaniem, cho¢ nie na odwrot. Arytmetyka z dodawaniem jest
»,bogatsza” teoria, zas§ dowodzenie jej twierdzeni opisujacych operacje dodawania
jest trudniejsze niz dowodzenie twierdzen w arytmetyce elementarnej. Przyktado-
wo wykazemy, ze dodawanie jest operacja przemienna:

tw. 3. VaVy(z +y =y + x).

DowOD. Polézmy ¢(x) := Vy(z +y = y + ). Wowczas dowodzone twierdzenie
jest nastepnikiem aksjomatu indukcji, ktérego poprzednik ma postacé:
(1) Vy(0+y=y+0) AVa[Vy(z +y =y +a) = Vy(s(z) +y =y + s(x))].

Aby wykazaé¢ (1) najpierw indukcyjnie dowodzimy
(2) Yy(0+y=1y+0), tzn. ¢(0).

Potozmy wiec ¢¥(y) := 0+y = y +0. Wowczas (2) jest nastepnikiem aksjomatu
indukcji, ktorego poprzednikiem jest
3) 0+0=04+0AVYy(0+y=y+0=0+s(y) =s(y) +0).
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Naturalnie pierwszy czlon koniunkeji (3) (formuta (0)) jest spelniony. Aby
wykaza¢ prawdziwosé¢ drugiego czlonu, tzn. formuly: Vy(¢¥(y) = ¥(s(y))), wezmy
dowolna liczbe y 1 zalézmy, ze 0 + y = y + 0. Na mocy (AN3) mamy wowczas:
y =y + 0, zatem s(y) = s(y + 0). Stad na mocy (AN4), s(y) = s(y) + 0. Lecz
z drugiej strony, na podstawie (AN3), 0+ s(y) = s(y), zatem 0 + s(y) = s(y) + 0.
W ten sposob wykazalismy (3), a wiec w konsekwencji rowniez (2), czyli wykona-
liSmy zerowy krok indukcyjny w dowodzie twierdzenia.

Aby dowies¢ drugiego czlonu koniunkcji (1), tzn. formuly: Va(é(x) =
¢(s(x))), rozwazmy dowolna ustalong liczbe = oraz zaldézmy
4) Yy(zr+y=y+ux).

Aby wykazac
(5) Vy(s(z) +y=y+s(x)),
polozmy x(y) := s(z) + y = y + s(z). Dowod (5) bedzie wiec indukcyjny. Musimy
wykazaé
(6) s(x)+0 =0+ s(x) (tzn. x(0)) oraz
(7) Vy(s(@) +y =y +s(z) = s(z) +s(y) = s(y) +5(2)) (tzn. Vy(x(y) = x(51))).

Formuta (6) jest oczywistym wnioskiem z (2). Dowodzimy wiec formuly (7).
WezZmy dowolng liczbe y i zatézmy, ze
(8) s(x)+y=y+s(z).

Wowcezas 5(37) + S(y) “na mocy (ANA4) S(.’I? + s(y)) =na mocy (4) S(S(y) + 37)
“na mocy (AN4) S(S(y + 33)) “na mocy (4) S(S(.’L‘ +y)) Tna mocy (AN4) S(S(Z‘) + y)
=na mocy (8) S(y + S(JL‘)) =na mocy (AN4) S(y) + 5(33)

W ten spos6b wykazano prawdziwosé formuly (5), wobec czego rowniez formuty
(1), wiec na mocy aksjomatu indukcji dowodd twierdzenia jest zakoriczony. []

Aksjomat indukcji zazwyczaj wykorzystywany jest dla dowodéw indukcyjnych
w bardziej popularnej postaci, mozliwej do napisania dopiero w jezyku arytmetyki
z dodawaniem:

(©(0) A Va(y(x) = ¢(z +1))) = Va(y(x)).

Traktujemy powyzsze wyrazenie jako twierdzenie, bedace oczywistym wnios-
kiem z formuly (Aksjomat indukcji) oraz twierdzenia:

tw. 4. Vz(s(z) = = + s(0)).

DowoDp. Rozwazmy dowolna liczbe x. Wowczas na mocy tw. 3 oraz (AN4), (AN3)
mamy:  + s(0) = s(0) +z =s(0 +2) = s(z). O

Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem i mnozeniem jest teoria I rze-
du okreslong aksjomatycznie na jezyku arytmetyki z dodawaniem rozszerzonym
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o 2-argumentowy symbol funkcyjny -, interpretowany w modelu standardowym ja-
ko operacja mnozenia.

Aksjomatyka tej teorii zlozona jest z aksjomatéw arytmetyki z dodawaniem
oraz dwoch kolejnych aksjomatow opisujacych operacje mnozenia, analogicznie jak
aksjomaty (AN3), (AN4) opisuja dodawanie:

(AN5) Yy(0-y =0),
(AN6) VaVy(s(z)-y = (z y)+y).

Przez standardowy model dla arytmetyki z dodawaniem i mnozeniem rozumie-
my standardowy model dla arytmetyki elementarnej (opisany w §1), wyposazony
w ,zwykle” operacje dodawania i mnozenia. Istnieja niestandardowe (nieizomorficz-
ne ze standardowym) modele arytmetyki z dodawaniem i mnozeniem (zob. np. [9]),
jednakze ich opis wymaga aparatu pojeciowego teorii modeli, w szczegolnosci tzw.
konstrukcji ultraproduktu, co wykracza poza ramy tej elementarnej monografii.

§3. Pewne metalogiczne wlasnosci arytmetyk liczb naturalnych

Arytmetyka elementarna oraz arytmetyka z dodawaniem réznia sie od aryt-
metyki liczb naturalnych z dodawaniem i mnozeniem bardzo wazna wlasnoscia
metalogiczng: te dwie pierwsze teorie sa zupetne, podczas gdy arytmetyka z doda-
waniem i mnozeniem jest teorig niezupetng. Aby objasni¢ pojecie zupetnosci teorii
I rzedu, wprowadzimy teraz kilka prostych pojeé¢ z teorii modeli oraz podamy pewne
elementarne fakty z tej teorii.

Niech bedzie dany jaki§ jezyk L pierwszego rzedu, w postaci ustalonej listy
predykatéw, symboli funkcyjnych oraz statych indywidualnych.

Dla dowolnego zbioru zdan A (formut domknietych) jezyka £ oznaczmy symbo-
lem Th(A) teorie I rzedu aksjomatyzowana przez zbior A, tzn. Th(A) jest zbiorem
wszystkich zdan « jezyka L, ktore wynikaja ze zbioru A, czyli o € Th(A) wtw dla
dowolnej interpretacji M jezyka L, « jest prawdziwe w M, o ile kazde zdanie § ze
zbioru A jest prawdziwe w M.

Ponadto, dla dowolnej interpretacji M jezyka L, niech Ver(M) oznacza zbior
wszystkich zdan jezyka L, ktére sg prawdziwe w M.

Wedtug powyzszej notacji mamy oczywisty zwiazek: dla dowolnego zdania «,
a € Th(A) wtw dla dowolnej interpretacji M, jesli A € Ver(M), to o € Ver(M).
Stad uzasadnione jest twierdzenie:
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tw. 5. Dla dowolnej interpretacji M oraz zbioru zdan A jezyka L, jezeli A €
Ver(M), to Th(A) € Ver(M).

(Jezeli aksjomaty teorii sq prawdziwe w danej interpretacyi, to kazde twierdzenie
tej teorii jest prawdziwe w tejze interpretacyi; innymi stowy, dowolny model dla
aksjomatow teorii jest modelem dla tej teorii.)

Rozwazmy przypadek: A = Ver(M) dla ustalonej interpretacji M jezyka L.
Na mocy tw. 5 mamy natychmiast: Th(Ver(M)) € Ver(M). Z drugiej strony,
7 definicji teorii Th(B) aksjomatyzowanej przez zbiér zdan B, B € Th(B), zatem
mozna sformutowaé twierdzenie:

tw. 6. Dla dowolnej interpretacji M jezyka £, Th(Ver(M)) = Ver(M).

Zbior wszystkich zdan prawdziwych w danej interpretacji jest wiec teoria (opi-
sujaca strukture relacyjno-algebraiczng tej interpretacji).

Mozna rozwazaé teorie nie tylko pojedynczych struktur relacyjno-algebraicz-
nych, lecz ich klas. Niech K bedzie dowolna klasa (mnogoscia) interpretacji dla
jezyka L. Oznaczmy symbolem Ver(K) zbior wszystkich zdan jezyka £ prawdziwych
w kazdej interpretacji M € K, tzn. Ver(K) = [{Ver(M) : M € K}. Wowczas
mamy:

tw. 7. Dla dowolnej klasy interpretacji K dla jezyka £, Th(Ver(K)) = Ver(K).

Dowo6p. Wystarczy wykazaé inkluzje Th(Ver(K)) € Ver(K). Niech wiec o €
Th(Ver(K)), czyli
(1) YM(Ver(K) € Ver(M) = a € Ver(M)).

Aby wykazacé, ze a € Ver(K) rozwazmy dowolna interpretacje M € K. Wowczas
oczywiscie Ver(K) € Ver(M), zatem na mocy (1), « € Ver(M) i ostatecznie, wobec
dowolnos$ci wyboru interpretacji M z klasy K, otrzymujemy: o € Ver(K). [

DEeFINICJA. Teorie Th(A) nazywamy zupetng, gdy dla dowolnego zdania « jezyka
L, a € Th(A) lub —a € Th(A).

tw. 8. Dla dowolnej interpretacji M jezyka L, teoria Ver(M) jest zupetna.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze dla pewnej interpretacji M, Ver(M) nie jest
zupelna. Wowczas dla pewnego zdania «, a ¢ Ver(M) oraz —«a ¢ Ver(M). Na
podstawie warunku prawdziwosci dla spojnika negacji — : —« € Ver(M) wtw « ¢
Ver(M), otrzymujemy sprzeczno$¢. []
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W ogoélnosci teoria klasy struktur Ver(K) nie musi byé¢ zupelna. Argument
zastosowany w dowodzie tw. 8 oczywiscie nie ,pracuje”’ dla teorii Ver(K). Banalnym
przyktadem jest tu teoria Ver(Ky), gdzie Ko jest klasa wszystkich interpretacji
dla jezyka L. Oczywiscie Ver(Kg) jest zbiorem wszystkich zdan tautologicznych
w jezyku L, za$ w jakimkolwiek jezyku I rzedu wystepuja takie zdania, ze ani one,
ani ich negacje nie sa tautologiami w tym jezyku, zatem Ver(Kg) nie jest teoria
zupeina.

Przykladem teorii niezupelnej (tzn. nie bedacej zupeina) jest teoria ZFC. Oto
na przyklad tzw. hipoteza continuum (zob. §4, Rozdzial 11) jest takim zdaniem
w jezyku ZFC, Ze ani ono ani jego negacja nie nalezg ZFC. Dowodzi sie bowiem po
pierwsze, ze hipoteza continuum jest niezalezna wzgledem aksjomatéow ZFC (tzn.
z nich nie wynika) oraz po drugie, ze dodanie jej do aksjomatow ZFC daje teorie
niesprzeczna, tzn. Th(Ax), gdzie Az jest zbiorem aksjomatoéw ZFC wraz z hipotezg
continuum, jest teorig niesprzeczng. Stad hipoteza continuum nie nalezy do ZFC,
skoro nie wynika z aksjomatéw ZFC, oraz negacja hipotezy continuum nie jest
twierdzeniem teorii ZFC, gdyby bowiem byta, to bytaby réwniez twierdzeniem teorii
Th(Az), skoro ZFC € Th(Ax); wowczas jednak Th(Ax) bylaby sprzeczna.

tw. 9. Dla dowolnego zbioru zdarn A jezyka L oraz interpretacji M dla L takich,
ze A < Ver(M), teoria Th(A) jest zupetna wtw Th(A) = Ver(M).

(Jezeli M jest modelemn dla aksjomatow jakiejs teorii, to teoria ta jest zupetna
doktadnie wtedy, gdy jest teorig struktury z M.)

DowoOD. Zalézmy, ze
(1) A< Ver(M).
(=): Niech
(2) Th(A) jest zupelna,
oraz zaldézmy nie wprost, ze
(3) Th(A) # Ver(M).
Woéweczas z (1) na mocy tw. 5 mamy:
(4) Th(A) < Ver(M),
zatem na podstawie (3) stwierdzamy, iz nie jest tak, ze Ver(M) € Th(A). Niech
wiec a bedzie takim zdaniem, ze
(5) « € Ver(M) oraz
(6) a¢ Th(A).
Wtedy z (2) i (6) otrzymujemy: —a € Th(A), co wraz z (4) implikuje: —a €
Ver(M), a to z kolei oznacza, iz « ¢ Ver(M). Sprzecznosé z (5).
(«<): na mocy tw. 8. [

Dowodzi sie (stosujac metode tzw. skolemizacji zdan, zob np. [9]), ze arytme-
tyka z dodawaniem i mnozeniem nie jest teoria zupeilna. Na mocy tw. 9 oznacza
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to, iz arytmetyka ta jest zbiorem twierdzen réznym od zbioru wszystkich zdan
prawdziwych w jej standardowym modelu. Zatem, skoro na mocy tw. 5 wszystkie
jej twierdzenia sg prawdziwe w standardowym modelu, istnie¢ wiec musza réwniez
zdania, ktore prawdziwe sa w standardowym modelu i ktore twierdzeniami aryt-
metyki nie 83, tzn. nie wynikaja z jej aksjomatéw. Innymi stowy, istnie¢ musi taki
model (niestandardowy) arytmetyki z dodawaniem i mnozeniem, w ktoérym pewne,
w standardowym modelu prawdziwe zdanie, jest falszywe.

Tymczasem okazuje sie, ze arytmetyka elementarna, jak réwniez arytmetyka
z dodawaniem, sa teoriami zupelnymi. Na mocy tw. 9, obie te teorie sa wiec odpo-
wiednio zbiorami wszystkich zdan prawdziwych w swoich modelach standardowych.

§4. Operacja nastepnika w teorii ZFC

Glownym celem niniejszego rozdziatu jest interpretacja arytmetyki elementarnej
w teorii ZFC. Polega ona na wykazaniu, ze kazde twierdzenie arytmetyki elementar-
nej jest twierdzeniem teorii mnogosci ZFC, o ile wezesniej, po pierwsze, ustalono do
jakich zbioréw (opisywanych w ZFC) odnosza sie kwantyfikatory w jezyku arytme-
tyki, czyli jakie zbiory maja by¢ postrzegane jako liczby naturalne, oraz po drugie,
zinterpretowano w ZFC pierwotne pojecia arytmetyki elementarnej: liczbe zero oraz
nastepnik, tzn. okreslono jaki wyrézniony zbiér (wsréd zbioréw okreslonych jako
liczby naturalne) odpowiada stalej 0 oraz jaka operacja na zbiorach (okreslonych
jako liczby naturalne) odpowiada symbolowi funkcyjnemu s.

Naturalnie, aby wykaza¢, ze kazde twierdzenie arytmetyki elementarnej jest
twierdzeniem teorii ZFC, wystarczy wykazaé, ze kazdy aksjomat arytmetyki (po
zinterpretowaniu) jest twierdzeniem ZFC.

Na poczatek zdefiniujmy jednoargumentows operacje S zwang operacja naste-
pnika, okre§long dla wszystkich zbioréw:

DEFINICJA. Dla dowolnego zbioru z, S(x) = z u {z}. To znaczy, Vy(y € S(z) <
(yezvy=ux)).

Nastepnik S(x) zbioru z jest wiec takim zbiorem, ze jednoczesnie z € S(z) oraz

x € S(x).

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnego zbioru x, S(x) jest najmniejszym zbiorem (wzgle-
dem inkluzji) wérod wszystkich zbioréw y takich, ze x € y oraz x S y.

DowOD. Zalézmy, ze x € y oraz x € y. Wowcezas {z} C y, zatem z U {z} S vy,
czyli S(z) cy. O
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Zauwazmy ponadto, ze dla dowolnego zbioru x nie istnieje taki zbiér y, ze x € y
oraz y € S(z). Gdyby bowiem taki y istnial, to byloby: y €  lub y = x, lecz oba
czlony tej alternatywy sa zabronione, na mocy Wnioskéw z odpowiednio Tw. 10,
Rozdzial 2 i Tw. 9, Rozdziatl 2.

Kolejne dwa twierdzenia charakteryzujace operacje S, wskazujg na mozliwosé
jej wykorzystania jako interpretacji symbolu funkcyjnego ,,s” z jezyka arytmetyki:

TWIERDZENIE 2. Vz(S(z) # ).

DowoOD. Oczywisty na mocy definicji operacji nastepnika. []

TWIERDZENIE 3. VzVy(S(z) = S(y) = =z =y).

DowoOD. Zalozmy, ze S(x) = S(y). Poniewaz wedlug Wniosku z Tw. 10, Roz-
dzial 2, wykluczona jest koniunkcja x € y Ay € x, wiec prawdziwa jest alternatywa
x ¢yvy ¢ x Zaldimy, ze x ¢ y. Poniewaz x € S(z), wiec z zalozenia dowodu
uzyskujemy: x € S(y), zatem z € y v x = y, skad = y. Analogicznie postepujemy
przy zaltozeniu, ze y ¢ x. []

Jak wida¢, Tw. 2 jest interpretacja aksjomatu (AN1), o ile zbi6ér pusty uzna-
my za interpretacje statej 0. Naturalnie Tw. 3 jest interpretacja aksjomatu (AN2)
arytmetyki elementarnej. Na uwage zastuguje fakt, ze kwantyfikatory pojawiajace
sie w tych dwoch twierdzeniach odnosza sie do wszelkich zbioréw, zatem réwniez
do tych, ktére pézniej okreslimy jako liczby naturalne.

Ograniczenie kwantyfikacji przy interpretacji aksjomatéw arytmetyki w ZFC
do specjalnej klasy zbioréw, okazuje sie konieczne. Nie oczekujmy bowiem, ze
interpretacja aksjomatu indukcji, w ktorej kwantyfikatory odnoszg sie do wszel-
kich zbioréow oraz interpretacjami 0 i s sy odpowiednio ¢F,S — nawet przy ja-
kim§ rozsadnym ograniczeniu klasy formut (), teraz bedacych formutami jezyka
ZFC — okaze sie twierdzeniem teorii ZFC. Gdyby tak bylo, to kazde twierdze-
nie arytmetyki elementarnej, wedlug tejze interpretacji (ktorej dziedzina jest kla-
sa wszystkich zbioréw), byloby twierdzeniem ZFC. Tak jednakze nie jest. Roz-
wazmy na przyktad tw. 2 (§1), po zinterpretowaniu w postaci: Vz(z = & v
Jy(x = S(y))). Bynajmniej nie jest to twierdzenie teorii mnogosci. Wezmy bo-
wiem pod uwage zbior {{J}}. Wowczas prawda jest, ze {{T}} # & A =y ({{T}}
= S(y)). Gdyby bowiem dla pewnego zbioru y : {{J}} = S(y), to mieliby$my:
y e {{@}}, zatem y = {@}; lecz wowezas S(y) = yoly} = (@} {{@}} = (2. (D]}
i ostatecznie {{@F}} = {F, {T}}, co jest absurdalne.

To, ze kluczowa role w interpretacji arytmetyki elementarnej odgrywa aksjomat
indukcji jest widoczne na podstawie faktu, iz same Twierdzenia 2 oraz 3 nie sg
wystarczajace do uznania, ze jedyng mozliwg interpretacja symbolu ,,s” z jezyka
arytmetyki jest operacja nastepnika S. Gdyby na przyklad interpretowaé¢ 6w symbol
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jako operacje zbioru potegowego P (oraz 0 jako zbior ), z aksjomatow (AN1),
(AN2) otrzymujemy twierdzenia teorii ZFC:

Vo(P(z) # &) (Wniosek z Tw. 7, Rozdzial 1),
VaVy(P(z) = P(y) = = = y) (na mocy Twierdzen 1, 8, 2 z Rozdziatu 1).

W nastepnym paragrafie dokonamy interpretacji aksjomatu indukcji, w ktorej
symbol ,,s” reprezentuje operacje S, uzyskujac z tego aksjomatu twierdzenie ZFC.

Obecnie skupimy uwage na innych wlasnosciach operacji nastepnika, choé¢ nie
wykorzystywanych przy interpretowaniu arytmetyki elementarnej w ZFC, to jed-
nak uzytecznych pézniej, w teorii liczb porzadkowych von Neumanna (Rozdziaty
8 1 9). Okazuje sie, ze w tej teorii operacja sumy | pelni rownie wazna funkcje,
w szczegolnodci zachowuje sie dla niektérych zbioréw w pewnym sensie dualnie
do operacji nastepnika. Podamy wiec obecnie pewne zwiazki miedzy tymi dwiema
operacjami.

TWIERDZENIE 4. [JS(z) =2z v Jz.

Dowop. (<): Niech y € | S(x). Zatem y € z dla pewnego z € v {x}. Niech z € z.
Wowczas y € (Jz. Gdy zas z = z, to y € z. W obu przypadkach y e x U | z.

(2): Zalozmy, ze y € x u | z. Niech y € x. Poniewaz z € S(z), wiec y € | S(z).
Niech y € | Jz. Wtedy y € z dla pewnego z € x. Stad z € S(x), zatem y € | J S(z). OJ

TWIERDZENIE 5. |Jz =z wtw z € S(|Jz).

DowoOD. (=): Zalézmy, ze | Jx = . Wowczas natychmiast 2 € S(|Jz), bo = €
S(x).

(<): Zalézmy, ze x € S(|Jx). Wowczas z € [Jz u {{Jz}. Gdyby z € =, to
x € y dla pewnego y € x, co jest niemozliwe (Wniosek z Tw. 10, Rozdziat 2). Zatem

ze{Jez}, tzn. 2 =Jz. O

TWIERDZENIE 6. z € | Jz witw | S(x) € S(U=).

DowoOD. (=): Zalézmy, ze x € |Jo. Wowczas z v |Jz = o (Tw. 13(3), Roz-
dzial 1). Zatem na mocy Tw. 4, [JS(z) = Jz, a poniewaz |Jz € S(|Jz), wiec
UJS(z) e S(U=).

(<): Zatozmy, ze | S(z) € S(J x). Zatem wedltug Tw. 4, zulJz € S(|Jx), tzn.
zuvlJrzezlubzuJor =z Gdyby zu|Jz ez, toskoro Jz Sz ulJe,
wiec bytoby: z U |Jz € z Uz, co jest niemozliwe (Wniosek z Tw. 9, Rozdzial 2).
Zatem z v |Jz = Jx, co implikuje: z € (Jz. O
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TWIERDZENIE 7. |Jz ez wtw S(Jz) € | S(x)

DowOD. (=): Zalozmy, ze | Jx € x. Wowczas {|Jz} S =, zas ¢ € z u | z, zatem
{Uz} €z uJz. Oczywiscie | Jx € = u | 2. Ostatecznie, | Jz u {Um} czulJe.
Stad, na mocy Tw. 4 oraz deﬁmql nastqpmka S(Jz) s U S(x

(<): Zalozmy, ze S(Uz) € U S(z). Wowczas, poniewaz Ux e S(Ux), wiec
Uz elJS(z), tzn. (Tw. 4) Ux € xqu Zatem | Jz € x lub | Jz € | Jz. Lecz drugi
z czlonow tej alternatywy jest falszywy (Wniosek z Tw. 9, Rozdzial 2). Dlatego
Uzez. O

TWIERDZENIE 8. Dla dowolnego zbioru x, jezeli x = |z, to x nie jest nastepnikiem
zadnego zbioru, tzn. Yy(x # S(y)).

DowoOD. Zalézmy, ze x = | Jx oraz nie wprost, niech z = S(y) dla pewnego
zbioru y. Wowcezas (Jz = |JS(y) = y u |Jy na mocy Tw. 4. Zatem z zalozenia,
x = y v [Jy. Lecz z zalozenia nie wprost, x = y u {y}, skad y € . Wowczas
yeyulJy, co jest niemozliwe. [

Odwrotne twierdzenie w ogolnosci nie jest prawdziwe. Rozwazmy na przy-
klad z = {&,{T}, {{DT}}}. Gdyby =z = S(y) dla jakiegos y, to y musiatby by¢
elementem zbioru z. Lecz S(&F) = {J} # =, S{T}) = {F. {T}} # z, wreszcie
S({{a}}) = {{T}, {{T}}} # x. Zatem z nie jest nastepnikiem zadnego zbioru y.
Natomiast |Jz = {&, {T}} # .

§5. Interpretacja arytmetyki elementarnej w teorii ZFC

Dysponujac operacja nastepnika, jesteSmy w stanie zapisa¢ aksjomat nieskon-
czonoSci w krotszej postaci:
(Az ) Jz(F € x AVy(y ez = S(y) € x)).

Zbior, ktoérego istnienie 6w aksjomat stwierdza, nosi nazwe zbioru indukcyjnego:

DEeFINICJA. Dla dowolnego zbioru z, x jest indukcyjny, gdy & € x oraz Yy(y €
x = S(y) € x).

Zbioér jest wiec indukcyjny, gdy jego elementem jest zbior & oraz gdy jest on
zamkniety na operacje nastepnika.
W ten sposéb uzyskujemy najprostsza posta¢ aksjomatu nieskoriczonosci:

(Az 00)” Jz(x jest indukcyjny).
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Pojecie zbioru indukcyjnego umozliwia wyodrebnienie sposréd zbioréw tych,
ktérych mnogosé stanowic¢ bedzie dziedzine modelu dla aksjomatéw arytmetyki ele-
mentarnej. Zbiory te nazwiemy wiec liczbami naturalnymi. Wtasnie do tych zbioréw
ograniczymy kwantyfikacje interpretujac aksjomaty arytmetyki elementarne;j.

DEFINICJA. Dla dowolnego zbioru x, x jest liczbg naturalng, gdy Vy(y jest induk-
cyjny = x € y) (zbidr jest liczba naturalna, gdy jest elementem kazdego zbioru
indukcyjnego).

Wprost z definicji liczby naturalnej oraz zbioru indukeyjnego otrzymujemy:
TWIERDZENIE 9. Zbior J jest liczbg naturalng.

Mnogos$¢ liczb naturalnych jest zamknieta na operacje nastepnika:
TWIERDZENIE 10. Va(x jest liczba naturalng = S(x) jest liczbag naturalng).

DowoOD. Zalézmy, ze zbidr x jest liczba naturalna, tzn. Vy(y jest indukcyjuy
= x € y). Aby wykazaé, ze S(x) jest liczba naturalna, rozwazmy dowolny zbior
indukcyjny y. Wowcezas z zatozenia, x € y. Zatem z definicji zbioru indukcyjnego
mamy: S(z) € y, co wobec dowolnosci wyboru zbioru y dowodzi, ze S(x) jest liczba
naturalng. []

Wykazemy teraz, ze owa mnogo$¢ liczb naturalnych jest po prostu zbiorem
(tzn. obiektem, ktorego istnienie jest dowodliwe w ZFC). W tym celu rozwazmy
w aksjomacie podzbioréw formule ¢(z) postaci: x jest liczba naturalng. Oznacz-
my symbolem ,,A” jakikolwiek ze zbiorow, ktorych istnienie stwierdza aksjomat
nieskoriczonosci, uzyskujac prawdziwe zdanie: A jest indukcyjny. Wowczas natych-
miast z definicji liczby naturalnej otrzymujemy prawdziwy poprzednik implikacji

(AzZ),,

Va(z jest liczbg naturalng = x € A),

zatem rowniez prawdziwy nastepnik w aksjomacie podzbioréw,
JyVa(z € y < x jest liczbg naturalng),

co w konsekwencji prowadzi do definicji zbioru liczb naturalnych N:

DEFINICJA. Vz(z € N < x jest liczbg naturalng) lub N = {z : z jest liczba
naturalna}.
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Jako bezposredni wniosek z Tw. 9 oraz Tw. 10 uzyskujemy:
TWIERDZENIE 11. N jest indukcyjny.

Dzieki Tw. 11, symbole funkcyjne 0, s wystepujace w aksjomatach arytmety-
ki elementarnej mozemy interpretowaé jako odpowiednio, zbiér J oraz operacja
nastepnika S (skoro @ € N oraz zbiér N jest zamkniety na te operacje). Jest
oczywiste, ze na podstawie Tw. 2 oraz Tw. 3 mamy:

Vre N (S(x) # &), oraz
Vz,y e N (S(z) = S(y) = = =y),

czyli dwa pierwsze aksjomaty arytmetyki elementarnej sa prawdziwe w dziedzinie
N (sa one przeciez prawdziwe w dziedzinie wszystkich zbioréw). Aby wykazaé, ze
aksjomat indukcji jest réwniez prawdziwy w dziedzinie N dowiedZzmy najpierw, iz
zbior liczb naturalnych jest najmniejszym (wzgledem inkluzji) zbiorem indukcyj-
nym.

TWIERDZENIE 12. Vx(x jest indukcyjny = N C x).

DowoOD. Zalézmy, ze x jest indukcyjny. Niech y € N. Skoro wiec y jest liczba
naturalna, to y € =, co dowodzi inkluzji: N € z. [J

Interpretacja aksjomatu indukcji ma postac:

TWIERDZENIE 13. Dla dowolnej formuty 1 (x) jezyka teorii ZFC,
[V(D) AV e N(p(z) = ¢(S(2)))] = Vo € N(i(2)).

DowoOD. Zatézmy, ze
(1) ¥() oraz
(2) Ve N(b(@) = ¥(S(2))).

Wstawmy w aksjomacie podzbioréw (AzZ), jako ¢(z) formule z € N A ¢(x),
uzyskujac poprzednik tego aksjomatu w postaci:
Ve((x € N A Yp(z)) = € N).

Oderwijmy wiec nastepnik:

WVr(x ey < (x e N Ay(z))).
Stad dla pewnego zbioru B,
(3) Vz(x e B (x € N A Y(x))).

Wykazmy, ze B jest zbiorem indukcyjnym. Poniewaz ¢§ € N, wiec na mocy
(1)i (3), & € B. Zalozmy, ze y € B. Wowczas z (3), y € N oraz ¢(y). Zatem
7 zalozenia (2), 1¥(S(y)). Ponadto, skoro y € N, wiec S(y) € N (Tw. 10). Osta-
tecznie z (3), S(y) € B, czyli B jest indukcyjny.
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Zatem na podstawie Tw. 12 otrzymujemy:
(4) NcB.

Aby wiec dowies¢, ze Yo € N(¢(x)) rozwazmy dowolny z € N. Wowczas x € B
na mocy (4), czyli, biorac pod uwage (3), zachodzi ¢ (z). I

Warto podkreslié, ze w interpretacji aksjomatu indukcji jaka jest Tw. 13, nie ma
zadnych ograniczen dla formul ¢ (z). Zastosujmy Tw. 13 w przypadku, gdy formuta
1 (x) nie ma swojego odpowiednika w jezyku arytmetyki elementarnej:

TWIERDZENIE 14. Kazdy element dowolnej liczby naturalnej jest liczbg naturalng,
tzn. Ve € N Vy(ye x = y e N).

DowoOD. Poltozmy 9(z) := Vy(y € x = y € N). Wowczas dowodzone twierdze-
nie jest nastepnikiem implikacji Tw. 13 (aksjomatu indukcji). Udowodnijmy wiec
poprzednik. Formula ¢ (), a wiec formula postaci: Vy(y € & = y € N) jest
naturalnie prawdziwa.

Wezmy dowolne x € N oraz przyjmijmy zalozenie indukcyjne, ze 1(z), tzn.
Vy(ly € = y € N). W celu wykazania, ze prawda jest 1(S(x)), tzn. formuta
postaci: Yy(y € S(z) = y € N), wezmy dowolny y i zalézmy, ze y € S(z). Wowczas
y € xlub y = x. Gdy y € z, to z zalozenia indukcyjnego mamy: y € N, gdy za$
y = x, to oczywiscie y € N (bo x € N). [J






Rozdzial 8. Pojecie liczby porzadkowej

§1. Liczby naturalne a liczby porzadkowe

Oto cztery pierwsze liczby naturalne zapisane wedlug roéznych czterech notacji
w porzadku od najmniejszej do najwiekszej:

, S(D), S(S()), S(S(5(2)))

@, {a}, {D,{a1}, {0, {0} {a.{T}}}
0,1, 2, 3

0, {0}, {0,1},{0,1,2}.

Widag, ze sekwencja czterech pierwszych liczb naturalnych ma nastepujaca wta-
snosc:

(*) Kazdy ze zbiorow tej sekwencji jest zbiorem wszystkich tych i tylko
tych zbioréw, ktore w tej sekwencji sa wczesniej od niego.

Rozszerzmy sekwencje czterech pierwszych liczb naturalnych do nieskoriczo-
nosci:

(1) @, S(@), S(S(D)), S(S(S(D))), ... lub
(1) @, {e}, {@.{a}}, (T, (T {g.{a}}} ...

tak, aby sekwencja ta miala wlasnos¢ (*), tzn. piaty wyraz tej sekwencji jest zbio-
rem dokladnie poprzednich czterech zbioréw, szésty jej wyraz jest zbiorem doktad-
nie pieciu poprzedzajacych zbioréw itd.

Jest oczywiste, na mocy Twierdzen 9 oraz 10, Rozdzial 7, ze kazdy zbiér po-
jawiajacy sie w tejze sekwencji jest liczba naturalng. Nie jest wszakze oczywiste,
ze kazda liczba naturalna (w mys$l definicji teoriomnogosciowej) wystepuje w tej
sekwencji. Jednakze tak wtasnie jest. Innymi stowy, zbiér N jest dziedzing stan-
dardowego (precyzyjniej: izomorficznego ze standardowym) modelu arytmetyki ele-
mentarnej. Zalézmy bowiem, ze tak nie jest. Niech zatem \g € N bedzie zbiorem,
ktory w sekwencji (1) nie wystepuje. Interpretacja teoriomnogosciowa tw. 2, §1,
Rozdzial 7, a wiec zdanie: Vx € N(z = & v Iy € N(xz = S(y))) jest twierdzeniem
ZFC. Poniewaz \g # J, wiec na mocy tego twierdzenia: Ay = S(A;) dla pewnego
zbioru Ay € N. Gdyby A1 wystepowal w sekwencji (1), to rowniez Ao (jako nastep-
nik \;) wystepowalby w tejze sekwencji, a tak nie jest. Zatem A; nie wystepuje
w sekwencji. Zatem znowu \; # & 1 na mocy tw. 2: A\; = S(\2) dla pewnego
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zbioru g € N, ktory nie wystepuje w sekwencji itd. Poniewaz A\ € Mg, A2 € Ay, ...,
wiec sekwencja: Ag, A1, A2, ... jest nieskoniczonym zejsciem zbioru Ag (Rozdzial 2),
co oznacza, ze Ao jest zbiorem nieufundowanym; za$ zgodnie z aksjomatem regu-
larnosci takich zbioréw w ZFC nie ma.

Skoro wiec (1) jest sekwencja wszystkich liczb naturalnych oraz sekwencja ta
ma wlasnosé (*), zatem kazda liczba naturalna jest zbiorem wszystkich liczb natu-
ralnych mniejszych (wczesniejszych) od niej.

Rozwazmy przez chwile jakakolwiek sekwencje zbioréw majaca wlasnosé (*).
Niech A bedzie dowolnie wybranym zbiorem z tej sekwencji. Wowczas zbidr
A ma nastepujaca wlasnosé: dla dowolnego a € A: a € A. Jest tak dlatego, poniewaz
dowolny element a zbioru A (gdy A # &) znajduje sie w powyzszej sekwencji przed
A, zatem kazdy element zbioru a, bedac przed a jest tym samym przed zbiorem A,
tzn. nalezy do A. Zbiér A o takiej wlasnosci nazywamy tranzytywnym.

Jest zatem jasne, ze wlasnosé (*) sekwencji zbioréw implikuje to, ze kazdy ze
zbioréw tej sekwencji jest zbiorem tranzytywnym.

Nietrudno zorientowac sie, ze wlasnosé (*) implikuje ponadto, ze kazdy element
jakiegokolwiek zbioru A z tej sekwencji jest zbiorem tranzytywnym. Jesli bowiem
rozwazymy jaki$ a € A, to przeciez a musi znajdowac sie (przed A) w tej sekwencji,
zatem a jest zbiorem tranzytywnym.

Zbiér tranzytywny, ktérego kazdy element jest zbiorem tranzytywnym nazywa-
my liczbg porzadkowq. Zatem wlasno$c (*) sekwencji zbioréw implikuje to, ze kazdy
ze zbioréw tej sekwencji jest liczbag porzadkows.

Whiosek: kazda liczba naturalna jest liczba porzadkowa (tzn. jest zbiorem tran-
zytywnym oraz kazdy jej element jest zbiorem tranzytywnym — naturalnie drugi
czlon tejze koniunkcji jest réwniez wnioskiem z czlonu pierwszego oraz Tw. 14,
Rozdziat 7).

Powstaje pytanie czy jedynymi liczbami porzadkowymi sg liczby naturalne. Od-
powiemy przeczaco, gdy podamy jakakolwiek sekwencje zbioréw majaca wlasnosé
(*) 1 w ktorej wystapi chociaz jeden zbior niebedacy liczba naturalng.

Aby podac taka sekwencje, zastanéwmy sie najpierw nad warunkami konstrukcji
jakiejkolwiek sekwencji majacej wasnosé (*).

Oto6z, po pierwsze, taka sekwencja zbiorow musi mieé¢ poczatek (pierwszy wy-
raz). Gdyby bowiem go nie miala, to wybierajac dowolny zbior z takiej sekwencji
i uktadajac wszystkie zbiory z tej sekwencji wystepujace przed tym wybranym zbio-
rem w odwrotnej kolejnosci, uzyskaliby$Smy nieskoniczone zejicie, ktore, jak wiado-
mo skadinad (por. Rozdzial 2), nie moze istniec.

Po drugie, pierwszy wyraz takiej sekwencji musi by¢ zbiorem pustym, skoro
pierwszy wyraz jest, jak kazdy, zbiorem, ktérego elementami sg te i tylko te zbiory,
ktore go w sekwencji poprzedzaja, a przeciez zadne zbiory pierwszego jej wyrazu
nie poprzedzaja.
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Po trzecie, dla dowolnego A, jezeli A jest zbiorem wystepujacym w takiej se-
kwencji oraz A nie jest jej ostatnim wyrazem, to bezposrednio nastepujacym po
A wyrazem tej sekwencji jest zbior S(A). Bowiem z definicji operacji nastepnika,
zbior S(A) jest jedynym zbiorem, ktérego elementami sa wszystkie elementy zbio-
ru A oraz sam zbior A. Jesli wiec A nie jest ostatnim wyrazem sekwencji, to po
nim musi w tej sekwencji wystapié¢ zbioér tych i tylko tych zbioréw, ktére go w tej
sekwencji poprzedzaja, a poprzedzaja go w tej sekwencji zbidr A i te zbiory, ktore
sg wczesniej niz A tzn. wszystkie elementy zbioru A.

Po czwarte, jakakolwiek sekwencja skoriczona majaca wiasnosé (*) jest sekwen-
cja poczatkowych n wyrazéw sekwencji (1) dla pewnego n. Jest to oczywisty wnio-
sek z warunkéw drugiego i trzeciego, jakie musi spetniaé¢ konstrukcja jakiejkolwiek
sekwencji zbioréw o wlasnosci (¥*).

Po piate, jakakolwiek sekwencja nieskoriczona o wlasnosci (*) musi ,zawierac”
sekwencje (1) i jezeli nie jest z nia tozsama, to musi ja ,zawiera¢”’ jako swoja po-
czatkowa czes¢ wlasciwa. Jest to wniosek oparty na tych samych argumentach,
na ktérych byt oparty warunek czwarty, tzn. pierwszym wyrazem nieskoriczonej
sekwencji o wlasnosci (*) jest zbior & oraz bezposrednim nastepnikiem jakiegokol-
wiek zbioru A tej sekwencji, ktory nie jest jej ostatnim wyrazem, jest zbior S(A).

Wida¢ wyraznie, ze znajdziemy liczbe porzadkowa niebedaca liczba naturalna
wowczas, gdy skonstruujemy nieskoniczona sekwencje speiajaca (*), ktorej po-
czatkowa czescia wlasciwa jest sekwencja (1) wszystkich liczb naturalnych. Zeby
taka sekwencje podaé, nalezy najpierw okresli¢, jaki to zbiér winien w niej wyste-
powac bezposrednio po wszystkich zbiorach sekwencji (1) i czy w ogodle taki zbior
istnieje. Ot6z zgodnie z warunkiem (*) musi to by¢ zbior tych i tylko tych zbio-
row, ktore wystepuja w konstruowanej sekwencji przed nim, a wiec zbiér, ktorego
elementami sg wszystkie liczby naturalne i tylko one. Krétko méwiac, jest to zbior
liczb naturalnych N. Jezeli NV nie jest ostatnim wyrazem konstruowanej sekwencji,
to naturalnie bezposrednio nastepnym jej wyrazem jest zbior: S(NNV). Sekwencja
nieskoniczona spelniajaca (*), ktorej ostatnim wyrazem jest S(N) ma wiec postac:

g, 5(9), 5(5(2)), 5(5(5(2))), ---» N, S(N).

Oczywiscie zarowno N, jak réwniez S(N) sa liczbami porzadkowymi niebeda-
cymi liczbami naturalnymi.

Jest jasne, ze nie musimy koriczy¢ konstruowanej sekwencji na wyrazie S(N),
lecz mozemy rozwazy¢ nieskoniczona sekwencje o wlasnosci (*) bez ostatniego wy-
razu, postaci:

g, 5(@), 5(5(2)), S(5(5(2))), ..., N, S(N), S(S(N)), S(S(S(N))), ...

ktora wskazuje na nieskoniczenie wiele liczb porzadkowych niebedacych liczbami
naturalnymi.
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Wida¢ wyraznie, ze pojecie liczby porzadkowej jest uogélnieniem teoriomno-
goSciowego pojecia liczby naturalnej. Formalnie zajmiemy sie liczbami porzadko-
wymi w nastepnych paragrafach.

§2. Zbiory tranzytywne

DEFINICJA. Dowolny zbiér & nazywamy zbiorem tranzytywnym, gdy Vy(y € z =
y € x). Zbior jest wiec tranzytywny, gdy kazdy jego element jest jego podzbiorem.

Na mocy definicji inkluzji zbioréw, warunek definiujacy tranzytywnosé zbioru
2 mozna zapisa¢ w postaci: Vy(y € x = Vz(z € y = z € z)) lub rownowaznie:
VyVz((z € y Ay € ) = z € z). Z powodu podobieristwa ostatniej formuty do
warunku przechodnio$ci dla relacji nalezenia do zbioru wywodzi sie nazwa ,tran-
zytywny” — od ang. transitive — przechodni. Czesto w literaturze przedmiotu zbiodr
tranzytywny nazywany bywa przechodnim. Na uzytek tej monografii odréznimy
jednak pojecia zbioru tranzytywnego i zbioru przechodniego.

DEFINICJA. Zbiér x nazwiemy przechodnim, gdy Vy,z,v e x (y€ 2 A 2z € v) =
y € v), czyli gdy relacja nalezenia do zbioru okreslona na zbiorze x jest relacja
przechodnia.

PRzZYKLAD. Zbior {&,{F}, {{T}}} jest tranzytywny, lecz nie jest zbiorem prze-
chodnim. Z drugiej strony, kazdy singleton jest oczywiscie zbiorem przechodnim,
lecz niekoniecznie tranzytywnym, na przyktad singleton: {{f}} nie jest zbiorem
tranzytywnym.

Na podstawie Tw. 14, Rozdzial 7 mamy: Y2 € N(z € N), zatem zbior liczb
naturalnych jest zbiorem tranzytywnym. N jest réwniez zbiorem przechodnim.

W dalszym ciagu okaze sie przydatne rozwazanie pewnych klas czy mnogosci
zbiorow, tzn. takich ,zespotow” zbiorow, ktore zbiorami w teorii ZFC nie sa. Przy-
kladem takiej klasy zbiorow niebedacej zbiorem (jak pozZniej to wykazemy) jest
mnogos¢ wszystkich zbioréw tranzytywnych.

Uogo6lnijmy pojecia tranzytywnosci oraz przechodnio$ci zbioru, aby stosowaly
sie one do dowolnego zespotu zbioréow:

Powiemy, ze klasa zbiorow jest tranzytywna, gdy dowolny ze zbioréw tej klasy
jest taki, iz kazdy jego element jest rowniez zbiorem z tej klasy.

Powiemy, ze klasa zbioréw jest przechodnia, gdy dla dowolnych zbioréw z,y, z
z tej klasy zachodzi: (xtey Ay€ez) = x € 2.
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Rozwazmy dla przyktadu klase wszystkich zbioréw tranzytywnych. Zbior
{3, {T}, {{T}}} (por. przyktad powyzej) jest zbiorem z tej klasy, lecz jego element
{{J}} nie jest zbiorem z tej klasy (tzn. nie jest zbiorem tranzytywnym). Zatem
klasa wszystkich zbioréw tranzytywnych nie jest tranzytywna. Jednakze klasa ta
jest przechodnia:

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnych zbioréw tranzytywnych x,y,z, (t €y Ay € z) =
T EZ.

DowoOD. Niech z € y oraz y € z. Poniewaz z jest tranzytywny, wiec y C z, zatem
rez [

Nastepujace twierdzenie charakteryzuje pojecie zbioru tranzytywnego przy uzy-
ciu operacji P, | J, S:

TWIERDZENIE 2. Dla dowolnego zbioru x nastepujgce warunki sqg rownowazne:
(i) x jest tranzytywny,
ii) z < P(x),

DowoOD. Roéwnowaznosé (i) < (ii) jest bezposrednig konsekwencja definicji zbioru
tranzytywnego.

(i) = (iil): Zalozmy, ze x jest tranzytywny. Niech y € [Jz. Wowczas y € z dla
pewnego z € x. Wtedy z zalozenia z C z, wiec y € x.

(i) = (i): Zalézmy, ze | Jx € z. Niech y € . W celu wykazania, ze y C «
wezmy z € y. Wowcezas z € | x, zatem z zalozenia: z € x.

Rownowaznosé (iii) < (iv) jest bezposrednia konsekwencja Tw. 4, Rozdzial 7
oraz Tw. 13(3), Rozdzial 1. [J

Jest oczywiste, ze zbidr pusty jest zbiorem tranzytywnym. Okazuje sie, ze jest
on elementem kazdego niepustego zbioru tranzytywnego:

TWIERDZENIE 3. Dla dowolnego niepustego tranzytywnego zbioru x : J € x.

DowoD. Niech x bedzie tranzytywny i niepusty. Na mocy aksjomatu regularno$-
ci niech y bedzie elementem minimalnym zbioru z, tzn. y € © oraz y nx = .
7 tranzytywnos$ci zbioru x mamy: y € x, zatem y N x = y. Ostatecznie y = J,
czyli gex. O
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TWIERDZENIE 4. Jezeli x jest tranzytywny, to S(x) jest tranzytywny.

DowoOD. Zalézmy, ze x jest tranzytywny. Na mocy Tw. 2, = | J S(z), lecz « <
S(x), zatem |JS(x) € S(z), cayli znowu wedlug Tw. 2, S(z) jest tranzytywny. O

TWIERDZENIE 5. Jezeli © jest tranzytywny, to | Jx jest zbiorem tranzytywnym.

DowoOD. Zalézmy, ze x jest tranzytywny. Wowczas na mocy Tw. 2, |Jz € =.
Niech y € | Jz. Zatem y € z, skad (Tw. 11(1), Rozdziat 1) y € (Jz, co Swiadczy
o tym, ze | Jz jest zbiorem tranzytywnym. [

TWIERDZENIE 6. Dla dowolnego zbioru tranzytywnego x nastepujgce warunki sqg
rownowazne:

i) Uz ==z,

(i) =eSUa),

(iii) YS(x)e S(U=).

DowOD. Roéwnowaznosé (i) < (ii) zachodzi dla dowolnego zbioru  (Tw. 5, Roz-
dzial 7).

Rownowaznosé (i) < (iii) zachodzi dla dowolnego zbioru tranzytywnego z,
poniewaz wowczas z = | JS(z) (Tw. 2). O

TWIERDZENIE 7. Dla dowolnego zbioru tranzytywnego x,
Uzez wtw S(Jz) € .

DowoD. Jest to bezposredni wniosek z Tw. 7, Rozdzial 7 oraz Tw. 2(i)e(iv). O

§3. Liczba naturalna jako liczba porzadkowa

DEFINICJA. Zbiér = nazywamy liczbg porzgdkowa, gdy = jest tranzytywny oraz
kazdy element zbioru z jest zbiorem tranzytywnym.

TWIERDZENIE 8. Zbior J jest liczbg porzgdkowq.

Dowo6D. Skoro prawdziwa jest formuta Vy(y € @ = y S &), wiec J jest zbiorem
tranzytywnym. Naturalnie rowniez prawdziwa jest formuta Vy(y € & = y jest
tranzytywny). Stad &J jest liczba porzadkowa. []

TWIERDZENIE 9. Vaz(x jest liczbg porzadkowqg = S(x) jest liczbg porzqdkowq)
(Nastepnik liczby porzgdkowej jest liczbg porzadkowa, lub inaczej: klasa liczb po-
rzgdkowych jest zamknieta na operacje nastepnika.)
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Dowobp. Niech x bedzie liczbg porzadkowa. Wobec Tw. 4 wystarczy wykazaé, ze
kazdy element zbioru S(x) jest zbiorem tranzytywnym. Niech y € S(x). Wowczas
y € xluby = z. Gdy y € z, to wobec zalozenia, ze x jest liczba porzadkowa:
y jest tranzytywny. Gdy za§ y = x, to naturalnie y jest tranzytywny, bo x jest
tranzytywny jako liczba porzadkowa. []

Twierdzenia 8 oraz 9 stanowia podstawe do sformulowania twierdzenia, iz kazda
liczba naturalna jest liczba porzadkowa:

TWIERDZENIE 10. Va(x € N = x jest liczbg porzqdkowg).

DowOD. Polozmy w Tw. 13, Rozdzial 7 (interpretacja aksjomatu indukcji dla
liczb naturalnych) formule v (z) postaci: x jest liczba porzadkowa. Wowcezas do-
wodzone twierdzenie jest nastepnikiem tak uzyskanej implikacji. Jej poprzednik:
& jest liczba porzadkowa A Yo € N(z jest liczba porzadkowa = S(z) jest liczba
porzadkowa), jest prawdziwy na mocy Tw. 8 i Tw. 9. [

PRrzYKEAD. Zbior {, {}, {{D}}}, choé tranzytywny, nie jest liczba porzadkows.
Jego element {{}} nie jest bowiem zbiorem tranzytywnym.

Na mocy Tw. 14, Rozdziat 7, zbiér liczb naturalnych N jest tranzytywny, zas
na mocy Tw. 10 kazdy element zbioru N jest tranzytywny, zatem N jest liczba
porzadkowa. Ponadto jest to liczba porzadkowa, ktora nie jest liczba naturalna (bo
N ¢ N).

§4. Warianty definicyjne dla pojecia liczby porzadkowej

Paragraf ten po$wiecimy innym niz definicyjne, lecz rownowaznym mu, sfor-
mutowaniom pojecia liczby porzadkowe;j.

TWIERDZENIE 11. Dla dowolnego zbioru x, x jest liczbg porzqdkowq wtw x jest
tranzytywny i przechodni.

DowOD. (=): Zalozmy, ze x jest liczba porzadkowa. Naturalnie z jest wtedy
zbiorem tranzytywnym. Poniewaz kazdy element zbioru z jest tranzytywny, wiec,
na mocy Tw. 1, z jest zbiorem przechodnim.

(«): Zalozmy, ze x jest zbiorem tranzytywnym i przechodnim. Aby wykazac,
ze kazdy element zbioru x jest tranzytywny, zalézmy, ze
(1) y €z oraz
(2) zey.

Mamy wykazac, ze z € y. Niech wiec
(3) vez.



114 Rozdz. 8. Pojecie liczby porzadkowej

Z tranzytywnosci zbioru x oraz (1) wnosimy, iz y € x, zatem z (2) otrzymujemy:
(4) zeux.

Z (4) i z tranzytywnosci zbioru  mamy: z € z, zatem z (3) uzyskujemy:
(5) veuw.

Ostatecznie z przechodniosci zbioru x, na podstawie (5), (4), (1), (3), (2) wno-
simy, ze v € y. [

Analogicznie jak wtasno$é¢ przechodniosci zbioru, zdefiniujmy jego spojnosc:

DEFINICJA. Zbiér z nazywamy spdjnym, gdy Vy,z € = (y € zv z € y v
Yy =2z).

TWIERDZENIE 12. Dla dowolnego zbioru x, x jest liczbg porzqdkowq wtw x jest
tranzytywny oraz spojny.

DowoOD. (<«): Zalézmy, ze x jest tranzytywny i spojny oraz nie wprost, ze x nie jest
liczba porzadkowa. Wéwcezas istnieje y € x, ktéry nie jest zbiorem tranzytywnym.
Czyli dla pewnego zbioru z mamy:
(1) zeyoraz
(2) 24y

Z tranzytywnosci zbioru x wynika, ze y C x, zatem z (1), z € x, co implikuje:
(3) zcx.

Na mocy (2) istnieje zbior u taki, ze
(4) we 2z oraz
(5) wu¢y. Ponadto
(6) u+#y.

Gdyby bowiem u = y, to z (4) byloby: y € z, co wobec (1) i Wniosku z Tw. 10,
Rozdzial 2, jest niemozliwe.

Namocy (3) i (4), u € x, zatem y, u s3 elementami zbioru z, dlatego ze spojnosci
tego zbioru, wobec (5) i (6) otrzymujemy:
(7) yeu.

Lecz (7), (4), (1) wraz z Wnioskiem z Tw. 10, Rozdzial 2, prowadza do sprzecz-
nosci.

Implikacja odwrotna do udowodnionej, a doktadniej méwiac, zdanie ,liczba po-
rzadkowa jest zbiorem spdjnym”, okaze sie bezposrednim wnioskiem z nastepnych
twierdzen tego rozdziatu (dla dowodu ktoérych Tw. 12 nie jest wykorzystywane). []

Najbardziej istotne poza definicyjnymi, czy tez konstytutywne (w sensie, ktory
za chwile wyjasnimy) dla klasy liczb porzadkowych sa dwa warunki, ktére teraz
podamy w postaci Tw. 13 i Tw. 14:



§4. Warianty definicyjne dla pojecia liczby porzadkowej 115

TWIERDZENIE 13. Va(x jest liczbg porzgdkowg = Yy(y € x = y jest liczbg porzqd-
kowq)) (Kazdy element dowolnej liczby porzqdkowej jest liczbg porzedkowag.)

DowoOD. Niech x bedzie liczba porzadkowa oraz niech y € . Wéweczas y jest zbio-
rem tranzytywnym. Aby dowiesé, ze jest on liczbg porzadkowa, musimy wykazaé,
ze kazdy jego element jest zbiorem tranzytywnym. Niech wiec z € y. Poniewaz
x jest liczba porzadkowa, wiec = jest tranzytywny. Skoro wiec y € z, to y € =,
zatem z € z. Stad z jest tranzytywny jako element liczby porzadkowej. []

TWIERDZENIE 14. Dla dowolnych liczb porzqdkowych x,y,z: (x € y A y € 2) =
T EZ.

DowoOD. Oczywisty na podstawie Tw. 1. []

Oczywiscie Tw. 13 mozna interpretowaé jako stwierdzenie, iz klasa wszystkich
liczb porzadkowych jest tranzytywna; natomiast wedtug Tw. 14, klasa ta jest prze-
chodnia. Obecnie wykazemy, ze klasa wszystkich liczb porzadkowych jest najwiek-
szg tranzytywng i przechodnia klasg zbioréw.

Niech W (z) bedzie formula jezyka ZFC z dokladnie jedng zmienna wolng z, dla
ktorej spetnione sa dwa warunki:

(warl) Vz(W(z) = VYy(y € z = W(y)),
(war2) VYaVyVz(W(x) AW (y) AW(z) => (z€yAry€ez=x€2)).

Predykat 1-argumentowy W reprezentuje wtasno$é¢ przystugujaca zbiorom. We-
dlug (warl) jezeli wlasnosé¢ ta przystuguje danemu zbiorowi, to przystuguje ona
kazdemu elementowi tego zbioru. Wedlug (war2) relacja nalezenia do zbioru € jest
przechodnia na klasie wszystkich takich zbioréw z, ze W(z).

Nigdzie nie zaktadamy, ze istnieje zbior postaci: {z : W (x)}, gdzie W (x) spelnia
(warl), (war2). Jednakze bedziemy mowic o klasie czy mnogosci takich zbiorow x,
ze W(x). Jest jasne, ze wedlug (warl) taka klasa jest tranzytywna, za$ zgodnie
z (war2), klasa zbiorow z takich, ze W (x) jest przechodnia.

Gdyby jednak istnial dla jakiej$ formuty W(x), zbior A = {z : W(z)}, to,
jak widaé¢, (warl) bylby rownowazny stwierdzeniu: Va(z € A = Vy(y € = =
y € A)), czyli Va(z € A = © € A), co jest rownowazne temu, ze A jest zbio-
rem tranzytywnym. Z kolei (war2) jest wowczas rownowazny stwierdzeniu, ze zbiér
A jest przechodni.

W ten sposob, wobec Tw. 11, uzyskalismy przyklad formuly W(z), dla ktorej
zachodzg (warl) i (war2). Wystarczy mianowicie za W (x) przyjaé ,,x € A”, dla
jakiejkolwiek liczby porzadkowej A. W szczegdlnosci wiec, dla liczby porzadkowej
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N = {z : x jest liczba naturalna}. Zatem dla W(x) postaci: ,,z jest liczba na-
turalng”, warunki (warl), (war2) sa prawdziwe (oczywiscie tutaj warunek (warl)
to Tw. 14, Rozdzial 7).

Na mocy Tw. 13 oraz Tw. 14 wida¢, ze dla formuly W(z) postaci: ,,x jest
liczba porzadkowa”, warunki (warl) oraz (war2) sa prawdziwe. Wykazemy, ze klasa
wszystkich liczb porzadkowych, tzn. klasa tych wszystkich x, ze W (z), gdzie W (x)
jest postaci: ,,x jest liczbg porzadkowa”, jest najwieksza ze wszystkich klas zbioréw
x takich, ze W(x), gdzie W jest dowolna wlasnoscia spelniajaca (warl), (war2).
Innymi stowy, wykazemy, ze klasa wszystkich liczb porzadkowych jest najwieksza
tranzytywna i przechodnia klasa zbioréw.

W tym celu wykazujemy, ze dla dowolnej formulty W (x), dla ktorej spelnione
sa (warl), (war2) zachodzi:

(*) Va(W(x) = x jest liczba porzadkowa).
Dowodzimy najpierw, ze
(1) Yz(W(z) = z jest tranzytywny).

Zal6zmy nie wprost, ze dla pewnego z prawda jest, ze W(x) oraz x nie jest
tranzytywny, co oznacza, ze dla pewnego y € x : y & x; zatem istnieje z takie, ze
2z € y oraz z ¢ x. Na mocy (warl) mamy W (y) i konsekwentnie W (z). Wowczas
7z (war2) skoro z € y oraz y € x, wiec z € x. Sprzecznos¢.

Pozostaje dowiesé:

(2) Va(W(z) = Vy(y € z = y jest tranzytywny)).

Zalozmy nie wprost, ze dla pewnych z, y jest tak, ze W(x), y € x oraz y nie jest
tranzytywny. Na mocy (warl) mamy: W(y), zatem dalej rozumowanie przebiega
tak samo jak w dowodzie dla (1) tyle, ze dla zbioru y nie x.

Oczywiscie (1) i (2) bezposrednio implikuja (*).

Warunek (*) ma jednoznaczng wymowe: dowolna klasa zbioréw z takich, ze
W(x), dla W spelniajacego warunki (warl), (war2), a wiec dowolna klasa zbiorow
tranzytywna i przechodnia, jest mnogoscia liczb porzadkowych. Stad oraz na pod-
stawie faktu, ze mnogos$¢ wszystkich liczb porzadkowych sama jest przeciez klasa
tranzytywna i przechodnia, wynika, iz jest ona najwieksza (w sensie zawierania)
sposrod wszystkich tranzytywnych i przechodnich klas zbioréw.

Na podstawie powyzszych rozwazan jasne jest, ze warunki (warl), (war2) cha-
rakteryzuja pojecie liczby porzadkowej w nastepujacy sposob:
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TWIERDZENIE 15. Dla dowolnego zbioru z, z jest liczbg porzgdkowq wtw istnieje
formuta W (z) (z doktadnie jedng zmienng wolng x) spetniajgca (warl), (war2) taka,
ze zachodzi W (z).

DowOD. (=): na mocy Tw. 13, Tw. 14 (W (z) ma postaé: ,,x jest liczba porzad-
kowa”).
(«<): na mocy (*). O

Inaczej méwiac, to wiasnie Twierdzenia 13, 14 konstytuuja pojecie liczby po-
rzadkowej, w takim oto sensie: mozemy je traktowac¢ jako aksjomatyczng definicje
klasy liczb porzadkowych (precyzyjniej — predykatu ,jest liczba porzadkowa”).

Okazuje sie, ze te definicje mozna zmodyfikowaé¢, analogicznie jak Tw. 12 jest
modyfikacja charakterystyki pojecia liczby porzadkowej podanej w Tw. 11, tzn. za-
mieni¢ Tw. 14 (warunek (war2)) mowiace, ze klasa wszystkich liczb porzadkowych
jest przechodnia, na warunek stwierdzajacy, ze klasa wszystkich liczb porzadko-
wych jest spojna. Wezedniej naturalnie nalezy uogdélnié pojecie spojnosci zbioru do
pojecia sp6jnosci dowolnej mnogosci zbioréw:

powiemy, ze klasa (mnogo$¢) zbiorow jest spdjna, gdy dla dowolnych zbiorow
x,y z tej klasy zachodzi: x € y lub y € x lub x = y.

W dalszym ciagu (lecz dopiero w §6), udowodnimy, ze Tw. 13 i Tw. 14 implikuja
spojnosé klasy wszystkich liczb porzadkowych. W dowodzie tym wymagane jest
zastosowanie jednego z najwazniejszych twierdzen teorii liczb porzadkowych, jakim
jest twierdzenie o indukcji pozaskoriczonej (ktoremu wobec tego wezesniej musimy
poswieci¢ uwage (§5)). Twierdzenie to jest bezposrednia konsekwencja Twierdzen
13, 14.

Natomiast obecnie pokazemy, ze spdjno$¢ dowolnej klasy zbioréw implikuje
przechodnio$¢ tej klasy:

TWIERDZENIE 16. Warunek:
(war3) VaVy(W(z) AW(y)) = (xeyvyexva=y))
implikuje warunek (war2).

DowoOD. Zalozmy (war3) oraz nie wprost, ze (war2) nie zachodzi, czyli dla pewnych
zbioréw x,y, z takich, ze W (z), W(y), W(z) mamy:
(1) zey,
(2) yez,
Woéwczas zachodzi réwniez
4) z # 2.
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Gdyby bowiem x = z, to na mocy (2) byloby: y € x, co wraz z (1) i Wnioskiem
z Tw. 10, Rozdziat 2, daloby sprzecznosé.

Na mocy (war3) z (3) i (4) otrzymujemy: z € x co wraz z (1) i (2) daje cykl:
T € y € z € x, zabroniony na mocy Wniosku z Tw. 10, Rozdziat 2. []

§5. Twierdzenie o indukcji pozaskonczonej

Dla klasy zbioréw x takich, ze W (x), gdzie W (z) spelnia (warl), (war2), oraz dla
dowolnej formuly ¢(x) jezyka ZFC z przynajmniej jedna wolng zmienng
x zachodzi twierdzenie:

(**) Va[W(z) = (Vy(y € = = ¢(y)) = ¢(2))] = Va(W(z) = ¢(z))

(jezeli dla dowolnego zbioru z z tej klasy zachodzi ¢(x), o ile ¢ jest spelnione
dla kazdego elementu zbioru x, to ¢(x) zachodzi dla wszystkich z z tej klasy).

Intuicyjnos¢ tego twierdzenia jest widoczna w przypadku, gdy ograniczymy je
do klasy (zbioru) liczb naturalnych:

(**N) Vz[ze N = (Vy(y ez = &(y)) = ¢(z))] = Vz(z € N = ¢(z)).

Ograniczymy sie do udowodnienia twierdzenia (**) dla jednej postaci formuty
W(x) : = jest liczba porzadkowa, czyli dla najwiekszej klasy zbioréw x takich, ze
W (x), dla W(x) spelniajacego (warl), (war2). Korzystac¢ bedziemy w tym dowodzie
wylacznie z Tw. 13 i Tw. 14, czyli z warunkow (warl) i (war2) dla tej specjalnej
postaci formuly W(z). Kazdy tatwo odtworzy dowdd ogoélnego twierdzenia (**)
w oparciu o te warunki, na podstawie ponizszego dowodu.

TWIERDZENIE O INDUKCJI POZASKONCZONEJ.
Va[x jest liczbg porzqdkowg = (Vy(y € x = ¢(y)) = ¢(z))] =
Va(z jest liczbg porzadkowg = ¢(x)).

DowoOD. Zalézmy poprzednik dowodzonej implikacji oraz nie wprost niech a bedzie
taka liczba porzadkowa, ze —¢(a). Na mocy aksjomatu podzbioréw, skoro prawda
jest:
Ve((z € a A —¢(x)) = x € a), wiec
IyVz(z ey < (z € a A —¢(x))).
Zatem niech b bedzie takim zbiorem, ze
(1) Ve(zeb<e (z€an—¢(x))).
Woéwczas oczywiscie:
(2) b# & wtw Jy(y € a A —~¢(y)).
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Z zalozenia, poniewaz a jest liczba porzadkowa, wiec: Vy(y € a = ¢(y)) = ¢(a).
Jednakze —¢(a), zatem Jy(y € a A —¢(y)), co na mocy (2) daje: b # . Niech
wiec na mocy aksjomatu regularnoéci, ¢ bedzie elementem minimalnym zbioru b.
Wowczas z (1) mamy:

(3) c€a oraz
(4) —o(0).

Poniewaz a jest liczba porzadkowa, wiec na mocy (3) oraz Tw. 13, ¢ jest réwniez
liczba porzadkowa. Zatem na mocy zalozenia oraz (4), postepujac analogicznie jak
poprzednio dla liczby porzadkowej a, otrzymujemy:

(5) Jy(y e cn—o(y)).

Mamy wiec d takie, ze
(6) de€ coraz
(7) —6(d).

Na mocy (6) i Tw. 13, d jest liczba porzadkowa, zatem wedtug (3),(6) i Tw. 14,
d € a. Ostatecznie na mocy (7)1 (1), d € b, czylid € cnb, skad cnb # &, co
jednak jest niemozliwe, bo ¢ jest elementem minimalnym zbioru b. []

§6. Spojnosé relacji € oraz relacja inkluzji dla liczb porzadkowych

Jedna z waznych konsekwencji twierdzenia o indukcji pozaskonczonej, a wiec
konsekwencji Tw. 13 i Tw. 14, jest wlasno$¢ spéjnosci relacji € na klasie liczb
porzadkowych; innymi stowy, klasa wszystkich liczb porzadkowych jest spojna:

TWIERDZENIE 17. Dla dowolnych liczb porzqdkowych x,z, xt =z v x €z v z € x.

DowOD. Dowodzimy formuty:
Vz[x jest liczba porzadkowa = Vz(z jest liczba porzadkowa = (r = zvzezvze
)],
korzystajac z twierdzenia o indukcji pozaskonczonej, gdzie formuta ¢(z) jest po-
staci:
(1) Vz(z jest liczba porzadkowa = (x = z vz € 2z v 2z € x)).

Wystarczy wiec wykazaé¢ poprzednik w twierdzeniu o indukcji pozaskoriczone;j:
Va[x jest liczba porzadkowa = (Vy(y € x = &(y)) = o(z))]-

Zatézmy wiec, ze x jest liczba porzadkows oraz
(2) Vy(yez = o(y)).

Mamy wykazaé, ze ¢(x). W tym celu zapiszmy ¢(x) z (1) w postaci:
(3) Vz(z jest liczbg porzadkowa = ¥(z)),
gdzie ¥(z) == x =z v € zv ze€ x Lecz (3) jest nastepnikiem w twierdzeniu
o indukcji pozaskoriczone]j postaci:
(4) Vz[z jest liczba porzadkowa = (Vy(y € z = ¥(y)) = ¥(z))] =

Vz(z jest liczba porzadkowa = (2)).
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Aby zatem uzyska¢ (3), dowiedzmy poprzednik implikacji (4), tzn. wykazujemy:
(5) Vz[z jest liczba porzadkowa = (Vy(y € z = ¥(y)) = ¥(z))].

Zatézmy zatem, ze z jest liczba porzadkowsq oraz
(6) Vy(yez=¢(y)).

Aby wykaza¢ ¢(z), czyli formule: x = 2 v x € 2z v 2z € x, zalézmy, Ze © # 2.
Woéwczas, na mocy Tw. 2, Rozdzial 1:

(7)) vEzvzda.

Niech alternatywa (7) bedzie prawdziwa w ten sposob, iz x & z jest prawdziwe.
Wowczas dla pewnego ¢ mamy
(8) cex oraz
(9) cé¢=z.

Z (8) i (2) mamy natychmiast: ¢(c). Stad (zob. postac¢ (1)), odlaczajac kwan-
tyfikator dla wzietej wczesniej liczby porzadkowej z, mamy: c =z v ce z v z € c.
Zatem na mocy (9), ¢ = z lub z € ¢. Niech ¢ = 2. Wowczas z (8) otrzymujemy:
z € z, skad konsekwentnie: x € z v z € z. Niech teraz z € c. Na mocy (8) oraz
Tw. 13, ¢ jest liczba porzadkowa, zatem z € = zgodnie z (8) i Tw. 14. Konsekwent-
nie, x € z v z € .

Teraz wykazujemy, ze x € z v z € x zakladajac drugi czton alternatywy (7).
Woéwczas dla pewnego d,

(10) de€ z oraz
(11) d ¢ x.

Na mocy (10) i (6) mamy: ¢(d), tzn. c =dveedvdex. Z (11), = =d lub
2 € d. Niech x = d. Woéwczas z (10), x € z, co daje alternatywe: = € z v 2 € x.
Niech teraz x € d. Poniewaz z jest liczba porzadkowa, wiec na mocy Tw. 13 oraz
(10), d jest liczba porzadkowa. Zatem na mocy Tw. 14 oraz (10), x € z, co znowu
prowadzi do: z € z v zex. []

Jest oczywiste, ze Tw. 17 mozna wzmocni¢ do stwierdzenia:
dla dowolnych liczb porzedkowych x,z, albo x = z albo x € z albo z € x,

tzn. doktadnie jeden z cztonéw alternatywy z Tw. 17 jest prawdziwy dla dowolnych
liczb porzadkowych z, z.

Jest jasne, ze nie tylko Tw. 13 i Tw. 14 implikuja Tw. 17, lecz ponadto, na mocy
Tw. 16 zastosowanego dla predykatu W postaci ,,jest liczbg porzadkows”, Tw. 17
implikuje Tw. 14. Oznacza to, ze koniunkcja Twierdzen 13, 14 (tzn. aksjomatyczna
definicja liczby porzadkowej) jest rownowazna koniunkcji Twierdzen 13, 17.

Skadinad jest rowniez oczywiste, ze dowod Tw. 17 w oparciu o Twierdzenia 13,
14 (posrednio w oparciu o twierdzenie o indukcji pozaskonczonej) mozna przetozyé
na dowéd warunku (war3) z Tw. 16 w oparciu o warunki (warl), (war2) (posrednio
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w oparciu o twierdzenie (**)). Skoro wiec warunki (warl), (war2) implikuja (war3),
to stosujac te warunki dla fomuly W (z) postaci: « € A, uzyskujemy twierdzenie:

dowolny zbior tranzytywny i przechodni jest zbiorem spojnym,
skad, na mocy Tw. 11, uzyskujemy implikacje:

dowolna liczba porzqgdkowa jest zbiorem spojnym — por. Tw. 12 i uwage po pierw-
szej czesci jego dowodu.

Jedna z konsekwencji aksjomatu regularnodci jest to, ze relacja € na mnogosci
liczb porzadkowych (skoro na klasie wszystkich zbior6w) ma wlasnosé przeciw-
zwrotno$ci. Tw. 14 wskazuje na wlasno$é¢ przechodniosci. Stad, wedtug Tw. 6(1),
Rozdzial 3, relacja, w jakiej sa dwie liczby porzadkowe x,y wowczas, gdy x € y
v x =y, jest stosunkiem o wtasnosciach czesciowego porzadku. Okazuje sie, iz 6w
stosunek jest po prostu relacja inkluzji:

TWIERDZENIE 18. Dla dowolnych liczb porzqdkowych z,y : (z € y lub xz = y) wtw
z C y (inaczef: x € S(y) & = C y).

Dowobp. Niech z,y beda liczbami porzadkowymi.

(=): Zalozmy, ze x € y lub = = y. Niech z € y. Poniewaz y jest tranzytywny,
wiec z € y. Gdy za$ x = y, to naturalnie x < y.

(«): Zalozmy, ze x C y oraz nie wprost niech x ¢ y oraz x # y. Z Tw. 17 mamy
natychmiast: y € x. Poniewaz x jest tranzytywny, wiec y € x, co wraz z zalozeniem
prowadzi do réwnosci: = y. Sprzecznosé. [

WNIOSEK. Dla dowolnych liczb porzgdkowych x,y, = €y witw (x Sy Az #y).

Dowobp. Niech z,y beda dowolnymi liczbami porzadkowymi.

(=): Zalozmy, ze x € y. Wowczas z Tw. 18: x € y. Oczywiscie x # y. Gdyby
bowiem x = y, to byloby: x € z, co jest niemozliwe.

(«): oczywisty na mocy Tw. 18. [

Na podstawie Tw. 17 i Tw. 18 jasne jest, ze relacja inkluzji ograniczona do
klasy wszystkich liczb porzadkowych ma wtasnosé spéjnosci: dla dowolnych liczb
porzadkowych z,y : = € y lub y € x lub z = y. Jak widaé, relacja € na klasie
wszystkich liczb porzadkowych jest liniowo porzadkujaca. Ponadto, okazuje sie,
ze klasa wszystkich liczb porzadkowych z relacja inkluzji ma wtasnosé dobrego
uporzadkowania, co bedzie pokazane w kolejnym paragrafie.
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§7. Najmniejsza liczba porzadkowa x taka, ze ¢(x)

Rozwazmy dowolng formule ¢(z) jezyka ZFC, w ktorej x jest zmienng wolng
oraz wszystkie te liczby porzadkowe z, dla ktorych spelnione jest ¢(z). Gdyby ist-
nial zbior: A = {z : x jest liczba porzadkowa A ¢(x)}, woéwczas najmniejszy element
w zbiorze czesciowo uporzadkowanym <A, &> nazwaliby§my zasadnie najmniejsza
liczba porzadkowa x taka, ze ¢(x). W ogdlnosci nie mamy gwarancji istnienia ta-
kiego zbioru A dla dowolnej formuly ¢(z) (np. gdy ¢(x) ma postaé ,x jest liczba
naturalng”’, to zbiér A istnieje, jest nim zbior N). Jednakze pojecie najmniejszej
liczby porzadkowej x takiej, ze ¢(x) mozna wystowi¢ niezaleznie od istnienia owe-
go zbioru A, podajac stosowne warunki definicyjne dla najmniejszego elementu
w zbiorze czesciowo uporzadkowanym:

DEFINICJA. Niech ¢(z) bedzie dowolng formuly jezyka ZFC, w ktorej = jest
zmienng wolna. Méwimy, ze liczba porzadkowa g jest najmniejszq liczbg porzad-
kowq x takg, zZe ¢(x) wtw ¢(zo) A Vy[(y jest liczba porzadkowa A ¢(y)) = xo € y].

TWIERDZENIE 19. Niech xq bedzie dowolng liczbg porzgdkowq oraz ¢(z) — formutq.
Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(i) o jest najmniejszq liczbg porzgdkowq x takg, ze ¢(x),
(il) P(xo) A Yy[(y jest liczbg porzadkowg A y # x0 A $(Yy)) = x0 € Y],
(iii)  @(zo) A Yy(y € zo = —0(y)).

DowoOp. (i) = (ii): Zalozmy, ze xo jest najmniejsza liczba porzadkowa z taka,
ze ¢(x). Wowcezas naturalnie mamy: ¢(xzg). Zalézmy, ze y jest liczbg porzadkowa
taka, ze y # xo oraz ¢(y). Wowczas z zatozenia, z¢ S y i konsekwentnie na mocy
Tw. 18, zp € y lub x¢g = y. Poniewaz z zalozenia drugi czlon alternatywy nie
zachodzi, wiec z( € y.

(ii) = (i): Zal6zmy (ii) oraz niech y jest liczba porzadkows taka, ze ¢(y). Oczy-
wiscie xg = y lub zg # y. Gdy xg = y, to naturalnie z¢y € y. Gdy za§ xg # y, to
na mocy (ii), o € y. Zatem wedlug Tw. 18, zo C y.

(ii) = (iii): Zalézmy (ii) oraz nie wprost niech dla pewnego yo : yo € o
oraz ¢(yo)- Skoro yo € xg zas xg jest liczba porzadkowa, wiec yg jest rowniez liczba
porzadkowa. Poniewaz xg # yo (xo = yo implikuje yo € yo, co jest niemozliwe), wiec
na mocy (ii), g € yo. Istniatby zatem cykl: zq¢ € yo, yo € o, co jest niemozliwe.

(iii) = (ii): Zalozmy (iii). Wezmy liczbe porzadkowa y taka, ze y # xo oraz ¢(y).
Gdyby y € xo, to na podstawie (iii) byloby: —¢(y). Zatem y ¢ (. Ostatecznie, na
mocy Tw. 17, zgey. O
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TWIERDZENIE 20. Dla dowolnej formuly ¢(x) istnieje co najwyzej jedna naj-
mniejsza liczba porzgdkowa x taka, zZe ¢(x).

Dowobp. Zatézmy, ze xg, 1 s3 najmniejszymi liczbami porzadkowymi z takimi,
ze ¢(x). Wowczas z definicji najmniejszej liczby porzadkowej x takiej, ze ¢(x)
otrzymujemy:
(1) é(zo) A Yy(y jest liczba porzadkowa A ¢(y) = xo € y) oraz
(2) @(z1) A Yy(y jest liczba porzadkowa A ¢(y) = x1 S y).

Woweczas z (1) mamy: zg € 1, z (2) za§: x1 € xg. Ostatecznie z¢ = z1. [

Fakt, ze relacja inkluzji jest na klasie wszystkich liczb porzadkowych relacja
liniowo porzadkujaca, oraz ponizsze twierdzenie, $wiadcza o tym, iz klasa ta jest
przez relacje inkluzji dobrze uporzadkowana.

TWIERDZENIE 21. Jezeli istnieje liczba porzqdkowa x, dla ktdrej zachodzi ¢(x), to
istnieje najmniejsza liczba porzedkowa x taka, ze ¢(x).

Dowodbp. Udowodnimy transpozycje: jezeli nie istnieje najmniejsza liczba porzadko-
wa x taka, ze ¢(z), to Y (x jest liczba porzadkowa = —¢(x)). Zaldézmy wiec, ze nie
istnieje najmniejsza liczba porzadkowa =z taka, ze ¢(x), co na mocy
Tw. 19(i)<(iii) oznacza, iz —3z[x jest liczbg porzadkowa A ¢(x) A Yy(y € x =
=¢(y))], rownowaznie:

(1) Vz[(z jest liczba porzadkowa A ¢(z)) = Jy(y e z A o(y))].

Nastepnik dowodzonej implikacji jest, jak widaé, rowniez nastepnikiem w twier-
dzeniu o indukcji pozaskoriczonej dla formuly ze zmienna wolng x postaci: —¢(x).
Wystarczy wiec pokaza¢ nastepujacy poprzednik w tym twierdzeniu:

(2) Vz[z jest liczba porzadkowa = (Vy(y € x = —¢(y)) = —¢(x))].

Zal6zmy nie wprost, ze (2) nie zachodzi. Wowczas dla pewnej liczby porzadko-
wej ro mamy:

(3) Vy(y € 20 = —¢(y)) oraz
(4) o(xo).

Wtedy z (1) oraz (4) otrzymujemy: 3y(y € zo Ad(y)). Stad dla pewnego a, a € xg

oraz ¢(a) co daje sprzecznosé z (3). O

Jako przyklad zastosowania pojecia najmniejszej liczby porzadkowej x takiej,
ze ¢(x) udowodnimy nastepujace

TWIERDZENIE 22. Zbidr & jest najmniejszq liczbg porzadkowq (precyzyjnie choé
przesadnie: zbior & jest majmniejszq liczbg porzedkowq x takg, Ze x jest liczbg
porzadkowa).
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DowoODp. Na mocy Tw. 8 oraz definicji najmniejszej liczby porzadkowej x takiej,
ze ¢(x), gdzie ¢(x) ma postaé: x jest liczba porzadkowa. [

TWIERDZENIE 23. Yz (x jest liczbg porzedkowg A x # & = O € z).

DowoDn. Na podstawie Tw. 3 lub na podstawie Tw. 22 i Tw. 19(i)<(ii). O



Rozdzial 9. Zbiory liczb porzadkowych. Liczby po-
rzadkowe izolowane i graniczne

§1. Kresy wzgledem < dowolnego zbioru liczb porzadkowych

Poswiecimy teraz uwage przede wszystkich kratowym wlasno$ciom klasy wszyst-
kich liczb porzadkowych. Wedtug Tw. 14, Rozdzial 5, kazdy zbiér dobrze uporzad-
kowany z elementem najwiekszym jest krata zupelna. Naturalnie nie zamierzamy
twierdzi¢, ze klasa wszystkich liczb porzadkowych wraz z relacja inkluzji jest krata
zupelna, i to nie tylko z tego powodu, ze klasa ta nie jest zbiorem (mozna by prze-
ciez, wykraczajac poza teorie ZFC, odpowiednio uog6lnié¢ pojecie kraty zupetne;j,
aby stosowalo si¢ ono do wszelkich mnogo$ci zbiorow), lecz dlatego, iz w klasie
wszystkich liczb porzadkowych nie ma elementu najwiekszego, tzn. nie ma takiej
liczby porzadkowej, w ktorej kazda liczba porzadkowa sie zawiera. Gdyby bowiem
taka liczba istniala, to jej nastepnik, bedacy na mocy Tw. 9, Rozdzial 8 liczba po-
rzadkowa, zawieralby sie w niej, zatem, wobec przeciwnej inkluzji, bytby jej réwny,
co jest niemozliwe.

Jednakze pokazemy, ze dla dowolnego niepustego zbioru (nie jakiejkolwiek
munogosci, lecz wlasnie zbioru) liczb porzadkowych, w klasie wszystkich liczb po-
rzadkowych uporzadkowanej relacja inkluzji istnieja jego kresy dolny i goérny, tzn.
wykazemy, ze dla dowolnego niepustego zbioru z liczb porzadkowych istniejg takie
liczby porzadkowe a, b, ze

Vye z, acy,
Vz[z jest liczba porzadkowa = ((Vyez, z S y) =2 S a)],
(wtedy wiasnie a = inf 2z) oraz

Vyez, y<b,
Vz[z jest liczba porzadkowa = ((Vyez, y S x)=bC x)]
(wtedy b = sup z2).

Rozwazmy dowolny niepusty zbioér z liczb porzadkowych oraz formute ¢(x) po-
staci: x € z. Wowczas na mocy Tw. 21, Rozdzial 8 istnieje najmniejsza liczba
porzadkowa x taka, ze = € z, czyli najmniejsza liczba porzadkowa w zbiorze z.
Na mocy Tw. 20, Rozdzial 8 wprowadzmy jednoargumentowa operacje nlp przy-
porzadkowujaca kazdemu niepustemu zbiorowi z liczb porzadkowych najmniejsza
liczbe porzadkows w zbiorze z. Wowczas z definicji najmniejszej liczby porzadkowej
x takiej, ze ¢(x) mamy: nlp(z) € z oraz Yy € z, nlp(z) € y, co natychmiast prowadzi
do konkluzji: nlp(z) = inf z.
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Jest oczywiste na podstawie Tw. 23, Rozdzial 8, ze w przypadku, gdy z jest
liczba porzadkowa (niepusta), nip(z) = &.

Uwaga. Wprowadzamy operacje nlp w celu zaznaczenia, ze term ,,nlp(z)” nazywa
pewny liczbe porzadkowa. Mozna by nie wprowadza¢ do teorii tej operacji, lecz
wyraza¢ najmniejsza liczbe porzadkowa w danym zbiorze w inny, skadinad znany
spos6b. Mianowicie, skoro nlp(z) € z, wiec na mocy Tw. 18(1), Rozdzial 1, [z &
nlp(z). Skoro za$ Yy € z, nlp(z) C y, to zgodnie z Tw. 18(2), Rozdzial 1, nlp(z) <
() 2. Ostatecznie nlp(z) =) 2.

Naturalnie dla dowolnego niepustego zbioru z liczb porzadkowych (w szcze-
golnosci dla niepustej liczby porzadkowej), zbior czesciowo uporzadkowany <z, &>
jest dobrze uporzadkowany (dla dowolnego niepustego y € z, nlp(y) jest elementem
najmniejszym w <y, &>).

Zwroémy jeszcze uwage na to, iz operacja nlp ma, na mocy Tw. 19(i)<(iii),
Rozdziat 8, nastepujaca whasnosé: nlp(z) € z AVy(y € nip(z) = y ¢ 2), co §wiadczy
o tym, iz nlp(z) jest elementem minimalnym zbioru z. Co wiecej, jak mowi o tym
nastepne twierdzenie, jest to jedyny element minimalny zbioru z:

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnego niepustego zbioru z liczb porzgdkowych oraz dowol-
nej liczby porzadkowej y, y jest elementern minimalnym zbioru z wtw y = nlp(z).

DowoOD. Niech z bedzie zbiorem liczb porzadkowych oraz y — liczba porzadkowa.
(=): Zalézmy, 7e
(1) y ez oraz
(2) ynz=d.
Rozwazmy dowolny x € z. Wowczas z (2): x ¢ y. Stad, poniewaz x,y sa liczba-
mi porzadkowymi, na mocy Twierdzeri 17 i 18, Rozdzial 8, otrzymujemy: y < .
Ostatecznie, wobec (1) i dowolnosci wyboru zbioru x ze zbioru z, y = nlp(2).
(«): oczywisty. [

Aby opisa¢ kres gérny dowolnego zbioru liczb porzadkowych, rozwazmy sume
tego zbioru:

TWIERDZENIE 2. Suma dowolnego zbioru liczb porzgdkowych jest liczbg porzqd-
kowag.

DowoOD. Niech z bedzie zbiorem liczb porzadkowych.
Wykazujemy, ze | J z jest zbiorem tranzytywnym. Niech wiec z € | ] z. Wowczas
dla pewnego a, a € z oraz x € a. Aby wykaza¢, ze x € (Jz rozwazmy y € z.
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Z zalozenia a jest liczba porzadkowa, zatem na mocy Tw. 13, Rozdzial 8, x jest
liczba porzadkowa, a wiec konsekwentnie, réwniez y jest liczbg porzadkowa. Na
mocy Tw. 14, Rozdzial 8 mamy zatem: y € a. Ostatecznie, z definicji sumy, y € | 2.

Wykazujemy, ze Vz(z € | )2z = x jest tranzytywny). Niech wiec z € | z. Wow-
czas x € a oraz a € z dla pewnego a. Na mocy zalozenia, a jest liczba porzadkowa,
wiec skoro z € a, to x jest tranzytywny. []

WNIOSEK. Vz(x jest liczbg porzqdkowq = | x jest liczba porzadkowq) (suma liczby
porzadkowej jest liczbg porzqdkowq).

DowoOD. Niech x bedzie liczba porzadkowa. Na mocy Tw. 13, Rozdzial 8, = jest
zbiorem liczb porzadkowych, zatem na mocy Tw. 2, | ]z jest liczba porzadkows. [

Skoro dla dowolnego zbioru z liczb porzadkowych, [z jest liczba porzadkowa
oraz na mocy Twierdzen 11(1), 11(2) z Rozdziatu 1, mamy:

(1) Vyez, y< |z oraz
(2) Vz[z jest liczba porzadkowa = ((Vy € z,y S z) = |z € 2)],
wiec | )z = sup z.

Zauwazmy ponadto, ze wedtug Tw. 18, Rozdzial 8, warunek (1) jest rownowazny
wyrazeniu Yy € z, y € S(| 2), ktore z kolei jest rownowazne formule:

(1) =< SU2).
Rozumujac analogicznie stwierdzamy, ze (2) jest rownowazne wyrazeniu:
(2) Vz[z jest liczba porzadkowa = (z € S(z) = [z € 2)].

Bezposrednia konsekwencja (1)" i (2)’ oraz Tw. 2 jest

TWIERDZENIE 3. Dla dowolnego zbioru z liczb porzqdkowych, | ) z jest najmniejszq
liczbg porzgdkowq x takg, zZe z < S(x).

§2. Kresy wzgledem € dowolnego zbioru liczb porzadkowych

Rozwazmy teraz, dla dowolnego ustalonego zbioru z liczb porzadkowych, for-
mule ¢(z) postaci: z € x. Na mocy Tw. 2 (§1) oraz Tw. 9, Rozdziat 8, S(| =)
jest liczba porzadkowa, zatem wedlug Tw. 3, istnieje liczba porzadkowa x taka, ze
¢(x). Zatem, na mocy Tw. 21, Rozdzial 8, istnieje najmniejsza liczba porzadkowa
x taka, ze z € x. Nastepujace twierdzenie podaje jej postac:
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TWIERDZENIE 4. Dia dowolnego zbioru z liczb porzgdkowych, | S(z) jest naj-
mniejszq liczbg porzgdkowq x takg, Ze z C x.

Dowobp. Rozwazmy dowolny zbiér liczb porzadkowych z. Na mocy Tw. 4, Roz-
dzial 7, |J S(2) = z v J 2, zatem z € [ S(%).

Wykazujemy, ze | J S(z) jest liczba porzadkowa. Na mocy Tw. 2, | z jest liczba
porzadkowa, zatem wedtug Tw. 13, Rozdzial 8 — zbiorem liczb porzadkowych. Wo-
bec tego z U 2 jest zbiorem liczb porzadkowych, zatem kazdy jego element, bedac
liczbg porzadkowa, jest zbiorem tranzytywnym. Okazuje sie, ze réwniez sam zbiodr
z vz jest tranzytywny. Wezmy bowiem dowolny y € z u | ) 2. Wowczas y € z lub
yelJz Gdy y € z, to y € |z (Tw. 11(1), Rozdzial 1). Gdy zas$ y € |z, to na
mocy Tw. 18, Rozdzial 8, y < |Jz (bo y,|J# sa liczbami porzadkowymi). W obu
przypadkach: y € z u | 2.

Ostatecznie z U |J z (tzn. | S(2)) jest liczbg porzadkowa.

Wezmy pod uwage formute ¢(z) postaci: z € x. WykazaliSmy do tej pory, ze
|J S(2) jest liczba porzadkows taka, ze ¢(| ) S(2)). Aby wykazad, ze | ] S(z) jest naj-
muiejsza liczba porzadkowa z taka, ze ¢(x), rozwazmy dowolna liczbe porzadkowa
y taka, 7e ¢(y), tzn,

(1) zcy.

Woéwczas
(2) Uzcy.

Wezmy bowiem dowolny x € |Jz. Zatem = € a dla pewnej liczby porzadkowej
a€z. Z (1), a€y. Poniewaz x jest liczba porzadkowa (Tw. 13, Rozdzial 8), wiec
na mocy Tw. 14, Rozdzial 8, z € y.

Z(1)i(2) mamy: zulJz Sy, tzn. |JS(z) € y. O

W przypadku, gdy z jest liczba porzadkowa, na podstawie Tw. 2, Rozdzial 8
mamy: | JS(z) = z, i oczywiscie najmniejsza liczba porzadkowa x taka, ze z € «
jest z.

Rozwazmy teraz dla dowolnego zbioru z liczb porzadkowych oraz dowolnej licz-
by porzadkowej a nastepujace warunki:

(3) Vyez yea,
(4) Vz[z jest liczba porzadkowa = ((Vy € z,y € x) => a€x v a = 2)].

Jest sensowne nazwaé liczbe porzadkowa a, dla ktérej spelnione sa warunki
(3), (4) — kresem goérnym zbioru z ze wzgledu na relacje porzadkujaca €. Pewne
watpliwosci moze tu budzi¢ nastepnik implikacji (Vy € z,y € x) > a€ezxzva==x
w warunku (4), bowiem dla nazwania liczby a kresem gérnym ze wzgledu na €,
6w nastepnik powinien by¢ postaci: a € x. Jednakze wowczas warunek (3) z tak
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zmodyfikowanym warunkiem (4), niczego nie definiuja — nie istnieje bowiem liczba
porzadkowa a, ktéra by takie warunki spetniata (jesli mamy a takie, ze zachodzi
(3), to wedlug zmodyfikowanego warunku (4), a € a, co jest niemozliwe).

Jest jasne na mocy definicji najmniejszej liczby porzadkowej x takiej, ze ¢(x)
oraz Tw. 4 i Twierdzen 20, 18, Rozdzial 8, ze dla dowolnego zbioru z liczb porzadko-
wych istnieje dokladnie jedna liczba porzadkowa a, dla ktoérej spelnione sa wa-
runki (3), (4), mianowicie a = |JS(z). W literaturze przedmiotu witasnie | JS(z)
nazywana jest kresem gérnym zbioru z w klasie liczb porzadkowych. Dla odroéz-
nienia od kresu gornego sup z wzgledem inkluzji, oznaczmy kres gérny wzgledem
€ jako supg z. Zatem supcz = |JS(z) = z u |J#. Poniewaz supz = |Jz, wiec
supz < supe 2, czyli supz € sup. z lub supz = sup. z. W zaleznosci od posta-
ci zbioru z, kazdy z tych dwéch przypadkéw, jeden badz drugi, jest realizowany.
Naturalnie r6wnos¢ obu kreséw ma miejsce doktadnie wowczas, gdy z € | 2

(=sup) supz =supe z wtw z C [ Jz.

Zatem w przypadku, gdy z jest liczba porzadkowa, czyli z jest zbiorem tranzy-
tywnym, a wiec | Jz € z (Tw. 2, Rozdzial 8) mamy:

(=suplp) supz =sup. 2z wtw |Jz = z.

Ponadto, dla z bedacego liczba porzadkowa, sup z € sup. z Wtw sup z # sup. 2
wtw z & Jzwtw —(zeJzvz=Uz)wtwz¢ Jz Az #|Jz wtw |2 € 2, na
mocy Twierdzen 18, 17, Rozdzial 8. Ostatecznie:

(e suplp) supz e sup.z wtw |Jz € 2.

Na przyklad dla z = J, supz = sup, z oraz dla dowolnej niepustej liczby
naturalnej z, supz € supg 2, bo, jak tatwo sprawdzi¢, wowczas z = S(|Jz), za$

UzeSU»).

Wezmy pod uwage przyktad zbioru z liczb porzadkowych, ktory nie jest liczba
porzadkowa, powiedzmy, z = N — {0}. Tutaj sup z = sup. z, bowiem z < | J z: jesli
x € N — {0}, to rowniez S(z) € N — {0}, lecz z € S(x), zatem z € [ J(N — {0}).

Niech z = {1,2}, tzn. z = 3 — {0}. Oczywiscie z nie jest liczba porzadkowa.
W tym przypadku, sup z € supe z. Bowiem | Jz = [ J{1,2} =1u2 =2,stad 2 ¢ |J 2,
jednakze 2 € z, zatem z ¢ | J z, czyli zgodnie z warunkiem (= sup), sup z # sup z.
Zauwazmy, ze tutaj zachodzi: | Jz € z. Wykazemy w nastepnym paragrafie, ze
warunek (€ sup Ip) jest prawdziwy dla dowolnego zbioru z liczb porzadkowych (nie
tylko dla dowolnej liczby porzadkowej z).
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W ogolnosci kres dolny infe 2z niepustego zbioru z ze wzgledu na porzadek €,
moze nie istnie¢. Kres ten winien by¢ bowiem liczba porzadkowa spelniajaca wa-
runki:

Yy € z, infe z € y,

Va[z jest liczba porzadkowa = ((Vy € z, x € y) = x C infc 2)].
Pierwszy z tych warunkéw jest rownowazny formule:

infe z € )z,

drugi za$ wyrazeniu:

Vz[x jest liczba porzadkowa = (x € [z = z C infe 2)].

Lecz () 2z = nlp(z) (zobacz poprzednia uwagg). Zatem infe z bylby najwieksza
liczba porzadkowa (ze wzgledu na inkluzje) nalezaca do liczby porzadkowej nip(z).
Taka zas$ liczba porzadkowa dla pewnych zbioréw z liczb porzadkowych nie istnieje.
Na przyktad, gdy 2 jest dowolna niepusta liczba porzadkowa, to nlp(z) = &, wiec
nie istnieje najwieksza liczba porzadkowa nalezaca do nlp(z).

§3. Suma nastepnika i nastepnik sumy dowolnego zbioru liczb porzad-
kowych

Powyzej, dla dowolnego zbioru z liczb porzadkowych, poréwnaliémy ze soba
dwie liczby porzadkowe (kresy goérne zbioru z) : | Jz, |JS(z), mianowicie w ogol-
nosci, (Jz € |JS(z). Twierdzenia 3, 4 umozliwiaja dokonanie por6wnania innej
pary liczb porzadkowych: | J S(z), S(|Jz). Skoro [ S(#) jest najmniejsza liczba po-
rzadkowa z taka, ze z € z, za§ z € S(|Jz), wiec [JS(2) < S(|Jz). Ostatecznie
mamy nastepujacy

WNIOSEK. Dla dowolnego zbioru z liczb porzqdkowych,
(1) UzcUS(R) < S(U2),
(2) zcJS(z) € S(»).

Jedng z konsekwencji tego Wniosku jest alternatywa rozlaczna:

(*) albo [JS(2) € S(=2), albo |JS(z) = S(U =),

dla dowolnego zbioru z liczb porzadkowych (na mocy Tw. 18, Rozdzial 8).
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Przypadek | J S(z) € S(U #) jest, wedtug Tw. 6, Rozdzial 7, réwnowazny warun-
kowi z €]z, a ten z kolei, na mocy (= sup), warunkowi | Jz = JS(2). Zatem,
jezeli | J S(z) € S(J 2), to na mocy Wniosku,

zcJz=US(2) e S(U=2).

W szczegolnosci, gdy zbior liczb porzadkowych z jest liczba porzadkowa, a wiec
gdy |z € 2z, warunek | S(z) € S(| #) jest rownowazny réwnosci z = |z, co juz
wczesniej zostato ustalone w Tw. 6, Rozdzial 8. Gdy wiec 6w warunek zachodzi, to:

Uz=2=US5(=) e S(=»).

Z kolei przypadek |JS(z) = S(U z2) jest, jak pokazuje nastepujace twierdzenie,
réwnowazny warunkowi |Jz € z:

TWIERDZENIE 5. Dla dowolnego zbioru z liczb porzqdkowych, |z € z wtw | J S(z2)
=5 =).

DowoOD. Niech z bedzie zbiorem liczb porzadkowych.

(=): Zalézmy, ze | Jz € z. Woéwczas na mocy Tw. 7, Rozdziat 7, S(|J=z)
c |JS(z). Poniewaz przeciwna inkluzja zachodzi (por. Wniosek), wiec |JS(z)
=5 =»).

(«): oczywisty na mocy Tw. 7, Rozdziat 7. [
Jesli wiec | J S(z) = S(U #), to na mocy Wniosku oraz Tw. 5,
UzezcUS(z) =5U»),

w szczegblnodci zas, gdy z jest liczba porzadkowa, to:

Uzez=US(z) =S=»).

Przy okazji zauwazmy, ze skoro warunek | JS(z) € S(|Jz) jest rownowazny
inkluzji z € |J #, oraz warunek | S(z) = S(| 2) jest rownowazny temu, ze | J z € z,
wiec, na mocy (*), mamy dla dowolnego zbioru z liczb porzadkowych prawdziwa
alternatywe rozlaczna:

(**) albo z € |Jz, albo |z € 2.

Pierwszy z czlonéw tej alternatywy, co juz dawno ustalono, jest réwnowazny
rownosci sup z = supg z, drugi za$§ wyrazeniu sup z € sup, 2. Jesli bowiem | Jz € z,
to poniewaz z € | JS(z), wiec | Jz € |JS(2), to znaczy sup z € supg 2. Jesli za$
|z ¢ z, to prawdziwy jest pierwszy z czlonéw alternatywy (**), co oznacza rownosé
obu kresow, zatem wowczas sup z ¢ sup, z. Krotko méwiac, warunek (€ sup Ip) jest
prawdziwy dla dowolnego zbioru z liczb porzadkowych.
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Zauwazmy ponadto, ze z alternatywy (**) uzyskujemy wyrazenie: dla dowolnej
liczby porzadkowej z: albo | Jz = z albo | Jz € 2.

Inng, oczywistg konsekwencja wyzej sformutowanego Wniosku jest wyrazenie:

dla dowolnego zbioru z liczb porzadkowych istnieje liczba porzgdkowa  taka, Ze
zCux,

z ktorego wynika

TWIERDZENIE 6. Nie istnieje zbior wszystkich liczb porzgdkowych.

DowOD. Zal6ézmy, ze z jest zbiorem wszystkich liczb porzadkowych. Niech = bedzie
liczba porzadkowa taka, ze z © x. Wowcezas, skoro x jest liczbg porzadkows, zas
z zbiorem wszystkich liczb porzadkowych, wiec x € z. Wtedy jednak x € x, co jest
niemozliwe. []

Naturalnie nie istnieje réwniez zbioér wszystkich zbioréw tranzytywnych. Gdyby
bowiem istnial, to stosujac aksjomat podzbioréw z formuta ¢(z) postaci: x jest licz-
ba porzadkowa, oraz zmienng wolng z oznaczajaca wtasnie 6w zbidr, uzyskaliby$my
istnienie zbioru wszystkich liczb porzadkowych.

§4. Liczby porzadkowe izolowane i graniczne

Nastepujacy fakt jest odpowiednikiem Tw. 6, Rozdzial 8:

TWIERDZENIE 7. Dla dowolnej liczby porzqdkowej x nastepujace warunki sq row-
nowazne:

(i) Uzrew,

(ii) z=9w=),

(iii) US(2) = SUx).

DowoD. Niech z bedzie dowolna liczba porzadkowa.

(i) < (iii): Na mocy Tw. 5, = jest bowiem zbiorem liczb porzadkowych.

(ii) < (iii): na mocy Tw. 2(i)<(iv), Rozdzial 8, x jest bowiem zbiorem tranzy-
tywnym. []

Tw. 6, Rozdzial 8 jest oczywiscie prawdziwe dla kazdej liczby porzadkowej x.
Zauwazmy, ze wedlug alternatywy (*) z poprzedniego paragrafu, dla dowolnej licz-
by porzadkowej x przynajmniej jeden z warunkow (iii) z Tw. 6, Rozdzial 8 oraz
Tw. 7 musi by¢ spelniony. Jest oczywiste, ze jednocze$nie oba te warunki nie moga
by¢ prawdziwe.



§4. Liczby porzadkowe izolowane i graniczne 133

Podobnie, skoro wedlug Tw. 3, z < S(|Jx), wiec na mocy Tw. 18, Rozdziat 8,
dla dowolnej liczby porzadkowej = prawdziwa jest alternatywa:

(***) ze S(Ux) lub z = S(J =),

tzn. dla dowolnej liczby porzadkowej = dokladnie jeden z warunkow (ii) Tw. 6,
Rozdzial 8 oraz Tw. 7 jest prawdziwy.

Konsekwentnie, biorac pod uwage Tw. 6, Rozdziat 8 oraz Tw. 7, mozemy po-
dzieli¢ klase liczb porzadkowych na dwie grupy: w jednej grupie znajduja sie te
liczby porzadkowe, dla ktérych prawdziwe sa warunki z Tw. 6, Rozdzial 8, w dru-
giej grupie te liczby porzadkowe, dla ktérych prawdziwe sa warunki Tw. 7.

DEFINICIA. Moéwimy, ze liczba porzadkowa z jest izolowana, gdy istnieje liczba
porzadkowa y taka, ze * = S(y). Liczbe porzadkowa, ktéra nie jest izolowana,
nazywamy graniczng.

TWIERDZENIE 8. (1) Dla dowolnej liczby porzgdkowej x nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(i) Uzen,

6 &= 50,

(iii) U S(z) =Sx),

(iv) supz e supE

(v) z jest zzolowana
(2) Dla dowolnej liczby porzgdkowej x nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) U L=,

(i) e SU),

(i) US() e S(U),

(iv) supz = sup,

(v) =z jest graniczna.

DowoOD. Pierwsze trzy warunki z (1) oraz (2) sa naturalnie réwnowazne na mocy
Tw. 7 oraz Tw. 6, Rozdzial 8. Réwnowaznosci (i) < (iv) z (1) oraz z (2) to warunki,
odpowiednio, (€ suplp), (= suplp) z §2.

Na mocy Tw. 8, Rozdzial 7, warunek (2)(i) implikuje warunek (2)(v). Jest
oczywiste, ze warunek (1)(ii) implikuje warunek (1)(v). Stad prawda jest, ze jezeli
x jest liczba porzadkowa graniczna (tzn. z nie jest izolowana), to z # S(|J x). Zatem
na mocy (***), z € S(Jx), co dowodzi, ze warunek (2)(v) implikuje warunek
(2)(ii). Zatem 2(v) jest rownowazny kazdemu z pozostalych warunkow z (2).

Analogicznie, zakladajac, ze x jest izolowana (a wiec nie jest graniczna) mamy
na mocy réwnowaznosci z (2), iz z ¢ S(|Jz), co daje (wedtug (***)): z = S(Ux).
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Tak wiec, warunek (1)(v) implikuje warunek 1(ii). Zatem (1)(v) jest rownowazny
kazdemu z pozostatych warunkéw z (1). [

Przykladem liczby porzadkowej graniczne] jest zbior & (bo | JJ = &, zob.
Tw. 8(2)). Przykladem liczby porzadkowej izolowanej jest jakakolwiek niepusta
liczba naturalna. Prawdziwa jest bowiem interpretacja tw. 2 arytmetyki elemen-
tarnej, §1 Rozdzial 7, w teorii ZFC: Vz € N(x = v Jy € N(z = S(y))).

Rozwazymy teraz najmniejsze liczby porzadkowe x takie, ze ¢(x) dla nastepu-
jacych formut ¢(x):
Y€z,
Y cz,
YET ANY S X,
gdzie y jest dowolng ustalong liczba porzadkows.

Oczywiscie najmniejszg liczba porzadkowa z taka, ze y € x jest liczba porzad-
kowa y.

Formuta y € x A y € z, na mocy Tw. 18, Rozdzial 8, jest rownowazna formule
y € x. Zatem najmniejsza liczba porzadkowa z taka, ze y € x jest najmniejsza
liczba porzadkowa x taka, ze y € x A y S x. Biorac pod uwage Tw. 1 Rozdzial 7,
oczekujemy wiec, ze najmniejsza liczba porzadkowa x taka, ze y € x jest S(y):

TWIERDZENIE 9. Dla dowolnej liczby porzqdkowej y, S(y) jest najmniejszq liczbg
porzgdkowqg x takq, zZe y € x.

DowoODp. Niech y bedzie dowolna liczba porzadkowa. Naturalnie, na mocy Tw. 9,
Rozdziat 8, S(y) jest liczba porzadkowa. Wystarczy teraz powolaé si¢ na Tw. 1,
Rozdzial 7, aby skoriczy¢ dowdd. Niemniej jednak wykonajmy ten dowodd, odwo-
tujac sie do warunku (iii) Tw. 19, Rozdzial 8. Naturalnie y € S(y), tzn. speinione
jest @(S(y)), gdzie ¢(x) jest postaci: y € .

Wykazujemy, ze Vz(z € S(y) = y ¢ z). Zal6zmy nie wprost, ze dla pewne-
go z : z € S(y) oraz y € z. Wowczas z pierwszego wyrazenia, na mocy Tw. 18,
Rozdziat 8 (z jest liczba porzadkowa) mamy: z € y. Stad oraz z drugiego wyrazenia,
Yy € y, co jest niemozliwe. []

WNIOSEK. Dla dowolnej liczby porzgdkowej y nie istnieje taka liczba porzgdkowa
x, Ze y € x oraz x € S(y).

DowOD. Rozwazmy dowolng liczbe porzadkowa y i zalézmy nie wprost, ze dla
pewnej liczby porzadkowej z:

(1) y € z oraz

(2) z€ S(y).



§4. Liczby porzadkowe izolowane i graniczne 135

Wowczas z (1) mamy: ¢(z). Ponadto, skoro na mocy Tw. 9, S(y) jest naj-
mniejszg liczba porzadkowa x taka, ze ¢(z) (gdzie ¢(z) := y € z), wiec wedlug
Tw. 19(i)«(iii), Rozdzial 8 z (2) otrzymujemy: —¢(z); sprzecznosé (por. rowniez
uwage po dowodzie Tw. 1, Rozdzial 7, §4). [

Jak wida¢, nazwa ,nastepnik liczby porzadkowej y” dla zbioru S(y) jest uzasad-
niona. S(y) nastepuje bezposrednio po y w porzadku wyznaczonym przez relacje
nalezenia do zbioru.

Rozwazmy, analogicznie jak powyzej, nastepujace trzy formuly ¢(x) dla usta-
lonej liczby porzadkowej y:

y € S(z),
y < S(z),
ye S(z) Ay S S(x).

Jest oczywiste, ze dla liczby porzadkowej x formuly: y € S(z) oraz y € S(x)
Ay € S(x) sa réwnowazne. Ponadto wyrazenie y € S(z) jest na mocy Tw. 18,
Rozdzial 8, rownowazne formule y € x. Zatem najmniejszy liczbg porzadkowa x
taka, ze y € S(x) (oraz taka, ze y € S(z) Ay € S(z)) jest liczba porzadkowa y.

Interesujacy jest wiec jedynie przypadek formuly ¢(z) postaci: y € S(x). Na
mocy Tw. 3 mamy natychmiast:

WNIOSEK 1. Dla dowolnej liczby porzqdkowej y, najmniejszq liczbg porzqdkowq
x takq, ze y < S(z) jest .

Stad oraz na podstawie Wniosku z Tw. 9 otrzymujemy kolejny wniosek, analo-
giczny do Wniosku z Tw. 9:

WNIOSEK 2. Dla dowolnej liczby porzgdkowej y nie istnieje taka liczba porzqdkowa
x, 2e | Jy e x oraz x € y.

DowoOD. Rozwazmy dowolng liczbe porzadkowa y i zal6zmy nie wprost, ze dla
pewnej liczby porzadkowej z mamy:
(1) Yy € = oraz
(2) zey.

Na mocy Wniosku 1 (por. rowniez alternatywe (***)), y < S(Jy). Zatem
z (2), z€ S(Uy)- Lecz to, wraz z (1) jest, na mocy Wniosku z Tw. 9 (|Jy jest
liczba, porzadkows), niemozliwe. [

Jest jasne, ze w przypadku, gdy y jest liczba porzadkows izolowana, a wiec gdy
y = S(Uy) (Tw. 8(1)), liczba porzadkowa | Jy jest bezposrednim poprzednikiem
liczby y w porzadku liczb porzadkowych wyznaczonym relacja €.
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W przypadku, gdy y jest liczbg graniczna, y = [Jy (Tw. 8(2)) i wowczas
y nie ma bezposredniego poprzednika. Gdyby bowiem z byt takim bezposrednim
poprzednikiem liczby y, to y bylby jego nastepnikiem: y = S(x). Oznaczaloby to,
ze y jest, wbrew zalozeniu, liczba porzadkows izolowana:

S(Uy)
y jest izolowana: o o
Uy y S(y)

Uy  SUw)

y S(y)

y jest graniczna:

Naturalnie, jezeli y jest niepusta liczba porzadkowsa graniczna, to y jest zbiorem
indukcyjnym. Istotnie, ¢ € y (Tw. 23, Rozdzial 8) oraz gdy = € y, to na mocy
Tw. 9, S(z) C y, co implikuje S(x) €y, skoro y jest graniczna (y # S(x)).

Jest rowniez oczywiste, ze jezeli liczba porzadkowa jest zbiorem indukecyjnym,
to jest ona graniczna. Izolowana liczba y nie jest bowiem takim zbiorem, skoro

Uy ey, zas S(Uy) ¢ v.

Gdy vy jest izolowana, to sytuacja postaci:

.eJ'yve...eUUyvelUyey

nie ma miejsca. Gdyby bowiem zachodzita, to y mialby nieskoniczone zejscie: y, |y,
UUv,---,U"y,.... Dokladniej zanalizujmy mozliwos¢ takiej sytuacji w oparciu
o nastepujace twierdzenia.

TWIERDZENIE 10. Dia dowolnego zbioru z liczb porzqdkowych granicznych, |z
jest liczbg porzqdkowq graniczng.

Dowobp. Niech z bedzie zbiorem liczb porzadkowych granicznych. Zal6zmy nie
wprost, ze | J z jest izolowana. Wowczas dla pewnej liczby porzadkowej x:
(1) YUz =S(=).

Skoro x € S(z), wiec = € | z, zatem z definicji sumy, dla pewnego u mamy:
(2) x€woraz
(3) ue-=z.

Oczywiscie z (3) na mocy Tw. 11(1), Rozdzial 1, otrzymujemy:
4) vcl=

Namocy Tw. 9,z (2), S(x) € u (wedlug (3) u jest liczba porzadkows), co wraz
z (1) daje |Jz € u i konsekwentnie z (4) otrzymujemy: | J z = u. Lecz wedlug (3),
u jest graniczna, zatem | J z jest graniczna. Sprzecznos¢ z zalozeniem. [
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TWIERDZENIE 11. Dla dowolnej liczby porzgdkowej izolowanej, wsrod wszystkich
liczb granicznych do niej nalezgcych, istnieje liczba najwieksza.

DowoODp. Niech y bedzie dowolng liczba porzadkowa izolowana. Rozwazmy ak-
sjomat podzbioréow dla formuly ¢(z) postaci: = jest liczbg porzqedkowq graniczng
A x € y. Na podstawie tego aksjomatu natychmiast stwierdzamy istnienie zbioru
z = {x : x jest graniczna A x € y} wszystkich liczb porzadkowych granicznych
bedacych elementami zbioru y. Naturalnie z # & (bo J € z) oraz
(1) zcuy.

Wykazemy, ze |z jest elementem najwiekszym w zbiorze liniowo uporzadko-
wanym <z,S>. W tym celu rozwazmy prawdziwg alternatywe:
(2) albo |Jz € z albo z € |z (zobacz (**), §3).

Zalt6zmy, ze zachodzi:
3) zc =

Woéwezas naturalnie 2z jest najmniejszg liczba porzadkows x taka, ze z C x
(taka najmniejsza liczba porzadkowa jest wedtug Tw. 4 postaci | JS(z), co jest
rowne z U |Jz, co z kolei jest rowne |Jz; por. rowniez (= sup) z §3). Zatem
z (1) otrzymujemy: | Jz € y, czyli (Jz € y lub |Jz = y (Tw. 18, Rozdziat 8).
Lecz z jest zbiorem liczb granicznych, wigc wedlug Tw. 10, |z jest graniczna,
tymczasem y jest izolowana. Wobec tego | Jz # y i konsekwentnie | Jz € y. Wow-
czas jednak, z definicji zbioru z, |Jz € z, co wobec (3) oznacza, ze |Jz € |z,
a to jest niemozliwe (jest skadinad wiadome, ze obydwa czlony alternatywy (2) nie
moga by¢ prawdziwe).

Skoro nie jest prawda, ze z € |Jz, wiec z (2) otrzymujemy: | Jz € z. Lecz
przeciez Vu € z,u € | J# (Tw. 11(1), Rozdzial 1). Ostatecznie | ]z jest najwicksza
liczba porzadkowa w zbiorze z. []

Wezmy pod uwage dowolng liczbe porzadkowa izolowana y. Na mocy Tw. 11,
niech ng(y) bedzie najwieksza liczba porzadkowa graniczna nalezaca do y. Roz-
wazmy zbior y — S(ng(y)). Dla dowolnej liczby porzadkowej © mamy: x € y —
S(ng(y)) wtw (z € y iz ¢ S(ng(y))) wtw (z € y iz ¢ ng(y) i © # ng(y)) wtw
(z € y ing(y) € x). Ostatecznie,

y—S(ng(y)) = {z : ng(y) € v € y}.
Zauwazmy, ze
(ng) Yz ey— S(ng(y)), x jest izolowana.

Gdyby bowiem pewna liczba xg taka, ze ng(y) € o € y byla graniczna, to
bytoby z¢ € ng(y) i jednoczesnie ng(y) S zo oraz ng(y) # xo (Wniosek z Tw. 18,
Rozdziat 8), co jest niemozliwe.
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Potézmy dla dowolnej liczby porzadkowej z, S°(x) =z oraz S"™1(x)=S5(S"(x))
dlan=0,1,....

LemMAT. Dla dowolnej liczby porzedkowej x oraz dowolnej liczby naturalnej n :
S Hl(z) = x U {z, S(z), S%*(z),...,S"(z)}.

DowoOD (indukeyjny). Niech x bedzie dowolng liczba porzadkowa (lub po prostu
dowolnym zbiorem). Dla n = 0 powyzsza réwnos$¢ jest spelniona na mocy defi-
nicji nastepnika. Zalézmy, ze dla jakiego$§ n réwnosé ta jest spelniona. Woéwczas
SN+ (g) = §(§7H1(2)) = S (2)u{S" ! (2)} = zu{x, S(z), S%(x),...,S"(x)}
v {S"*t(2)} = 2z U {z,S(x), S%*(x),...,S"(z), S"*(z)}. O

TWIERDZENIE 12.  Dia dowolnej izolowanej liczby y, zbior y — S(ng(y))
={z: ng(y) € x € y} jest skoniczony.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze y jest taka liczba porzadkowa izolowana, ze
{x : ng(y) € x € y} nie jest zbiorem skoriczconym. Wezmy pod uwage zbiér
z={ng(y)} vi{z:ngy) exey}l ={z:ng(y) Sz ey}

Wykazmy indukcyjnie, ze
(1) dla dowolnego n =0,1,...,58™(ng(y)) € =.

Jest oczywiste, ze ng(y) € z, zatem S°(ng(y)) € 2. Zalézmy, ze dla jakiegos
ne N,S"(ng(y)) € z. Stad
(2) S™(ng(y)) € y.

Z (2) i przechodniosci relacji €, poniewaz ng(y) € S(ng(y)) € S?(ng(y)) € ... €
S™(ng(y)), otrzymujemy:

3) {S(ng(y)),...,5"(ng(y)} < {z : ng(y) € x € y}.

Poniewaz S(S™(ng(y)) jest najmniejsza liczba porzadkowa =z taka, ze
S™(ng(y)) € x (Tw. 9), wiec z (2), S(S™(ng(y))) € y. Dlatego S(S™(ng(y))) € y lub
S(S™(ng(y))) = y (Tw. 18, Rozdzial 8). Lecz rownos¢ S(S™(ng(y))) = y wraz z (3)
oznacza (zob. Wniosek z Tw. 9), ze {S(ng(y)),...,S™(ng(y))} jest zbiorem wszyst-
kich liczb porzadkowych x takich, ze ng(y) € x A x € y, czyli zbior y — S(ng(y))
bytby skonczony wbrew zatozeniu. Zatem S(S™(ng(y))) € y, tzn. S"*1(ng(y)) € y.
Naturalnie ng(y) < S"*!(ng(y)), ostatecznie S"*1(ng(y)) € z, co konczy dowod
wyrazenia (1).

Z kolei, dzieki (1) mozna rozwazy¢ funkcje (ciag) f : N — z postaci:

Vne N, f(n) = 5"(ng(y)).

Wykazujemy, ze
(4) zbior ng(y) v f(N) jest liczba porzadkowa.

Oczywiscie elementami tego zbioru sa wylacznie liczby porzadkowe, zatem zbio-

ry tranzytywne, wystarczy wiec wykazaé, ze ng(y) u f(IV) jest zbiorem tranzytyw-



§4. Liczby porzadkowe izolowane i graniczne 139

nym. Niech wiec z € ng(y) v f(N). Gdy = € ng(y), to oczywiscie x S ng(y), zatem

—

x S ng(y) v f(N). Niech z € f(N). Wowczas x = S™(ng(y)), dla pewnego n € N.
Zatem @ = ng(y), gdy n = 0, oraz & = ng(y) v {ng(y), S(ng(y)), .., 5" (ng(y))},

gdy n # 0 (zobacz lemat powyzej). Ostatecznie, x € ng(y) v f(N), bo gdy n # 0,
to {ng(y), S(ng(y)),....S"(ng(y))} € f(N).

Potozmy: v = ng(y) v f(N). Na mocy (4), Ju € u (Tw. 2, Rozdzial 8).
Wykazujemy teraz, ze u € | Ju, co daje réownos¢ |Ju = u i dowodzi (Tw. 8(2)), ze

(5) w jest graniczna.

Niech wiec € w. Zatem z € ng(y) lub z €f (N). Gdy =z € ng(y), to
S(x) € ng(y), bo ng(y) jest graniczna (tzn. S(x) # ng(y), zas S(z) € ng(y)),
stad S(x) € u. Podobnie, gdy = € f (N), czyli z = S™(ng(y)) dla pewnego n € N,
mamy: S(z) = S"* ! (ng(y)) € f(N), zatem S(x) € u. Ostatecznie, skoro = € S(x)
oraz S(z) € u, wiec z € |Ju. (Krotko mowiac, wykazaliSmy tu, ze zbior u jest
zamkniety na operacje S, a poniewaz J € u, wiec u jest liczba porzadkowa, ktora
jest zbiorem indukcyjnym, zatem wu nie jest izolowana.)

Naturalnie f (N) € 2z € y, =z definicji funkcji f oraz zbioru z. Oczywiscie
ng(y) € y (bo ng(y) € y). Zatem ng(y) u f(N) C y, tzn. u € y. Stad zas u € y
lub u = y (Tw. 18, Rozdzial 8). Lecz wobec (5) i zalozenia, ze y jest izolowana,
u # y. Zatem u € y. Stad, poniewaz ng(y) € u (bo f(0) = ng(y), zas f(0) € w),
otrzymujemy: u € {x : ng(y) € x € y}, co, wobec (5), jest sprzeczne z wyrazeniem

(ng). O

WNIOSEK. Dla dowolnej liczby izolowanej y istnieje liczba naturalna n teka, zZe
y =ng(y) v {ng(y), S(ng(y)), ..., " (ng(y))} = S"*'(ng(y)).

Dowob. Niech y bedzie izolowana. Wykazujemy, ze dla pewnego n € N pierwsza
z ré6wnosci jest spelniona. Druga jest bezposrednia konsekwencja lematu powyze;j.
Naturalnie y = S(ng(y)) u (y — S(ng(y)). Stad
(1) y=ng(y) ving(y)} v{z:ng(y) ez ey}
Zbior {z : ng(y) € x € y}, na mocy Tw. 12, jest skoriczony, zatem
(2) {x:ng(y)exey} = lub
(3) dla pewnego k > 1,{z : ng(y) € z € y} jest k-elementowy.
Gdy zachodzi (2), to z (1) mamy:
(4) v =ng(y) v {S°(ng(y))}.
Gdy zachodzi (3), to mamy:
(5) {z:ng(y) € x ey} = {S(ng(y)), ..., S*(ng(y))},
bowiem ng(y) € S(ng(y)) € ... € S*(ng(y)) € y, oraz S(ng(y)),. .., S*(ng(y)) sa
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jedynymi liczbami x takimi, ze ng(y) € = € y, gdy zbior {z : ng(y) € x € y} jest
k-elementowy.

Na mocy (1) i (5) otrzymujemy:
y =ng(y) v {ng(y), S(ng(y)),...,*(ng(y))}. O

§5. Niepuste liczby porzadkowe graniczne

Powyzsze ustalenia moga wydawa¢ sie nieco zbyt abstrakcyjne, w sytuacji, gdy
jedynym przyktadem liczby granicznej, jakim do tej pory dysponujemy, jest zbior
. Aby dostarczy¢ przyktadow niepustych liczb granicznych, rozwazymy najpierw
najmniejsza liczbe porzadkowa niebedaca liczba naturalna.

WeZzmy pod uwage ¢(x) postaci: —(z jest liczba naturalna), lub = ¢ N. Po-
niewaz zachodzi ¢(N) oraz N jest liczba porzadkowa, wiec na mocy Tw. 21, Roz-
dzial 8 istnieje najmniejsza liczba porzadkowa x taka, ze x nie jest liczbg naturalna.
Oznaczamy ja symbolem w. Na mocy Tw. 19(i)<(iii), Rozdzial 8 mamy zatem:

(wl) wé¢ N oraz
(w2) Vy(lye w =ye N).

Wyrazenie (w2) jest réownowazne temu, iz w € N. Poniewaz zaréwno w jak N
sa liczbami porzadkowymi, wiec na mocy Tw. 18, Rozdzial 8, we N lubw = N,
co wraz z (wl) prowadzi do wniosku:

WNIOSEK. w = N, tzn. najmniejszq liczbg porzgdkowq niebedgceg liczbg naturalng
jest zbior liczb naturalnych N.

TWIERDZENIE 13. w jest najmniejszq niepustq liczbg porzqdkowq graniczng.

DowOD. Mamy wykazaé, ze w jest najmniejsza liczba porzadkowa x taka, ze ¢(x),
gdzie ¢(x) jest postaci: x # & A x jest graniczna. Oczywiscie w # .

Wykazujemy, ze w jest graniczna. Zaldézmy, ze tak nie jest. Wowczas w jest
izolowana, czyli w = S(a), dla pewnej liczby porzadkowej a. Poniewaz a € S(a),
wiec a € w, tzn. (wedtug powyzszego Wniosku) a € N, czyli a jest liczba naturalna.
Na mocy Tw. 10, Rozdzial 7, S(a) jest liczba naturalna, zatem w € N, tzn. N € N,
co jest niemozliwe.

Zatem spelniona jest formula ¢(w). Na mocy Tw. 19(i)«(iii), Rozdzial 8 wy-
starczy teraz wykazac, ze Vy(y e w = —¢(y)), czyli Vy(yew = (y = v y jest
izolowana)). Wezmy wiec pod uwage dowolny y € w taki, ze y # . Wowczas
y jest niepusta liczba naturalng, zatem jest nastepnikiem jakiej$ liczby naturalnej
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a, tzn. y = S(a) dla pewnej liczby porzadkowej a, czyli y jest liczba porzadkowa
izolowana. []

w nie jest jedyna niepusta liczbg graniczng. Aby podaé¢ nastepng z kolei liczbe
graniczna, a wiec najmniejszg liczbe graniczng x taka, ze w € x musimy rozwazy¢
aksjomat podstawiania (AzSUB),, w ktorym formuta ¢ (y, z) jest postaci:

(W) Wgwarz=y)v(yewarz=25Ww)).

Na pierwszy rzut oka mozna by mie¢ watpliwosci (mogly one juz pojawié sie
poprzednio przy okazji operowania definicja termu S™(x)) czy (¢) jest formuta
jezyka teorii ZFC, a to z tego powodu, Ze ciag symboli: ,,S5Y(w)”, gdzie y jest przeciez
zbiorem, nie wydaje sie by¢ termem tego jezyka. Oznaczenie ,,S™(w)” ma sens, ale
wowczas, gdy n nie jest zadnym zbiorem, lecz iloScig zastosowan operacji S. Aby
rozwiaé te watpliwoSci, rozwazmy skonczony zbior

Ay = {w, SW), S(SW)), ..., S(..(Sw))..)h

Niech w ostatnim z wypisanych terméw ilosé wystgpien symbolu S wynosi n.
Rozwazmy liczbe naturalng (zbior)

{@,5(2),5(5(2)),...,5(...(5(2)) .. )}

taka, ze ilo§¢ wystapien S w ostatnim termie réwniez wynosi n. Zgodnie z ustalo-
na konwencja notacyjna, taka liczbe naturalng oznaczamy S(n), gdzie n jest teraz
liczba naturalng bedaca zbiorem. Wezmy pod uwage funkcje f& : S(n) — A,
mianowicie f¥ = {< F,w >,< S(J),Sw) >, < S(5(Q)),S(S(w)) >,...,
<S(...(S(a))...),5(...(S(w)) ...)>}. Oznaczmy teraz dla dowolnego y € S(n),
SY(w) = f¥(y), w szczegolnosdei wiec S™(w) = f¥(n) (n jest tutaj zbiorem). Natu-
ralnie w ten sam sposob mamy réowniez dla dowolnej liczby porzadkowej (czy w ogole
dowolnego zbioru) z : S™(x) = fZ(n), gdzie n jest zbiorem (f7 : S(n) — Az).
Jest zatem jasne, ze formuta ¥ (y, z) ma wlasciwie posta¢ nastepujaca:

(ygwnanz=y)vyewnrz=[f(y),

w ktérej nie mamy juz do czynienia ze zbiorem y postrzeganym jako ilo$¢ zasto-
sowari operacji S. W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé¢ postaé (¢), pamietajac, ze
mamy tam do czynienia z pewnym skrétem definicyjnym.

Formula v (y, z) ustala przyporzadkowanie kazdemu zbiorowi y — jego samego,
gdy y ¢ w, oraz zbioru SY(w), gdy y € w. Spelniony jest wiec poprzednik implikacji
(AzSUB)y : Yy3z[¥(y, 2) A Yo((y,v) = v = z)]. Wobec tego mamy nastepnik
postaci:

uVz(zeu e Jyly e w A Y(y, 2)).
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Biorac pod uwage aksjomat identycznosci, mamy jedyny zbiér u, ktérego istnie-
nie stwierdza powyzsza formuta. Poniewaz wyrazenie y € w A ¥(y, z) jest rowno-
wazne formule y € w A z = SY(w), wiec 6w zbior, oznaczajac go symbolem S (w),
mozemy okresli¢ nastepujaco:

Vz(z € S¥(w) & y(y e w A 2z = SY(w))).

Istnieje zatem zbior, ktéry nieformalnie zapisalibySmy w postaci: S“(w)
={w,S(w),...,"(w),...}.

TWIERDZENIE 14. Zbior w u S¥(w) jest najmniejszq liczbg porzgdkowq x takq, Ze
T jest graniczna i w € T.

DowOD. Wykazanie faktu, ze wu S* (w) jest liczba porzadkowa graniczng przebiega
analogicznie jak wykazanie warunkow (4), (5) w dowodzie Tw. 12. Zamiast liczby

granicznej ng(y) mamy teraz liczbe graniczng w, oraz zamiast obrazu f(IN) — zbiér
S¥(w), ktory jest réwniez obrazem zbioru N wedlug funkcji g : N — S¥(w)
przyporzadkowujacej kazdej liczbie naturalnej n zbior S™(w).

Oczywiscie w € wu S¥(w). Niech teraz x bedzie dowolng liczba graniczna taka,
ze w € x. Aby wykazaé, ze w U S¥(w) € z, co skoriczy dowdd, wykazujemy, ze
(1) wCx oraz
(2) S¥w) < .

(1) jest oczywiste, skoro w € x (Tw. 18, Rozdzial 8). Wykazanie, ze zachodzi
(2) sprowadza sie do indukcyjnego dowodu faktu, iz Vn € w, S™(w) € . Dowod ten
jest podobny do wykazania waruku (1) z dowodu Tw. 12. Oczywiscie S°(w) € z.
Zakladamy, ze dla jakiego$ n, S™(w) € x. Wowczas, na mocy Tw. 9, S(S™(w)) €
lub S(S8™(w)) = x. Lecz ostatnia réwnos¢ nie moze zachodzié, skoro z jest graniczna.
Zatem S"tH(w) e z. O

Zauwazmy, ze zastosowanie aksjomatu podstawiania dla stwierdzenia istnienia
zbioru S¥(w), mozna uogoblni¢ dla dowolnej operacji jednoargumentowej F' oraz
dowolnego zbioru X, tak, aby ustali¢ istnienie zbioru F“(X). Wystarczy wzia¢ pod
uwage ten aksjomat z formuta ¢ (y, z) postaci: (y ¢ waz = y)v(y e waz = FY(X)),
aby uzyska¢ istnienie zbioru:

Fo(X) = {213yl e w a = = FY(X))),
nieformalnie zapisywanego w postaci: {X, F/(X),..., F*(X),...}.

Jasne jest wiec, ze mozemy ustali¢ kolejne liczby porzadkowe graniczne,
mianowicie: wg =w; U S¥(w1), gdzie w; =w U S¥Y(w), wy =w2 U S¥(w2), ...,
Wp =Wn_1 U SYwn_1), --., PIZy CZym w € wi € Wy € ... € wy, € ... oraz miedzy
nimi, w porzadku ustalonym relacja €, nie ma innych liczb granicznych.
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§1. Ciag pozaskonczony

W dalszym ciggu dla odréznienia liczb porzadkowych od innych zbioréw,
o ktorych nie bedzie zakladane, iz sa liczbami porzadkowymi, bedziemy liczby
porzadkowe oznacza¢ matymi greckimi literami: «, 3,7, 9, €.

Gdy a € 8, to bedziemy moéwi¢, ze « jest mniejsza niz 3, gdy zas§ a S 5, to
moéwimy, ze « jest mniejsza lub réwna .

DEFINICIA. Niech a bedzie dowolng liczba porzadkowa oraz X — dowolnym niepu-
stym zbiorem. Dowolng funkcje f : « — X nazywamy ciggiem pozaskoriczonym
typu lub dtugosci o (elementéw zbioru X).

Jest widoczne, ze powyzsza definicja jest uogélnieniem definicji ciggu. Wedtug
obecnej terminologii, ciag pozaskonczony typu w jest dawnym ciagiem, za$ ciag
pozaskoniczony typu «, gdzie o € w, jest ciaggiem skoriczonym.

Aktualna definicja dopuszcza ciag pozaskonczony typu (. Poniewaz
X9 = {(#}, wiec istnieje doktadnie jeden cigg pozaskonczony typu &, mianowicie
zbiér .

Zazwyczaj ciag kojarzony jest z sekwencja jego wyrazow (wartosci). W przypad-
ku ciagu pozaskonczonego typu «, kolejnosé wyrazéw w kojarzonej z nim sekwencji
jest ustalona liniowo porzadkujaca relacja € na zbiorze a.

Rozwazmy dowolng liczbe porzadkowa « oraz dowolny niepusty zbiér X. Niech
ponadto 3 bedzie liczba porzadkowsa taka, ze 5 S «a. Jest oczywiste, ze kazdy ciag
pozaskonczony f typu 3 elementéw zbioru X jest podzbiorem produktu kartezjani-
skiego 0 x X. Poniewaz x X Cax X, wiec f € a x X, czyli f € Pla x X).
Stad, X? < P(a x X) i konsekwentnie, X” € P(P(a x X)). Istnieje wiec zbior
{X? : B € a} jako podzbiér zbioru P(P(a x X)). Bardziej formalnie nalezatoby
uzasadnié jego istnienie, odwolujac sie do aksjomatu podzbioréw w postaci:

Ve(op(z) = x € P(P(a x X))) = yVz(z e y © ¢(x)),
gdzie ¢(z) :=3IB(B S a A = = X?). Wobec prawdziwosci poprzednika mamy:
JyWr(zey < IB(B S arz=X")).

Jak widaé¢, formuta ta stwierdza istnienie zbioru {X” : 3 € a}. W konsekwencji,
U{X? : B € a} jest zbiorem. Jest to zbiér wszystkich ciagéw pozaskoriczonych
elementéw zbioru X typu mniejszego lub rownego a.

143
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Niech Cg bedzie 2-argumentowa operacja przyporzadkowujaca dowolnej liczbie
porzadkowej o oraz niepustemu zbiorowi X zbior | J{X? : B € a}, tzn.

Cg(a, X) = J{XP : B a}.

TWIERDZENIE 1. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Wiwczas:
(1) Cy(, X) = {},

(2) Dla dowolnej liczby porzqdkowej o : & € Cg(a, X),

(3) Dla dowolnych liczb porzqdkowych o, 8: B € a= Cg(8,X) € Cyg(a, X).

Dowop. Dla (1): Cyg(&,X) = | J{X?: B @} = (X9} = X9 = {7}
Dla (2): Poniewaz & € X9, wiec & € |J{X” : B S a}, czyli & € Cg(a, X).
Dla (3): Niech 8 € a. Wezmy f € Cg(8,X). Wowczas f € X7 dla pewnego
v € B. Skoro «, 8 sa liczbami porzadkowymi oraz 8 € «, to 8 S «a. Zatem v € a.
Stad f e | J{X¢: &< al, ezyli f € Cgla, X). O

§2. Funkcja definiowana przez indukcje pozaskornczona

Rozwazmy ciag id, € Cg(a, «), gdzie a jest dowolng niepusta liczba porzad-
kowa. Ciag ten ma nastepujaca wlasnosé: kazdy jego wyraz id.(5) dla 8 € «,
krotko moéwiace, wyraz [, jest jednoznacznie wyznaczony przez wszystkie wyrazy
go poprzedzajace, bowiem f jest zbiorem wszystkich tych wyrazow.

W ogélnosci, rozwazaé teraz bedziemy ciagi f : @ — X elementéw zbioru
X takie, ze kazdy ich wyraz f(8) dla 8 € « jest jednoznacznie wyznaczony przez
wyrazy f(v) dla v e 8.

Sposéb wyznaczania danego wyrazu ciggu przez poprzedzajace go w tym ciggu
wyrazy, jest zupelnie dowolny. Aby go wiec mozliwie ogdlnie okresli¢, rozwaza sie
dowolng funkcje h : Cg(a, X) — X przyporzadkowujaca kazdemu ciagowi typu
muniejszego lub réwnego « jaki$ element ze zbioru X. Wartos¢ f(8) ciagu f dla
B € a mozna wtedy uzalezni¢ od wartosci funkcji h na ciggu wszystkich wyrazéow
poprzedzajacych wyraz f(f), czyli na sekwencji elementow f(v) dla v € 3, tzn.
formalnie na ciggu: f | 5, nastepujaco:

(din) f(B) = h(f I B).

Naturalnie pierwszy wyraz tak okreslanego ciagu f, czyli element f(F) (inaczej
£(0)), nie jest jednoznacznie wyznaczony przez wyrazy go poprzedzajace, bo takowe
nie istnieja. Zatem musi on by¢ arbitralnie podany. Jednakze mozna tego dokonac
pozostajac przy réownosci (din), biorac pod uwage wartosé¢ funkcji h na ciagu &:

(@) =h(f 1 D) = h(D).
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Oczywiscie drugi wyraz ciagu f jest okreslony przez (din): f(1) = f({&})
= h(f | {&}). Ciag f I {F} dlugosci 1 ( jednowyrazowy ciag (f(0)) ) jest juz
wezesniej okreslony — jego jedyna wartos¢ f() wynosi h(QF). Zatem majac weze-
$niej zdefiniowang funkcje h, znamy jej warto§¢ na tym ciggu. Analogicznie, trzeci
wyraz ciagu f jest okreslony przez wartosé¢ funkeji h na okre$lonym juz dwuwyra-

zowym ciagu: f [ {0,1} = (f(0), f(1)) = (M(Q), h(f I {})) itd.

Rozwazany przed chwilg ciag id, mozna zdefiniowaé réwnoscig (din) przy po-
mocy funkcji h : Cg(a,a) — « zadanej nastepujaco: h() = & oraz dla dowol-
nego niepustego ciagu g € Cg(a, «), h(g) =9(8), gdzie B jest dlugoscia ciagu g
(dziedzina tego ciagu). Wowczas bowiem id,(8) = h(idy | 8) dla kazdej § € a.
Istotnie, ido () = & = h(F) = h(id, | ) oraz dla dowolnej niepustej 5 € «,

ida(8) = B = {ida(7) : 7 € B} = ida (B) = (ida | B) (B) = hida | B).

Rozwazmy jeszcze jeden przyktad. Niech h : Cg(w,w) — w bedzie funkcja
okreélonad nast@pujqco W) = v, gdzie v jest dowolnie ustalong liczba naturalna,
oraz h(g) = S(g(lUp)) dla dowolnego ciagu g dlugosci 3, gdzie & # (B € w.
Ponadto co nie qume dalej istotne, lecz jest wymagane dla poprawno$ci definicji
funkeji h, niech h(g) = g(), gdy g jest dtugosci w

Istotny tu jest przypadek niepustego ciagu dtugosci 8 € w. Funkcja h przypo-
rzadkowuje takiemu ciaggowi nastepnik (w sekwencji liczb naturalnych) jego ostat-
niego wyrazu. Bowiem suma niepustej a wiec izolowanej liczby naturalnej S, be-
dac jej bezposrednim poprzednikiem w sekwencji liczb naturalnych (por. §4, Roz-
dziat 9), jest w tej sekwencji ostatnim ze wszystkich jej elementow.

Napiszmy kilka pierwszych wyrazéw ciggu f : w — w definiowanego wedtug

(din) przez funkcje h:
(0) f(0) = W) = %
(1) f(1) =n(f11)= Ul ) = S((f T D(0) = S(f(0)) = S(v),
(2) f(2)=n(f12) = U2 =S((f12)(1) = S(f(1)) = S(SM))-

W ogoélnosci dla & # § € w mamy:
(B) f(B)=h(f18)=5S((f16)UB)=5UUPL)

a stad, nic nie tracac na ogélnosci, dla dowolnego g € w:

(S(8)) £(S(B)) = S(F(US(B))) = S(f(8)), (bo oczywiscie | JS(B) = B).-

Jest jasne, ze dla dowolnego n € w, f(n) = S™(v), gdzie n po prawej stronie
réwnosci jest iloscig aplikacji operacji S. Oznacza to, ze w ograniczonym wypadku,
tj. wtedy, gdy v € w, mozna zdefiniowaé¢ niekontrowersyjnie (zob. uwagi dotyczace
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poprawnosci formuty (v) stuzacej do zdefiniowania zbioru S*(w) w §5, Rozdziat 9)
zbior S™(v) jako: S™(v) := f(n), gdzie f jest okreslona (din) przez opisana wyzej
funkcje h.

W bardziej ogélnym przypadku, gdy 7 jest dowolnag liczba porzadkowa, aby
analogicznie zdefiniowac zbior S™(v), nalezatoby rozwazy¢ funkcje h : Cg(w, o) —
a, gdzie v € « oraz « jest graniczna (co jest niemozliwe do przeprowadzenia w §5,
Rozdziat 9 przed wprowadzeniem liczb wy,ws itd.).

Kontynuujac dalej nasz przyktad, rozwazmy funkcje g : w — w zdefiniowana
nastepujaco: dla dowolnej 5 € w, ¢g(8) = B + ~. Tutaj, formalnie rzecz biorac,
interpretujemy symbol funkcyjny ,,4+” jako 2-argumentows operacje na zbiorach,
zdefiniowang by¢ moze niepoprawnie. Jest to bowiem ta operacja, dla ktorej aksjo-
maty (AN3), (AN4) arytmetyki z dodawaniem (por. §2, Rozdzial 7) w interpretacji
teoriomnogosciowej:

(AN3)' V5 € w(0 + 6 = )
(AN4) VB € w¥s € w(S(B) + 5 = S(B +4))

sa prawdziwymi zdaniami w ZFC. Wadliwos¢ takiej definicji polega na braku pew-
nosci, czy definiowana w ten sposéb operacja + istnieje — postulat prawdziwosci
(AN3)’, (AN4) w ZFC nie gwarantuje przeciez jej istnienia (w przypadku arytme-
tyki z dodawaniem, istnienie operacji dodawania jest gwarantowane postulowana
prawdziwoscig formul (AN3), (AN4), bo sa to aksjomaty tej teorii; oczywiscie pod
warunkiem, ze istotnie w jakiej$ interpretacji sa one prawdziwe, tzn. nie sg one
sprzeczne).

Przyjmijmy jednak na chwile, ze dysponujemy w ZFC operacja +, ktora zacho-
wuje sie tak, jak mowia o tym formuly (AN3)’, (AN4)'. Wowczas z definicji funkceji
g, na mocy (AN3)" mamy:

9(0) =0+~y=1~

oraz wedlug (AN4)":

9(8(B) = 5(B) +~v =SB +7) = S9(8))

Widaé¢ wiec, na mocy (0), (S(8)), ze funkcja g spelia doktadnie te warunki,
ktore, dzieki funkcji h, definiowaly funkcje f. Intuicyjnie bylo jasne, ze funkcja
h definiuje wedtug (din), tzn. zgodnie z (0) oraz (5), czy tez wedtug (0) i (S(5)),
doktadnie jedng funkcje f. Pozostaniemy wiec w zgodzie z intuicja, twierdzac, ze
g=1.

Funkcja f : w — w definiowana wedlug (din) przez funkcje h jest wiec
l-argumentows operacja dodawania do ustalonej liczby naturalnej ~.
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Sugeruje to mozliwosé zdefiniowania operacji dodawania na solidniejszych pod-
stawach niz postulat prawdziwosci (AN3)’, (AN4)’. Mianowicie, dla wszystkich liczb
naturalnych vy okreslmy kazdy z ciaggow f, : w — w wedlug (din) przy uzyciu funk-
cji hy : Cg(w,w) — w, zdefiniowane] identycznie jak poprzednio funkcja h (tzn.
dla kazdej v € w, h, (&) = v oraz h,(¢") = S(¢'(JB)) dla ciagu ¢’ dlugosci S,
gdzie J # [ € w). Definicje ciagow f, dla v € w sa wiec nastepujace (zob. warunki
(0) oraz (S(8)):

(+0) Vy € w(f,(0) = 7) oraz
(+5(8)) V8 € w¥y € w(f,(S(8)) = S(f (B))).

Obecnie mozemy standardowo zdefiniowaé 2-argumentowa operacje + na zbio-
rze w, ktadac dla dowolnych 3, € w:

(+) B+7=/f(8).

Pozostaje pytanie, na jakiej podstawie mozemy uznaé¢ poprawnie juz teraz zde-
finiowana operacje +, za operacje dodawania liczb naturalnych. Jedynym kryte-
rium takiego uznania jest prawdziwos¢ wyrazen (AN3)’, (AN4)’ jako twierdzen
ZFC. Rzeczywiscie, pozbywajac si¢ wedlug definicji (+) symbolu ,,f,” na rzecz
symbolu ,,+” w definicjach (4+0), (+5(f)), uzyskujemy z nich odpowiednio formu-
ly (AN3)’, (AN4)’. Sa to wiec twierdzenia ZFC uzyskane bezposrednio z definicji
(4+), (+0), (+S5(B)), dlatego czesto w literaturze sa one postrzegane jako wiasnie
definicja (tzw. indukcyjna) operacji dodawania.

Wracajac do rozwazan ogdlnych, wezmy pod uwage funkcje f: o — X okre-
§long réownoscia (din) przez funkcje h : Cg(a, X) — X, dla liczby porzadkowe;j
« oraz niepustego zbioru X.

Zauwazmy najpierw, ze rownos¢ (din) umozliwia rozszerzenie funkcji f na dzie-
dzine S(a), tzn. mozna wykorzysta¢ (din) dla okreslenia wartosci f(«) funkcji
f na argumencie «, mianowicie, f(a) = h(f | ). Albowiem ciag f | « jest prze-
ciez tozsamy z funkcja f okreslong juz przez (din) na dziedzinie «, zatem warto$c
funkcji h na tym ciagu jest dana. Innymi stowy, ciag f okreslony na dziedzinie «,
wyznacza, dzieki funkcji h, nastepny wyraz — ciagu okreslonego juz na dziedzinie
S(«). Naturalnie ten nowy, dtuzszy ciag przy uzyciu h juz nie wyznacza kolejnego
wyrazu. Funkcja h jest bowiem okreslona na ciggach dtugosci mniejszej lub roéwnej
«, zatem nie jest okreslona na ciggu dlugosci S(a).

Tak wiec, trzy parametry: liczba porzadkowa «, niepusty zbiér X oraz funkcja
h: Cg(a,X) — X, okreslaja funkcje (ciag pozaskoniczony) f: S(a) — X taka,
ze VB e S(a), f(B) = h(f I B). Funkcja f nazywana jest funkcjg definiowang przez
indukcje pozaskoriczong.
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Tak podane okreslenie funkcji definiowanej przez indukcje, jak sama nazwa na to
wskazuje, nie jest tzw. definicjg wyraing, czyli taka definicjg funkcji, ktora podaje
wyraznie, explicite, warto$¢ funkeji dla jej argumentu (definicjami wyraznymi sa na
przykltad definicje operacji zlozenia czy konwersu relacji badz teoriomnogosciowa
definicja nastepnika). Rownosé: f(8) = h(f | B) nie podaje wyraznie warto-
§ci funkcji f dla argumentu [, bowiem w prawym jej termie wystepuje symbol
f definiowanej funkcji.

Aby wiec formalnie wprowadzié¢ do teorii pojecie funkcji definiowanej przez in-
dukcje, nalezy postepowac tak, jak w przypadku operacji, ktérych istnienie i je-
dyno$¢ sa gwarantowane przez aksjomaty ZFC. Najpierw nalezy wiec wykazaé
istnienie i jedyno$¢ takiej funkcji, czyli dowiesé, skadinad intuicyjnie oczywiste-
go twierdzenia, méwiacego, ze dla dowolnych trzech parametréw: «, X, h istnieje
doktadnie jedna funkcja f : S(a) — X taka, ze V3 € S(«), f(8) = h(f | B).

LEMAT. Dla dowolnych, niepustego zbioru X, liczby porzqedkowej o oraz funkcji
h : Cgla,X) — X istnieje co najwyzej jedna funkcja f : S(a) — X (to
znaczy cigg pozaskoniczony typu S(«) elementow zbioru X) taka, ze V5 € S(a)(f(B)
=h(f I B))

DowObp. Niech X bedzie niepustym zbiorem, « — liczba porzadkowa oraz h €
XC9(e.X)  7alozmy, ze istnieja funkcje f, g takie, ze
(1) VBeS(@)(f(B) =h(fT8)),
(2) VBeS(a)(g(B) =h(g I B))

Aby wykazaé, ze f = g skorzystamy z twierdzenia o indukcji pozaskoriczonej
w postaci (**), §5, Rozdziat 8, gdzie W (x) jest postaci: € S(«) (spelnione sa
wowczas warunki (warl), (war2) z §4, Rozdzial 8, bowiem S(«) jest liczba porzad-
kowa) oraz ¢(z) jest postaci: f(xz) = g(x). Zastepujac w twierdzeniu o indukcji
pozaskoniczonej zmienne zwigzane x,y odpowiednio zmiennymi 3,y mamy:
VB[S € S(a) = (Yr(v € B = f() = g()) = F(3) = g(3)] =
VB(B € S(a) = f(B) = g(B))-

Oczywiscie rowno$¢ f = g jest rownowazna nastepnikowi powyzszej implikacji.
Wykazujemy wiec poprzednik. Niech
(3) Be S(x) oraz
(4) Vy(veB= f(v) =9()-

Z (3), B € S(«). Postrzegajac liczbe porzadkowa S jako podzbiér dziedzi-
ny funkcji f,g otrzymujemy z (4): f | 8 = ¢ | 8. Stad natychmiast: h(f | )
~ h(g15). Zatem na podstawie (1), (2), f(3) = g(5). O

TWIERDZENIE O DEFINIOWANIU PRZEZ INDUKCJE POZASKONCZONA. Dla dowol-
nych, niepustego zbioru X, liczby porzedkowej o oraz funkcji h : Cg(a, X) — X
istnieje doktadnie jedna funkcja f: S(a) — X taka, ze V5 € S(a)(f(B8) = h(f15)).
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Dowo6bp. Na mocy lematu wystarczy Wykazaé 7€
VX # & Ya Yhe XC9(X) 3f e X5 vg e S(a) (f(B) = h(f | B)).

Wezmy dowolny X # (. Dla dovvolneJ liczby porzadkowej a potdézmy
(1) ¥(a):=Vhe XX 3f e X5 Vg e S(a) (f(B) =h(f | B)).

Nalezy wiec dowiesé, ze Va(i(«)). Zatozmy nie wprost, ze Ia(—1(«)). Na mocy
Tw. 21, Rozdzial 8, niech oy bedzie najmniejsza liczba porzadkowa « taka, ze
—(). Wowczas mamy (Tw. 19(i)<>(iii), Rozdziat 8):

(2) —9(ao) oraz
(3) V(v € o= v¥(v)).

Wykazemy sprzeczno$é¢ z (2), tzn. wykazemy, ze zachodzi (ag). W tym ce-
lu, wedtug (1), rozwazmy dowolna funkcje h : Cg(ag, X) — X. Skonstruujemy
funkeje f 1 S(ao) — X taka, ze Vv € S(ao) (f(7) = h(f I 7))-

Najpierw okreslimy funkcje f na dziedzinie «g. Wezmy pod uwage dowolng
ustalong liczbe porzadkowa v € cg. Na mocy (3) mamy natychmiast: (). Ponadto
wedtug Tw. 1(3), Cg(v,X) € Cg(ap, X). Rozwazmy wiec obciecie h | Cg(~, X),
ktére oznaczmy jako h.. Naturalnie wprost z definicji obcigcia funkcji zachodzi:
(4) hy(f") = h(f’) dla dowolnego ciagu f’ € Cg(v, X).

Zastosujmy wyrazenie () dla hy € XC90:X) | Wowezas z prawdziwosci ()
(zob. (1)) oraz na mocy lematu zastosowanego dla zbioru X, liczby porzadko-
wej v oraz hﬁ,, istnieje doktadnie jedna funkcja f, : S(y) — X taka, ze V5 €

S()(f+(B) = hy(fy | B)). Ostatecznie wiec, na mocy (4) mamy:
(5) dla dowolnej v € «g istnieje dokladnie jedna funkcja f, : S(y) — X
taka, 70 VB € S(7)(f,(8) = hlf, | B)).

Rozwazmy teraz liczby porzadkowe 6, takie ze & € v oraz v € ag. Naturalnie
wowczas § € ap. Na mocy (5) mamy dokladnie jedna funkcje f5 : S(§) — X
spelniajaca warunek
(6) Y3 e S©O)(fs(8) =h(fs I B)),
oraz dokladnie jedng funkcje f, : S(v) — X taka, ze
(7) VBe S((f(B) = hlfy T 5)).

Poniewaz 0 € v, wiec S(6) € S(v) (bo S(9) jest, wedtug Tw. 9, Rozdzial 9,
najmniejsza liczba porzadkowa ~ taka, ze § € v, zas § € S(v)), mozemy zatem
rozwazy¢ obciecie f,[S(8). Oczywiscie wowczas
VB € S()(f(8) = (f,1S(8))(8)), oraz
VB e SO)(fy 1 B = (fy 15(2)) 1 B).

Zatem z (7) mamy
(8) VB e SO)(f15(6))(B) = h((£15(3)) T B))-

Na mocy (4) mozna wyrazenia (6), (8) zapisa¢ odpowiednio w postaci:

(9) VB e S6)(fs(B) = hs(fs! B)),
(10) VB e S(0)((f415(6))(B) = hs((f715(O))T B))-
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Poniewaz hs € X©9(0X) wiec mozna dla liczby porzadkowej ¢ oraz funkcji
hs zastosowac lemat, uzyskujac na podstawie (9) i (10) réwnos¢:
(11) fy 1 5(0) = fs.

Wobec (11) zachodzi:

(12) dla dowolnych liczb porzadkowych §,v € ag: d ey = f,() = f5(6).

Zdefiniujmy teraz funkcje g : a9 — X nastepujaco:

(13) Vv eao, g(v) = f(7)-

Naturalnie g € Cg(ag, X), wiec h(g) € X. Zdefiniujmy wiec funkcje f : S(ap)
—> X jak nastepuje:

(14) Vv € ao, f(7) =g(7) oraz
(15) f(ao) = h(g).

Z okreslenia (14) mamy natychmiast: flag = g, zatem na mocy okreslenia (15)
otrzymujemy:

(16) f(ao) = h(fTao).

Wystarczy wiec jeszcze wykazaé, ze Vv € ag (f(y) = h(f |y)), aby skoriczy¢
dowod. W tym celu rozwazmy dowolng liczbe porzadkowa v € a. Na mocy (14)
i (13), f(v) = fy(7). Lecz na podstawie (5), fy(v) = h(fy[7), a zatem f(v)
= h(fylv). Wystarczy wiec wykaza¢, ze fly = f,|v. Dowodzimy, iz
Vo €y, (f17)(0) = (f317)(9)-

Niech wiec 0 € 7. Oczywiscie § € ag. Wowcezas z jednej strony mamy: (f[v)(9)
= f(0) = g(6) = f5(5), na mocy (14) i (13). Z drugiej strony, (fy17)(0) = f1(J)
= f5(), na mocy (12). O

DEFINICJA. Niech a bedzie dowolna liczba porzadkowa, X — dowolnym niepu-
stym zbiorem oraz h : Cg(a,X) — X dowolng funkcja. Woéwczas funkcje f,
(ktorej istnienie i jedynosé stwierdza twierdzenie o definiowaniu przez indukcje po-
zaskoriczona) spelniajaca warunek: V3 € S(«), f(8) = h(f18), nazywamy funkcjg
definiowang przez indukcje pozaskoriczong.

Dla precyzji wprowadzmy 3-argumentowa operacje din, ktérej wartoscia
din(a, X, h), jest funkcja definiowana przez indukeje pozaskoriczona, tzn.

VB e S(a), din(a, X, h)(8) = h(din(a, X, h)[5).

TWIERDZENIE 2. Dla dowolnych liczb porzedkowych «, 5, dowolnego zbioru niepu-
stego X oraz funkcji h : Cg(a, X) — X:
B € a= din(a, X, h)IS(B) = din(8, X, (RICy(B, X))).

DowoDp. Niech «, 8 beda liczbami porzadkowymi takimi, ze 5 € a. Wowczas natu-
ralnie S(8) € S(«) oraz na podstawie Tw. 1(3), Cg¢(8,X) € Cg(a, X). Oznaczmy:
f = din(a, X, h)S(8). Rozwazmy dowolng liczbe porzadkowa v € S(3). Wowczas
mamy:

f(y) = (din(a, X, )1S(8))(7) = din(a, X, h)(7) = h(din(e, X, h)17).
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Lecz din(a, X, h) | v = (din(a, X, h) [ S(B)) I v bo v € S(B). Zatem f(v)
= h(f ). Ponadto f vy € X7, za§ v € B, zatem f |~ € Cg(B,X). Wobec te-

go, h(f1v) = W (f17), gdzie i’ = h[Cyg(B, X). Ostatecznie wigc, Vv € S(B)(f(7)
= b'(f 7)), tzn. funkcja f : S(8) — X jest definiowana przez indukcje poza-
skoriczong dla liczby porzadkowej 3, zbioru X oraz funkcji b’ : Cg(5,X) — X.
Na mocy twierdzenia o definiowaniu przez indukcje istnieje dokladnie jedna funk-
cja definiowana przez indukcje dla powyzszych parametrow — jest nia din(8, X, h').
Zatem f = din(B, X, h'), tzn. din(e, X, h)[S(B) = din(8, X, (hICg(8, X))). O

§3. Aksjomat wyboru, funkcja wyboru

Zapiszmy aksjomat wyboru (AzC') (zob. §1, Rozdzial 1) bardziej czytelnie:

(AzC) VYz[Vz,yez(z#TA(zny#T=c=y)) =
JuVx € zv(u Nz = {v})].

Wykazujemy, ze (AzC')’ jest rownowazny wyrazeniu:

(AzC)” Dla dowolnego z # & oraz dowolnego podziatu IT zbioru z:
JuVz € HIv(u N x = {v}).

(Dla dowolnego podziatu zbioru niepustego istnieje zbior, ktory z kazdym ele-
mentem tego podzialu ma dokladnie jeden element wspolny.)

(AzC) = (AzC)": Zalozmy (AzC)’. Niech z # J oraz II bedzie podziatlem
zbioru z. Wowczas z definicji podzialu mamy:

Ve,yelllz # T A (zny# T =x=y)).
Zatem z (AxzC)’ otrzymujemy:
JuVe € TFv(u Nz = {v}).

(AzCY" = (AzC)': Zatézmy (AxC)”. Niech z bedzie dowolnym zbiorem. Gdy
z = (, to naturalnie nastepnik implikacji w (AxC)’ jest prawdziwy (np. dla u = &
prawda jest, ze Va € @v(u nx = {v})), co dowodzi prawdziwosci (AzC)’.

Niech z # . Zal6zmy poprzednik implikacji w (AzC')’. Stad mamy natych-
miast:

(1) Vzez(z # @),

(2) Ve,yez(zny# g =x=y),
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co oznacza, ze z jest podzialem niepustego zbioru: | Jz (poniewaz z # J, wiec
pewien z € z, lecz z (1), = # &, za§ ¢ S |Jz, stad (Jz # &). Stosujac (AzC)"
dla niepustego zbioru | Jz i jego podzialu z, otrzymujemy nastepnik implikacji
w (AzC)'.

Tak wiec, dla dowolnego niepustego zbioru II niepustych i parami roztacznych
zbioréw (tzn. podziatu II niepustego zbioru |JII) aksjomat wyboru gwarantuje
istnienie takiego zbioru u, ktory z kazdym elementem zbioru II ma dokladnie jeden
wspolny element.

Zwr6émy uwage na to, ze w nazwie ,teoria ZFC” litera ,,C” oznacza, iz formuta
(AzC) jest aksjomatem teorii (por. Wstep). Teoria Zermelo-Fraenkla bez aksjomatu
wyboru oznaczana jest symbolem ,,ZF”. To specjalne wyréznienie aksjomatu wy-
boru wsréd aksjomatéw ZFC, spowodowane jest tym, ze w historii rozwoju teorii
mnogosci aksjomat ten nie byl powszechnie akceptowany. Aby wyjasni¢ dlaczego,
dokonajmy pewnego poréwnania aksjomatu wyboru z pozostalymi aksjomatami
teorii.

Wsérod wszystkich tych aksjomatow ZFC, ktore, na ogédt po spelnieniu pew-
nych warunkéw wstepnych, postuluja istnienie pewnego zbioru, kazdy z nastepuja-
cych czterech: (AzZ)y, (AzP), (Az ), (AzSUB), w obecnodci aksjomatu iden-
tycznosci, gwarantuje istnienie doktadnie Jednego zbloru dla ustalonych warunkéw
wstepnych (w przypadku (AzP) i (Axz|J) warunki wstepne sprowadzaja si¢ do
ustalenia uwagi na jakim$ zbiorze). Co wiecej, kazdy z tych czterech aksjomatow
w pelni okresla 6w jedyny zbior, ktérego istnienie stwierdza, przez jawne podanie je-
go elementow. Mowi sie, ze taki jedyny zbiér jest, dla danych warunkéw wstepnych,
konstruowalny. Pozostale dwa aksjomaty z tej grupy, aksjomat nieskoriczonosci oraz
wlasnie aksjomat wyboru, bez wzgledu na obecnosé aksjomatu identycznosci, nie
gwarantuja wecale istnienia dokladnie jednego zbioru ((Azo) bezwarunkowo, za$
(AzC) przy warunku wstepnym jakim jest ustalenie uwagi na niepustym zbiorze
niepustych, parami roztacznych zbioréw). Aksjomat nieskoriczono$ci nie zapewnia
przeciez istnienia dokladnie jednego zbioru indukcyjnego. Jednakze uzytek, jaki
czyni sie w teorii z tego aksjomatu polega, z jednej strony, na zagwarantowaniu
niepustosci §wiata zbioréw (czego potrzeba nie moze by¢ kwestionowana), z dru-
giej za$ strony, na konstrukcji, przy wykorzystaniu aksjomatu podzbioréw, pewne-
go, jedynego zbioru indukcyjnego, mianowicie, najmniejszego zbioru indukcyjnego,
jakim jest zbior liczb naturalnych (por. Twierdzenia 11, 12, Rozdzial 7). Cho¢ wiec
aksjomat nieskoriczonosci nie wyrédznia zadnego sposréd tych wszystkich zbiorow,
ktoérych istnienie stwierdza, to jednak wlasnosci kazdego z nich sa takie, ze zastoso-
wanie aksjomatu podzbioréw powoduje jednak wyrdznienie wsréd nich doktadnie
jednego — tego, ktory dalej w teorii, jako jedyny sposréd wszystkich tych zbioréw,
jest istotny.
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Podobnie, aksjomat wyboru nie zapewnia istnienia dokladnie jednego zbioru,
ktory z kazdym elementem danego podzialu ma doktadnie jeden element wspol-
ny. Lecz w przeciwienistwie do aksjomatu nieskonczonosci, nie wida¢ w jaki sposéb
aksjomat wyboru mialby cho¢ umozliwi¢ wyrédznienie jednego sposrod tych zbiorow,
ktorych istnienie stwierdza. Co wiecej, w zastosowaniach tego aksjomatu w teorii,
zadnego z takich zbioréw nawet nie probuje sie wyrédzniaé. Krotko méwiac, aksjomat
wyboru stwierdza istnienie niekonstruowalnych zbioréw, z ktorych teoria dalej robi
uzytek.

Nie kazdy dopuszcza do istnienia niezupeinie dookreslone, czy wrecz nieokres-
lone twory. Stad niektorzy kwestionuja zasadno$é uznania (AzC) za aksjomat teorii
mnogoéci. Niektérzy zas, akceptujac aksjomat wyboru, odrézniaja jednak te twier-
dzenia, ktérych dowody 6w aksjomat umozliwia, od pozostatych twierdzen, pod-
kreslajac w ten sposob jakby inng ich warto§é. Naturalnie z formalno-logicznego
punktu widzenia, aksjomat wyboru jest zwyczajnym zdaniem ustalonego jezyka
I rzedu, jesli wiec tylko nie prowadzi do sprzecznoéci, to z owego punktu widzenia,
jest aksjomatem teorii réwnoprawnym pozostalym.

Warto jeszcze zwrocié uwage na fakt, ze niedookreslonosci zbioru, ktory ma
doktadnie jeden element wspoélny z kazdym elementem danego podzialtu, nie nalezy
wiazaé z niewystepowaniem w aksjomacie wyboru charakterystyki tych elementéw
tego zbioru, ktére do zadnego z elementéw podzialu nie naleza. Mozna bowiem
w banalny sposéb taka charakterystyke poda¢ — twierdzac, ze takich elementéw
nie ma. Mianowicie, nietrudno wykaza¢, ze w obecnosci aksjomatu podzbioréw,
aksjomat wyboru jest rownowazny nastepujacemu wyrazeniu:

(AzC)"” Dla dowolnego z # ¢ oraz dowolnego podziatu II zbioru z:
Ju(u € z AVz € IFv(u nx = {v})).

(Dla dowolnego podziatu zbioru niepustego istnieje taki podzbiér tego zbioru,
ktory z kazdym elementem tego podziatu ma dokltadnie jeden element wspoélny.)

Implikacja (AzC)" = (AzC)" jest oczywista. Aby wykazaé¢ implikacje odwrot-
na, zatozmy (AxC)” i rozwazmy dowolny podzial IT niepustego zbioru z. Na mocy
zalozenia, niech A bedzie takim zbiorem, ze

(3) Yz e IFw(A n z = {v}).
Poniewaz poprzednik aksjomatu podzbioréw:
Yo(p(v) = ve A) = FyVo(v € y © ¢(v)),

dla ¢(v) := Jz(zell A Anz ={v}), jest spelniony, niech wiec B bedzie tym jedynym
(dla ustalonego zbioru A) zbiorem okre§lonym przez nastepnik w tym aksjomacie,
to znaczy
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(4) Yo(ve Be dJz(xell A Anx = {v})).
Wowezas
(5) B < z.

Niech bowiem v € B. Wtedy z (4), dla pewnego x € II, A nx = {v}. Zatem
v € z. Ostatecznie v € | JII, czyli v € z, bo II jest podziatem zbioru z.
Ponadto,

(6) Yo € IFw(B Nz = {v}).
Niech bowiem z € TI. Wowczas z (3), niech w bedzie takim zbiorem, ze
(7) Anzx ={w}.

Stad, w € z oraz wedlug (4), w € B. Zatem {w} € B n z. Aby dowies¢ in-
kluzji przeciwnej, co zakonczy dowod (6), zatozmy, ze v € B oraz v € x. Wowczas
z (4), niech y € II bedzie taki, ze A ny = {v}. Zatem v € y. Lecz skoro v € =z,
wiec T Ny # . Poniewaz x,y sa elementami podziatu II, wiec y = z. Zatem
A nx = {v}, co wobec (7) implikuje {v} = {w}, tzn. v € {w}. Wobec dowolnosci
wyboru v, B nx € {w}.

Ostatecznie, z (5) 1 (6) bezposrednio wynika formuta Ju(u € z A Yo € IIFv(u n

x = {v}))-

Jak wida¢, dla dowolnego podziatu niepustego zbioru, aksjomat wyboru w po-
staci (AxzC)" zapewnia istnienie pewnego podzbioru tego zbioru, a wiec jest pod
tym wzgledem podobny do aksjomatu podzbioréw. Lecz, w przeciwienistwie do tego
aksjomatu, nie gwarantuje on (w obecnosci aksjomatu identycznosci) istnienia do-
ktadnie jednego podzbioru, przez co nie podaje konstruktywnie elementéw zadnego
7z tych podzbioréw, ktérych istnienie stwierdza. W tym sensie sa one obiektami
niedookreslonymi.

W dalszym ciagu aksjomat wyboru postuzy nam do wykazania faktu (skad-
inad réwnowaznego temu aksjomatowi) moéwiacego, ze dla dowolnego niepustego
zbioru istnieje tzw. stowarzyszona z nim funkcja wyboru, co w konsekwencji, wraz
7 zastosowaniem definiowania przez indukcje pozaskonczona, umozliwia wykazanie
innego faktu, iz dla dowolnego niepustego zbioru istnieje liczba porzadkowa majaca
tyle samo elementéw co ten zbior. To z kolei prowadzi do definicji liczby kardynalnej
zbioru.

DEFINICIA. Niech u bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Przez funkcje wyboru dla
zbioru u (lub stowarzyszong ze zbiorem u) rozumiemy dowolng funkcje f: P(u) —

u taka, ze Yy € P(u) —{J}, f(y) € y.
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Uwaga. Zdefiniowany tu zostal nie symbol funkcyjny, lecz predykat ,,jest funk-
cjg wybory’, stad dowody istnienia i jedynoéci sa niepotrzebne. Niemniej jednak,
w dalszym ciagu wykazujemy, ze istnieja obiekty teoriomnogosciowe, o ktérych
mozna zgodnie z prawda ten predykat orzec.

PRrzYKrAD. Istnieja dokladnie cztery funkcje wyboru f1, fa, f3, f4 dla 2-elemento-
wego zbioru {a, b}:

[1(D) = a, filla}) = a, /1({}) = b, fi({a,b}) =a,
fo(D) = a, f2({a}) = a, fa({b}) = b, fa({a,b}) =0,
fs(D) = b, fs({a}) = a, fs({b}) = b, fs({a,b}) =a,
fo( @) = b, fa({a}) = a, fa({b}) = b, fa({a,b}) =b.

Istnienie funkcji wyboru dla kazdego niepustego zbioru wu jest gwarantowane
przez aksjomat wyboru. Istotnie, niech y bedzie dowolnym niepustym podzbiorem
zbioru u. Wowczas oczywiscie {y} x y € P(u) x u, czyli {y} x y € P(P(u) x u).
Rozwazmy aksjomat podzbioréw z formuta ¢(x) postaci:

Iy(y e P(u) — {D} Ao = {y} xy).
Poniewaz zachodzi:
Va(o(z) = x € P(P(u) x w)),
wiec z owego aksjomatu otrzymujemy:
PVe(z e z e Jy(y e Plu) — {T} A x = {y} x y)).

Oznaczmy symbolem ,IT” ten (jedyny) zbior, ktorego istnienie stwierdza powyz-
sza formuta. Mamy wiec:

Ve(re Il < y(y € P(u) — {A} Az = {y} x y)), lub réwnowaznie:
T = {{y} x y:y € P(u) — {@}}.

Jest oczywiste, ze J ¢ II. Ponadto spetniony jest warunek:
Yo,welllvnw# J = v=uw).

Jesli bowiem v, w € II, to wowczas v = {y1} X y1,w = {y2} X y2 dla pewnych
niepustych y1,y2 € u. Wtedy v = {<y1,2>: x € y1} oraz w = {<y2,>: T € ya}.
Zatem zalozenie v N w # & implikuje <y;,x1> = <y9,x2> dla pewnych z; €
Y1, T2 € yo. Stad y; = yo i konsekwentnie v = w.
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Tak wiec, II jest podziatem niepustego zbioru [ JII. Na mocy aksjomatu wyboru
(AzC)" niech A bedzie zbiorem takim, ze

Vo e T3z(A nx = {z}).

Wezmy wiec pod uwage dowolny = € TI. Wowczas x = {y} x y, gdzie & # y < u.
Zatem iloczyn A n ({y} x y) jest zbiorem l-elementowym {z}. Wowczas z jest
postaci <y, v>, gdzie v € y, przy czym v jest jedynym elementem zbioru y takim,
ze <y,v> € A. Konsekwentnie zbiér par uporzadkowanych:

{<,vo>} v (Ul n A) = {<T,vo>} v ({<y,v>:y € P(u) —{T} rvey}nA),

gdzie vy € u jest dowolnie wybranym elementem (u # &), jest funkcja f : P(u) —
u taka, ze dla dowolnego y € P(u) — {@}, f(y) € y (bowiem f(y) jest tym jedynym
elementem zbioru y, ze <y, f(y)> € A).

Dla pewnych zbioréw, na przyktad dla zbioréw liczb porzadkowych, aby uza-
sadni¢ istnienie stowarzyszonych z nimi funkcji wyboru, nie musimy odwotywac sie
do aksjomatu wyboru:

TWIERDZENIE 3. Niech x bedzie dowolnym niepustym zbiorem liczb porzgdkowych.
Wowczas funkcja f : P(x) — x okreslona nastepujgeo: f(&) = nip(z),Vy €
P(x) —{J}, fy) = nlp(y), jest funkcjq wyboru dla zbioru x.

DowoOD.  Oczywisty na mocy definicji funkcji wyboru oraz najmniejszej liczby
porzadkowej w danym zbiorze liczb porzadkowych. []

DEFINICJA. Dla dowolnego niepustego zbioru z liczb porzadkowych niech wb bedzie
l-argumentowa operacja przyporzadkowujaca zbiorowi x funkcje wyboru dla zbioru
x okreslona w Tw. 3, tzn. wb(x)(F) = nip(z) oraz wb(z)(y) = nip(y) dla kazdego
niepustego y < x.

wb(x) nazwijmy funkcjg wyboru zbioru liczb porzqdkowych .

§4. Funkcja definiowana przez indukcje pozaskornczona wyznaczona
przez funkcje wyboru dla dowolnego zbioru

Niech teraz X bedzie dowolnym niepustym zbiorem oraz f dowolng funkcja
wyboru dla zbioru X. Niech ponadto « bedzie dowolng liczba porzadkowa. Te trzy
parametry wyznaczaja jednoznacznie funkcje h : Cg(a, X) — X nastepujaco:
W) = f(F) oraz h(g) = f(X— E(ﬁ)) dla dowolnej niepustej liczby porzadkowej
B < a(gdy a # &), i dowolnego ciagu g : 5 —> X. Dalej, tak okreslona funkcja h,
jako zalezna od owych trzech parametrow, bedzie oznaczana w postaci h(a, X, f).
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PrzyKrAD. Funkcja wyboru f; dla zbioru X = {a, b} z poprzedniego przykladu
(§3) oraz liczba porzadkowa w wyznaczaja funkcje h(w, X, f1) : Cg(w,X) — X
w nastepujacy sposob: h(w, X, f1)(&) = f1(&) = a oraz dla dowolnego ciagu
g:B8— X dla @ # 8 Cw:

b, gdy dla kazdej v € 8, g(+) = a

h(w, X, f1)(g) = f1(X— 9(B)) = { a, gdy dla pewnej v € 3, g(y) = b.

TWIERDZENIE 4. Dla dowolnych liczb porzgdkowych o, 8, dowolnego zbioru X # &
oraz dowolnej funkcji wyboru f dla X:

Bea=h(BX,[f)=hlaX, )ICyg(B,X).

DowoDp. Niech 8 € a. Wéwezas na mocy Tw. 1(3), Cg(8,X) € Cg(a, X), zatem
sensownie jest rozwazaé obciecie h(a, X, f) [ Cg(5, X). Mamy wiec: (h(a, X, f)|
Cg(B, X)) (D) = hla, X, [)(D) = [(&) = h(B, X, [)(D). 1 dalej, dla dowolnego
ciagu g € Cg(B, X) takiego, ze g : v — X, gdzie & # v S B : (h(a, X, f) ]

Cy(B,X))(g) = hle, X, f)(9) = f(X= 9(7)) = h(B, X, /)(9)- O

Kolejne fakty dotycza dowolnego niepustego zbioru X oraz dowolnej funkcji
wyboru f dla X. Traktujemy te dwa parametry jako ustalone. Dla dowolnej liczby
porzadkowej o oznaczmy dg := din(a, X, h(a, X, f)). Wowczas

(*) da(D) = h(e, X, f)(daD) = hla, X, f) (D) = (D) oraz

— —

(**) da(B) = Mo, X, f)(da!B) = f(X = (dalB) (B)) = f(X—da (B)),
gdy & # e S().

TWIERDZENIE 5. Dla dowolnych liczb porzedkowych o, 3:
(1) Bea=d,!S(B) =dgs,
(2) Bea=d.(B)=dsB).

DowoOD. Dla (1): Zalézmy, ze 8 € «. Wowczas, na mocy Tw. 2, mamy:
din(a, X, h(e, X, f)) [ S(B) = din(8, X, (h(e, X, f) I Cg(B,X))). Lecz na mocy
Tw. 4, ha, X, [)ICg(B,X) = h(B, X, [), zatem dq [S(8) = din(8, X, h(8,X, f))
= dg.

(2) jest bezposrednia konsekwencja (1). [

TWIERDZENIE 6. Dla dowolnej liczby porzqdkowej o, jezeli do: S(a) — X nie
przeksztatea zbioru S(a) na zbior X, to d, jest réznowartosciowa.
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DowoOD. Zatézmy, ze X— d,(S(a)) # &. Rozwazmy liczby porzadkowe 3,7+ €
S(«) takie, ze 8 # v. Wowczas albo 8 € v albo v € . Zalozmy, ze 5 € v. Naturalnie
wtedy v # J, zatem z (**) mamy:

(1) da() = F(X= dal).

Poniewaz 7 € S(a) (bo v € S(a)), wiec d_.; (v) < (S(a)). Zatem X—
d_; (S(a) € X— c?; (7), czyli na mocy zalozenia, X— d, (vy) # &. Wowczas
z definicji funkcji wyboru, f(X: czx('y)) € X— CZI(’Y), wiec z (1), da(7) ¢ czl (7).

VA
Lecz skoro 8 € v, to do(8) € do (7), zatem dn(B8) # da(7v). Gdy v € 3, dowod
przebiega analogicznie. []

L&y

TWIERDZENIE 7. Dla dowolnej liczby porzgdkowej o

(1) Ve S(a) [jezeli X— da(y) # B, to da(3) ¢ da(¥)];
() ¥y S(a) ljeseli X da(y) # B, o ¥B(5 € 7 = da(8) # da(1)]
(3) jezeli X— do(a) # &, to VB(B € a = do(B) # du(a))
(4) jeseli X— du(a) # &, to V(B € a = ds(B) # da().

)

—

Gdy v = J, to naturalnie d. «(7) = O, wiec do () ¢ do (v
Nlech v # . Wowczas na mocy (* ) do(v) = f(X— a( )). Z zalozenia,

(X~ da(7)) € X do(), 7atem d(7) ¢ da(7).
Dla (2): Niech v € S(«a). Zalozmy, ze X— do (y) # & oraz wezmy liczbe

Dowo6p. Dla (1): Niech v € S( ). Zalozmy, ze X — d. () # .
)-

porzadkowa (3 taka, ze 8 € v. Wowczas z (1) mamy: do(7y) ¢ do (7). Jednakze

da(B) € dq (7), zatem do(B) # da(7)-
(3) jest bezposrednia konsekwencja (2), gdy v = a.
(4) jest bezposrednia konsekwencja (3) oraz Tw. 5(2). O

TWIERDZENIE 8. Istnieje liczba porzqdkowa o taka, ze X C d, («).

DowoOD. Zalozmy nie wprost, iz dla kazdej liczby porzadkowej o, X & d, ().

Zatem X — cz(a) # &, dla kazdej . Wobec tego, na mocy Tw. 7(4) otrzymujemy:
(1) YaVB(B e a= dg(B) # da(w)).

Woéwczas spelniony jest warunek:
(2) dla dowolnych liczb porzadkowych o, 8 : a # 8 = do(a) # dg(B).
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Zalozmy, bowiem, ze o # 5. Wtedy 8 € a lub a € 8. Gdy 8 € «, to z (1),
dg(B) # da(c). Gdy zas a € 8, rozumowanie przebiega analogicznie — wystarczy
w (1) zamieni¢ o na f oraz  na «.

Wezmy teraz pod uwage aksjomat podzbioréw (AxZ), w postaci:

Vr(Ja(r = do(a)) = v € X) = WyVz(z e y & Ja(z = do())).

Poniewaz dla dowolnej liczby porzadkowej «, d,(«) € X, wiec poprzednik po-
wyzszej implikacji jest spelniony. Mamy wiec nastepnik, a stad istnienie zbioru:
L ={z:3a(zx =ds(a))} = {do() : a jest liczba porzadkowa}.

Rozwazaé teraz bedziemy aksjomat podstawiania (AzSUB)y, w ktorym po-
przednik ma postac:

(3) VyI=(¥(y, 2) A Vu(Y(y,0) = v = 2)),
gdzie ¥(y, z) jest postaci:
(y¢ L A z=y) v Ia(a jest liczbg porzadkowa A y = do(a) A 2z = ).

Wykazmy, ze (3) jest spelnione. Wezmy pod uwage dowolny zbior y. Oczywiscie
y¢ LvyelL.

Niech y ¢ L. Polozmy zy = y. Woéwczas zachodzi ¥ (y, 20). Aby dowies¢, iz
Yo(y(y,v) = v = 2p), zalozmy, ze ¥ (y,v). Prawdziwosé¢ prawego cztonu alternaty-
wy ¥ (y,v) oznaczalaby, ze y € L. Lecz y ¢ L. Zatem lewy jej czlon jest prawdziwy,
czyliy ¢ L A v =y. Stad oczywiscie v = zg. Ostatecznie 3z(¢(y, z) A Yo((y,v) =
v = z)).

Niech teraz y € L. Zatem y = da,(ap) dla pewnej liczby porzadkowej ap.
Polozmy zg = ag. Wowczas prawda jest, ze Ja(a jest liczba porzadkowa A y =
do(a) A 29 = «), czyli zachodzi ¥(y, z0). Wykazujac, iz Yo(¢¥(y,v) = v = zp),
zatozmy, ze ¥(y,v). Wowczas naturalnie prawdziwy jest prawy czlon alternatywy
Y(y,v) : Ja(a jest liczba porzadkowa A y = do(a) A v = «). Zatem dla pewnej
liczby porzadkowej 5, y = dg(8) A v = . Lecz jednoczesnie y = dq,(ap), zatem
duy () = dg(). Wobec tego na mocy (2) otrzymujemy: 5 = g i konsekwentnie
v = ag = 2g, co konczy dowdd (3).

Ostatecznie, formutla ¢(y, z) ustala na mocy (3) jednoznaczna odpowiedniosé
miedzy elementami zbioru L postaci d,(a) a liczbami porzadkowymi « (jak row-
niez miedzy zbiorami nienalezacymi do L a nimi samymi, co nie jest interesujace).
Mozemy wiec z aksjomatu podstawiania oderwaé nastepnik, postaci:

JuVz(zeu < Iy(ye L A ¢Y(y,2))),
w ten sposéb uzyskujac istnienie zbioru:
{z:3y(ye L Av(y,2))}
Wyrazenie y € L A 9(y, z) jest rownowazne koniunkcji:
y € L A Ja(a jest liczba porzadkowa A y = dy(a) A 2z = «),
ktora z kolei, wedtug definicji zbioru L, jest rownowazna swojemu prawemu czlo-
nowi.
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Konsekwentnie na mocy aksjomatu podstawiania, uzyskaliSmy istnienie zbioru:
{z : Jyda(« jest liczba porzadkowa A y = ds(@) A 2 = a)}.

Widag, iz jest to zbidr, ktorego elementami sg wszystkie liczby porzadkowe
i tylko one, co przeczy Tw. 6, Rozdzial 9. [

Mozemy obecnie sformulowaé twierdzenie, umozliwiajace okreslenie rozwazane-
go w nastepnym rozdziale pojecia liczby kardynalnej:

TWIERDZENIE 9. Dla dowolnego niepustego zbioru X, dla dowolnej funkcji wyboru
[ dla zbioru X istnieje liczba porzedkowa « taka, Ze funkcja din(a, X, h(a, X, f))}
a:a—> X jest bijekcjq.

Dowobp. Niech X # ¢J oraz f bedzie funkcja wyboru dla X. Na mocy Tw. 8
oraz Tw. 21, Rozdzial 8, niech oy bedzie najmniejsza liczba porzadkowa « taka,
ze X C d,(«), gdzie, jak poprzednio, d, = din(«o, X, h(a, X, f)). Wykazemy, ze
wlasnie d,, [ap : ap — X jest bijekcja.

Skoro g jest najmniejsza liczba porzadkowa « taka, ze X € d, (), wiec wedtug
Tw. 19(i)=(iii), Rozdzial 8 mamy:
(1) X S doy(ap) oraz

(2) VB(Bean= X & dy(B)).

Poniewaz z definicji funkcji do,, da, (S(a)) € X oraz naturalnie do, (ag) S

doo(S(ap)) (bo ag € S(ayp)), wiec na mocy (1) otrzymujemy: dq,(cg) = X. Oznacza
to, ze funkcja d,, oo przeksztalca o na zbiér X.

Aby wykazaé, ze dn, [ o jest réznowartosciowa, zaldézmy nie wprost, ze dla
pewnych liczb porzadkowych 8,7 € agp, (dag, [@0)(8) = (da, [@0)(7y) oraz B # 7.
Woéwecezas 7 definicji obciecia funkeji mamy:

(3) dao(B) = day (7).

Ponadto z (2), odlaczajac kwantyfikator dla § oraz v, uzyskujemy:

(4) X—ds (B) # & oraz

(5) X—d, (7) % 2.
Poniewaz g # v, wiec § € v lub v € 5. Zalézmy, ze
(6) Ben.
Na mocy (5), (6) oraz Tw. 7(4) mamy:
(7) ds(B) # ds ().
Jednakze na mocy Tw. 5(2) mamy ponadto:
(8) duy(8) = ds(B) oraz
(9) day(7) = dy(7)-



§5. Funkcja definiowana przez indukcje pozaskoriczona. . . 161

Z (8), (9) i (7) otrzymujemy: do, () # da, (), co jest sprzeczne z (3).
Gdy v € 8 dowdd przebiega analogicznie. Korzystamy wowczas z (4) zamiast
z (5) i wszedzie zamieniamy ( na v oraz v na 8. [

5. Funkcja definiowana przez indukcje pozaskoiiczona wyznaczona
€ q
przez funkcje wyboru zbioru liczb porzadkowych

Kolejne dwa fakty dotycza dowolnego niepustego zbioru z liczb porzadkowych.
Pierwszy z nich jest odpowiednikiem Tw. 7(2). Dla dowolnej liczby porzadkowe;j
a oznaczmy d¥ = din(a, z, h(o, z, wb(x))). Naturalnie d* jest funkcja, ktora do
tej pory oznaczaliémy jako d,. Symbol ,,*” ma tu oznaczaé, iz funkcja d, zalezy
nie od dowolnie ustalonej funkcji wyboru f dla zbioru z liczb porzadkowych, lecz
od funkcji wyboru wb(z).

TWIERDZENIE 10. Dla dowolnej liczby porzgdkowej o
Vy € alz—di(v) # & = V(5 € v = di(6) € dz(7))]-

DowoOD. Zalézmy, ze v € o oraz © — d(vy) # . Niech ponadto 6 € v. Wowczas
7 Tw. 7(2) (oczywiscie v € S(«)) mamy natychmiast:
(1) dz(0) # di(v)-

Skoro § € «, wiec & € . Naturalnie réwniez v € «. Zatem d* () € d*(v), co
implikuje:
(2) @ — di(7) € = — dA(6).

Na podstawie (**) z §4 prawdziwe sa rOwnosci:
(3) di(y) = wb(z)(z — d*( )) oraz
(4) d2(6) = wh(z)(z — d(3)),
oile § # &.

Z (3), zalozenia, definicji funkcji wyboru oraz z (2) otrzymujemy:
(5) d2(7) e x — dx(6).

Lecz na mocy ( ) 1 definicji funkcji wyboru wb(z):
d(5) = nlp(x — d%(5)),
tzn. d*(6) jest najmniejsza liczba porzadkowa [ taka, ze 8 € x — d¥% (). Zatem
wobec (5), z definicji najmniejszej liczby porzadkowej otrzymujemy: d%(6) < d¥ (v),
co wobec (1) implikuje d*(9) € d* ().

WykorzystaliSmy tu rownosé (4), ktora jest spelniona, gdy § # . Gdyby
0 = &, to woéwczas zamiast (4) otrzymujemy na mocy (*) z §4 oraz definicji funkcji
wyboru wb(z):



162 Rozdz. 10. Ciagi pozaskoriczone. Aksjomat wyboru

d3(6) = d3 (D) = wb(x)(D) = nip(z).
Zatem, skoro d¥(v) € x oraz nip(z) jest najmniejsza liczba porzadkowa 8 taka,
ze [ € x, wiec znowu mamy inkluzje d*(5) € d*(y), co wobec (1) implikuje

dx(6) € di(v). O

TWIERDZENIE 11. Dla dowolnej liczby porzgdkowej o
V(veanz —di(y) # &) =~ < dz(V)]-

DowoD. Niech « bedzie dowolnie ustalong liczba porzadkowa. Korzystamy z wa-
riantu twierdzenia o indukcji pozaskoniczonej w postaci (**), §5, Rozdziat 8, gdzie
zmienne zwiazane x,y zostaly zamienione na zmienne =, J:

(1) ¥[W(y) = (V36 € v = ¢(3)) = ¢(7))] = V(W (7) = ¢(7));

gdzie W () := vyea nx —di(y) # &, oraz ¢(y) := v < d* (7).
Aby uznaé (1) za wariant twierdzenia o indukcji pozaskoriczonej w postaci (¥*)
nalezy wykazaé, ze powyzej okreslony predykat W spelnia warunki:
(warl) V(W (y) = V3(5 € 7 = W(3))),
(war2) VAVoVB(W () AW () AW(B) = (yedAndef=vefP)).

Aby wykazaé (warl) zalézmy, ze W(y), tzn. v € « oraz z — df (v) # .
Niech § € v. Woéwczas, poniewaz  jako element liczby porzadkowej a jest liczba
porzadkowa, wiec z przechodniosci porzadku liczb porzadkowych (Tw. 14, Roz-

dzial 8) mamy: § € . Naturalnie, poniewaz § € -y, wiec § € . Zatem d*(0) € d*(v),
stad © — d%(v) € x — d*(9), a wiec x — d*(9) # . Ostatecznie zachodzi W ().
Aby wykazaé (war2) wystarczy zauwazy¢, ze zaktadajac W(v), W(5), W(B)
mamy: v,d,8 € «. Zatem ~,0, sa liczbami porzadkowymi, a wiec implikacja
vyEI A € = € S jest spetniona.
Dowodzone twierdzenie jest, jak wida¢, nastepnikiem implikacji (1). Wystarczy
wiec wykazaé jej poprzednik. Zatézmy zatem, iz
(2) vea,
(3) @ — di(y) # @,
(4) Y6(0 ey =9 < d*(d)) oraz nie wprost:
(5) 7 & d2(y).
Poniewaz v, d% () sa liczbami porzadkowymi, wiec ze spojnosci porzadku liczb
porzadkowych, na mocy (5) mamy:
(6) (1) €.
Wowczas z (6) i (4)
(7) da(y) < di(d(v))-
Tymczasem z (2),(3),(6) na mocy Tw. 10, d*(d*(v)) € dX(v), co wraz z (7)
oznacza, iz d¥ (d*(vy)) € d*(d*(v)), a to jest niemozliwe. []

otrzymujemy:



Rozdzial 11. Liczby kardynalne

§1. Rownolicznosé zbiorow

DEFINICJA. Dla dowolnych zbioréw x,y : x jest réwnoliczny z y, gdy istnieje
funkcja f : x — y, ktéra jest bijekcja.

Zauwazmy, ze funkcja f : J — y, gdzie y # J, tzn. f = J nie jest bijekcja,
gdyz nie przeksztalca zbioru J ,,na’ niepusty zbiér y. Zatem zbiér & nie jest
rownoliczny z zadnym niepustym zbiorem. Tymczasem, gdy y = &, funkcja f:
g — I, a wiec znowu f = (I, jest bijekcja, zatem zbiér pusty jest réwnoliczny
wylacznie sam ze soba. W ogdlnosci mamy:

TWIERDZENIE 1. X jest rownoliczny z X.

DowOD. Oczywisty na podstawie Tw. 4, Rozdzial 4. []

TWIERDZENIE 2. X jest rownoliczny zY =Y jest rownoliczny z X.

DowoOD. Oczywisty na podstawie Twierdzen 8, 9, Rozdzial 4. [

TWIERDZENIE 3. X jest rownoliczny z Y A'Y jest rownoliczny z U = X jest
rownoliczny z U.

DowOD. Oczywisty na mocy Tw. 10, Rozdziat 4. []
Jako przydatne éwiczenie udowodnimy nastepujace

TWIERDZENIE 4. Dla dowolnego zbioru X : X jest rownoliczny z S(X) wtw S(X)
jest roumoliczny z S(S(X)).

DowOD. (=): Zalézmy, ze X jest réwnoliczny z S(X). Niech zatem f : X —
S(X) bedzie bijekcja. Jest jasne, ze wowczas funkcja g : X u{X} — S(X)u{S(X)}
zdefiniowana nastepujaco: Ya € X, g(a) = f(a) oraz g(X) = S(X), jest bijekcja.
Zatem S(X) jest rownoliczny z S(S(X)).

(«): Zatozmy, ze S(X) jest rownoliczny z S(S(X)). Niech wiec f; : X u{X} —
S(X) u {S(X)} bedzie bijekcja. Jesli f1(X) = S(X), to naturalnie f; | X : X —
S(X) jest bijekcja, zatem X jest réwnoliczny z S(X).

Przypusémy, ze f1(X) # S(X). Wowczas oczywiscie:

(1) £(X)eS(X).

163
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Jednakze, poniewaz f; jest ,,na’, wiec dla pewnego a € X u {X} mamy:
(2) fi(a) = S(X).

Naturalnie z (2), a # X, skoro f1(X) # S(X). Zatem
(3) ae X.

Ponadto,

(4) Vye X(y#a= hy) e SX)).

Gdyby bowiem dla jakiegos y € X bylo tak, ze y # a oraz fi(y) ¢ S(X), to
wowczas f1(y) = S(X). Zatem z (2) byloby fi1(y) = fi(a), co implikuje y = a, bo
f1 jest 1-1; sprzecznos$c.

Na mocy (1), (3), (4) mozemy okresli¢ funkcje g1 : X — S(X) jak nastepuje:
dla dowolnego y € X,

_ | A(X) gdyy=a
gl(y)_{ fily)  gdyy #a.

Jak widaé¢, funkcja g1 przyjmuje na wszystkich elementach swojej dziedziny,
oprocz elementu a, te same wartosci co funkcja fi na tych elementach, zatem
() g1 1 (X —{a}) = f1 I (X —{a}).

Ponadto,
(6) g1(a) = f1(X).

Skoro f1 : S(X) — S(X) u {S(X)} jest bijekcja, wiec, na mocy (2), obciecie
fi 1 (S(X) — {a}) jest bijekcja przeksztalcajaca zbior S(X) — {a} na zbior S(X).
Lecz 7 (3), S(X) —{a} = (X — {a}) v {X}, za8 f | (X - {a}) v {X}) = (/i |
(X = {a})) v {<X, f1(X)>}. Skoro wiec (f1 I (X —{a})) u {<X, f1(X)>} jest
bijekcja przeksztalcajaca zbior (X — {a}) u {X} na zbior S(X), to na mocy (5),
funkcja (g1 (X — {a})) U {<a, f1(X)>} jest bijekcja przeksztalcajaca zbior X na
S(X). Jednakze wedtug (6), (g1 [(X — {a})) v {<a, f1(X)>} = g1, zatem gy jest
bijekcja przeksztatcajaca X na S(X); ostatecznie X jest rownoliczny z S(X). [

§2. Liczba kardynalna zbioru

Jest jasne, na podstawie Twierdzen 1, 2, 3, ze relacja réwnolicznosci na klasie
wszystkich zbioréw ma wszystkie wtasnosci relacji rownowaznosciowej. Wskazuje
wiec ona pewien aspekt, wzgledem ktérego dwa zbiory réwnoliczne sa podobne
(por. Rozdzial 6). Oczywiscie tym aspektem czy wlasnoscia jest ilo$é¢ elementow
w zbiorze. Zatem dwa zbiory sa w relacji réwnoliczno$ci wtw maja te sama ,wartos¢”
ilodci wtw maja te samg ilos¢ elementéw. Juz wczesniej, na przyktad w dowodzie
lematu do Tw. 21, Rozdzial 1, wykorzystaliSmy fakt istnienia bijekcji przeksztal-
cajacej jeden zbior na drugi dla stwierdzenia, ze zbiory te maja taka sama ilo§é¢
elementow.
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Oczywiscie informacja, ze dane zbiory maja te sama ilo§¢ elementow, nie mowi
nam nic o tym, ile jest elementéw w kazdym z tych zbioréw. Podobnie, wiedzac
jedynie, ze dwa ciala materialne maja te sama temperature, nie wiemy jaka te cia-
la maja temperature. W tym przypadku jednak dysponujemy miarg temperatury,
mianowicie mamy takie ciala (np. rte¢ czy alkohol w termometrach), z dolaczo-
na do nich skala, dzieki ktérej odczytujemy ich temperature. Wiedzac, ze cialo
w termometrze ma te sama temperature co dane inne ciato, jesteSmy w stanie po-
da¢ temperature tego danego ciata. W przypadku zbioréw potrzebujemy wtasnie
takiej miary, czyli takich zbioréw (odpowiednikéw cial wystepujacych w termomet-
rach), ktorych ilogé elementdw jest znana i ktore mozna poréwnywac pod wzgledem
ilogci elementéw z innymi zbiorami. Takimi specjalnymi zbiorami sa pewne liczby
porzadkowe.

TWIERDZENIE 5. Dla dowolnego niepustego zbioru X istnieje liczba porzgdkowa
a z nim rownoliczna.

DowoOD. Oczywisty na mocy Tw. 9, Rozdzial 10 oraz faktu, ze dla dowolnego
niepustego zbioru istnieje funkcja wyboru. []

Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Na mocy Tw. 5 istnieje liczba
porzadkowa « rownoliczna z X. Istnieje wiec (Tw. 21, Rozdzial 8) najmniejsza
liczba porzadkowa « taka, ze a jest réwnoliczna z X.

DEFINICIA. Dla dowolnego niepustego zbioru X najmniejsza liczbe porzadkowa
« taka, ze «a jest réwnoliczna z X nazywamy liczbg kardynalng zbioru X. Liczbe
porzadkowa ¢ nazywamy liczba kardynalng zbioru F. Jest to rowniez najmniejsza
(bo jedyna) liczba porzadkowa réwnoliczna ze zbiorem .

Dla dowolnego zbioru X wprowadzamy l-argumentowa operacje card przypo-
rzadkowujaca kazdemu zbiorowi X jego liczbe kardynalna. Zatem card(X) jest
najmniejsza liczba porzadkowa réwnoliczna z X, czyli card(X) jest rownoliczna
z X oraz dla dowolnej liczby porzadkowej «, jezeli o jest réownoliczna z X, to
card(X) € a.

Liczbe porzadkowa « nazywamy liczbg kardynalng, gdy dla pewnego zbioru
X, a = card(X).

Liczba kardynalna jest wiec wyréznionym zbiorem wsrdéd wszystkich zbiorow
majacych te samg co ona ilo§é elementéw. Innymi stowy, jest ona wyréznionym re-
prezentantem klasy abstrakcji wzgledem relacji réwnolicznosci. Formalnie nie wpro-
wadzamy do teorii ZFC pojecia klasy abstrakcji wzgledem relacji réwnoliczno$ci,
poniewaz taka klasa abstrakcji, zaleznie od jej reprezentanta, na ogét nie jest zbio-
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rem. Sama przeciez ,relacja” rownolicznosci nie jest w ZFC relacja binarna (rowno-
waznosciowa), nie istnieje bowiem zbior, na ktérym by byla ona okreslona (zbiér
wszystkich zbioréw nie istnieje). Niemniej, biorac pod uwage Tw. 3(2), Rozdzial 6,
mozna by nieformalnie napisaé:

dla dowolnych zbioréow X,Y : X jest réwnoliczny 2 Y wtw [X] = [Y],

gdzie [X], [Y] bytyby klasami abstrakcji wzgledem relacji rownolicznosci. Dysponu-
jac wyrdéznionym reprezentantem klasy abstrakcji [X], jakim jest card(X), mozna
zupelnie poprawnie pod wzgledem formalnym sformutowaé¢ odpowiednik powyzsze-
go twierdzenia:

TWIERDZENIE 6. Dla dowolnych zbiorow XY : X jest rownoliczny z Y witw
card(X) = card(Y).

DowoODn. Niech X, Y beda dowolnymi zbiorami.

(=): Zalozmy, ze X jest rownoliczny z Y. Z definicji liczby kardynalnej mamy:

(1) card(X) jest rownoliczna z X,

(2) Va(a jest liczba porzadkowa A « jest réwnoliczna z X = card(X) € «),

(3) card(Y) jest rownoliczna z Y,

(4) Va(a jest liczba porzadkowa A « jest réwnoliczna z Y = card(Y) € «).
Zatem z zalozenia oraz (1), na mocy Tw. 3, card(X) jest rownoliczna z Y,
co wraz z (4) implikuje inkluzje card(Y) € card(X). Ponadto, z zalozenia, na
mocy Tw. 2, Y jest rownoliczny z X, dlatego wobec (3), na mocy Tw. 3, card(Y)
jest rownoliczna z X. Zatem z (2), card(X) € card(Y). Ostatecznie, card(X)
= card(Y).

(«): Zalézmy, ze card(X) = card(Y). Wowczas, skoro card(X) jest rowno-
liczny z X, wiec card(Y) jest rownoliczny z X, czyli na mocy Tw. 2, X jest
zbiorem rownolicznym z card(Y'). Lecz card(Y') jest réwnoliczny z Y. Zatem na
mocy Tw. 3, X jest réwnoliczny z Y. [

WNIOSEK. Dla dowolnego zbioru X, card(card(X)) = card(X).

DowOD. Poniewaz zbior card(X) jest rownoliczny z X, wiec na mocy Tw. 6,
card(card(X)) = card(X). O

Oczekujemy, ze wyréznienie sposrod wszystkich zbioréw majacych te sama ilo§é
elementéw — jednego zbioru, zwanego ich liczbg kardynalna, umozliwi odpowiedz
na pytanie, ile jest elementéw w kazdym z tych zbioréw. Biorac pod uwage wzmian-
kowang analogie z temperatura, wyrdznienie wéréd wszystkich cial majacych iden-
tyczng temperature tego ciata, ktore znajduje sie w termometrze, ma sens dlatego,
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ze jest do niego dolaczona skala wskazujaca jego temperature. Czy zatem ,tech-
niczne” przeciez wyro6znienie liczby kardynalnej jest sensowne dlatego, ze znana
jest ilos¢ jej elementow? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, nalezaloby wczeSniej
rozwazy¢ pojecie ,ilosci elementéw w zbiorze”.

Na gruncie teorii mnogosci ZFC kazdy obiekt teoriomnogosciowy jest zbiorem.
Jezeli wiec w ramach ZFC rozwazamy formule postaci ,,x jest iloscig elementow
zbioru A” lub ,,ilo$é elementow zbioru A wynosi x”, to symbol 2" musi by¢ nazwa
jakiego$ zbioru. Co wiecej, rozne ,jilosci elementow” musza by¢ ze soba poréwny-
walne. Jesli zatem uzna¢ te dwa czynniki: bycie zbiorem oraz poréwnywalnosc,
jako minimalng charakterystyke pojecia ,jilosci elementow”, to wowczas mozna by
utozsamié ilo§¢ elementéw zbioru z jego liczba kardynalng. Przestankami dla tego
utozsamienia sa: Tw. 6, ktére méwi, ze dwa zbiory maja te sama ilo$¢ elementow
wtw maja one te samg liczbe kardynalna, oraz fakt, ze liczby kardynalne jako licz-
by porzadkowe sa porownywalne (wedlug relacji porzadkujacej €). Uzasadnienie
dla utozsamienia ilo$ci elementéw zbioru z jego liczba kardynalng mozna wzmoc-
ni¢ przez odwotanie sie do analogii z temperatura. Ostatecznie skala temperatury
jest przeciez ustalona niemal zupelnie arbitralnie. Prawdziwe stwierdzenie, ze war-
tos¢é temperatury danego ciala wynosi x stopni wedtug danej skali, mozna zastapié
prawdziwym stwierdzeniem, ze warto$¢ temperatury tego ciala wynosi y stopni
w innej skali. To, co uznamy za warto$¢ temperatury nie jest istotne. Istotne jest,
aby te wartosci mozna bylo poréwnywaé oraz odnosi¢ do wartosci innych parame-
trow termodynamicznych.

W ten sposob, na pytanie, czy znana jest ilo§¢ elementéw liczby kardynalnej,
odpowiedzieliby$my nastepujaco: tak, bowiem ta iloscia jest ona sama (por. rowniez
Wnhiosek powyzej). Konsekwentnie, wyroznienie wérdéd wszystkich zbioréw réowno-
licznych ich liczby kardynalnej jest sensowne dlatego, ze w ten sposéb wyrézniamy
ten zbior, ktory jest iloscig (reprezentuje w ZFC ilos¢) elementéw w kazdym z tych
zbioréw.

Jednakze utozsamienie ilosci elementéw zbioru z jego liczba kardynalnag, pre-
cyzyjniej, sformalizowanie czy reprezentowanie na gruncie ZFC pojecia ,ilosci ele-
mentéw zbioru” w postaci liczby kardynalnej tego zbioru, moze budzi¢ pewne wat-
pliwosci. Oto przeciez wyrazenie: ,ilo§¢ obiektow”, przynajmniej wowczas gdy tych
obiektow jest skoinczenie wiele, ma w jezyku potocznym zupelnie precyzyjne zna-
czenie. To, jaka jest ta ilo$¢, nie jest wcale kwestia wyboru jakiej$ skali. Skala
jest jedna: ciag liczb naturalnych. Oczywiscie wyrazenie ,ilo§¢” w sformutowaniu
Hlo§¢ elementéw w zbiorze” ma mieé¢ to samo znaczenie, co w jezyku potocznym.
W 88, Rozdzial 1, definiujac zbior n-elementowy, gdzie n jest liczba naturalna,
implicite wyraziliSmy fakt, ze ilo$¢ (w sensie potocznym) elementéw w takim zbio-
rze wynosi n, gdzie n jest liczba naturalng. Jest oczywiste, ze jakiekolwiek dwa
zbiory m-elementowe sa réwnoliczne. Powstaje pytanie, czy ich liczba kardynalna
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wynosi n. Jesli nie, to reprezentacja ilogci elementéw w zbiorze w postaci liczby
kardynalnej tego zbioru jest bezwartosciowa. Powyzsze pytanie ma sens oczywi-
Scie wowczas, gdy liczbe naturalng n postrzegamy nie jako abstrakcyjny obiekt
stuzacy do zliczania (ze standardowego modelu arytmetyki liczb naturalnych),
lecz obiekt teoriomnogosciowy, tzn. jako liczbe porzadkowa (zbior n-elementowy)
n=1{0,1,...,n — 1}, gdzie 0 = &, 1 = S() itd. Natychmiast stwierdzamy row-
nolicznoéé dowolnego n-elementowego zbioru z taka liczba n. Pytanie nasze spro-
wadza sie wiec do nastepujacego: czy card(n) = n? Intuicyjnie jest jasne (biorac
pod uwage definicje liczby kardynalnej), ze odpowiedz jest twierdzaca. Uzasadnimy
ja w nastepnym paragrafie, po§wieconym w ogo6lnosci liczbom kardynalnym liczb
porzadkowych (zob. Tw. 15).

W przypadku zbioru nieskoniczonego, nie widaé¢ przeszkod ze strony potocznego
rozumienia stowa ,ilo$¢” dla pojmowania liczby kardynalnej takiego zbioru jako
iloci jego elementow.

Zauwazmy jeszcze, ze podobieristwo miedzy danym zbiorem X a jego liczba kar-
dynalna card(X), ze wzgledu na ilo$¢ elementéw, pociaga za soba podobieristwo
tych zbioréw pod innym jeszcze wzgledem — uporzadkowania elementow. Poniewaz
card(X) jest liczba porzadkowa, wiec <card(X), &> jest zbiorem dobrze uporzad-
kowanym (por. §1, Rozdzial 9). Porzadek ten jest odtwarzalny w zbiorze X, jak
wskazuje dowod nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 7. Dla dowolnego niepustego zbioru X istnieje relacja czeSciowo
porzgdkujgea < na X taka, ze <X, <> jest zbiorem dobrze uporzgdkowanym.

Dowobp. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Rozwazmy dobrze upo-
rzadkowany zbiér <card(X),E>. Skoro zbiory card(X), X sa rownoliczne, niech

wiec f : card(X) — X bedzie bijekcja. Wowczas naturalnie X = f (card(X)).
Zatem, wedlug Tw. 19, Rozdziat 5, relacja < zdefiniowana na X nastepujaco:
Va,b € X(a < b wtw f~(a) € f~(b)), jest relacja czeSciowo porzadkujaca oraz
<X, <> jest zbiorem dobrze uporzadkowanym. []

Aby podaé¢ charakterystyke pojecia liczby kardynalnej w oparciu o liczby po-
rzadkowe, poréwnajmy najpierw dowolng liczbe porzadkowa z jej liczba kardynalna:

TWIERDZENIE 8. Dla dowolnej liczby porzqdkowej o: card(a) € « (tzn. card(a) €
a lub card(a) = a).

DowoOD. Z definicji liczby kardynalnej mamy:
VB3(8 jest réwnoliczna z a = card(a) € 3).
Na mocy Tw. 1, « jest rownoliczna z «, zatem card(a) € «. [J
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TWIERDZENIE 9. Dla dowolnej liczby porzqdkowej o nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

(i) « jest liczbg kardynalng (tzn. dla pewnego X, a = card(X)),

(ii) card(a) = a,

(iii) VB(B € a = card(B) € card(a)).

Dowobn. Niech a bedzie dowolna liczba porzadkowa.

(i)=(ii): Oczywisty na mocy Wniosku z Tw. 6.

(il)=(i): Oczywisty.

(il)=(iii): Zalozmy, ze card(a) = o oraz B € a. Zatem S € card(a). Wedlug
Tw. 8, card(B) € § lub card(B) = 8. Stad (Tw. 14, Rozdzial 8) card(B) € card(c).

(iii)=(ii): Zalozmy (iii) oraz nie wprost, ze card(a) # a. Wowczas z Tw. 8,
card(a) € a. Zatem z (iii) uzyskujemy: card(card(a)) € card(a) i konsekwentnie,
na mocy wniosku z Tw. 6, card(a) € card(a), co jest niemozliwe. [

Jak widaé, liczby kardynalne to te liczby porzadkowe «, dla ktérych zachodzi
rownos¢ card(a) = «, natomiast liczby porzadkowe niebedace liczbami kardynal-
nymi to te liczby «, dla ktérych zachodzi: card(a) € a (na mocy Tw. 8).

Uogélniamy Tw. 8 do nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 10. Dla dowolnego zbioru liczb porzqdkowych x oraz dowolnej liczby
porzgdkowej B, x € 8 = card(z) C S.

DowoOD. Gdy = = &, to card(z) = J, a zatem prawda jest, ze
x C B = card(z) € f dla dowolnej S.

Niech wiec = # . Zalézmy, ze
(1) =z < B oraz
(2) card(z) & B,
dla pewnej liczby porzadkowej 8. Z (2) mamy natychmiast:

(3) B € card(x).

Na mocy Tw. 9, Rozdzial 10, niech « bedzie liczba porzadkows taka, ze funkcja
din(a, x, h(c, z, wb(z)))a jest bijekcja przeksztalcajaca zbiér « na zbior liczb po-
rzadkowych z. Oznaczmy jak poprzednio, d¥ = din(a,z, h(c,z, wb(z))). Poniewaz
« jest rownoliczna z z, wiec na mocy Tw. 6, card(a) = card(x). Zatem z Tw. 8
mamy: card(z) € «, skad wobec (3), otrzymujemy:

(4) Bea.

Poniewaz d*(«) = z, wiec na mocy (4), d*(B) € x. Zatem z (1),

(5) dz(8) e B

Lecz jednocze$nie na mocy (4), 8 € «a oraz 8 # «. Zatem dla pewnej v: v € «

oraz vy ¢ . Przypuszczenie, ze d¥(v) € d* (8) prowadzi do rownosci d () = d*(9),
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dla pewnej 6 € 8. Woéwezas jednak, v = 4, bo d}; [« jest réznowartosciowa, zatem

—

v € S, co jest niemozliwe. Ostatecznie d¥(v) ¢ d%(B), lecz d%(vy) € = (bo v € ),

zatem z — d}(B) # &. Stad i z (4), na mocy Tw. 11, Rozdzial 10, otrzymujemy:
B € dX(8), skad wobec (5), d*(8) € d%(B), co jest niemozliwe. []

Obecnie podamy kilka faktéw charakteryzujacych liczby kardynalne dowolnych
zbioréw. Najpierw wykorzystamy Tw. 10 w dowodzie, jesli nie oczywistego, to przy-
najmniej zgodnego z intuicjami twierdzenia, méwiacego, ze operacja card jest mo-
notoniczna:

TWIERDZENIE 11. Dla dowolnych zbioréw X,Y : X €Y = card(X) € card(Y).

DowoODp. Niech X < Y. Poniewaz Y jest rownoliczny z card(Y), wiec niech

f+'Y — card(Y) bedzie bijekcja. Wowczas naturalnie obciecie f[X : X —
(fT))()(X) jest bijekcja. Zatem zbiory X oraz (fr—)é)(X) sg rownoliczne, czyli na
mocy Tw. 6 mamy:
(1) card((f1X)(X)) = card(X). Lecz
(2) (FIX)(X) = F(X) € card(Y).

Z (2), na mocy Tw. 10 (oczywiscie (f[?()(X) jako podzbior liczby porzadko-

wej card(Y) jest zbiorem liczb porzadkowych) otrzymujemy: card((f]X) (X)) €
card(Y), co wobec (1) daje: card(X) € card(Y). O

Nastepne twierdzenie jest odpowiednikiem Tw. 6:

TWIERDZENIE 12. Dla dowolnych zbioréw X,Y, card(X) € card(Y) wtw istnieje
funkcja f : X — Y, ktora jest réznowartosciowa.

DowoOD. (=): Zalozmy, ze card(X) € card(Y'). Naturalnie card(Y") jest rowno-
liczna z Y. Niech wiec g : card(Y) — Y bedzie bijekcja. Na mocy zalozenia,
rozwazmy jej obciecie ¢ | card(X). Niewatpliwie g | card(X) jest bijekcja prze-
ksztatcajaca card(X) na zbior E(card(X)), bedacy podzbiorem zbioru Y. Skoro X
jest rownoliczny z card(X), niech wiec h : X — card(X) bedzie bijekcja. Wow-
czas zlozenie bijekcji h o (glcard(X)) : X — E(card(X)) jest bijekcja (Tw. 10,
Rozdziat 4). Zatem, poniewaz E(card(X)) cY,wiec h o (gleard(X)): X —Y
jest roznowartosciowa.

(«<): Zalozmy, ze f : X — Y jest funkcja réznowartosciowa. Wowcezas f:

X — f(X) jest bijekcja, czyli zbiory X, f(X) sa réwnoliczne. Konsekwentnie,
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wedtug Tw. 6, card(X) = card(?(X)). Lecz 7(X) C Y, zatem na mocy Tw. 11,
card( f(X)) € card(Y). Ostatecznie card(X) € card(Y). O

TWIERDZENIE 13. Dla dowolnych zbiorow X,Y, jezeli f : X — Y jest funkcjg
przeksztatcajgeq X na'Y, to card(Y) € card(X).

DowoODn. Zalézmy, 7e f: X — Y jest ,na’. Gdy X = J, to wowczas z zalozenia
réwniez Y = & (bo gdyby Y # (J, to jedyna funkcja f € Y9, tzn. f = & nie bylaby
,nd’), zatem card(Y) € card(X). Zatozmy, ze X # . Na mocy Tw. 12, Roz-
dziat 6, rozwazmy bijekcje g : X/~ — Y taka, ze dla dowolnego a € X, g([a]~,)
= f(a), gdzie ~; jest relacja rownowaznosci na X wyznaczong przez funkcje f
(tzn. a ~¢ b wtw f(a) = f(b)). Naturalnie funkcja odwrotna do g, a wiec g™ jest
bijekcja przeksztalcajaca zbior Y na zbior ilorazowy X/~ (Tw. 8, 9, Rozdzial 4).

Ponadto X/~ jest podziatem zbioru X (Tw. 5, Rozdzial 6). Rozwazmy wiec
aksjomat wyboru w wersji (AzC)” (§3, Rozdzial 10) dla podzialu X /~; niepuste-
go zbioru X. Woéwczas stwierdzamy istnienie zbioru U takiego, ze dla dowolnego
Z € X/~y, zbior U n Z ma dokladnie jeden element. Dla kazdego Z € X/~
oznaczmy ten jedyny element zbioru U n Z jako az. Rozwazy¢ wiec mozna funkcje
h : X /~y— X okreSlong nastepujaco: dla dowolnego Z € X /~¢, h(Z) = az (na-
turalnie az € X, bo az € Z € X). Funkcja h jest réznowartosciowa, bowiem gdy
Zhn# Zy dla Zy,Zy € X /~5,t0 Z1 N Zy = J, zatem skoro az, € Z; oraz az, € Zs,
wiec az, # az,, czyli h(Z1) # h(Zs). Dlatego funkcja h : X/:f—>ﬁ(X/zf) jest
bijekcja.

Na mocy Tw. 10, Rozdziat 4, ztozenie ¢~ oh :Y —»ﬁ(X/:f) jest bijekcja.
Stad, poniewaz ?;(X/:f) Cc X, funkcja: g~ o h : Y — X jest réznowartosciowa.
Ostatecznie, na mocy Tw. 12, otrzymujemy: card(Y) € card(X). O

Zilustrujmy uzytecznos$¢ powyzszych twierdzen, formutujac nastepujacy

LEMAT. Dla dowolnych zbioréw X,Y, jezeli card(X) = card(Y) = w, to card(X u
Y) =w.

DowoOD. Zalézmy, ze zbiory X,Y sa takie, ze card(X) = card(Y) = w.

Niech wiec f1 : w — X, fo : w — Y beda bijekcjami. Okreslmy funkcje
g : w —> X U Y nastepujaco: dla dowolnej o € w, ¢g(2a) = f1(a) oraz ¢g(2a + 1)
= fa(a), gdzie 2a jest liczba naturalng postaci S?* () i 2a + 1 jest liczbg postaci
S2+1 (), gdy o ma postac¢ S™() (n jest tu ilodcia aplikacji operacji S).

Jest jasne, ze g jest funkcja ,,na”’. Bowiem dla dowolnego a € X Y, gdy a € X,
to liczba naturalna a = 2(f7"(a)) jest taka, ze g(a) = a, gdy 7zas a € Y, to liczba
naturalna o = 2(f3"(a)) + 1 jest taka, ze g(«a) = a.
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Na mocy Tw. 13 otrzymujemy: card(X uY') C card(w). Zatem wedlug Tw. 8,
card(X vY) € w. Z drugiej strony, skoro X € X u Y, wiec zgodnie z Tw. 11,
card(X) € card(X 0Y), czyli z zalozenia, w S card(X vY'). Ostatecznie card(X v
Y)=w. O

Oczywiscie powyzszy lemat pojmujemy w tej chwili caltkiem dostownie, a wiec
hipotetycznie — nie rozstrzyga on wcale kwestii, czy istnieja takie zbiory, ktérych
liczba kardynalng jest w.

§3. Liczby kardynalne liczb porzadkowych

Najpierw zajmiemy sie liczbami kardynalnymi liczb naturalnych, nastepnie zas
liczbami kardynalnymi liczb porzadkowych wiekszych lub réwnych w.

Dowéd wzmiankowanego wczesniej faktu, iz liczba kardynalna dowolnej liczby
naturalnej jest wlagnie tg liczbg naturalna, oprzemy miedzy innymi na nastepuja-
cym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 14. Ya € w, a nie jest rownoliczna z S(). (Zadna liczba naturalna
nie jest rownoliczna ze swoim nastepnikiem.)

Dowo6b. Indukcyjny, na podstawie Tw. 13, Rozdzial 7.

Naturalnie J nie jest rownoliczny z S(). Niech « € w. Zalézmy, ze « nie jest
réwnoliczna z S(a). Wowczas, na mocy Tw. 4, S(«) nie jest rownoliczna z S(S(«)).
Ostatecznie (Tw. 13, Rozdzial 7), Va € w, « nie jest rownoliczna z S(a). O

TWIERDZENIE 15. Va € w, card(a) = «a. (Kazda liczba naturalna jest liczbg
kardynalng.)

DowOb. Indukcyjny, na podstawie Tw. 13, Rozdzial 7.

Naturalnie card() = . Niech « € w. Zaldézmy, ze card(a) = «. Na mocy
Tw. 8,
(1) card(S(a)) € S(a) lub card(S(a)) = S(a).

Przypusémy, ze card(S(a)) € S a) Wowczas z definicji nastepnika mamy:
(2) card(S(a)) € a lub card(S(a)) =

Przypusémy, ze card(S(a)) € a. Jednakie a € S(a), zatem wedlug Tw. 11,
card(a) € card(S(a)), czyli z zalozenia indukcyjnego, a € card(S(a)), co wraz
z naszym przypuszczeniem implikuje card(S(«)) € card(S(a)), a to jest niemozliwe.
Zatem, na mocy (2), card(S(«)) = a. Jednakze wowczas, skoro card(S(«)) jest
rownoliczna z S(«), to « jest rownoliczna z S(«), a to jest rowniez niemozliwe, na
mocy Tw. 14. Ostatecznie, alternatywa (2) nie jest prawdziwa, zatem wedtug (1),
otrzymujemy: card(S(a)) = S(«a), co korniczy dowod. [
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TWIERDZENIE 16. card(w) = w.

DowoOD. Na mocy Tw. 8 wystarczy wykazaé, ze card(w) ¢ w. Zatdzmy nie wprost,
ze card(w) € w. Wowczas card(w) jest liczba naturalna, zatem jej nastepnik
S(card(w)) jest rowniez liczba naturalna (Tw. 10, Rozdzial 7), tzn. S(card(w)) € w.
Stad, z jednej strony, S(card(w)) € w, i wedlug Tw. 11, card(S(card(w))) <
card(w). Z drugiej strony, na mocy Tw. 15, card(S(card(w))) = S(card(w)). Dla-
tego S(card(w)) € card(w), a poniewaz card(w) € S(card(w)), wiec card(w) €
card(w), co jest niemozliwe. [J

Dowdd Tw. 16 mozna uogdlni¢ do dowodu nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 17. Dla dowolnej liczby porzqdkowej «, jezeli card(a) € «, to
card(a) jest graniczna. (Liczba kardynalna liczby porzgdkowej niebedgcej liczbg kar-
dynalng jest liczbg graniczng.)

DowoOD. Zatézmy, ze

(1) card(a) € «

oraz nie wprost: card(«) jest izolowana. Wtedy dla pewnej liczby porzadkowej 3,
(2) card(a) = S(B).

Z (2), B € card(a), skoro wiec card(«) jest najmniejsza liczba porzadkowa
rownoliczng z «, to wedlug Tw. 19(i)<(iii), Rozdzial 8 uzyskujemy wyrazenie:
(3) (B nie jest rownoliczna z a.

Na mocy (1) i Tw. 9, Rozdzial 9, S(card(a)) € «, zatem zgodnie z Tw. 11
otrzymujemy:

(4) card(S(card(c))) € card(a).

Z drugiej strony, card(a) € S(card(a)). Zatem na podstawie Tw. 11 oraz
Whiosku z Tw. 6,

(5) card(a) € card(S(card(a))).

Z (4) i (5) otrzymujemy réownosc¢ card(S(card(a))) = card(a), co na mocy
Tw. 6 implikuje, ze S(card(w)) jest rownoliczny z «. Stad S(card(a)) jest rowno-
liczny z card(a), czyli z (2), S(S(B)) jest réwnoliczny z S(8). Wowcezas jednak, na
mocy Tw. 4, S(f8) jest réwnoliczny z 3, tzn. wedlug (2), card(a ) jest réwnoliczny
z B 1 konsekwentnie « jest réwnoliczne z ; sprzecznosé z (3).

Na podstawie Tw. 17 i Tw. 8 mozna sformutowaé¢ oczywiste wnioski:

WNIOSEK 1. Jezeli liczba kardynalna jakiejs liczby porzadkowej jest liczbg izolo-
wang, to jest ona rowna tej liczbie porzgdkowey.

WNIOSEK 2. Dla dowolnej liczby porzadkowej a, jezeli o jest graniczna, to card(a)
jest graniczna.
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DowOD. Zalézmy, ze « jest graniczna. Na mocy Tw. 8, card(a) € « lub card(a)
= «. Jesli spelniony jest drugi czlon tej alternatywy, to naturalnie card(a) jest
graniczna. Jesli za$ pierwszy, to na mocy Tw. 17, card(a) jest graniczna. []

Zauwazmy jeszcze, ze Tw. 16 wynika bezposrednio z Wniosku 2 i Tw. 8 tego
rozdzialu oraz z Tw. 13, Rozdzial 9 i faktu, ze card(w) # .

TWIERDZENIE 18. Dla dowolnej liczby porzqgdkowej «, jezeli w S «, to « jest
réwnoliczna z S(«).

DowoOD. Niech a bedzie liczba porzadkowa taka, ze w € a. Zatem w v (@ —w) = «
oraz w N (o —w) = . Rozwazmy funkcje f : a U {a} — « okreslong nastepujaco:
VB € w, f(B) = S(B), V8 € a—w, f(B) = B oraz f(a) = 0. Zauwazmy, zZe
flau{a}) = a. Wezmy bowiem dowolng liczbe 5 € a. Gdy 8 =0, to 8 = f(«a)
iaeauvui{al,glyzas 0 # 8 e w, to 8 = S(UB) = f(UB) iUP e wC
a v {a}. Wreszcie, gdy 8 € a —w, to 8 = f(B) i oczywiscie 8 € a U {a}. Ponadto,
z okreslenia funkcji f oraz faktu, ze w jest zbiorem indukcyjnym (zamknietym na
operacje nastepnika) wynika, ze f jest roznowartosciowa. Skoro wiec f : S(a) — «
jest bijekcja, to liczby porzadkowe «, S(«) sa réwnoliczne. [

WNIOSEK. Dla dowolnej liczby porzqgdkowej o, jezeli w S «, to dla dowolnej liczby
naturalnej n, « jest réwnoliczna z S™ ().

DowoD (indukeyjny). Zalézmy, ze w € «. Na mocy Tw. 1, a jest rownoliczna
7 S%(). Zalézmy, 7e dla jakiego$ n, « jest réwnoliczna 7z S™(«). Poniewaz a C
S™(a) (zob. lemat przed Tw. 12, Rozdzial 9), wiec w € S™(a), zatem na mocy
Tw. 18, S™(a) jest rownoliczna z S"*!(a). Stad, na mocy zalozenia indukcyjnego
oraz Tw. 3, « jest rownoliczna z S" ™! (a). O

TWIERDZENIE 19. Dla dowolnej liczby izolowanej o niebedacej liczbg naturalng,
card(a)) = card(ng(a)), gdzie ng(«) jest najwiekszq liczbg graniczng nalezgeq do
a (por. §4, Rozdzial 9).

DowoODp. Niech a bedzie liczba izolowana taka, ze a ¢ w. Wowczas oczywiscie
(Tw. 17, Rozdzial 8), w € a lub w = «, a poniewaz a jest izolowana za§ w —
graniczna, wiec mamy:
(1) wea.

Na mocy Wniosku z Tw. 12, Rozdziat 9,
(2) a=S""(ng(a)) dla pewnego n.

Poniewaz ng(«) jest najwieksza liczba graniczna nalezaca do «, wiec wedlug (1)
otrzymujemy: w € ng(a). Stad, na mocy Wniosku z Tw. 18, ng(a) jest rownoliczna
7 8"t (ng(a)). Zatem 7z (2), ng(a) jest réwnoliczna z a, co na mocy Tw. 6 daje:
card(a) = card(ng(a)). O
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Na mocy Tw. 19 oraz Wniosku 2 z Tw. 17 liczba kardynalna dowolnej liczby
izolowanej niebedacej liczba naturalng jest liczba graniczna. Biorac pod uwage
Tw. 15, stwierdzamy wiec, ze wéréd wszystkich liczb kardynalnych tylko liczby
naturalne sg liczbami izolowanymi. Gdyby bowiem jaka$ liczba kardynalna « byta
izolowana i nie byta liczba naturalna, to bedac liczba kardynalng samej siebie,
musiataby by¢ jednoczesnie liczba graniczng. Sformultujmy wiec

WNIOSEK. Kazda liczba kardynalna niebedgca liczbg naturalng jest graniczna.

Aby wykazaé, ze powyzszy Wniosek nie zalezy od jawnej postaci liczby izo-
lowanej niebedacej liczba naturalng — podanej we Wniosku z Tw. 12, Rozdziat 9
i wykorzystywanej w dowodzie Tw. 19 — wykonajmy jego dowod bez opierania sie
na Tw. 19.

DowoOD. Zatézmy, ze

(1) a=-card(a)

oraz « ¢ w. Stad oczywiscie w C «. Zaldézmy nie wprost, ze « jest izolowana, czyli
dla pewnej 3, a = S(3). Mamy wiec:

(2) we S().

Wedtug Tw. 3, Rozdzial 9 (dokladniej Wniosku 1 z tego twierdzenia, §4, Roz-
dzial 9), [Jw jest najmniejsza liczba porzadkowa x taka, ze w S S(x). Zatem
z (2), Jw € B. Lecz | Jw = w (Tw. 8(2), Rozdziat 9), bo w jest graniczna. Osta-
tecznie, w < (. Wobec tego, na mocy Tw. 18, /8 jest réwnoliczna z S(8), czyli
B jest rownoliczna z «. Stad
(3) card(B) = card(c).

Z drugiej strony jednak, 8 € S(B), czyli § € «. Stad zas, na mocy (1)
i Tw. 9(ii) < (iil) otrzymujemy: card(f) € card(a), co jest niemozliwe wobec (3). []

Sprobujmy obliczy¢ liczby kardynalne liczb granicznych oznaczonych w §5, Roz-
dziat 9 jako wi,wa,...,wWn, ..., gdzie w1 = w v S¥(w) oraz w; = w;—1 U S¥(w;—1)
dlat=2,3,....

W tym celu zauwazmy, ze

dla dowolnej liczby porzqdkowej o, zbior S¥(a) = {z : y(y € w A z = SY())}
jest rownoliczny z w.

Funkcja f : w — S¥(a) okre$lona nastepujaco: Vy € w, f(y) = SY(a),
jest bowiem bijekcja. Z definicji zbioru S“(«) mamy przeciez natychmiast: S*(a)

=f(w), czyli f jest ,,na’. Ponadto, gdy m # n dla jakich§ m,n € w, a wiec gdy
m € n lub n € m, to odpowiednio S™(a) € S™(a) lub S™(«x) € S™ () — wedlug
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lematu z §4, Rozdzial 9. Zatem S™(a) # S"(a), tzn. f(m) # f(n), czyli f jest
réznowartosciowa.

Ostatecznie, na mocy Twierdzen 6, 16, dla dowolnej liczby porzadkowej «,
card(S¥(a)) = w. Stad oraz na mocy Tw. 16 i lematu z §2: card(w;) = card(w U

S¥(w)) =worazdlai=2,3,..., card(w;) = card(w;—1 VS*(w;—1)) = w (oczywisty
dowod indukeyjny pomijamy).
Liczby graniczne wy,ws, ... nie 83 wiec liczbami kardynalnymi. Nie nalezy stad

jednak wysuwaé przypuszczenia, ze jedynymi liczbami kardynalnymi, ktore nie sa
izolowanymi liczbami porzadkowymi, sg liczby: & oraz w. Bogactwo liczb kardynal-
nych (naturalnie bedacych liczbami granicznymi) jest, jak wykazemy w nastepnym
paragrafie, cokolwiek przerazajace.

§4. Liczby kardynalne wieksze od w

Fundamentalnym dla ustalenia istnienia liczb kardynalnych « takich, ze w € «
jest nastepujace

TWIERDZENIE CANTORA. Dla dowolnego zbioru X, card(X) € card(P(X)). (Iloé
elementow zbioru jest mniejsza od ilosci elementéw jego zbioru potegowego.)

DowoOD. Rozwazmy funkcje f : X — P(X) okreslona nastepujaco: Vy € X, f(y) =
{y}. Jest widoczne, ze f jest roznowartosciowa. Zatem f : X — f(X) jest bijek-
cja, co implikuje, ze zbiory X, f(X) sa rownoliczne, czyli na mocy Tw. 6, card(X)

= card( f(X)). Jednakze f(X) € P(X), zatem na mocy Tw. 11, card(f (X)) €
card(P(X)). Wobec tego, card(X) € card(P(X)), tzn. card(X) € card(P(X))
lub card(X) = card(P(X)). Aby zakoniczy¢ dowod wystarczy wiec wykazaé, ze
card(X) # card(P(X)).

Zalozmy nie wprost, ze card(X) = card(P(X)). Wowczas na mocy Tw. 6, X jest
rownoliczny z P(X). Niech wiec funkcja g : X — P(X) bedzie bijekcja. Rozwazmy
aksjomat podzbioréw Vz(o(z) = = € X) = FyVa(z € y & ¢(x)), gdzie ¢(x) jest
postaci: x € X Az ¢ g(z). Poniewaz poprzednik powyzszej implikacji jest spetniony,
istnieje wiec zbior Z = {z : ¢(x)}, tzn. Z = {x : x € X Az ¢ g(x)}. Oczywidcie
Z < X, czyli Z € P(X). Poniewaz funkcja g przeksztatca X na zbior P(X), wiec
niech xg € X bedzie takim elementem, ze g(xg) = Z. Wowczas otrzymujemy:
xg € Z < x9 ¢ Z, czyli sprzecznosé. Jesli bowiem xg € Z, to z definicji zbioru
Z, xo ¢ g(x0), zatem o ¢ Z. Jesli zas xg ¢ Z, to, poniewaz x¢ € X, wiec zg € g(xo),
zatem xg € Z. [

WNIOSEK. w € card(P(w)).
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DowoOD. Oczywisty na podstawie Tw. Cantora i Tw. 16. [

Jak wida¢, card(P(w)) jest liczba kardynalng wieksza od w. Lecz ponadto, we-
dtug Tw. Cantora, card(P(w)) € card(P(P(w))) itd., tzn. mamy liczby kardynalne
w, card(P(w)), card(P(P(w))), ..., card(P™(w)),... takie, ze

w € card(P(w)) € card(P(P(w))) € ... € card(P™"(w)) € ...

Co wiecej, wezmy pod uwage zbior P¥(w) = {z : Jy(y e w A z = P¥(w))} (jego
istnienie gwarantuje aksjomat podstawiania — zob. w §5, Rozdzial 9 zastosowanie
tego aksjomatu dla stwierdzenia istnienia zbioru F(X) dla dowolnej operacji jed-
noargumentowej F' oraz dowolnego zbioru X ). Nastepujacy fakt stwierdza istnienie
liczby kardynalnej wiekszej od kazdej liczby kardynalnej z powyzszej sekwencji:

TWIERDZENIE 20. Vn € w, card(P™(w)) € card(| ) P*(w))

DOW()D PoniewaZ z definicji zbioru P¥(w), Vn € w, P™*(w) € P¥(w), wiec Vn €
w, P"(w) € |J P¥(w) (Tw. 11(1), Rozdziat 1). Stad, wedlug Tw. 11 otrzymujemy:
(1) Vn e w, card(P”( )) € card(|J P¥(w))

Na mocy (1) oraz Tw. 18, Rozdzial 8, aby dowie$¢ twierdzenia, wystarczy wy-
kazaé, ze Vn € w, card(P™(w)) # card(|J P¥(w)). Zal6zmy wiec nie wprost, ze dla
pewnego n € w,

(2) card(P"(w)) = card(J P (w))

Z Tw. Cantora, card(P"(w)) € card(P(P"(w))). Zatem z (2) uzyskujemy:
(3) card(J P¥(w)) € card(P(P™(w))).

Lecz card(P(P"(w))) = card(P"*!(w)), wiec wedtug (1), card(P(P
C card(JP“(w)), co wraz z (3) prowadzi do absurdu: card(|JP¥
€ card(| P¥(w)). O

’I’L

w)))
(w))

Poniewaz nic nie stoi na przeszkodzie zastosowa¢ Tw. Cantora dla zbioréw
UP¥(w), P(UP*(w)),...,P"(JP*w)),..., wiec otrzymujemy kolejng sekwencje
liczb kardynalnych:

card(| ) P¥(w)) € card(P(J P¥(w .€card(P*"(JP¥w))) € ....

Co wiecej, analogicznie jak poprzednio, mozna rozwazy¢ zbiér P“(| J P (w)),
aby, identycznie dowodzac, otrzymac¢ analogon Tw. 20:

Vn e w, card(P™(|JP“(w)) € card(|J P (U P*(w)))

i znowu zastosowaé¢ Tw. Cantora dla zbiorow P™(|JP“(|J P¥(w)) dla n € w itd.
w nieskoriczono$é.
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Na koniec rozwazmy jeszcze interesujacy problem zwigzany z najmniejsza liczba
kardynalna wieksza od w, precyzyjniej, najmniejsza liczba porzadkowa « taka, ze
« jest liczba kardynalng i w € a.

Na mocy Tw. 21, Rozdzial 8, niech ay bedzie najmniejsza liczba kardynalna
wieksza od liczby w. Wedlug Wniosku z Tw. Cantora oraz Wniosku z Tw. 6, nie-
watpliwie ag € card(P(w)), zatem «ag € card(P(w)) lub ag = card(P(w)). Okazuje
sie, ze w ramach teorii ZFC nie mozna rozstrzygnac, ktory z cztonéw tej alternatywy
jest twierdzeniem teorii. Rownosé ag = card(P(w)), czyli supozycja, ze najmniej-
sza liczbag kardynalng wieksza od w jest liczba card(P(w)), zwana jest hipotezq
continuum (od nazwy liczby kardynalnej card(P(w)), zwanej liczba continuum)
— por. §3, Rozdzial 7.



Bibliografia

[1]
2]

3]
4
51
6]
7]
8]
9]
[10]
[11]
12]
13]
[14]
[15]
[16]
17]
18]
[19]
[20]
21]

[22]

Aczel P., Non-Well-Founded Sets, CSLI, Lecture Notes 14, Stanford 1988.
Ajdukiewicz K., Metodologiczne typy nauk, [w:] K. Ajdukiewicz, Jezyk i poz-
nanie, t. 1, PWN, Warszawa 1985, s. 287-313.
Bell J. L., Slomson A. B., Models and Ultraproducts, North Holland,
Amsterdam 1969.
Beth E. W., The Foundations of Mathematics, North Holland, Amsterdam
1959.
Chang C. C., Keisler H. J., Model Theory, North Holland, Amsterdam 1973.
Fraenkel A. A., Abstract Set Theory, North Holland, Amsterdam 1976.
Fraenkel A. A., Bar-Hillel J., Levy A., Foundations of Set Theory, North
Holland, Amsterdam 1973.
Gritzer G., Universal Algebra, Springer-Verlag, New York 1979.
Grzegorezyk A., Zarys arytmetyki teoretycznej, PWN, Warszawa 1971.
Guzicki W., Zbierski P., Podstawy teorii mnogosci, PWN, Warszawa 1978.
Indrzejczak A., Nowak M., Metody logiki, dedukcja, Wydawnictwo Uni-
wersytetu Lodzkiego, L.odz 2016.
Jech T. J., Lectures in Set Theory, Lectures Notes in Mathematics 217,
Springer-Verlag 1971.
Kuratowski K., Wstep do teorii mnogosci i topologii, PWN, Warszawa
1975.
Kuratowski K., Mostowski A., Teoria mnogosci, PWN, Warszawa 1978.
Lipski W., Marek W., Analiza kombinatoryczna, PWN, Warszawa 1986.
Mendelson E., Introduction to Mathematical Logic, Van Nostrand, Prin-
ceton 1964.
Morse A. P., A Theory of Sets, Academic Press, Orlando 1986.
Rasiowa H., Wstep do matematyki wspdlczesnej, PWN, Warszawa 1979.
Schoenfield J. R., Mathematical Logic, Addison-Wesley, Menlo Park 1967.
Schoenfield J. R., Azioms of set theory, [w:] Handbook of Mathematical
Logic (ed. J. Barwise), North Holland, Amsterdam 1977, s. 321-344.
Takeuti G., Zaring W. M., Introduction to Axiomatic Set Theory,
Springer-Verlag, New York 1971.
Traczyk T., Wstep do teorii algebr Boole’a, PWN, Warszawa 1970.

179



Monografia zawiera najwazniejsze
elementy aksjomatycznej teorii mno-
gosci Zermelo-Fraenkla z aksjoma-
tem wyboru: aksjomatyke, definicje
podstawowych pojec, teorie relacji
binarnych, czesciowo porzadkujgcych,
réownowaznosciowych, funkgji, liczb
porzadkowych oraz liczb kardynal-
nych. Powstata na podstawie wielo-
letnich wyktadéw prowadzonych
przez autora dla studentéw filozofii
Uniwersytetu £6dzkiego. Nie wymaga
wiec gruntownego przygotowania
matematycznego, wystarcza pewne
,wyrobienie” logiczne w zakresie
umiejetnosci dowodzenia twierdzen,
a wtasciwie znajomos¢ takich statych
logicznych, jak spojniki boolowskie

i kwantyfikatory. Moze stuzy¢ nie
tylko matematykom i studentom
matematyki, lecz takze humanistom
chcacym ugruntowac swojg wiedze

o zbiorach, wykorzystywang czesto
w réznych zabiegach formalizacyj-
nych. Tym bardziej, ze pewne watki
maja charakter filozoficzny, m.in. dys-
kusje na temat aksjomatu regularnosci
i pojecia ufundowania zbioru, relacji
rownowaznosciowej, liczby porzadko-
wej czy aksjomatu wyboru.
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