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Wprowadzenie

Termin ,logistyka” obejmuje procesy systemowego planowania i zarzadzania fan-
cuchem dostaw, przeptywem produktéw oraz informacji. Procesy te maja miejsce
zaréwno w przypadku wielkich korporacji, jak i matych przedsiebiorstw. Wazna
funkcje w logistyce pelni podejmowanie decyzji, ktére przynosza danemu pod-
miotowi maksymalne korzysci, ewentualnie - jak najmniejsze straty. Oczywiscie
powyzsza proba definicji nie obejmuje wszystkich aspektéw podejmowania decy-
zji w procesach logistycznych.
W logistyce wyrdznia sie:

logistyke zaopatrzenia — gdzie lokalizuje si¢ Zrédla zaopatrzenia, zaopatruje
przedsiebiorstwo w niezbedne do produkeji materialy, negocjuje ceny mate-
rialow, kontroluje jakos¢ dostaw, optymalizuje zapasy surowcow;

logistyke dystrybucji - obejmujaca planowanie i kontrole dystrybucji
produktéw i ustug przedsigbiorstwa, utrzymywanie zapaséw wyrobow go-
towych, lokalizowanie magazynéw dystrybucyjnych, organizowanie kana-
téw dystrybucyjnych, optymalizacje¢ drég transportowych;

logistyke serwisu — obejmujaca zaopatrzenie nabywcow w czgsci zamienne
oraz obstuge zwrotéw towarowych;

logistyke produkcji — obejmujgcg planowanie i kontrole przebiegu produk-
cji, optymalizacje zuzycia materiatéw oraz odlegloéci przemieszczania si¢
materialéw w procesie produke;ji (ten dziat logistyki wymaga takze przewi-
dywania wielkosci popytu na towary i ustugi);

logistyke magazynowa — obejmujaca magazynowanie czesci, surowcow oraz
gotowych produktow;

logistyke kontraktowa — obejmujaca operacje prowadzone na powierzchni
magazynowej, w tym: przeplywy towaréw w magazynie, biezace monitoro-
wanie poziomu stanéw magazynowych, zarzadzanie towarami, praca maga-
zynieréw i kompletacja dostaw;

ekologistyke — zajmujaca si¢ gromadzeniem, transportem oraz utylizacja
odpaddéw szkodliwych dla srodowiska;

e-logistyke — dzialania logistyczne zwigzane z wykorzystaniem Internetu
oraz systemow informatycznych.


https://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Magazynier&action=edit&redlink=1
https://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Magazynier&action=edit&redlink=1
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Ze wzgledu na zasigg oddzialywania decyzje logistyczne moga dotyczy¢ za-
réwno pojedynczego przedsiebiorstwa, jak i calego $§wiata. Wyodrebnia sie takze
logistyke spoteczng, obejmujaca wplyw sieci spolecznych oraz przeptywéw ma-
terialnych i informacyjnych na ksztaltowanie decyzji o charakterze spotecznym.

Kazdy wymieniony dzial logistyki wymaga podejmowania decyzji. Decydenci
starajg si¢ dokonywac optymalnych i racjonalnych wyboréw, poszukujac narzedzi
wspomagajacych wszelkie postanowienia. Wystepujace w logistyce procesy de-
cyzyjne czgsto pokrywaja sie z tymi, ktére modelowane s3 przy pomocy metod
badan operacyjnych.

Celem niniejszego tomu jest przyblizenie czytelnikowi metod optymalizacyj-
nych znajdujacych zastosowanie w logistyce (wraz z przykladami) oraz najnow-
szych wynikow badan z tego zakresu.

Rozdzial pierwszy obejmuje szeroko rozumiane modelowanie zagadnien logi-
stycznych za pomoca modeli programowania liniowego. Przedstawione zostaly
w nim metody optymalizacji zagadnien liniowych - zaréwno klasyczne (np. me-
toda simplex), jak i ich modyfikacje (metoda dualna czy zrewidowana), czesto
przyspieszajace uzyskanie rozwigzania optymalnego. Autorzy starali sie zapre-
zentowac te metody w sposob spojny, na podstawie prostych przyktadow, a takze
podkresli¢ ich ogromny walor, jakim jest mozliwos¢ analizy wrazliwo$ci rozwia-
zan w przypadku niepewnosci odno$nie parametréw modeli. Parametrami sg naj-
czesciej oszacowania czy tez prognozy cen lub kosztéw, obarczone btedami prze-
widywan. Ponadto przedstawiono najwazniejsze aspekty zwiazane z Zadaniem,
aby rozwigzania stawianych zadan byty calkowitoliczbowe oraz wskazano, jakie
komplikacje powoduja tak postawione zadania. Zaprezentowano sposéb mode-
lowego opisu i rozwigzania problemu parametryzacji funkcji kryterium: uzalez-
nienia warto$ci wspétczynnikéw od zadanego, istotnego - z punktu widzenia za-
stosowan - parametru (np. wielkosci marzy). Podkreslono réwniez konsekwencje
takiego wplywu dla optymalnego rozwigzania postawionego zadania.

Rozdzial drugi dotyczy probleméw przydziatu, tj. sytuacji decyzyjnych pojawiaja-
cych si¢ w przedsiebiorstwach i innych organizacjach, a dotyczacych przyporzadko-
wania zadan do pracownikéw czy tez maszyn oraz typéw pojazdéw do wykonania
konkretnych zadan przewozowych. Klasyczny problem przydziatu jest problemem
liniowym ze zmiennymi zero-jedynkowymi. Stad w niniejszej pracy przedstawiony
zostal klasyczny algorytm przydzialu, znany jako algorytm wegierski, z kryterium
minimalizacji kosztéw oraz pewnymi modyfikacjami, dotyczacymi zmiany kie-
runku optymalizacji (maksymalizacja wielkosci sprzedazy, maksymalizacja zysku)
i blokowania pewnych przyporzadkowan. W rozdziale zaprezentowano réwniez
propozycje postepowania w przypadku niezbilansowania zadania oraz uogdlnie-
nia problemu. Uogélniony problem przydzialu uwzglednia, przykltadowo, sytuacje,
kiedy kazde zadanie musi zosta¢ przydzielone dokladnie jednemu wykonawcy, nato-
miast kazdemu wykonawcy mozna przydzieli¢ wigcej zadan niz jedno, w zaleznosci
od wielkosci zasobu, ktérym dysponuje (np. czas pracy). Z kolei kwadratowe zadanie
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przydziatu jako cel stawia dokonanie przydziatu w taki sposob, aby zminimalizowac
sume iloczynéw przeptywu towaréw i odleglosci miedzy obiektami.

Rozdzial trzeci omawia w sposob dos¢ szczegdlowy problemy zwigzane z pla-
nowaniem sieciowym i zarzagdzaniem projektami. Zaprezentowano w nim metody
konstrukeji sieci powigzan czynnosci przy realizacji zlozonych projektow, proble-
my zwigzane z ich harmonogramowaniem oraz planowaniem kosztéw wykonania.
Przedstawiono metody deterministyczne, jak np. metod¢ wyznaczania $ciezki kry-
tycznej CPM czy tez metode PERT, uwzgledniajaca losowos¢ czaséw wykonania
czynnosci; wzieto pod uwage takze dodatkowo koszty wykonywania czynnosci -
stad prezentacja metody LESS oraz PERT-COST. Na przyktadach oméwiono, w jaki
sposob wykorzysta¢ modelowanie liniowe do uzyskiwania optymalnych harmono-
gramow dla czynnosci skladajacych sie na projekt w obu przypadkach.

Rozdzial czwarty poswiecony zostal teoretycznym aspektom teorii masowej
obstugi (teorii kolejek). Sprawnos$¢ obstugi klienta, np. przez sklep internetowy,
jest waznym narzedziem w walce konkurencyjnej, przyczyniajacym si¢ do pod-
jecia ostatecznej decyzji, m.in. przy wyborze dostawcy. Inne jej zastosowania
w logistyce to, chociazby, kolejkowanie zlecen produkcyjnych oczekujgcych na
realizacje czy zamowien na czeéci skladowane w magazynie, a takze pojazdow,
ktoére majg zosta¢ zaladowane lub roztadowane. Teoria masowej obstugi pomaga
okresli¢ potencjal stanowiska pracy, poziom jego efektywnosci; pokazuje, jakie
dzialania nalezy wdrozy¢, aby zwigkszy¢ satystakcje uczestnikdw systemu obstugi.
W rozdziale przedstawione i omdéwione zostaly takze najwazniejsze stosowane
w zagadnieniach logistycznych modele oraz ich wlasnosci.

W rozdziale pigtym, obok elementéw teorii popytu, zaprezentowano wybrane
metody prognozowania, w tym metody wygladzania wykladniczego dla danych o ni-
skiej i $redniej zmiennosci. Scharakteryzowano mierniki jakosci prognoz, problemy
bledéw prognozowania oraz kryteria wyboru odpowiednich metod prognozowania.

Tom uzupelniony zostal o dodatki, w tym dodatek zawierajacy oméwienie do-
swiadczen Autoréw w zakresie modelowania optymalizacyjnego z uzyciem pakietow
srodowiska oprogramowania R oraz wybrane elementy teorii prawdopodobienstwa.

Przedstawiony w niniejszym tomie zestaw metod i przyktadéw gromadzi w jednej
pozycji szerokie spektrum narzedzi pozwalajacych przeprowadzi¢ optymalizacje ele-
mentow tancucha logistycznego. Znajdziemy w nim omdéwienie modeli rzadko spo-
tykanych w ogélnodostepne;j literaturze — tacznie z zaprezentowaniem przykladow
ich zastosowan w logistyce. Autorzy dokonali staran, aby jezyk pracy byt jednocze-
$nie precyzyjny (matematycznie) i przystepny. W przygotowywanym tomie drugim
monografii, zatytulowanym Optymalizacja w logistyce. Modelowanie przeplywow
w kanatach dystrybucji, znajdziemy m.in. oméwienie probleméw modelowania za-
pasow, optymalizacji w szeroko rozumianych zagadnieniach transportowych, pro-
blemdw szeregowania zlecen czy tez optymalizacji przeptywéw produkcyjnych.

Iwona Konarzewska






Rozdziat |
Liniowa optymalizacja
zagadnien logistycznych

1. Poszukiwanie decyzji optymalnej

Prowadzenie dzialalnosci gospodarczej wymaga podejmowania decyzji. Aby byly
one racjonalne, muszg opiera¢ si¢ na solidnych podstawach, m.in. na jasno spre-
cyzowanym celu i znajomosci srodkéw koniecznych do jego realizacji. Ponad-
to funkcjonowanie na konkurencyjnym rynku oznacza koniecznos$¢ brania pod
uwage wplywu otoczenia na decyzje. Te za$, w dzisiejszych czasach, podejmuje
sie coraz szybciej. Menedzera obcigza przy tym odpowiedzialnos¢ — gdyz albo nie
moze on cofnac swoich dziatan, albo wigzatoby si¢ to z poniesieniem duzych kosz-
tow. Dlatego tak wazna staje si¢ precyzja i wybdr decyzji (sposrod wielu innych
mozliwych w danych warunkach) optymalnej lub chociaz zadowalajaco bliskiej
optymalnosci. Tym wlasnie zajmuja si¢ badania operacyjne. Obszar ich zastoso-
wan obejmuje sporzadzanie matematycznych, ekonomicznych i statystycznych
opisow (modeli) procesow decyzyjnych, charakteryzujacych sie duzg zlozonoscia
(i czesto niepewnoscia). Takie opisy umozliwiaja precyzyjne analizowanie zlozo-
nych proceséw decyzyjnych i ulatwiajg podjecie najlepszej decyzji (Miszczynski
i Miszczynska, 2002).

Logistyka dostarcza wielu danych o ilosciowym charakterze, ktore dajg sie uja¢
w ramy metod matematycznych i statystycznych. Moze to by¢ koordynacja prze-
plywu zasobow w tancuchu dostaw, realizacja zadan transportowych czy zarza-
dzanie zapasami. Pojawiajace si¢ w logistyce problemy decyzyjne czesto pokrywa-
ja sie z tymi, jakie wystepuja w ramach badan operacyjnych. Jednym z nich jest
poszukiwanie decyzji optymalnej przy znanym kryterium wyboru oraz otoczeniu
opisanym formutami matematycznymi.

Poczatki badan operacyjnych siegaja II wojny swiatowej, cho¢ rézni autorzy po-
daja odmienne wydarzenia jako moment narodzin tej dziedziny nauki. Wymienia
sie m.in. budowe statkéw transportowych typu Liberty, podczas ktérej naukowe po-
dejscie do usprawniania produkgji silnie wykazato swojg przydatnos¢. Powstajace
maszyny charakteryzowaly si¢ znacznie skréconym czasem budowy oraz zmniej-



14 Liniowa optymalizacja zagadnien logistycznych

szonym zuzyciem surowcéw w poréwnaniu z poczatkowym okresem wprowadza-
nia ich do stuzby - byla to zastuga czynionych na biezaco analiz naukowych.

IT wojna $wiatowa okazala si¢ konfliktem, w czasie ktérego nauka rozwijala
sie szybko i na wielu ptaszczyznach. Naukowcy pracujacy na potrzeby projek-
tow wojskowych, realizowanych w USA i Wielkiej Brytanii, mieli za zadanie za-
dbac o efektywna alokacje¢ zasobow na potrzeby operacji wojskowych oraz roz-
wija¢ nowe rodzaje broni. Ich badania wigzaly si¢ z réznego rodzaju operacjami
militarnymi. Stad wzigla si¢ nazwa, ktdra przetrwata do dzi§, mimo ze obecnie ba-
dania operacyjne znajduja szerokie zastosowanie rowniez (a moze przede wszyst-
kim) poza wojskowoscig.

Boom gospodarczy, jaki pojawil si¢ w USA po zakoniczeniu wojny, sprawit, ze
zapotrzebowanie na opracowane dopiero co metody wzrosto. Produkcja przemy-
stowa stawala sie coraz bardziej ztozona i wyspecjalizowana, rosla skala dziatan
logistycznych. Klasyczne podejscie do zarzadzania, opierajace sie na osobistym
doswiadczeniu menedzera, przestalo wystarcza¢. Problemy, przed ktérymi sta-
neli menedzerowie byly podobne do tych z czasu wojny, cho¢ oczywiscie zmienit
sie kontekst. Pojawil si¢ popyt na metody usprawniajgce proces podejmowania
decyzji. Wielu naukowcéw po zakonczeniu pracy dla armii przeszio do biznesu
- przybywaly nowe rozwiazania i opracowania naukowe na ten temat. Nie bez
znaczenia byl tu réwniez szybki rozwdj komputerow (i ich upowszechnienie).

Mozna powiedzie¢, ze badania operacyjne majg zastosowanie do problemoéw,
w ktorych pojawia sie potrzeba przeprowadzenia i koordynowania ,,operacji” w ra-
mach pewnej organizacji (Hillier i Lieberman, 2015, s. 3). Poziom operacyjny
oznacza, ze efekty podejmowanych decyzji poznamy w nieodleglej przyszlosci.
Implikuje to bliski zwigzek z zarzadzaniem a przynajmniej zmusza do przyjecia
punktu widzenia konkretnej organizacji. Z tego powodu badania operacyjne po-
strzegane s3 tez jako cze$¢ mikroekonomii. Gdyby przejrze¢ katalog dostepnych
metod, przekonalibysmy si¢ o szerokim spektrum zastosowan tego typu badan.
Zaliczymy do nich nie tylko produkcje przemystowa, ale réwniez finanse, trans-
port (i ogolnie logistyke), ochrong zdrowia, telekomunikacje i wiele innych.

Konieczno$¢ podejmowania decyzji wiaze si¢ z wystapieniem problemu de-
cyzyjnego i wyborem takiej decyzji, ktéra doprowadzi do najlepszego w danych
warunkach sposobu dzialania, zmierzajacego do osiggniecia postawionego celu
(Rogalska iinni, 1991, s.9). Z problemem decyzyjnym mamy do czynienia wtedy,
kiedy zachodzg nastepujace okolicznosci:

« pojawia sie¢ decydent (osoba lub grupa oséb), ktéry musi rozwigzaé problem;

o decydent chce osiagna¢ jakis cel;

« istnieja co najmniej dwa sposoby na osiagniecie zaktadanego celu;

« istnieje otoczenie, ktére wpltywa na sposéb rozwigzania problemu lub jego

wynik.

Sam problem decyzyjny przedstawia si¢ w sposdb symboliczny, jako model,
ktory przybiera jedna z trzech postaci:
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1) ikoniczng (obrazowa) - przedstawiajaca przedmioty lub zdarzenia w zmie-
nionej skali (np. mapa);

2) analogowa - przedstawiajaca wlasciwosci badanego zjawiska za pomoca
wlasnosci innych zjawisk;

3) symboliczng (matematyczng) — opisujaca zjawisko za pomocy zaleznosci
matematycznych (réwnan lub nieréwnosci).

Biorgc pod uwage ostatnia z wymienionych postaci, wyréznimy nast¢pujace
etapy poszukiwania rozwigzania: sformutowanie problemu decyzyjnego, wybor
postaci modelu, zebranie potrzebnych danych, budowa modelu i jego rozwigza-
nie, weryfikacja wynikow, wdrozenie decyzji wskazanych przez model. Proces
podejmowania decyzji moze zosta¢ wsparty przez odpowiednio skonstruowane
modele matematyczne, zwane modelami decyzyjnymi. Zazwyczaj znajdujemy si¢
w sytuacji, w ktorej nalezy dokona¢ wyboru pomigdzy wieloma mozliwymi decy-
zjami, zwanymi decyzjami dopuszczalnymi.

W przeciwienstwie do podrecznikowych przyktadéw, wickszos¢ praktycznych
problemow jest przez decydentéw poczatkowo opisywana w niezbyt precyzyjny, sta-
bo sformalizowany sposéb. Rzadko bowiem menedzer osobiscie zajmuje si¢ budowa
modelu. Dlatego to analityk (lub inna osoba odpowiedzialna za te prace) musi udcisli¢
elementy sktadowe. Na poczatku ustala on przestanki, na podstawie ktdrych oceniane
beda decyzje. Zakladamy bowiem, ze decydent postuguje sie pewnym kryterium, po-
zwalajgcym mu odrdznic decyzje lepsze od gorszych, i ze kryterium to da si¢ przedsta-
wi¢ w postaci funkcji, zwanej funkcja celu. Zupelnie normalne jest wiec to, ze dwoch
réznych decydentéw bedzie mie¢ odmienne kryteria oceny tych samych dziatan.

Kiedy juz znamy kryterium wyboru, przechodzimy do ustalenia listy zmien-
nych sterowanych (decyzyjnych) oraz niesterowanych (parametréw) i okresle-
nia warunkdw, jakie powinna spelnia¢ podjeta decyzja. Na koniec analityk musi
przelozy¢ zebrane informacje na matematyczng wersje modelu. Pomocne w tym
bedzie programowanie matematyczne zajmujgce si¢ tworzeniem algorytmow roz-
wigzywania okreslonych klas problemdw optymalizacyjnych (Sikora i inni, 2008,
s. 10). Stowo ,,programowanie” nie odnosi si¢ do programowania komputerowego
— jest raczej synonimem planowania.

Metody ilosciowe wymagaja danych do przeprowadzania obliczen. W przy-
padku modeli optymalizacyjnych gromadzenie danych liczbowych sprowadza
sie do poznania wartosci okreslonych parametréw. Na ich podstawie wyznacza si¢
poszukiwane warto$ci zmiennych decyzyjnych.

Same decyzje podejmowane moga by¢ w réznych warunkach. W sytuacji pewno-
$ci kazdej decyzji odpowiada tylko jeden wynik z prawdopodobienstwem réwnym
1. Powiemy wtedy, ze proces jest zdeterminowany a parametry modelu sg znane
i state. W warunkach niepewnosci kazdej decyzji odpowiada wigcej niz jeden wynik
(méwimy, Ze jest to element stochastyczny). Nie znamy jednak prawdopodobien-
stwa, z jakim dany wynik moze wystgpi¢. Parametry przyjmuja bowiem rézne war-
tosci, w zaleznosci od zachowania otoczenia. Z kolei podczas podejmowania decyzji
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w warunkach ryzyka znamy prawdopodobienstwa powyzszych wynikéw. Wyréznia
sie tu ponadto podejmowanie decyzji w warunkach czesciowej informacji — kazdej
decyzji nadal odpowiada wiecej niz jeden wynik. Nie znamy co prawda prawdopo-
dobienstwa jego wystapienia, ale mozemy je oszacowa¢ dzigki znajomosci niekto-
rych charakterystyk nieznanego rozktadu prawdopodobienstwa.

W ramach naszych rozwazan postugiwa¢ si¢ bedziemy okreslona terminologia
o matematycznym charakterze. I tak, zbiér (mierzalnych) decyzji do podjecia re-
prezentowany bedzie przez zmienne decyzyjne. To wlasnie ich wartosci poszuku-
jemy. Efekty podjetych dziatan wyraza funkcja kryterium (funkcja celu) okreslo-
na na wspomnianych zmiennych. Wszelkie ograniczenia wartosci, ktére mozna
przypisa¢ zmiennym decyzyjnym, sa rowniez wyrazane matematycznie — zwykle
za pomoca nieréwnosci lub réwnan zwanych warunkami ograniczajacymi lub po
prostu ograniczeniami. Stale liczbowe, wystepujace w funkeji celu oraz w ograni-
czeniach, beda parametrami modelu - ich wartosci ustala si¢ podczas jego two-
rzenia. Stajemy wiec przed problemem wyboru takich wartosci zmiennych de-
cyzyjnych, ktdre zapewnia maksymalna (minimalng) warto$¢ funkcji celu’, pod
warunkiem spetnienia narzuconych ograniczen.

Klasyfikujac modele w najbardziej ogélny sposéb, podzielimy je na liniowe
i nieliniowe. W naszym opracowaniu skupimy si¢ na modelach liniowych, gdyz
posiadaja one wiele zalet. Po pierwsze daja szerokie mozliwosci interpretacji. Po
drugie sa dobrze zbadane, poniewaz naukowcy zajmuja si¢ nimi od kilkudziesie-
ciu lat. Po trzecie cz¢$¢ modeli nieliniowych da sie sprowadzi¢ (i sprowadza sig je)
do postaci liniowej. Mimo swojej prostoty, modele liniowe sprawdzaja si¢ w za-
skakujaco wielu obszarach.

Zapisany w formie matematycznej liniowy model decyzyjny przyjmuje postaé
modelu programowania liniowego. Zaréwno funkcja celu, jak i wszystkie ograni-
czenia wyrazone s3 przy pomocy funkcji liniowych. Zatem programowanie linio-
we (PL) obejmuje planowanie dzialan w celu uzyskania optymalnego rezultatu, tj.
takiego, ktory zapewnia osiggniecie zatozonego celu w najlepszy mozliwy sposob
(zgodnie z modelem matematycznym), spo$réd wszystkich alternatyw.

2. Programowanie liniowe

Przeanalizujmy nast¢pujacy przyklad problemu, przed ktérym moze stanaé decy-
dent. Jest to celowo uproszczona sytuacja, ograniczona do najbardziej istotnych
- z punktu widzenia procesu decyzyjnego — elementéw. Postuzy ona do zilustrowa-
nia koncepcji budowy modelu programowania liniowego w dalszej czesci rozdziatu.

1 Domyslnie w tym rozdziale przyjmujemy, ze decydent postuguje sie pojedynczym kryterium.
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Przyktad 1

Firma Paralel S.A. wytwarza czesci do sprzetu gospodarstwa domowego na za-
moéwienie zewnetrznych kontrahentéw. Zarzad firmy rozwaza podjecie produkeji
filtréw montowanych w dwdch nowych modelach odkurzaczy tego samego pro-
ducenta. Odbyly sie juz negocjacje miedzy Paralel S.A. a producentem sprzetu.
Wiadomo wigc, ze filtry do pierwszego modelu sprzedawane beda po siedem-
dziesiat zlotych za sztuke, a do drugiego - po czterdziesci. Biorac pod uwage stan
realizacji biezacych zamoéwien, zarzad Paralel S.A. jest zdecydowany na podjecie
produkcji. Musi jednak okresli¢ jej docelowa wielkos¢ i strukture w taki sposéb,
aby osiggna¢ jak najwiekszy przychod ze sprzedazy. Kontrahent gwarantuje od-
bidr kazdej liczby wyprodukowanych filtrow pod warunkiem, zZe powstang one
najpozniej w ciaggu najblizszych szesciu miesigcy. Wtedy bowiem zaplanowano
wprowadzenie odkurzaczy do sprzedazy.

Opierajac si¢ na doswiadczeniach z realizacji wczesniejszych zamdwien oraz
dysponujac dokumentacjg techniczng, pracownicy Paralel S.A. oszacowali, ze je-
den filtr do modelu pierwszego wymaga zuzycia dwoch dekagraméw tworzywa
sztucznego, za$ specjalistyczna maszyna potrzebuje jednej minuty, aby uformo-
waé wymagany ksztalt. Filtr do drugiego modelu powstawa¢ ma z jednego de-
kagrama tego samego tworzywa; na jego uformowanie potrzeba dwdéch minut.
Specyficzny proces technologiczny sprawia, ze filtry opuszczajg lini¢ produkcyjna
pojedynczo. Na potrzeby realizacji kontraktu zgromadzono dwiescie pig¢dziesiat
kilogramow tworzywa - i wielko$¢ ta nie zostanie zwigkszona. Dostepny limit
czasu pracy maszyn wynosi dwadziescia tysiecy minut - ze wzgledu na to, ze Pa-
ralel S.A. ma zobowigzania wynikajace z wczesniej podpisanych uméw. Kazdy
z filtréw, niezaleznie od modelu, zawiera wklad wykonany z wiékniny o masie
trzech dekagramow. Aby zapewni¢ dokladno$¢ filtrowania zanieczyszczen, wy-
magang przez zamawiajacego, nalezy zuzy¢ lacznie co najmniej sto pigédziesiat
kilograméw widkniny.

Roztézmy powyzszy przyklad na elementy sktadowe problemu decyzyjnego.
Decydentem w nim jest zarzad firmy Paralel S.A. Jego celem jest osiagniecie jak
najwyzszych przychodéw wynikajacych z podjetej decyzji o produkcji obu rodza-
jow filtrow. Nie naktadamy przy tym ograniczen na wielkos¢ produkcji. Zaklada-
my jedynie, ze bedzie to liczba nieujemna. Mozliwe wiec, ze najbardziej korzystne
okaze si¢ wytwarzanie tylko jednego rodzaju filtra, a by¢ moze najlepsze wyniki
finansowe zapewni roztozenie produkeji na oba wyroby.

Jak juz jednak wspomnieli$my, niekoniecznie to sam zarzad uklada model.
Analityk (lub analitycy) z pewnoscig zwrdcilby (zwrdciliby) uwage na otoczenie
wplywajace na podejmowanie decyzji. W naszym przyktadzie sprowadza si¢ ono
do procesu technologicznego, czyli zuzycia ograniczonej ilosci surowcow i wyko-
rzystania dostepnego czasu pracy. W ten sposdb wyodrebnilismy elementy skfa-
dowe i mozemy przejs¢ do budowy modelu matematycznego, a nastepnie znale-
zienia jego rozwigzania.
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Problem decyzyjny z przyktadu 1 postuzy do zilustrowania procesu tworze-
nia typowego (chociaz nieduzych rozmiaréw) zadania programowania liniowego.
Miejmy jednak na uwadze, ze jest to narzedzie zbyt wszechstronne, aby mozna
je byto w pelni opisa¢ za pomocg jednego przykladu. Dlatego kolejne elementy
i wlasnosci bedg sukcesywnie dodawane w dalszej czesci rozdziatu.

Kazdy model PL spelnia nastepujace zalozenia:

« wszystkie parametry modelu, tj. zasoby, ceny, technologie, sa znane i z gory

ustalone (deterministyczne);

« technologia jest stala, a zatem wymagania produkcyjne, jezeli problem do-
tyczy optymalizacji planu produkgji, sg ustalone w czasie planowania i nie
ulegng zmianie w analizowanym okresie;

 zmienne decyzyjne s3 zmiennymi ciaglymi i nieujemnymi;

« funkcja kryterium i funkcje definiujace ograniczenia sg liniowe — oznacza
to, ze ten sam, co do wielko$ci, przyrost zmiennej, bez wzgledu na poczatko-
wy poziom, powoduje zawsze taki sam przyrost wartosci funkcji (constant
returns to scale);

o liniowos¢ funkcji kryterium i funkcji definiujacych ograniczenia oznacza
proporcjonalnos¢ i addytywnos¢.

Z matematycznego punktu widzenia wystarcza zatozenia méwiace, ze model
musi mie¢ liniowa funkcje celu, podlegajaca réwniez liniowym ograniczeniom.
Jednak, z punktu widzenia modelowania problemu decyzyjnego, warto sformuto-
wacé dodatkowe zalozenia, ktére s3 w zasadzie implikowane przez zalozenia o li-
niowosci funkcji kryterium i ograniczen, a dotycza pewnych konsekwencji dla
modelowanego problemu.

Wymieniona w ostatnim zatozeniu proporcjonalno$¢ dotyczy zaréwno funk-
cji celu, jak i jej ograniczen. Efekt wptywu kazdej ze zmiennych decyzyjnych
na faczng wartos$¢ funkcji celu jest proporcjonalny do poziomu tej zmienne;j.
Podobnie rzecz si¢ ma z wartoscig lewej strony kazdego z ograniczen. Zalozenie to
wyklucza wykladnik inny niz réwny 1 dla dowolnej zmiennej w modelu, nieza-
leznie od tego, czy rozwazamy funkcje celu, czy funkcje po lewej stronie ogra-
niczenia. Dodatkowo zakladamy, ze kazda funkcja w modelu programowania
liniowego jest suma udzialéw poszczegélnych zmiennych. Nazywamy to wa-
runkiem addytywnosci.

Przyblizenia i uproszczenia, obecne w powyzej sformulowanych zatozeniach,
sg potrzebne, aby w ogoéle dalo si¢ model zastosowaé. Dodanie zbyt wielu szcze-
gotéw moze sprawié, ze model bedzie zbyt skomplikowany, aby przeprowadzi¢
przydatng analiz¢ problemu. To, czego naprawde potrzebujemy, to istnienie odpo-
wiednio wysokiej korelacji miedzy wynikami uzyskanymi na podstawie modelu
a tym, co faktycznie wydarzy si¢ w rzeczywistosci. W realnych zastosowaniach
powszechng jest sytuacja, w ktorej niektore z zatozen nie sa catkowicie zachowane
i musimy pogodzi¢ sie z nieduzymi odchyleniami. Powazne naruszenie ktoregos
z zalozen oznacza koniecznos¢ siggniecia po inne, zwykle bardziej skomplikowa-
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ne metody. Niektdre z nich nie dajg takich mozliwo$ci analitycznych i interpreta-
cyjnych, jak modele liniowe — cho¢ badacze caly czas pracujg nad zmniejszeniem
tej roznicy.

Na potrzeby przyktadu 1 zdefiniujmy nastepujace zmienne decyzyjne:

+ x, — wielkos$¢ produkcji filtréw modelu 1 [szt.],

+ x, — wielkos$¢ produkcji filtrow modelu 2 [szt.].

Znajac ceny sprzedazy, konstruujemy funkcje przychodu (cel decydenta), kto-
rej maksymalnej wartosci poszukujemy:

flx,, x)) = 70x, + 40x, —> max (1)

Ograniczenia wynikajace z procesu technologicznego sa opisywane przez nie-
réwnosci (2)-(4). Dolaczamy do nich warunki brzegowe (5), gwarantujace, ze
zadna ze zmiennych decyzyjnych nie przyjmie wartosci ujemne;j.

(czas [min]) x,+2x,<20 000 (2)
(tworzywo [dag]) 2x, +x,<25000 3)
(wkiad [dag]) 3x,+ 3x,>15 000 (4)
x,20,x,20 (5)

Zapiszmy og0lna posta¢ modelu programowania liniowego.

f(x) =cx, +cx, +..+cx — max/min (6)
a,x, +a,x, +.. +a,x, < b
AuXy  Ha,x, +.. +a,x, = b (7
amlxml +ak2xk2 + +amnxmn = bm

x20,%20,.,x 20 (8)

Symbolem ¢ (j=1, ..., n) oznacza¢ bedziemy parametry funkgji celu, X, (ji=1,..n)
- zmienne decyzyjne, a, (i = 1, ..., m; j = 1, ..., n) - parametry lewych stron ogra-
niczen, za$ b, (i = 1, ..., m) — warto$ci prawych stron ograniczen.

Interpretacja modeli PL nie ogranicza si¢ tylko do podania warto$ci zmiennych
decyzyjnych, dla ktorych funkecja celu osigga warto$¢ najwigksza lub najmniejsza.
Znajac rozwigzanie optymalne (oczywiscie, o ile takie istnieje), jesteSmy w stanie
odpowiedzie¢ na nast¢pujace pytania:
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1. Jak zareaguje optymalna warto$¢ funkeji celu na marginalne zmiany wybra-
nego $rodka (limitu) reprezentowanego przez okreslony wyraz wolny w ogra-
niczeniach?

2. Jakie sg granice zmian przedzialéw dopuszczalnych zmian w zasobach $rod-
kow (limitéw), dla ktorych sita i kierunek reakeji, wymienionej w poprzed-
nim punkcie, pozostajg bez zmian?

3. Jakie s3 granice przedzialéw dopuszczalnych zmian dla wspotczynnikéw
tunkgji celu, ktére nie powodujg zmiany rozwigzania optymalnego?

4. Jak zareaguje rozwiazanie optymalne na dofaczenie lub usuniecie zmiennej
decyzyjnej?

5. Jak zareaguje rozwigzanie optymalne na dofgczenie lub usuniecie ograniczenia?

Jezeli problem mozna opisa¢ przy pomocy tylko dwdch zmiennych decyzyj-
nych, wéwczas da si¢ go tez przedstawi¢, a nawet rozwigza¢ graficznie, w pro-
stokatnym uktadzie wspotrzednych. Warunki brzegowe narzucaja konieczno$¢
ograniczenia sie do jego pierwszej ¢wiartki. Wyznaczamy cz¢s¢ wspdlng nierow-
nosci i réwnan tworzacych ograniczenia modelu. Bedzie to (matematycznie rzecz
ujmujac) iloczyn wszystkich potptaszczyzn i prostych odpowiadajacych nieréw-
noéciom i réwnaniom tworzacym ograniczenia zadania PL. Jesli ograniczenia
wystepuja wylacznie jako nieréwnosci (jak to ma miejsce w przykladzie 1), zbidr
rozwigzan dopuszczalnych jest wielobokiem wypuktym.

Chcac naszkicowac dane ograniczenie w pierwszej ¢wiartce uktadu wspdtrzed-
nych, zazwyczaj zaczynamy od wyznaczenia punktéw przecigcia prostej odcina-
jacej cze$¢ plaszczyzny w ramach danego ograniczenia z osiami. Dla ogranicze-
nia (2) punkty przecigcia z osiami majg wspolrzedne odpowiednio: (0, 10000)
i (20000, 0). Na rysunku 1 umieszczono to ograniczenie, zaznaczajac obszar, ktd-
rego punkty spelniajg obowiazujacy limit.

W ten sam sposob dodajemy do wykresu nastgpne ograniczenia. Kazda
nowa polplaszczyzna odcina odpowiedni fragment pierwszej ¢wiartki ukta-
du, przy czym - obszary te czeSciowo lub catkowicie pokrywaja sie ze soba.
W efekcie tworzy sie zbioér punktoéw spelniajacych wszystkie ograniczenia jed-
nocze$nie. Na rysunku 2 reprezentuje go wielobok ABCDE. Strzatki pokazuja,
gdzie znajduja si¢ punkty spelniajace dane ograniczenie. Zbidr punktéw spet-
niajacych wszystkie ograniczenia modelu nosi nazwe zbioru rozwiazan do-
puszczalnych - i oznaczymy go jako X. Co istotne, do zbioru tego nalezg takze
jego krawedzie - w modelach optymalizacyjnych praktycznie nie wystepuja
ostre nieréwnosci. Ma to niebagatelne znaczenie przy wyznaczaniu rozwigza-
nia optymalnego. Poszukiwana przez nas optymalna decyzja odno$nie wiel-
kosci i struktury produkcji musi by¢ dopuszczalna. Z pewnoscia nalezy wiec
do zbioru X.

Jezeli istnieje cho¢ jedna decyzja dopuszczalna, tj. jezeli zbidr decyzji do-
puszczalnych jest niepusty, wowczas zadanie PL okazuje si¢ zadaniem nie-
sprzecznym.
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Rys. 1. Zbi6r punktdw spetniajacych ograniczenie (2)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 2. Zbidr rozwigzan dopuszczalnych dla przyktadu 1

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rozwiazan dopuszczalnych, ktérym odpowiadajg punkty na zacieniowanym
obszarze rysunku 2, jest nieskonczenie wiele. Nalezy znalez¢ w tym zbiorze punkt
bedacy rozwiazaniem optymalnym. Pomocne beda dwa ponizsze twierdzenia
(Miszczynski i Miszczynska, 2002, s. 38):

Twierdzenie 1

Zbiér rozwigzan dopuszczalnych zadania PL jest zbiorem domknigtym, wypu-
ktym, o skonczonej liczbie wierzchotkéw.

Twierdzenie 2 (Weierstrassa)

Funkgja liniowa f(x) okreslona na domknietym zbiorze wypuklym X, o skonczo-
nej liczbie wierzchotkéw, osiaga swoja wartos¢ najwieksza (najmniejszg) w wierz-
chotku tego zbioru. Jezeli wartos¢ taka osiagga w wiecej niz jednym wierzchotku,
to osiaga ja rowniez w kazdym punkcie x € X, bedacym wypukta kombinacja
liniowa takich wierzchotkdéw.

Drugie z przytoczonych twierdzen znaczgco ogranicza liczbe punktow, jakie
bedziemy brali pod uwage, poszukujac maksimum funkgji celu w przyktadzie 1.
Naturalnym podejsciem wydaje si¢ wyznaczenie wspoélrzednych wszystkich wierz-
chotkéw, podstawienie do funkeji przychodu i sprawdzenie, dla ktérego z nich
osigga ona warto$¢ najwigksza. Jest to tzw. przeglad zupelny wierzchotkéw. Tabela
1 ilustruje takie wtasnie podejscie do poszukiwania wierzchotka optymalnego.

Tab. 1. Wspdtrzedne wierzchotkdw i wartosci przychodu dla przyktadu 1

Wierzchotek Wspétrzedna x, Wspétrzedna x, Wartos¢ funkgji celu
A 5000 0 350000
B 0 5000 200 000
C 0 10000 400 000
D 10 000 5000 900 000
E 12500 0 875000

Zrédto: opracowanie wtasne.

Latwo zauwazy¢, ze w wierzchotku D wystepuje najwiekszy przychod, a zatem to
on jest rozwigzaniem optymalnym zadania. Decydent powinien zatem wyprodu-
kowac dziesiec tysigcy sztuk filtrow modelu pierwszego i pig¢ tysiecy sztuk modelu
drugiego, osiagajac przy tym przychdéd na poziomie dziewieciuset tysiecy zlotych.

Sprawdzanie wartosci funkcji celu, w kazdym z wierzchotkéw zbioru rozwig-
zan dopuszczalnych, nie jest metodg zbyt wydajng. Szczegodlnie, gdy liczba takich
wierzchotkéw jest duza, a tak bedzie w problemach o wigkszej liczbie ograniczen.
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Istnieje jednak inna metoda poszukiwania rozwigzania optymalnego, opierajaca
sie na tzw. gradiencie funkcji celu (Sikora i inni, 2008, s. 27-29).

Gradientem funkgji celu jest wektor, ktérego sktadowymi sa pochodne czast-
kowe f(x) wzgledem zmiennych decyzyjnych. Pokazuje lokalnie kierunek naj-
szybszego wzrostu wartosci f(x). Formalnie zapiszemy go nastepujaco:

_i_
Ox,
9
fo = a’_“z ©)
9
ox, |

Kiedy funkcja ma postac liniows, gradient jest wektorem zlozonym ze wspol-
czynnikow funkgji celu, a wskazywany przez niego kierunek najszybszego wzro-
stu wartosci f(x) okazuje sie niezalezny od warto$ci zmiennych. Gradient funkcji
celu dla przykladu 1 jest zatem nastepujacy:

70
Vf(X) = 40 (10)

Wektor gradientu nanosi si¢ na wykres, zaczepiajac go w poczatku ukladu wspot-
rzednych. Istotny dla rozwigzania jest kierunek wskazywany przez ten wektor - to
kierunek najszybszego wzrostu wartosci funkcji kryterium. Biorac pod uwage skale
na rysunku 2, rozsadnie bedzie przeskalowac ten wektor, tj. pomnozy¢ go przez sta-
t3. Poprawi to precyzje analizy graficznej, a nie wplynie na rozwigzanie.

Sam gradient nie wystarczy do znalezienia poszukiwanego wierzchotka. Dlate-
go na wykresie umieszczamy dodatkowo warstwice (izokwante funkgji kryterium),
czyli prosta prostopadla do pélprostej wyznaczonej przez gradient. Oczywidcie ta-
kich warstwic mozemy wykresli¢ dowolnie wiele, ale nas interesuja tylko te z nich,
ktore na rysunku przechodzg przez zbidr rozwigzan dopuszczalnych. Poszukujac
najwigkszej wartosci f(x) (izokwanty odpowiadajacej maksymalnej wartosci funk-
cji kryterium), przesuwamy warstwice réwnolegle, zgodnie ze zwrotem wektora
gradientu (czyli oddalajac si¢ od poczatku ukladu wspélrzednych), tak dtugo, do-
poki nie dotrzemy do najdalszego punktu dopuszczalnego (wierzchotka) przed
opuszczeniem zbioru X - to wlasnie wierzcholek bedacy rozwigzaniem optymal-
nym. Poszukujac wartosci najmniejszej, postepujemy podobnie, z t3 rdznica, ze
warstwice przesuwamy w kierunku przeciwnym do zwrotu wektora (poszukujemy
izokwanty odpowiadajacej minimalnej wartosci funkgji kryterium).
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Na rysunku 3 warstwice, odpowiadajacag maksymalnej wartosci funkcji kryte-
rium zadania, zaznaczono przerywang linig. Jest to prosta najbardziej oddalona
od poczatku ukladu wspétrzednych, majaca jednoczesnie punkt wspolny ze zbio-
rem rozwigzan dopuszczalnych. Ten punkt wspdlny to wierzchotek D - i wlasnie
on wyznacza maksymalng warto$¢ funkgji celu, a jego wspotrzedne — rozwiaza-
nie optymalne.
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Rys. 3. Gradient i warstwica dla przyktadu 1

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wyznaczyli$my interesujace nas optymalne wartosci zmiennych decyzyjnych
i odpowiadajacg im warto$¢ kryterium. Na tym nie konczg si¢ mozliwosci analizy.
W tabeli 2 umieszczone zostaly wartosci lewych stron ograniczen oraz moduly
réznic miedzy prawg a lewa strong kazdego z nich. Interesuje nas ostatnia kolum-
na. Dowiadujemy si¢ z niej, ze limit czasu pracy oraz aktualnie posiadany zapas
tworzywa zostaly wykorzystane w calosci. Lewe strony tych ograniczen réwnaja
sie prawym. Inng sytuacj¢ obserwujemy w ograniczeniu opisujacym wykorzysta-
nie wkladu z wlékniny. Zakladalismy w jego przypadku wykorzystanie co naj-
mniej stu pie¢dziesieciu kilogramdéw. Tymczasem wartos¢ modutu réznicy wska-
zuje, ze wielko$¢ ta zostala przekroczona o trzysta kilogramow i faktyczne zuzycie
widkniny wyniosto czterysta pigédziesiat kilogramow.



Tab. 2. Wartosci ograniczen po podstawieniu rozwigzania optymalnego

2. Programowanie liniowe

Ograniczenie

Lewa strona

Kierunek

Prawa strona

Modut réznicy

Czas
Tworzywo
Wktad

20000
25000
45000

<

<

=

20000
25000
15000

0
0
30000

Zrédto: opracowanie wtasne.

W tym miejscu rodzi si¢ pytanie, co musialoby si¢ sta¢, zeby decyzja wskazana
przez model ulegta zmianie. Zal6zmy wiec, ze cena za jedna sztuke filtra modelu dru-
giego wzrosta do pie¢dziesigciu ztotych. Wykres na rysunku 4 zawiera dotychczasowy
gradient (GI) oraz nowy (G2), wynikajacy ze zmiany ceny drugiego modelu filtra.
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Rys. 4. Zmiana gradientu po zmianie wspétczynnika c,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Zmienilo si¢ oczywiscie nachylenie warstwicy, ale wierzchotek D nadal pozo-
staje decyzja optymalng. Nie znaczy to jednak, ze nie zaszly zadne zmiany w roz-
wigzaniu, poniewaz warto$¢ przychodu maksymalnego wzrosta do dziewigciuset
pie¢dziesieciu zlotych. Wartosci lewych stron ograniczen pozostaja bez zmian.
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Zatozmy teraz, ze kontrahent zamawiajacy filtry wycofuje cz¢$¢ modeli odku-
rzaczy. W zwiazku z tym spada popyt na filtry modelu pierwszego. Zarzad zde-
cydowal wiec o obnizeniu ceny za taki filtr do dziesigciu zlotych za sztuke. Na
rysunku 5 nowej sytuacji odpowiada gradient oznaczony jako G3. Tym razem
zmiany s3 duzo wigksze. Przede wszystkim warstwica dla gradientu G3 wskazala
nowe rozwigzanie optymalne, ktore znajduje si¢ w wierzchotku C(0; 10000). Do-
chodzi do radykalnej zmiany decyzji, gdyz - z punktu widzenia maksymalizacji
przychodu - nalezy zrezygnowac z produkeji jednego modelu filtréw. Pociaga to
za sobg zmiane nie tylko wartosci funkcji celu, ale takze lewych stron ograniczen.
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Rys. 5. Zmiana gradientu po zmianie wspdtczynnika c,

Zrédto: opracowanie wtasne.

Powyzszy przyklad udowadnia, ze nie kazda zmiana wspoétczynnika funkeji
celu prowadzi do zmiany rozwigzania optymalnego. Musi ona by¢ odpowiednio
duza, a raczej wykracza¢ poza pewien konkretny przedzial wartosci, o czym prze-
konamy sie w nastepnym podrozdziale.

Mozemy tez zastanowi¢ si¢ nad wplywem zmiany prawej strony ograniczenia
na rozwigzanie optymalne. Spdjrzmy na rysunek 2 i wyobrazmy sobie, ze prawa
strona ograniczenia (,wklad”) wzrosta do trzystu kilograméw. Nowy zbiér roz-
wigzan dopuszczalnych straci wowczas jeden wierzchotek, gdyz wierzchotek B
pokryje si¢ z wierzchotkiem C. Zmieni si¢ tez polozenie wierzchotka A. Mimo
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wszystko nie dojdzie do zmiany rozwigzania optymalnego, pozostanie nim wierz-
chotek D. Z kolei spadek zapasu tworzywa do poziomu dwustu dwudziestu kilo-
gramow spowoduje przesunigcie wierzchotka D do punktu (8000; 6000). Nadal
pozostanie on rozwigzaniem optymalnym, ale z maksymalng wartoscig funkcji
celu réwna o$miuset tysigcom zlotych. Przypomnijmy sobie w tym miejscu, ze
ograniczenie dotyczace wkladu z widkniny zostalo przekroczone az o trzysta ki-
lograméw, tymczasem nasza zmiana wynosi ,,zaledwie” sto piecdziesiat kilogra-
mow. Ograniczenie ,,tworzywo” nie posiadato niewykorzystanego limitu, a zatem
- kazda zmiana w jego przypadku skutkowa¢ bedzie nowa decyzja, nowa warto-
$cig kryterium i nowymi warto$ciami lewych stron ograniczen.

Interesujaca cecha modeli optymalizacyjnych jest to, ze ich rozwiazania kon-
cowe moga przybra¢ jedng z kilku postaci. W przykladzie 1, kiedy poznalismy
konkretny wierzchotek wskazujacy najlepsza w danych warunkach decyzje, byto
to tzw. jednoznaczne rozwigzanie optymalne. Ale juz w twierdzeniu Weierstrassa
pojawila si¢ wzmianka o tym, ze funkcja celu swoja najwigksza lub najmniejsza
warto$¢ moze osigga¢ w wiecej niz jednym wierzchotku.
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Rys. 6. Rozwigzanie niejednoznaczne

Zrédto: opracowanie wtasne.

Ilustracja takiej sytuacji jest wykres na rysunku 6. Warstwica odpowiadaja-
ca maksymalnej wartosci funkeji kryterium pokryta si¢ z krawedzig CD zbioru
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rozwigzan dopuszczalnych. Funkcja kryterium osigga w wierzchotkach Ci D te¢
samg, maksymalng warto$¢. Co wigcej, osiaga ja w kazdym punkcie na krawe-
dzi CD. Moga by¢ one wyznaczone jako kombinacje liniowe tych wierzchotkow.
Punktéw na krawedzi CD jest nieskoniczenie wiele. Z tego powodu ten typ rozwia-
zania nazywa sie niejednoznacznym.
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Rys. 7. Rozwigzanie nie istnieje

Zrédto: opracowanie wtasne.

Podczas budowy modelu decyzyjnego zdarza sie¢ czasem sytuacja, kiedy de-
cydent wymaga spelnienia dwoch (lub wiecej) wzajemnie wykluczajacych sig
warunkow. W przytaczanym dotad przykladzie odpowiadatoby jej przyjecie, ze
nalezy zuzy¢ co najmniej szes¢set kilogramow wldkniny (ostatnie z ograniczen).
Ograniczenia naniesione na dwuwymiarowy wykres wygladalyby tak, jak na ry-
sunku 7. W pierwszej ¢wiartce uktadu wspoétrzednych nie istnieje czes¢ wspélna
wszystkich ograniczen, a zatem — mamy do czynienia z zadaniem sprzecznym.

Przyjrzyjmy sie¢ teraz sytuacji na rysunku 8. Jest to problem maksymalizacji
funkgji celu. Istnieje w nim cze$¢ wspdlna wszystkich trzech ograniczen, ale nie jest
ona ograniczona od gory. Powiemy, ze zbiér rozwigzan dopuszczalnych nie zostat
domkniety. Tym samym, maksymalizujac funkcje kryterium, nie uda sie znalez¢é
warstwicy, ktdra utraci kontakt ze zbiorem rozwiazan dopuszczalnych. Sytuacje te
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nazywamy brakiem skonczonego rozwigzania optymalnego - traktuje sie ja jako
symptom zle skonstruowanego modelu. Najprawdopodobniej decydent pominat
jakie$ istotne ograniczenie podczas budowy modelu.
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Rys. 8. Brak skoriczonego rozwigzania optymalnego

Zrédto: opracowanie wtasne.

Co ciekawe, problem dotyczy tylko przypadku maksymalizacji funkeji celu.
Obecno$¢ warunkéw brzegowych powoduje, ze zawsze uda sie znalezé punkt
(punkty), bedacy (bedace) rozwigzaniem zadania minimalizacji.

3. Algorytm simplex i jego odmiany

3.1. Klasyczna wersja algorytmu simplex

Metoda graficzna ma te zalete, ze dobrze pokazuje, o co chodzi w poszukiwaniu
rozwigzania optymalnego. Tworzymy zbiér rozwiazan dopuszczalnych jako czes¢
wspdlng ograniczen. Jest on wielobokiem, a wigc ma wierzchotki. Sprawdzamy,
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ktory z tych wierzchotkéw okaze si¢ rozwigzaniem optymalnym, a gdy juz go po-
Znamy — wyznaczamy samo rozwigzanie.

Niestety metoda ta ma réwniez swoje ograniczenia. Najpowazniejsze stanowi
liczba zmiennych decyzyjnych. Skoro wykres sporzadzamy na dwuwymiarowej
plaszczyznie, sila rzeczy mogg sie na niej znalez¢ tylko dwie zmienne. Teoretycz-
nie daloby si¢ sporzadzi¢ rysunek dla trzech zmiennych, wykorzystujac rzut izo-
metryczny, ale nie bedzie to fatwe zadanie. W modelu o czterech zmiennych moz-
na w tym celu wykorzysta¢ sztuczne zmienne. Kazda z nich przechowywac bedzie
informacje o dwdéch zmiennych decyzyjnych. Po odpowiednich przeksztalceniach
model sprowadzamy do postaci dwuwymiarowe;j.

Nawet jednak w przypadku tylko dwdch zmiennych decyzyjnych, mozemy
mie¢ problem ze sporzadzeniem wykresu. Jesli pojawi si¢ duza liczba ograniczen,
znalezienie czg$ci wspolnej staje si¢ bardzo trudne, o ile w ogéle mozliwe. Dla-
tego potrzebna jest inna metoda, wolna od powyzszych ograniczen. Taka me-
tode, nazwang algorytmem simplex’, zaproponowal w 1947 roku George Dant-
zig (Dantzig, 1963). Okazala si¢ ona niezwykle skuteczna i dzis jest standardem
stosowanym do rozwigzywania matych i duzych probleméw optymalizacyjnych.
Algorytm simplex to procedura algebraiczna - i dlatego model (6)-(8) przedsta-
wimy w postaci macierzowej. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

e A= [aij] - macierz prostokatna o wymiarach m xn (i=1,2,..,m;j=1,2,

..., N), ktorej wiersze sg liniowo niezalezne;

e« b= [bi] - m-wymiarowy wektor kolumnowy (i = 1, 2, ..., m);

e C= [cj], X= [x].] - n-wymiarowe wektory kolumnowe (j =1, 2, ..., n).

Zapiszmy model algebraiczny w jego najbardziej ogélnej, mieszanej postaci,
w ktorej ograniczenia mogg by¢ zaréwno nieréwnosciami, jak i réwnaniami.

f(x) = ¢'x > max/min (11)

Ax<b, (12)

Ax=b, (13)

Ax> b3 (14)

x>0 (15)

Macierz A powyzszego modelu jest macierzg blokowa o postaci:

Al

A=A, (16)
A

2 W polskiej literaturze spotyka sie ja rdwniez pod nastepujgcymi nazwami: ,simpleks” i ,,sympleks”.
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Przyjmiemy, ze m_ jest liczbg warunkéw ograniczajacych typu ,,<” m, to liczba
warunkéw réwnosciowych a m, — warunkéw typu ,,>”. Macierze A, A, i A, sta-
nowigce bloki macierzy A, majg liczbe wierszy odpowiednio réwng m,, m,, m_;
m, + m, + m, = m. Wektor b, w odpowiadajacej postaci blokowej, przedstawia
wzor (17). Liczba elementéw poszczegdlnych blokéw b, b., b, wynosi odpowied-
nio m,, m,, m..

Simplex jest procedury iteracyjng, ktéra wymaga uprzedniego przeksztalcenia
zbioru ograniczen (czesto nieréwnosci) do postaci uktadu réwnan liniowych.
Nastepnie w okreslony sposob dokonujemy przegladu rozwigzan bazowych. Roz-
wigzania bazowe dopuszczalne mozemy utozsamiaé z wierzchotkami zbioru
rozwigzan dopuszczalnych X. Istnieja takze rozwigzania bazowe niedopuszczal-
ne, odpowiadajace punktom przeciecia prostych zwigzanych z ograniczeniami
lezacymi poza zbiorem X. Celem przegladania jest znalezienie punktu, w ktérym
funkcja celu osigga warto$¢ najwieksza lub najmniejsza. Metoda nie potrzebuje
przy tym sprawdza¢ wszystkich rozwigzan bazowych. Algorytm wedruje od bie-
zacego do sasiedniego rozwigzania bazowego w przestrzeni m-wymiarowej, gwa-
rantujac przy tym, ze w nowym rozwigzaniu bazowym wartos$¢ funkeji celu jest
nie gorsza niz w poprzednim rozwigzaniu.

Ciekawy jest mechanizm sprawiajacy, ze tak wlasnie si¢ dzieje. Na podstawie
twierdzenia Weierstrassa wiemy, dlaczego szczegdlnie wazne sg wierzchotki zbio-
ru rozwigzan dopuszczalnych, a takze, ze wsrdd nich znajduje si¢ rozwigzanie
optymalne. Rozwigzania bazowe podzielimy na sasiadujgce i niesgsiadujace (Hil-
lier i Lieberman, 2015, s. 94). W przypadku dowolnego problemu programowa-
nia liniowego z n zmiennymi decyzyjnymi, dwa rozwiazania bazowe sasiaduja
ze sobg, jesli majg wspdlne n-1 ograniczen. W modelu z dwiema zmiennymi sg
one polaczone segmentem prostej odpowiadajacej ograniczeniu. Wierzcholek sa-
siedni w zbiorze rozwiazan dopuszczalnych znajdziemy, przesuwajac sie¢ wzdluz
krawedzi zbioru, nie napotykajac po drodze innego wierzchotka. Chociaz w przy-
kiadzie 1 kazdy wierzcholek bierze si¢ z przeciecia dwoch prostych zwigzanych
z ograniczeniami, to generalnie w danym punkcie przecinac¢ si¢ moze ich wiecej.
Najczesciej jednak z kazdego wierzchotka wychodzg po dwie krawedzie, prowa-
dzace do sasiadujacych dopuszczalnych rozwigzan wierzchotkowych. Algorytm
simplex potrafi wystartowac z dowolnego rozwigzania bazowego (takze z rozwig-
zania bazowego niedopuszczalnego) i ,odwiedzi¢” jedynie wierzchotki znajdujace
sie w jego sasiedztwie. Jesli dla danego wierzchotka nie uda si¢ znalez¢ sgsiada
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dajacego lepszy wynik, to znaczy, ze znalezione zostalo rozwigzanie optymalne.
Rysunek 9 opisuje sposob postegpowania w algorytmie simplex. Jego szczegdty
omoéwimy, wykorzystujac do tego przyklad 2.

Przyktad 2

Importer planuje wprowadzenie na rynek herbaty powstajacej z mieszanki trzech
réznych gatunkow tego krzewu. W przeliczeniu na jedna tone sprowadzenie her-
baty pierwszego gatunku kosztuje dwiescie pigcdziesiat zlotych, drugiego dwiescie
dziesie¢, a trzeciego — trzysta; przy czym laczny koszt zakupu nie powinien prze-
kroczy¢ o$miu tysiecy. Herbata musi przejs¢ obrobke w specjalnych komorach oraz
charakteryzowac si¢ okreslong zawartoscig garbnikéw. Czas obrobki i zawarto$é
garbnikow w zaleznosci od gatunku przedstawi¢ mozna nastepujaco:

Herbata gat. 1 | Herbata gat. 2 | Herbata gat. 3

Czas przebywania w komorze [min] 30 60 60
Zawartosc¢ garbnika [mg/100 g] 18 14 20

Dostepny czas pracy komory wynosi dwiescie godzin. Walory smakowe wy-
magaja, aby garbnika w mieszance znalazlo si¢ co najmniej 350 mg/100 g. Opra-
cowac nalezy plan zakupu poszczegélnych gatunkdéw, zapewniajacy poniesienie
minimum kosztow.

(1) Wybierz poczatkowa
baze uktadu réwnan

\

(2) Wyznacz rozwigzanie (6) Dokonaj wymiany
bazowe wektoréw w bazie

A

[ A

(5) Wybierz wektor
opuszczajacy baze
A

(3) Czy aktualne
rozwigzanie jest
optymalne?

\ 4

(4) Wybierz wektor
wchodzacy do bazy

Stop

Rys. 9. Schemat postepowania w algorytmie simplex

Zrédto: Miszczyniski i MiszczyAska, 2002, s. 44.
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Model decyzyjny w przykladzie 2 wyglada nastepujaco. Lista zmiennych decy-
zyjnych:

+ x, - planowany zakup herbaty gatunku 1 [t],

+ x, - planowany zakup herbaty gatunku 2 [t],

+ x, - planowany zakup herbaty gatunku 3 [t].

Funkcja celu - faczny koszt zakupu [z1]:

(%) =250x, + 210x, + 300x, — min (18)

Ograniczenia i warunki brzegowe:

(maks. koszt [z1]) 250x, + 210x, + 300x, < 8000 (19)
(czas [h]) 0,5x, + x, + x, < 200 (20)

(garbnik [mg/100 g]) 15x, + 14x, + 20x, > 350 (21)
x,20,x,20,x,20 (22)

W metodzie simplex, aby w ogole mysle¢ o rozwigzaniu modelu (18)-(22),
musimy sprowadzi¢ go do postaci kanonicznej. Jest to posta¢, w ktdrej wszystkie
ograniczenia przedstawione sg jako réwnania. Postepujemy wedlug nastepuja-
cych regul:

o jezeli k-te ograniczenie jest typu ,,<”, wowczas do lewej strony ograniczenia

dodajemy zmienng swobodng s, ktéra jest zmienng bilansujgca;

o jezeli k-te ograniczenie jest typu ,,>”, wowczas od lewej strony ograniczenia
odejmujemy zmienng swobodng s, ktéra jest zmienng bilansujacg oraz do-
dajemy zmienng sztuczna ¢,;

o jezeli k-te ograniczenie jest typu ,,=", wowczas do lewej strony ograniczenia
dodajemy zmienng sztuczna ,.

Dodatkowe zmienne s3, podobnie jak zmienne decyzyjne, nieujemne. Pojawia-
ja si¢ w funkcji celu w postaci kanonicznej modelu z ustalonymi parametrami. Pa-
rametry przy zmiennych decyzyjnych pozostaja bez zmian. Zmienne swobodne
wprowadzane s3 do funkcji celu z parametrem 0, zmienne sztuczne z parametrem
-M (gdy funkcja celu jest maksymalizowana) lub +M (gdy funkcja celu jest mini-
malizowana), gdzie M to pewna bardzo duza liczba dodatnia.

Jesli zmienna swobodna jest réwna 0 w biezacym rozwigzaniu dopuszczal-
nym, wowczas rozwigzanie lezy na krawedzi zbioru rozwigzan dopuszczalnych,
wyznaczonego przez dane ograniczenie. Warto$¢ wieksza od 0 oznacza, ze roz-
wigzanie znajduje si¢ po dopuszczalnej stronie, a warto$§¢ mniejsza — Ze ogra-
niczenie nie jest spelnione. Jezeli zmienna sztuczna w biezagcym rozwiazaniu
przyjmuje warto$¢ wieksza od 0, oznacza to, ze biezace rozwigzanie bazowe jest
niedopuszczalne.
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Przyjmiemy ogdlny zapis postaci kanonicznej (po zamianie ograniczen wyra-
zonych jako uklad nier6wnosci na uktad réwnan) modelu (11)-(15):

f(x) = ¢'x = max/min (23)
Ax=b (24)
x=>0 (25)

Posta¢ kanoniczna modelu w rozwazanym przykladzie 2 jest nastepujaca:

f(x) =250x, + 210x, + 300x, + Os, + Os, + Os, + Mt,— min (26)
250x, + 210x, + 300x, + 5, = 8000 (27)

0,5x, +x, + x, +s, =200 (28)

15x, + 14x, + 20x, - s, + t, = 350 (29)
x,20,x,20,5 20,5,20,5,20,2,2>0 (30)

Kroki algorytmu simplex realizuje sie, korzystajac ze specjalnych tablic.
W tym celu zdefiniujemy macierz P, zbudowang z kolumn p, w taki sposob,
ze pierwsze n, kolumn zawiera skladowe odpowiadajace zmiennym decyzyj-
nym, nastepne n, kolumn odpowiada zmiennym swobodnym, a pozostate n,
kolumn - zmiennym sztucznym. Na potrzeby dalszych rozwazan zalozymy, ze
n=n, +n,+n, oznacza faczng liczbe zmiennych w modelu (decyzyjnych, swo-
bodnych i sztucznych), zas n, to liczba zmiennych decyzyjnych. Rzad macierzy
parametrow lewych stron ograniczen jest rowny liczbie ograniczen m i jest to
mniejszy wymiar tej macierzy.

P=[p, .. P, P, P, P, p,l (31)

Réwnania ograniczen mozna teraz zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej wek-
toréw p, (i = 1, ..., n), w ktorej zmienne modelu (23)-(27) petnig funkcje niezna-
nych wspoétczynnikéw tej kombinacji:

pX tpxX, +..tpx = b (32)

Przesledzimy teraz kolejne kroki algorytmu simplex, dodajac do nich stosowny
komentarz. Metoda simplex bazuje na przegladaniu rozwigzan bazowych uktadu
réwnan liniowych (24).

Krok pierwszy. Wybor poczatkowej bazy uktadu réwnan

Waznym i czesto powtarzajacym sie pojeciem jest baza ukladu réwnan. Tworzy
ja uklad wektorow, ktore sa liniowo niezalezne. Warunek ten spetnia, przyktado-
wo, macierz jednostkowa. Poczatkowg baze w algorytmie simplex tworza wektory
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stojace przy zmiennych swobodnych i/lub sztucznych, poniewaz zmiennym tym
zawsze towarzysza wektory jednostkowe. Latwo zauwazy¢, ze do bazy nalezy tyle
wektorow, ile wystepuje ograniczen. Odpowiadajace im zmienne nazywamy ba-
zowymi, pozostale zmienne — niebazowymi. Powstaje macierz jednostkowa, kto-
rej wymiar rowny jest liczbie ograniczen. W tym momencie dostrzegamy sens
wprowadzenia w ograniczeniu (29) zmiennej sztucznej. Gdyby nie ona, nie zdo-
talibysmy utworzy¢ podmacierzy jednostkowej w macierzy parametréw lewych
stron ograniczen. W naszym przykfadzie tworzg jg wektory: p,, p.ip.:

B = [p4 Ps P7] = (33)

[
S = O
—_ o O

Tab. 3. Iteracje algorytmu simplex dla przyktadu 2

[c] | 250 | 210 | 300 | © 0 0 | *M | wart.
¢ |Baza| zm | b, p, p, p, P, P, p, |Zm. baz. “:/)vr;j%y
baz. X, X, X, s, s, s, t, xB
0 P, S 250 210 | 300 1 0 0 0 8000 26,67
Llo|p|s 12| 1 1 | o0 1 0o | o 200 | 200
M|p |t | 15| 14| 20 0 0 -1 1 350 17,5
s | o [0 v | o | o

o|p |s | 25| o 0 1 0 | 15 | -15 | 2750
20 |p | s, |-1/4|310]| 0 0 1 | 1/20 |-1/20| 1825
300 p, | x, | 34 |7/20] 1 0 0 |-120| 1/20 | 175

Aj= -2 25 0 0 0 0 15 | M-15 5250

Zrédto: opracowanie wtasne.

Taka sama posta¢ ma w tej chwili, kluczowa w pdzniejszych rozwazaniach, ma-
cierz odwrotna do macierzy bazy, B~ (ta informacja bedzie miata znaczenie przy
analizie wrazliwo$ci).

Wektor warto$ci zmiennych bazowych w kazdej iteracji algorytmu mozna zna-
czy¢, korzystajac z nastepujacej formuly algebraicznej (i oznacza numer iteracji):

B
X

=B")"'b (34)
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Krok drugi. Wyznaczenie rozwigzania bazowego

Aktualne rozwigzanie bazowe odczytujemy z przedostatniej kolumny tablicy sim-
pleksowej (zob. tabela 3). W pierwszej iteracji tworza je po prostu przepisane pra-
we strony ograniczen. W kolejnych jest ono zwigzane z aktualng bazg i powstaje
na drodze przeksztalcen tablicy z iteracji poprzedniej (patrz: krok szosty). Jezeli
zmienna jest niebazowa, jej warto$¢ wynosi 0; w pozostatych przypadkach jest
réwna liczbie z odpowiedniego wiersza kolumny x®. Dlatego w pierwszej iteracji
w tabeli 3 zmienna swobodna s, réwna si¢ 8000. Warto$¢ funkgji celu obliczamy,
mnozac transponowany wektor c® przez wektor wartosci zmiennych bazowych x®,
osiagajac (dla przyktadu 2) 350 M.

Krok trzeci. Sprawdzenie optymalnosci rozwigzania

Sprawdzenia optymalnosci rozwigzania dokonuje si¢ na podstawie tzw. wskazni-
kow optymalnosci. Oblicza si¢ je dla wszystkich zmiennych znajdujacych sie w ta-
blicy simpleksowej, przy czym dla zmiennych bazowych zawsze réwnaja sie one 0.
Formula ich wyznaczania jest nastepujaca’:

_ _ BA\T
Aj=c;—z;=¢;—(c") p, (35)

gdzie:
* ¢, - wspolezynnik w funkgji celu przy j-tej zmiennej, dla ktérej obliczamy
wskaznik optymalnosci;
o c® - wektor wspodtczynnikow funkgeji celu przy zmiennych bazowych;
* p, - j-takolumna centralnej czesci tablicy simpleksowej.

Przyktadowo, wskaznik optymalno$ci dla zmiennej x, w pierwszej iteracji zo-
stal obliczony nastepujaco:

250
1

A =c —z,=250-[0 0 M] S [7250-15M
15

Wartos¢ A, dla zmiennej niebazowej mozna traktowac jako réznice migdzy jed-
nostkowym efektem a jednostkowym nakladem potrzebnym, aby dana zmienna
miala zosta¢ zmienng bazows. Na tej podstawie zbudowano kryterium optymal-
nosci biezacego rozwigzania. Dla maksymalizacji funkeji celu biezace rozwigzanie

3 W starszych polskich publikacjach mozna spotka¢ odwrotna formute obliczania wskaznikéw
optymalnosci, tj. z-c. Wptywa to na interpretacje warunku optymalnosci rozwiazania, ale
nie na liczbe iteracji czy samo rozwigzanie.
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uznajemy za optymalne, kiedy wszystkie wskazniki optymalno$ci s3 niedodatnie.
Dla przypadku minimalizacji funkcji celu wszystkie wskazniki optymalnosci po-
winny by¢ niedodatnie. Trzy pierwsze wskazniki dla pierwszej iteracji w tabeli 3
s3 ujemne, a wiec nie mamy do czynienia z rozwigzaniem optymalnym i mozemy
sprobowac je poprawic.

Krok czwarty. Wybor wektora wchodzacego do bazy

Jezeli aktualne rozwiazanie bazowe nie spetnia warunku optymalnosci, konieczna
staje sie wymiana wektoréw w bazie. Najpierw wybierany jest wektor, ktéry znaj-
dzie sie w przysztej bazie. Jako kryterium postuzag znéw wskazniki optymalno-
$ci; ponownie wystepuje tu rozdzial spowodowany kierunkiem optymalizacji. Do
bazy wprowadzamy k-ty wektor taki, ze:

Ak:rAniglAj, gdy f(x)— max

Ak:f?ag(Ap gdy f(x)—> min (36)

Tak wiec, jesli funkcja celu jest maksymalizowana, wybieramy wektor p,, dla
ktérego wskaznik optymalnosci okazal si¢ najwyzszy sposrod tych, co przyjety
warto$¢ dodatnig. Dla minimalizowanej funkcji bedzie to wektor o najnizszym
wskazniku z ujemnych. Wektor ten nazwiemy wektorem wyréznionym. Jesli
dwa wskazniki (lub wiecej) majg takg sama warto$¢, wybieramy ten o najnizszym
numerze wektora p.. Zatem, w rozwigzywanym przykladzie, do bazy wejdzie wek-
tor p,, dla ktorego wskaznik optymalnosci jest najnizszy. Wyrézniong kolumng
jest trzecia kolumna tabeli simpleksowe;j.

Krok piaty. Wybor wektora opuszczajacego baze

W tym kroku nalezy zdecydowa¢, ktora z aktualnych zmiennych bazowych zo-
stanie usunigeta, zeby na jej miejsce wprowadzi¢ zmienng wybrang w kroku po-
przednim. Dla uprzednio ustalonego wyrdznionego wektora k (k-tej kolumny
wnetrza tabeli simpleksowej) obliczamy tzw. ilorazy wyjscia. Sposéb ich wy-
liczania jest niezalezny od kierunku kryterium. Z bazy usuwamy /-ty wektor
taki, ze:

x| %
— =miny — (37)
Py 20 | Py

Ilorazéw wyjscia nie obliczamy dla sktadowych ujemnych i réwnych 0. Moze
wystapic sytuacja, kiedy dwa ilorazy (lub wigcej) sa jednakowe. Zajmiemy sie tym
poznie;j.
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Ilorazy wyjscia dla pierwszej iteracji przykladu 2 sg nastepujace:

min M, @, @ =min 26%, 200, 17l =17l
300 1 20 3 2 2

Baze opusci zatem wektor p, (odpowiada mu zmienna t,), jego miejsce zajmie
wektor p, (odpowiada mu zmienna x,). Wyréznionym wierszem jest trzeci wiersz
tablicy simpleksowej.

Krok szosty. Wymiana wektorow w bazie

Wymiany wektoréw w bazie dokonuje si¢ przy pomocy tzw. wierszowych
przeksztalcen elementarnych. W metodzie simplex stosuje si¢ je w nastepujacy
sposdb:

« mnozymy wiersz wyrdzniony wnetrza tablicy, lacznie z elementem ko-
lumny odpowiadajagcym wyrdznionemu wierszowi, przez liczbe rézng
od 0 (dodatnig lub ujemng) - taka, aby w kolumnie wyrdznionej uzyska¢
element réwny 1;

« do pozostalych wierszy wnetrza tablicy, facznie z elementami kolumny
wartoséci zmiennych bazowych, dodaje sie wiersz wyrdzniony, przemnozo-
ny przez odpowiednig liczbe rézng od 0 w taki sposdb, aby w danym wier-
szu i w wyrdznionej kolumnie uzyskac¢ element réwny 0.

Operacje elementarne majg doprowadzi¢ do tego, aby wchodzacy do bazy wek-
tor p, zostat przeksztalcony w wektor jednostkowy, w ktorym jedynka znajduje sie
w tym samym wierszu, w ktérym wprowadzamy zmienng do bazy. Przeksztalce-
nia dotycza wszystkich wierszy tablicy simpleksowej — tak wlasnie uzyskalismy
drugie rozwigzanie bazowe w przyktadzie o imporcie herbaty.

Wszystkie wskazniki optymalnos$ci w tej iteracji sa mniejsze lub réwne 0, co
sygnalizuje osiagniecie rozwigzania optymalnego. W innym przypadku nalezato-
by wréci¢ do kroku czwartego. Wektorowa wersja rozwigzania optymalnego jest
nastepujaca:

1 0]
X 0
x 17,5
x? =] ¥ |=| 2750
s || 1825
sgpt 0
e | L0 ]
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Importer powinien sprowadzi¢ jedynie siedemnascie i pot tony herbaty gatun-
ku trzeciego, co zapewni mu koszt minimalny na poziomie pigciu tysiecy dwustu
piec¢dziesieciu zlotych, czyli o dwa tysigce siedemset piecdziesigt zlotych mniej
niz zaktadany limit wydatkéw. Dostepny limit czasu pracy komory, w ktorej her-
bate poddaje sie obrobce, nie zostal w pelni wykorzystany. Niewykorzystany czas
pracy wynosi sto osiemdziesigt dwie i p6t godziny, zas garbnika znajdzie si¢ mi-
nimalna wymagana ilos¢.

Zmienne swobodne, zgodnie z zapisem modelu w postaci kanonicznej, przyj-
muja wartosci nieujemne. Kiedy sa réwne 0, lewa strona ograniczenia réwna si¢
prawej. Ekonomicznie oznacza to doktadne zrealizowanie obowigzujacego limitu.
Interpretacja zmienia si¢, gdy zmienna swobodna przyjmuje warto$¢ dodatnig.
Niezerowa warto$¢ zmiennej swobodnej w rozwigzaniu optymalnym $wiad-
czy o niewykorzystaniu wystepujacego gérnego limitu (w przypadku, gdy ogra-
niczenie jest typu ,<”) lub o wielkosci przekroczenia dolnego limitu (w sytuacji
ograniczenia typu ,,>”).

Algorytm simplex jest metoda poszukiwania decyzji optymalnej w problemie
optymalizacji liniowej. Warto wiec wiedzie¢, jak rozpoznaé inne typy rozwigzan,
o ktérych byla mowa w poprzednim rozdziale. Mamy do czynienia z czterema
mozliwymi typami rozwigzan optymalnych, ktérymi sa:

1. Jednoznaczne rozwigzanie optymalne - liczba wskaznikéw optymalnosci
réwnych 0 jest rowna liczbie zmiennych bazowych (bedzie tak wytacznie dla
tych zmiennych).

2. Rozwigzanie niejednoznaczne - liczba wskaznikéw optymalnosci réwnych
0 jest wigksza od liczby zmiennych bazowych (niektére zmienne niebazowe
majg wskazniki optymalnosci réwne 0).

3. Brak skonczonego rozwigzania optymalnego - nie jest mozliwe wyznaczenie
ilorazéw wyijscia, gdyz wszystkie skladowe wektora wchodzacego do bazy sa
niedodatnie.

4. Zadanie sprzeczne - w rozwigzaniu optymalnym wystepuje zmienna sztuczna
z niezerowa wartoscia.

Szybkie sprawdzenie ostatniej tablicy simpleksowej w tabeli 3 pozwala zauwa-
zy¢, ze przy trzech znajdujacych sie w bazie zmiennych wystepuja cztery wskazniki
optymalnosci réwne 0. Mamy wiec do czynienia z rozwigzaniem niejednoznacz-
nym. Istnieje zatem rozwigzanie bazowe alternatywne, o takiej samej wartosci
funkcji kryterium. W celu jego wyznaczenia ponownie wykonamy wymiane wek-
toréw w bazie. Wektorem wchodzacym bedzie p., a ilorazy wyjscia wskazuja, ze
zastgpi on wektor p, Tabela 4 zawiera rozwigzanie z tabeli 3 oraz nowe, powstale
po wykonaniu przeksztalcen elementarnych.

Zauwazmy, ze obliczenie ilorazu wyjscia w pierwszym wierszu nie byto mozli-
we, poniewaz ta sktadowa wektora p, byta réwna 0. W tym wariancie nalezatoby
sprowadzi¢ dwadziescia pie¢ ton herbaty gatunku drugiego. Koszt minimalny nie
ulegl rzecz jasna zmianie i nadal wynosi pie¢ tysiecy dwiescie pigcdziesiat ztotych.
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Tab. 4. Alternatywne rozwigzanie dla przyktadu 2

[c] | 250 | 210 | 300 | © 0 0 | *M | wart.
¢ |Baza| 7. P, P, P, P, P, P, P, zm. baz. IISVr;ij
baz. X, X, X, s, s, s, t, xB '
o|lmp | s | 25| o 0 1 0 | 15 | -15 | 2750 -
2.1 0 P, s, -1/4 | 3/10 0 0 1 1/20 |-1/20| 1825 608,3
300 p, X, 3/4 | 7/10 1 0 0 -1/20| 1/20 17,5 25
Aj= G-z, 25 0 0 0 0 15 | M-15| 5250
0 P, S, 25 0 0 1 0 15 -15 2750
3.1 0 P, S, -4/7 0 -3/7 0 1 1/14 | -1/14| 192,5
2100 p, | x, |15/24| 1 |10/7| © 0 |-1/14| 114 | 25
Aj= G-z 25 0 0 0 0 15 | M-15| 5250

Zrédto: opracowanie wtasne.

Klasyczna wersja algorytmu simplex, oraz zaprezentowane w dalszej czedci
rozdzialu jej modyfikacje, wymieniaja w bazie jeden wektor. Przy duzych zada-
niach wydluza to odnalezienie rozwigzania optymalnego. Dlatego powstaja proby
przyspieszenia catego procesu przez zwiekszenie liczby wymienianych wektorow
(Vitor i Easton, 2018), gdzie baze¢ opuszczaja dwie zmienne. Trzeba jednak nad-
mieni¢, Ze autorzy uzywaja odmiennego niz simplex algorytmu. W innym podej-
$ciu (Ansari, 2019) zaproponowano tzw. AHA Simplex Algorithm, ktéry zdaniem
autora jest prostszy i szybszy od podejscia klasycznego.

3.2. Degeneracja rozwigzania zadania PL

Wspomnieli$my wczesniej, ze czasem zdarza sig, iz dwa ilorazy wyjscia (lub wig-

cej) przyjmuja takie same, najnizsze wartosci. Nazywamy to degeneracja rozwia-

zania zadania programowania liniowego. W takiej sytuacji mozna zastosowac

jedna z nastepujacych $ciezek postepowania (Murthy, 2007, s. 91).

1. Losowo wybra¢ wektor (zmienng) opuszczajacy baze.

2. Wybra¢ wektor o najnizszym numerze (subskrypcie).

3. Podzieli¢ elementy wybranej kolumny macierzy jednostkowej przez odpowia-
dajace im elementy w kolumnie zmiennej wchodzacej do bazy.

Dwa pierwsze sposoby chyba nie budza watpliwosci. Dlatego skupimy si¢ na
trzecim z nich. Spéjrzmy na tablice simpleksowa w tabeli 5, zbudowang dla pew-
nego problemu maksymalizacji funkcji celu. Rozwigzanie z iteracji pierwszej da
sie poprawi¢, gdyz dwa wskazniki optymalnosci sg dodatnie. Jako wchodzacy do
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bazy wybrany zostal wektor p,, dla ktérego uzyskano dwa ilorazy wyjscia o takiej
samej wartosci. W tej chwili wiadomo jedynie, ze bazy na pewno nie opusci wek-
tor p, - z powodu odpowiadajgcej mu sktadowej wektora p, réwnej 0.
Wybieramy kolumne p, i dzielimy pierwszg i ostatnig sktadowa przez jej odpo-
wiedniki w p., czyli: 1/2 oraz 0/3. Na podstawie drugiego z ilorazéw wybieramy wek-
tor p,, jako opuszczajacy baze, a nastepnie dokonujemy wymiany w znany juz sposob.

Tab. 5. Degeneracja rozwigzania - wariant 1

[c] > 10 0 0 0 Wart.
¢t | Baza | 7. P, P, P, P, P, zm. baz. Hsvryajzy
baz X, X, s, s, s, xE '
ol p, s, 1 1 0 0 8 8/2=4
Lio| P | s 4 0 0 1 0 15 -
ol p, | s 3 3 0 0 1 12 12/3=4
Aj= -7 5 10 0 0 0 0
ol b | s -1 0 1 0 -2/3 0
20| P, | s 4 0 0 1 0 15
0] p, | x 1 1 0 0 1/3 4
Aj= ¢-2 -5 0 0 0 -10/3 40

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 6. Degeneracja rozwigzania - wariant 2

[c] 5 10 0 0 0 Wart.
Iloraz
c® | Baza | 7m. P, P, P, P, P, zm. baz. i Yy
baz X, X, s, s, s, X5
0| p, s, 1 -2 1 0 0 18 -
Llo| P | s 4 1 0 1 0 4 4/1=4
0 P, s, 3 3 0 0 1 12 12/3=4
A=c-z 5 10 0 0 0 0
J J J
0| p, | s -1 -4 1 0 -2/3 10
2 0 P, s, 1 0 0 1 -1/3 0
10| p, | x 1 1 0 0 1/3 4
A=c-z -5 0 0 0 -10/3 40

Zrédto: opracowanie wtasne.
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W drugiej iteracji otrzymujemy rozwigzanie optymalne, ktérego cechg charakte-
rystyczng jest to, Ze bazowa zmienna s, przyjmuje warto$¢ 0. W rozwigzaniu bazo-
wym zdegenerowanym przynajmniej jedna zmienna bazowa przyjmuje warto$c¢ 0.

Przyjrzyjmy sie teraz sytuacji w tabeli 6. Ponownie spotykamy si¢ z degeneracja
zadania programowania liniowego. Tym razem ilorazy sktadowych kolumn p, ip,
- réwne odpowiednio: 0/1 i 0/3 - ponownie nie daja rozstrzygnigcia odnosnie
wyboru zmiennej opuszczajacej baze. Dlatego uzyjemy kolumny p,, otrzymujac:
1/110/3, co wskazuje na zmienng s, jako tg, ktora opusci baze.

3.3. Dualizm i analiza wrazliwosci

Jedna z najwazniejszych cech zwigzanych z rozwigzywaniem probleméw progra-
mowania liniowego okazuje si¢ wystepowanie tzw. dualizmu. Z kazdym zada-
niem PL (od teraz nazywanym prymalnym lub pierwotnym) zwigzane jest pewne
szczegblne zadanie, zwane dualnym. Zadania te tworzg sprz¢zona, symetryczng
pare zadan dualnych wzgledem siebie. W ten sposdb zadanie dualne wzgledem
zadania dualnego bedzie identyczne z zadaniem pierwotnym.

Zadanie dualne jest wiec, méwigc w pewnym uproszczeniu, transpozycja za-
dania prymalnego. Interesuje nas ono z kilku powodéw. Po pierwsze pozwala na
badanie reakcji optymalnej wartosci funkeji celu na marginalne zmiany wybrane-
go srodka (limitu), prezentowanego przez wyraz wolny w ograniczeniu zadania
PL. Po drugie poznajemy dzigki niemu zakres zmian, jakim moze podlega¢ prawa
strona ograniczenia, w ramach ktorego jesteSmy w stanie przewidzie¢ zachowanie
rozwigzania. Wreszcie, gdy korzystamy z modelu dualnego, rozwiazywanie nie-
ktérych probleméw jest fatwiejsze. Wiasnosci pary zadan dualnych sprawiaja, ze
kiedy liczba ograniczen w zadaniu prymalnym jest wyzsza od liczby zmiennych
decyzyjnych, korzystnie bedzie rozwigzac zadanie dualne, a nastepnie wyznaczy¢
na tej podstawie rozwigzanie zadania pierwotnego. Rozmiary centralnej czesci ta-
blicy simpleksowej beda bowiem mniejsze. Zreszta okredlenia ,,pierwotny” i ,,du-
alny” sa umowne. W praktyce zdarza sig, ze stosuje si¢ je wymiennie. Najcze$ciej
przyjmuje sie, iz model - odpowiadajacy wyjsciowemu problemowi decyzyjnemu
- nazywany jest prymalnym.

Kluczem do budowy i interpretacji zadania dualnego s zmienne dualne’
odpowiadajace ograniczeniom zadania pierwotnego. Jest ich tyle, ile ograni-
czen modelu (bez warunkéw brzegowych), a oznaczac je bedziemy symbolem y,
(i=1,2, ..., m). Budowa zadania dualnego podlega nast¢epujacym regutom (Trza-
skalik, 2008, s. 65):

1. Maksymalizacji wartosci funkcji celu zadania prymalnego odpowiada mini-
malizacja wartosci funkcji celu zadania dualnego. I odwrotnie.

4 Zwane takze wycenami lub cenami dualnymi.
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2. Jezeli w zadaniu dualnym wystepuje minimalizacja funkeji celu, to wszyst-
kie warunki ograniczajace s typu ,,>”; w przypadku, gdy w zadaniu dualnym
funkcja celu jest maksymalizowana, to warunki ograniczajace sg typu ,,>".

3. Wspolczynniki funkcji celu zadania prymalnego staja si¢ wyrazami wolnymi
zadania dualnego.

4. Wyrazy wolne ograniczen zadania pierwotnego staja sie¢ wspdlczynnikami
funkgji celu zadania dualnego.

5. Macierz wspolczynnikéw lewych stron ograniczen zadania dualnego jest
transponowang macierza A zadania pierwotnego. Wynika stad, ze liczba
zmiennych decyzyjnych zadania dualnego jest réwna liczbie ograniczen w za-
daniu prymalnym, natomiast liczba ograniczen w zadaniu dualnym jest row-
na liczbie zmiennych decyzyjnych w zagadnieniu prymalnym.

6. Warunkowi prymalnemu w postaci nieréwnosci z relacjg ,<” odpowiada
w zagadnieniu dualnym:

+ nieujemna zmienna dualna (y,> 0) - jezeli prymalna funkcja celu jest mak-
symalizowana,

+ niedodatnia zmienna dualna (y, < 0) - jezeli prymalna funkcja celu jest
minimalizowana.

7. Warunkowi prymalnemu w postaci nieréwnosci z relacjg ,,>”
w zagadnieniu dualnym:

« niedodatnia zmienna dualna (y, < 0) - jezeli prymalna funkcja celu jest
maksymalizowana,

+ nieujemna zmienna dualna (y, > 0) - jezeli prymalna funkcja celu jest mi-
nimalizowana.

8. Warunkowi prymalnemu w postaci réwnania odpowiada nieokreslona, co do
znaku, zmienna dualna (y, € R).

Kierujac sie¢ powyzszymi regutami, zapiszmy model zadania dualnego do zada-
nia (11)-(15). Funkcja celu zadania dualnego jest nastepujaca:

odpowiada

gly) = 8000y, + 200y, + 350xy, — max (38)

Przy ograniczeniach:

250y, + 0,5y, + 15y, <250 (39)
210y, +y, + 14y, <210 (40)
300y, +y, + 20y, <300 (41)

»,£0,y,<0,y,20 (42)

Wektor zmiennych dualnychy = [y] (i =1, ..., m) jest - w przyjetym przez nas
dalej zapisie — wektorem wierszowym. Po zbudowaniu modelu zadania dualne-
go chcieliby$my pozna¢ jego rozwigzanie. Zadanie mozna sprowadzi¢ do postaci
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kanonicznej i rozwiaza¢ za pomoca algorytmu simplex. Ze wzgledu jednak na nie-
dodatnio$¢ zmiennych y, oraz y,, w tym celu nalezaloby zastgpic je przez dwie
zmienne pomocnicze, zdefiniowane jako zmienne o wartosciach przeciwnych do
y, oraz y,. Konsekwentnie, znaki parametréw w funkcji kryterium i ogranicze-
niach nalezaloby zmieni¢ na przeciwne.

Pomocna okaze si¢ znajomos¢ kilku twierdzen (Trzaskalik, 2008, s. 65-66).

Twierdzenie 3

Jezeli X oraz Y sg niepustymi zbiorami rozwigzan dopuszczalnych, odpowiednio:
zadania pierwotnego i dualnego, z funkcjami celu: f(x) i g(y), to dla dowolnych
dwdch rozwigzan x € X orazy € Y zachodzi:

max f(x)= c¢'x <min gly)=yb
x y

lub:

min f(x)=c'x > max g(y) = yb
x y

w zalezno$ci od sformulowanego kryterium optymalizacji.

Twierdzenie 4

Na to, aby rozwigzania dopuszczalne pary zadan dualnych x" € X orazy’ € Y byly
rozwigzaniami optymalnymi, potrzeba (i wystarczy), aby zachodzily nastepujace
réwnosci:

y(Ax -b)=0
oraz:
x)'(c-A'(y)) =0

Twierdzenie 5 (o dualizmie)

Dla danej pary zadan prymalne-dualne prawdziwe jest tylko jedno z ponizszych

twierdzen:

1. Jezelijedno z pary zadan posiada rozwigzanie optymalne, to posiada je row-
niez drugie z nich, przy czym - optymalne wartos$ci funkcji celu sg sobie
rowne.

2. Jezeli jedno z pary zadan nie posiada skonczonego rozwigzania optymalne-
go, to drugie z nich jest sprzeczne. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe,
poniewaz gdy jedno zadanie jest sprzeczne, drugie moze by¢ takze sprzecz-
ne lub nie posiada skonczonego rozwigzania optymalnego.
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Twierdzenie 6 (o rozwigzaniu zadania dualnego)

Jezeli istnieje skonczone rozwigzanie optymalne zadania pierwotnego wzgledem
bazy B, to rozwigzanie optymalne zadania dualnego dane jest wzorem:

yopt — (CB )T Bfl (43)

Twierdzenie 7

Dla i-tego ograniczenia w postaci nierdwnosci spetniona jest zawsze nastgpujaca
rownosc:

opt | yyopt —
sy =0

Najwazniejszym, ptynacym z powyzszych twierdzen wnioskiem jest ten, ze nie
musimy rozwigzywac zadania dualnego, o ile dysponujemy rozwigzaniem zadania
prymalnego. Przypomnijmy sobie pierwszy krok algorytmu simplex, czyli utwo-
rzenie bazy poczatkowej. Wiemy, ze w pierwszej iteracji, przedstawionej w tabe-
li 3, tworzg ja kolumny odpowiadajgce zmiennym swobodnym s, s, oraz zmienne;j
sztucznej t,. W toku kolejnych przeksztalcen elementarnych dojdzie do tego, ze
w ostatniej tablicy simpleksowej te same kolumny utworza odwrdcong macierz
bazy B, ktora ma kluczowe znaczenie przy wyznaczaniu optymalnych wartosci
zmiennych dualnych w twierdzeniu o rozwigzaniu zadania dualnego. Wyznaczmy
wiec wspomniane wartosci na potrzeby przykladu o imporcie herbaty.

10 -15

[y oy yr]=[0 0 300]0 1 —% =[0 0 15]
0 1
L 20 |

Na mocy twierdzenia 1 znamy maksymalng warto$¢ funkeji celu zadania dual-
nego, gdyzg =f =5250.

W tabeli 7 zestawione zostaly: prawa strona ograniczenia, optymalna wartos¢
zmiennej swobodnej, optymalna warto$¢ zmiennej dualnej i iloczyn dwoch ostat-
nich. Jesli wezmiemy pod uwage moduty liczb, to w tablicy z optymalnym rozwia-
zaniem zadania pierwotnego:

« wskazniki optymalno$ci odpowiadajace zmiennym swobodnym wyznacza-
ja optymalne wartosci zmiennych dualnych;

« wskazniki optymalnosci odpowiadajace zmiennym decyzyjnym wyzna-
czajg wartosci zmiennych swobodnych w optymalnym rozwigzaniu zadania
dualnego.
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Tab. 7. Relacje miedzy zmiennymi swobodnymi a dualnymi w przyktadzie 2

Ograniczenie b, st y> SPPL. YRt
Koszt 8000 2750 0 0
Czas 200 182,5 0 0
Garbnik 350 0 15

Zrédto: opracowanie wtasne.

Zaleznos¢, o ktérej mowa w twierdzeniu 7, wystapita dla wszystkich trzech
ograniczen. Wiaze si¢ ona z interpretacja ekonomiczng zmiennych dualnych.
Spojrzmy na wyniki dla ograniczenia opisujacego wymagang ilo$¢ garbnika. Roz-
wigzanie optymalne znalazlo si¢ dokladnie na krawedzi wyznaczonej przez to
ograniczenie — poniewaz s = 0. Zgodnie z tym, co wiemy z analizy rozwigzania
modelu z przykladu 1, jakakolwiek zmiana limitu garbnika potrafi spowodowac
zmiang optymalnych wartosci zmiennych decyzyjnych oraz optymalnej wartosci
funkgji celu. Z kolei limit kosztu nie zostal wykorzystany w calosci. Jego zwiek-
szenie, np. o dziesi¢¢ zlotych, nie wplynie na koszt zakupionej herbaty. Po prostu
wzro$nie stopien niewykorzystania limitu.

Warto w tym miejscu zada¢ sobie dwa pytania: jaki dokfadnie efekt wywota
zmiana limitu garbnika oraz czy kazda zmiana prawej strony ograniczenia kosztu
zakupu herbaty pozostaje bez wplywu na rozwigzanie optymalne? Na pierwsze
z pytan odpowiada ekonomiczna interpretacja zmiennej dualnej; na drugie - ana-
liza wrazliwosci.

Niech f(b) oznacza optymalng wartos¢ funkcji celu zadania pierwotnego, osia-
gnieta dzigki znanym ilosciom $rodkéw (limitéw) b. Przy takim zalozeniu za-
chodzi réwnos¢ z optymalng warto$cig pierwotnej funkcji celu, tj. f(b) = f(x°?").
Optymalna warto$¢ zmiennej dualnej y, jest pochodng czastkowg funkcji f(b)
wzgledem limitu b;:

o _ Of (b)
' ob.

1

(44)

Zmienna dualna wyraza reakcje optymalnej wartosci funkeji celu zadania pier-
wotnego na niewielkie (krancowe) zmiany limitu i-tego srodka. W praktyce in-
terpretacj¢ kranicowgq zastepuje si¢ interpretacja przyrostowa (Miszczynski i Misz-
czynska, 2002, s. 63). Wtedy optymalna warto$¢ wyceny dualnej y ' okresla zmiane
optymalnej wartosci funkeji celu zadania pierwotnego, spowodowang zmiang war-
tosci wyrazu wolnego b, i-tego ograniczenia zadania pierwotnego o jednostke:

ot _ Af(b)
: Ab,

1
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Z tego powodu mozemy wnioskowa¢, ze zwigkszenie limitu zawartosci garb-
nika o 1 mg/100 g spowoduje wzrost optymalnego kosztu zakupu o pigtnascie
zlotych; zas zwigkszenie limitu kosztu zakupu o zlotéwke nie spowoduje zmiany
optymalnej wartosci funkgji celu.

Kazda z wycen dualnych ma swojg interpretacje, $cisle zwigzang z rozwaza-
nym zagadnieniem decyzyjnym. Jest wielkoscia mianowang — z mianem bedacym
stosunkiem jednostki miary funkcji celu do jednostki miary odpowiadajacego
ograniczenia. Wartosci zmiennych dualnych s3 rézne od 0 jedynie w przypad-
ku ograniczen wigzacych - spelnionych w rozwigzaniu réwnania.

Zmienng dualng odpowiadajaca ograniczeniu typu ,,<” zadania prymalnego
mozna interpretowa¢ jako miare efektywnosci wykorzystania ograniczonego za-
sobu i-tego $rodka produkcji. Stad w literaturze pojawia si¢ okreslenie ,,cena du-
alna”. Optymalna warto$¢ tej zmiennej jest krancowa produktywnosciag danego
srodka produkgji. Takiej interpretacji nie da si¢ wszakze utrzymac, jesli mamy do
czynienia z nier6wnoscig typu ,,>”, poniewaz mozemy wowczas mowic o wycenie
dolnego poziomu danego warunku.

Wiemy juz, w jaki sposob wyceny dualne pozwalaja oceni¢ wpltyw zmian pra-
wej strony ograniczenia na optymalng wartos¢ funkgji celu. Poznalismy aspekt
matematyczny i ekonomiczny zmian przyjetych limitéw. Nietrudno domyslic¢ sie,
ze dopdki zmiany warto$ci b, pozostajg niewielkie, interpretacja nadal si¢ utrzy-
muje. Model decyzyjny z zalozenia opisuje sytuacje statyczng. Nie zakladamy
w nim zbyt duzych zmian zachodzacych w otoczeniu w najblizszym czasie. Co
jednak, jesli takowe sie pojawig? A nawet jesli nie, nasza wiedza na temat mo-
delowanego zjawiska zyskataby, gdybysmy znali granice, w jakich warto$¢ ceny
dualnej pozostaje niezmienna.

Odpowiedzi na pytanie, czy optymalne rozwigzanie bazowe pozostanie
optymalne i dopuszczalne - mimo zmiany warto$ci okreslonych parametrow
- udziela analiza wrazliwosci. Zajmuje si¢ ona nie tylko wplywem zmian limi-
tow ograniczen na wyniki optymalizacji, ale takze modyfikacji wspdtczynnikow
funkcji celu czy tez parametréw lewych stron ograniczen. Na poczatek spro-
bujemy okresli¢ granice przedzialéw dopuszczalnych zmian wyrazéw wolnych
(prawych stron) ograniczen. Przedzial taki jest rozwigzaniem nastepujacego
uktadu nieréwnosci:

x*=B'b>0 (46)

Nieréwnos$¢ we wzorze (46), zwana warunkiem dopuszczalno$ci rozwigzania
bazowego, oznacza, ze wszystkie zmienne bazowe sg nieujemne.

Przez dopuszczalng rozumiemy taka zmiang, przy ktorej sktad bazy opty-
malnej pozostaje wcigz taki sam. Uklad nieréwnosci (46) opiera si¢ odwrdco-
nej macierzy bazy optymalnej, ktérg mozna odczytac z tablicy simpleksowej
z ostatniej iteracji. Ponizej przedstawiamy ukfad nieréwnosci dla pierwszego
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ograniczenia z przykladu 2. Pierwszy element wektora b zostal zastapiony
symbolem b,.

1 0 -15
b ] [o
1
=55 || 200 |20 = b, €(5250; +o0)
N EE
00 —
20

Dopoki limit kosztéw nie spadnie ponizej pieciu tysiecy dwustu pigédziesie-
ciu zlotych, optymalna warto$¢ zmiennej dualnej nie ulegnie zmianie. Modyfika-
cje limitu kosztéw w wyznaczonym przedziale nie beda wplywaly na minimalng
warto$¢ kosztu zakupu herbaty (odpowiadajaca temu ograniczeniu zmienna dual-
na pozostanie rowna 0). Przedzialy dla pozostatych ograniczen s nastepujace:

b, €(17,5; +x), b, €{0; 533% . Przedziat dla garbnika jest obustronnie domkniety.

W jego przypadku wycena dualna byta rézna od 0, wiec nawet zmiany w ramach
dopuszczalnego przedziatu wplywajg na wartos¢ funkcji celu.

Widzimy wiec, ze przeobrazenia prawej strony ograniczenia — w ramach prze-
dzialu dopuszczalnych modyfikacji - moga (cho¢ nie musza) wplywaé na roz-
wigzanie optymalne modelu. Zmiana wyrazu wolnego w i-tym ograniczeniu,
w ramach przedzialu dopuszczalnych zmian (przedzialu wrazliwosci), nie spowo-
duje zmiany optymalnej wartosci ceny dualnej y*". Nie zmieni sie tez sktad wek-
tora zmiennych bazowych - cho¢ ich wartoéci moga (nie musza) ulec zmianie.
Zmienne niebazowe pozostaja wigc niebazowymi z wartoscig optymalng réwna 0.
Optymalna warto$¢ funkcji celu moze si¢ zmieni¢, ale wykorzystanie limitow
(w sensie: catkowicie/niecatkowicie) pozostaje takie samo.

Przedzialy dopuszczalnych zmian da si¢ wyznaczy¢ takze dla wspdtczynnikow
funkeji celu. Sposob, w jaki si¢ to robi, rozni sie w zaleznosci od tego, czy dana
zmienna decyzyjna jest bazowa, czy nie. Zacznijmy od parametru c,, stojacego
przy zmiennej x,, bedacej zmienng bazowg rozwigzania optymalnego problemu
importu herbaty.

Tym razem nie wykorzystujemy macierzy B, lecz wektor c®. Nadal jednak opie-
ramy si¢ na ostatniej tablicy simpleksowej. Zmiana warto$ci parametru c, spowoduje
zmiane wartosci wszystkich wskaznikéw optymalnosci dla zmiennych niebazowych
(pomijamy zmienne sztuczne), czyli x,, x, i s,. Budujemy i rozwigzujemy odpowied-
ni uklad nieréwnosci dla wskaznikéw optymalnosci, przy czym - znak nieréwnosci
zalezy od kierunku optymalizacji. Jezeli funkcja celu jest maksymalizowana (mini-
malizowana), wtedy tworzymy uklad z nieréwnosci typu ,,<” (,,2”). Chodzi o to, zeby
rozwigzanie — po zmianie parametru funkeji celu — nadal pozostato optymalne.
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25

1
¢, -7,=250-[0 0 ¢ |- 20=¢, <3335

¢,~2,=210-[0 0 ¢, ]|=|20=>¢, <300 (47)

c6—26=0—|:0 0 c3] %
1

20

Zmienna x, znajduje si¢ na trzecim miejscu w bazie, wiec trzeci element wekto-
ra ¢® zostal zastgpiony symbolem c,. Rozwigzujac uktad nieréwnosci (47) wzgle-
dem c,, otrzymujemy w wyniku, Ze ¢, € (0; 300). Dopoki cena zakupu herbaty
trzeciego gatunku znajduje si¢ w przedziale od zera do trzystu zlotych, dopoty
(przy zalozeniu, ze pozostale ceny i inne parametry zadania nie zmienig si¢) roz-
wigzanie optymalne nie ulegnie zmianie. Nie znaczy to jednak, ze nie pojawig sie
zadne inne efekty. Zalézmy, Ze cena tej herbaty spadnie o dziesig¢ ztotych. Ponow-
ne rozwigzanie modelu wykaze, ze nadal nalezy kupic jej siedemnascie i pdt tony,
tyle ze po nizszej cenie. A zatem koszt zakupu spadnie do poziomu pigciu tysiecy
siedemdziesigciu pigciu ztotych, czyli o0 10 x 17,5 = 175 [z1].

Zmiany parametru stojacego przy zmiennej niebazowej beda miaty wplyw tyl-
ko na wskaznik optymalnosci dla tej (niebazowej) zmiennej. Dlatego poszukuje-
my rozwigzania zaledwie jednej nieréwnosci. Zajmijmy sie, przykladowo, zmien-
ng x,. Znak nieréwnosci ustalamy, podobnie jak w przypadku zmiennej bazowej,
w zaleznosci od kierunku optymalizacji. Stagd dla parametru ¢, mamy:

25

1
¢ -z=¢-[0 0 300] 5 [20=¢c <180
3
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Dla parametru ¢, odpowiednia nieréwnos¢ bedzie miata postac:

¢,=2,=¢,~[0 0 300]| = [20=>¢, <210

Zatem przedzialy dopuszczalnych zmian parametréow funkgji celu sg nastepu-
jace:c, € (180, +0) oraz ¢, € (210, +00).

Zmiana parametru przy zmiennej decyzyjnej w funkcji celu w ramach prze-
dzialu wrazliwosci, zwanego przedzialem optymalnosci, nie powoduje zmiany
rozwigzania optymalnego (nie zmienig si¢ warto$ci zmiennych). Modyfikacjom
moga ulec natomiast: warto$¢ funkeji celu oraz wyceny dualne.

Zauwazmy, ze krance przedzialéw dopuszczalnych zmian osiggaja wartosci,
ktore nie zawsze majg ekonomiczne uzasadnienie, jak np. plus lub minus nie-
skonczono$¢. Wynika to z czysto matematycznego podejscia do ich wyznaczania.
Trzeba o tym pamieta¢ podczas interpretaciji.

Wyjécie wartosci prawej strony ograniczenia lub wspétczynnika funkeji celu
poza przedzial dopuszczalnych zmian powoduje, Ze wzorce interpretacji podane
powyzej przestaja obowigzywac. Nie jest juz mozliwa analiza ,co, jesli”. Powstaje
zupelnie nowy problem, ktdry trzeba rozwigza¢ od poczatku.

Zastanowmy sie teraz, jak na rozwigzanie optymalne wplynie zmiana j-tej ko-
lumny w macierzy A =[A, ..., A A ], gdzie j = 1, ..., n, (kolumny odpowia-
dajace zmiennym decyzyjnym). Zakladamy, Ze zmieni si¢ przynajmniej jedna ze
sktadowych takiego wektora. Oznaczmy go symbolem A_. Jezeli wektor A, nie jest
wektorem bazowym rozwigzania optymalnego, wtedy nalezy wyznaczy¢ nowe
sktadowe odpowiedniej kolumny tablicy simpleksowej:

p;=B'4; (48)
dla ktdrej obliczamy nowy wskaznik optymalnosci:
_ B\T _.*
AJ-—CJ.—(C ) Pj (49)

Jezeli warunek optymalnosci zostanie spelniony, rozwigzanie pozostaje opty-
malne. Jezeli nie, nalezy wprowadzi¢ zmieniony wektor do kolejnej bazy i konty-
nuowac postepowanie.



3. Algorytm simplex i jego odmiany 51

Obliczenia komplikujg si¢, gdy A, jest wektorem bazowym. Po pierwsze musi-
my sprawdzi¢, czy zmieniona macierz bazy (powstala przez zastapienie wektora
p, wektorem A’) nadal jest nieosobliwa (zachowana zostaje liniowa niezaleznos¢
wektorow bazyﬁ. Jezeli tak, to staje si¢ ona nowa macierzg bazy. Macierz odwrotng
do nowej bazy otrzymamy nastepujaco:

(B* ) =E"'B" (50)

gdzie E jest macierza przeksztalcenia elementarnego postaci:

E=[e, e .. p, .. el (51)

ae i=1,...,m-towektory jednostkowe.

Nastepnie wyznaczamy nowe rozwigzanie bazowe i sprawdzamy, czy jest ono do-
puszczalne i optymalne. Jesli zmieniona macierz bazy okazuje si¢ osobliwa, nie moze
by¢ baza. W takiej sytuacji rozwigzujemy zadanie od poczatku, podstawiajac nowy
wektor A, w miejsce A, lub wykonujemy inng procedure (Rogalska i inni, 1991,
s. 114) - wychod21my W niej od dotychczasowego rozwigzania optymalnego (przed
zmiang kolumny macierzy A). Postepowanie sklada sie z nastepujacych etapdw:

1. Do ukfadu ograniczen dofgczamy nowq zmienng decyzyjng x , ze wspol-
czynnikiem funkcji celu ¢, = ¢, ktorej odpowiada wektor A..

2. Obliczamy sktadowe wektora A’ wzgledem bazy B, tj. p,, wedtug wzoru (48).

3. Kontynuujemy rozwigzywanie problemu, traktujac dotychczasowa zmienng
X, jako zmienng sztuczna.

Zaloézmy, ze czas potrzebny na obrébke jednej tony herbaty gatunku pierwsze-
go wzr6st do jednej godziny. Zmieniona kolumna macierzy A ma wiec postac:

250

Tak si¢ sktada, Ze zmienna x nie jest w rozwigzaniu optymalnym przyktadu 2
zmienng bazowy. Wyznaczamy skfadowe zmienionego wektora p:

1 0 -15 25
250
. . 1 1
=B'A’|0 1 ——| 1 |=| =
P, 1 20 1
0 0 1 P 5
L 20 | L4
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dla ktérego obliczamy warto$¢ nowego wskaznika optymalnosci:

A, =250-[0 0 300] - |=25>0

Wskaznik optymalnosci okazal si¢ wigkszy od 0, czyli aktualne rozwigzanie
pozostaje nadal optymalne. Kolejny przypadek dotyczy zmiany czasu przebywa-
nia w komorze herbaty gatunku trzeciego, ktéry wzrasta do dwdch godzin. Nowa
kolumna macierzy A przybierze wéwczas postac:

Zmienna x, jest tym razem zmienng bazowg. Utworzmy nowa macierz bazy:

1 0 300
B =[p, p, 4]=[0 1 2
0 0 20

Jej wyznacznik réwna si¢ dwudziestu, czyli mamy do czynienia z macierza nie-
osobliwg. Podobnie jak poprzednio, wyznaczymy nowe sktadowe wektora p:

1 -1

0 > 1r00] o

. . 1
=B'A;=|0 1 ——| 2 |=|1

P; 3 20
L L20] |1

00 —

L 20 |
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Tworzymy macierz E, ktorg nastepnie odwracamy.

1 0
E=|0
0 1

0
1 1|=E'=
0

1
0
0

S = O

0
-1
1

Jestesmy gotowi do wyznaczenia odwrdconej zmienionej macierzy bazy:

1 0 -15 1 0 -15
1 0 0
. 1 1
B)'=E'B'=|0 1 -1/|0 1 ——|=l0 1 ——
0 0 1 20 10
1 1
00 — 00 —
20 | L 20

Sprawdzamy, czy nowe rozwiazanie bazowe jest dopuszczalne:

L0 =15 1re0007 2750

. 1
x> =B)'b=|0 1 T 200 [=| 165
] 350 17,5

00 —

L 20 |
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Wszystkie skladowe wektora x®* sa dopuszczalne, ale nie wiemy, czy rozwia-
zanie (52) jest optymalne. Obliczmy wiec wskazniki optymalnosci dla zmiennych
niebazowych (dla zmiennych bazowych z definicji s3 one réwne 0). Zeby tego do-
kona¢, potrzebujemy nowych wartosci sktadowych kolumn tablicy simpleksowe;.

L0 =150me07 |25
. 1
=0 1 ——1|05]|=]-1
P, o
o RE 3
00 — n
i 20 | 4
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1 0 -15 -10 0
. 1 2
=0 1 ——| 1 |=|-=
P 10 4 5
L 20 | 10
1 -15 |-
0 5 15
=|0 1 1 =/ 0,1
Ps 10 ’
LIl [-0.05
o L[t
20
1 -1
0 5 s
. 1
=10 1 ——10]|=]|-0,1
P, 10
1t 0,05
0 0 —
L 20 |

Odpowiadajace im wskazniki optymalnosci przyjmuja wartosci:
A =25 A =0, A =15 A =M-15

Widzimy wigc, Ze nowe rozwigzanie jest optymalne i nie ma potrzeby kontynu-
owania obliczen, chyba ze chcielibySmy pozna¢ rozwigzanie alternatywne - bo ta
cecha jest w naszym przykladzie wcigz obecna.

Gdyby jednak rozwigzanie bazowe x° miato przynajmniej jedna niedopusz-
czalng sktadowsa (w tym wypadku ujemng), wtedy nalezaloby postuzy¢ si¢ dualna
metoda simplex (opisang w podrozdziale 3.6), aby znalez¢ rozwigzanie dopusz-
czalne, po czym - od tego punktu zbioru rozwigzan prowadzi¢ dalsze obliczenia,
zgodnie z regutami algorytmu.

Zalézmy teraz, ze zawarto$¢ garbnika w herbacie gatunku trzeciego spadnie
do 0. Odpowiednia kolumna macierzy A bedzie wéwczas miata nastepujaca
postac:

A =| 1 (53)
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Nowa macierz bazy postaci:
1 0 300
B'=[p, p, 4]=[0 1 1 (54)
0 0 O

ma wyznacznik réwny 0, a wigc jest osobliwa.

Jezeli nie chcemy rozpoczyna¢ algorytmu simplex od samego poczatku,
dotgczamy do aktualnego ukladu ograniczen nowg zmienng decyzyjng x, ze
wspotczynnikiem funkcji celu réwnym trzysta; za$ zmienng x, potraktujemy
jak zmienng sztuczna, czyli przypiszemy jej w funkcji celu wspotczynnik réw-
ny M. Wyznaczymy skladowe wektora p, dla zmiennej x, i wstawimy go do ta-
blicy simpleksowej.

1 0 -I5
300 | 300
. . 1
=B'A;=|0 1 ——| 1 |=|1
Ps ’ 20
0o L 0 0
L 20 |

Tab. 8. Tablica simpleksowa po zmianie zawartosci garbnika w przyktadzie 2

] [250 [210 [+m [ o [ o [ o [ +m [300] wart

¢ Bazal zm. | P, | P, | P, | P, | P, | B, | P, | P, |ZM-D2Z Ilfl)vra.zy

baz. X, X, X, s, s, s, t, X, xB o
olp | s [25] oo 1] o]15][15]30] 2150
olp | s [-val3mo] o | o | 1 120|220 1 | 1825
Mlp | % |34 7m0 1] o | o [-20{120] 0 | 175
A=c-z _;ffM _72/12 J o oo % %M 300 | 17,5M

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wskazniki w tabeli 8 informuja, ze nie mamy jeszcze do czynienia z rozwigza-
niem optymalnym. Trzeba wykonac¢ kolejne iteracje — az do jego znalezienia lub
stwierdzenia, ze takowe rozwigzanie nie istnieje.
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3.4. Metoda dwoch faz

Algorytm simplex bardzo ulatwia poszukiwanie rozwigzania optymalnego. Zwy-
kle nie ma potrzeby odwiedzania wszystkich wierzchotkéw zbioru rozwigzan do-
puszczalnych. Rzadko kiedy trzeba ich sprawdzi¢ wiecej niz 3/2m (gdzie m to
liczba ograniczen). Wigcej rozwazan na temat liczby iteracji znajdziemy w lite-
raturze przedmiotu (zob. Sakarovitch, 1983, s. 109-110). Nie znaczy to jednak,
ze nie podejmowano préb usprawnienia tej metody. Mialy one na celu m.in.
zmniejszenie wysitku obliczeniowego, zwiekszenie doktadnosci obliczen, popra-
we stabilno$ci numerycznej, zmniejszenie liczby iteracji, sprawne dochodzenie do
pierwszego rozwigzania dopuszczalnego itd. Metoda dwdch faz stuzy ostatniemu
z wymienionych celéw. Jest ona szczegdlnie popularna w implementacjach kom-
puterowych, poniewaz pozwala zmniejszy¢ zapotrzebowanie na moc obliczenio-
wa i w okreslonych sytuacjach skrdci¢ czas obliczen.

Wprowadzenie do modelu zmiennych sztucznych powoduje, ze w funkgji celu
pojawia si¢ symboliczny parametr M. Operowanie nim bywa niewygodne, szcze-
golnie w programach komputerowych. Trzeba go wowczas zastegpowaé konkret-
nymi warto$ciami liczbowymi — co moze mie¢ znaczenie dla procesu obliczenio-
wego. Zauwazmy tez, ze informacje o tym, iz zadanie jest sprzeczne — zgodnie
z tym, co wiemy na temat typodw rozwigzan problemdéw optymalizacyjnych - al-
gorytm simplex poda dopiero w ostatniej iteracji. W takiej sytuacji caty wysitek
wlozony w wykonanie obliczenn mozna uzna¢ za zmarnowany.

Dazenie do wyeliminowania z rozwigzania zmiennych sztucznych o niezero-
wych wartosciach pozwala, z jednej strony, pozby¢ sie kary nalozonej na funkcje
celu, z drugiej — zyskujemy szanse na wczesniejsze (bioragc pod uwage liczbe ite-
racji) uzyskanie potwierdzenia, Ze mamy do czynienia z nierozwigzywalnym przy
danych ograniczeniach problemem. Tu wlasnie metoda dwoch faz ma pole do
popisu. Jak sama nazwa wskazuje, postepowanie dzieli si¢ na dwie fazy (Murthy,
2007, s. 84):

1. Rozwigzujemy model ze wzgledu na zmienne sztuczne, starajac si¢ usungé
je z bazy. Przyjmujemy, ze parametry pozostalych zmiennych decyzyjnych
i swobodnych w funkgji celu sa réwne 0.

2. Rozwigzujemy model z pominigciem zmiennych sztucznych, przyjmujac roz-
wigzanie z fazy 1 jako punkt startowy.

Wykorzystanie metody dwoch faz daje konkretne korzysci. Unikamy operowa-
nia parametrem M. Jak wspomnielismy, przydaje si¢ to, gdy korzystamy z opro-
gramowania, ktdre nie pozwala na zastosowanie danych symbolicznych. Szybciej
niz w klasycznym postepowaniu ustalamy, czy mamy do czynienia z zadaniem
sprzecznym. Jezeli po zakonczeniu fazy pierwszej w bazie pozostaje zmienna
sztuczna z niezerowa wartoscig, to mamy do czynienia z problemem nieposia-
dajacym rozwigzania. Nie ma wowczas potrzeby przechodzenia do fazy drugiej
- i wlasnie tutaj pojawia sie oszczedno$¢ czasu i wysitku obliczeniowego.
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Przyktad 3
Rozwazmy nastepujacy model PL:

f(x) = 4x, + 5x, — max
12x, + 30x, <60
10x, + 30x, > 90

X, >0, X, >0

Posta¢ kanoniczng dla pierwszej fazy zapiszemy:

f(x) =0x, + 0x, + Os, + Os, — £, = max
12x +30x, + s, =60
10x, +30x, s, + 1, =90
xIZO,xZZO,SIZO,SZZO, tZZO

Jak latwo zauwazy¢, funkcja celu postaci kanonicznej w fazie pierwszej wy-
glada inaczej niz w klasycznej wersji. Zmienne decyzyjne wystepuja w niej z pa-
rametrem réwnym 0, a przy zmiennej sztucznej parametr —M zostal zastapiony
przez —1. W tabeli 9 znajduja si¢ iteracje wykonane algorytmem simplex dla fazy
pierwszej.

Tab. 9. Faza 1 dla przyktadu 3

c] 0 0 0 0 -1 Wart.
¢ |Baza |zm | P, | P, | P, | P | p | ZMDaz Ilsvra.zy
baz X, X, s, s, t, xB o
0 P, s, 12 30 1 0 0 60 2
L -1 P, t, 10 30 0 -1 1 90
A=c-z, 10 30 0 -1 0 -90
N 0 P, x, | 2/5 1 1/30 0 0 2
-1 | p, t, -2 0 -1 -1 1 30
A=c-2, -2 0 -1 -1 0 -30

Zrédto: opracowanie wtasne.

W drugiej iteracji osiagnigte zostalo rozwigzanie optymalne - o czym $wiadcza
niedodatnie wskazniki optymalnosci. Jednak w bazie pozostata zmienna sztucz-
na. Zadanie jest sprzeczne, wiec nie przechodzimy do fazy drugiej. Kolejny przy-
kiad ilustruje nieco odmienng sytuacje.
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Przyktad 4
Rozwazmy kolejny model PL:

f(x) = 3x, + 5x, - max
2x + 3x,<20
2x +x,28

x,20,x,20
W tabeli 10 znajdziemy dwie iteracje fazy pierwszej — zostala ona zakonczona

pomyslnie. Usunelismy zmienng sztuczng ¢, z bazy, i mozemy przejs¢ do fazy dru-
giej. Punktem startowym bedzie rozwigzanie optymalne z tabeli 10.

Tab. 10. Faza 1 dla przyktadu 4

c] 0 0 0 0 -1 Wart.
¢ | Baza | 7mm. p, P, P, P, P, zm. baz. IISVr;ij
baz. | x X, s, s, t, xB
Lol s, 2 3 1 0 0 20 10
-1 | p, t, 2 1 0 -1 1 8 4
Aj= -2 2 1 0 -1 0 -8
0| p, s, 0 2 1 1 -1 12
> 0 P, X, 1 1/2 0 -1/2 12 4
Aj= -2 0 0 0 0 -1 0
Zrédto: opracowanie wtasne.
Tab. 11. Faza 2 dla przyktadu 4
[c] 3 5 0 0 0 Wart.
¢ | Baza | zm. | b, p, P, p, P, zm. baz. ”fl’vr;Zy
baz. X, X, s, s, t, xB
0| p, s, 0 2 1 1 12 6
L 3| p X, 1 1/2 0 -1/2 4 8
D=c-z, 0 7/2 0 3/2 12
5 p, X, 0 1 1/2 1/2 6
>3 p, | x | 1 0 -1/4 -3/4 1
Aj.= -7 0 0 -7/4 -1/4 33

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Do wiersza ¢ tabeli 11 wracajg wspotczynniki funkeji celu przy zmiennych de-
cyzyjnych, a kolumna p, pozostaje pusta. Pierwsza iteracja fazy drugiej nie byta
jeszcze rozwigzaniem optymalnym. Dlatego wykonana zostala wymiana wekto-
réw. W jej wyniku zmienna x, zastgpita w bazie zmienng s,. Druga iteracja konczy
cale postepowanie w metodzie dwoch faz.

3.5. Zrewidowana metoda simplex

Klasyczna metoda simplex wymaga, aby na koniec kazdej iteracji odwroci¢ zak-
tualizowang macierz bazy. Im wigksza macierz do odwrdcenia, tym bardziej
pracochlonny jest to proces. Szczegdlnie ucigzliwe bedzie odwracanie zle uwa-
runkowanych macierzy. Jesli ponadto zechcemy siegnac po ktdrys z jezykéw pro-
gramowania, pojawia sie problemy numeryczne. Wiecej na ten temat znajdzie-
my w literaturze przedmiotu. (zob. He, Bai, Jiang, Ouyang i Jiang, 2018). Zreszta
oprogramowanie klasycznego algorytmu simplex jest generalnie niewdzigcznym
zadaniem (por. Bogdan, 2018).

Podstawowa r6znicg miedzy klasyczng a zrewidowana metoda simplex okazuje
sie mozliwos$¢ sprawdzania optymalnosci aktualnego rozwigzania bazowego bez
koniecznosci wyznaczania centralnej czesci tablicy simpleksowej - tej, ktdrej ko-
lumny zmieniaja si¢ pod wplywem przeksztalcen elementarnych. Wystarczy do
tego znajomos¢ rozwigzania sprzezonego zadania dualnego oraz wyjsciowych pa-
rametréw problemu decyzyjnego. Odwolywanie si¢ do oryginalnych parametrow
zadania jest cecha charakterystyczng metody zrewidowanej. Cho¢ samo poste-
powanie rozni si¢ od wersji klasycznej, to niezmienne pozostajg: sposdb oceny
optymalnosci, kryterium wejscia i kryterium wyjscia.

Niech aktualng dopuszczalng bazg zadania PL bedzie nieosobliwa ma-
cierz B. Zrewidowana metoda simplex wychodzi od tego samego punktu startowe-
go, co klasyczna wersja algorytmu. Macierzg bazy jest wiec na poczatku macierz
jednostkowa, zlozona z wektoréw odpowiadajacych w ograniczeniach zmiennym
swobodnym i sztucznym. Z zalozenia wigc istnieje tez macierz B, wymagana
w pierwszym kroku algorytmu. Poszczegdlne etapy zrewidowanej metody simplex
zostana ujete na ponizszej liscie (Hillier i Lieberman, 2015, s. 187).

1. Wyznacz wektor wartosci zmiennych bazowych:

x®=B'b (55)

2. Wyznacz wektor rozwigzania dualnego sprz¢zonego z baza B oraz warto$¢
funkgji celu dla biezacej bazy:

v = (B (56)
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fx®) =yb (57)

Wyznacz wskazniki optymalnosci dla biezacego rozwiazania bazowego, wy-
korzystujac wektor warto$ci zmiennych bazowych (55):

A=c-z=c-Yp, (58)
Jezeli aktualna baza B jest bazg optymalng, zakoncz postgpowanie. W prze-
ciwnym razie przejdz do kroku pigtego.

Zastosuj kryterium wejécia i ustal zmienna wchodzaca do bazy. Niech bedzie
to zmienna x,, ktérej odpowiada wektor p,.

Wyznacz postac k-tej kolumny w tablicy simpleksowej dla bazy B:

r,=B'p, (59)

Wyznacz pozycje wymiany wektoréw w bazie (ilorazy wyjscia). Niech bedzie
to pozycja o numerze /-tym.

Wyznacz macierz odwrotng do nowej bazy B. Wré¢ do kroku pierwszego.
-1 —F-1 -1
Bnowa - EaktualnaBuktuulnu (60)

Macierze E i E™ majg postac:

aktualna —

E’1 =0 ... — 0 (62)

aktualna
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Przyktad 5

Wykorzystamy model z przykladu 2, aby przyblizy¢ postepowanie w zrewidowa-
nej metodzie simplex. Na podstawie postaci kanonicznej tworzymy odpowiednie
macierze i wektory:

250 210 300 1 0 O O

1
P=[p, p, P, P P P P=l; 1 1 010 0

15 14 20 0 0 -11

8000
b=| 200 |, cT=[250 210 300 0 0 O +M]
350

Tworzymy pierwsza macierz bazy:

S = O
_= o O
=
|
[ R R

1
Blz[p4 Ps P7:|: 0
0

Iteracja pierwsza, krok pierwszy — wyznaczenie wektora wartosci zmiennych
bazowych:

5, 1 0 08000 |8000
x" =|s, [=B;'b={0 1 0] 200 |=| 200
t, 0 0 1| 350 350

Iteracja pierwsza, krok drugi - wyznaczenie wartosci zmiennych dualnych
i funkgji celu:

100
y=("'B'=[0 0 M]0o 1 0[=[0 0 M]
00 1
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8000
f(xB‘)zyb:[O 0 M] 200 |=350M
350

Iteracja pierwsza, krok trzeci - wyznaczanie wskaznikéw optymalnosci dla
zmiennych niebazowych:

250

1
A, =c,—yp,=250-[0 0 M] S [F250-15M

A, =c,—yp,=210-[0 0 M| 1 |=210-14M

A,=c,—yp,=300-[0 0 M] 1 |=300-20M

Ag=c,—yP,=0-[0 0 M| 0 |=M
-1

Iteracja pierwsza, krok czwarty — wskazniki optymalnosci informuja, ze bie-
zaca baza nie jest optymalna. Nie wszystkie wskazniki sag mniejsze lub réwne 0.

Iteracja pierwsza, krok pigty — jako zmienng wchodzacg do bazy wybieramy x..

Iteracja pierwsza, krok szosty — wyznaczamy kolumne w tablicy simpleksowej
dla zmiennej x;:

Iteracja pierwsza, krok sioédmy - ilorazy wyjscia:

min M, @, ﬂ =min 26%, 200, 17l =17l
300 1 20 3 2 2
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Najnizszy iloraz wyjscia wypadt dla zmiennej ¢,, a zatem - to ona opusci baze.
Zmienna x, wejdzie na jej miejsce.

Iteracja pierwsza, krok 6smy — wyznaczenie macierzy odwrotnej do macierzy
bazy:

1 0 300 Lo -
1
E =01 1 [=E'=|0 1 ——
20
0 0 20 ]
00 —
L 20 |
1 0 -15 1 -1
100 0 b
1 1
B'=E/'B/'=|0 1 —||0 1 0[=|0 1 ——
2000 0 1 20
0o L 00 L
L 20 | L 20 |

Iteracja druga, krok pierwszy — wyznaczenie wektora wartosci zmiennych ba-
zowych:

1 0 -I5
5, 1 8000 | | 2750
x"=|s, [=B,'b=0 1 ——| 200 |=|182,5
20
x, L |l 350 17,5
00 —
20 |

Iteracja pierwsza, krok drugi - wyznaczenie wartosci zmiennych dualnych
i funkcji celu:

1 0 -15
. 1
y=("B;'=[0 0 300]l0 1 3 =[0 0 15]
00 —~
i 20 |




64 Liniowa optymalizacja zagadnien logistycznych

8000
f(xBZ)zybz[O 0 15] 200 |=5250
350

Iteracja druga, krok trzeci - wyznaczanie wskaznikéw optymalnosci dla zmien-
nych niebazowych:

250

A =c,—yp,=250-[0 0 15] % =25

15
210
A, =c,—yp,=210-[0 0 15]| 1 |=0
14
0
Ag=c,—yp, =0-[0 0 15] 0 |=15
-1
0
A, =c,—yp,=M-[0 0 15]/0|=M-15
1

Wszystkie wskazniki optymalnosci sa niedodatnie. Otrzymane rozwigzanie
jest wiec optymalne. Bez trudu zauwazymy dwie rzeczy. Po pierwsze liczba iteracji
w klasycznej i zrewidowanej metodzie simplex jest taka sama. Po drugie rozwig-
zanie i wnioski z niego plynace réwniez pokrywaja si¢ ze soba. Nic nie stoi tez na
przeszkodzie, aby polaczy¢ metode zrewidowana z metoda dwoch faz.

3.6. Dualna metoda simplex

W prymalnej metodzie simplex zaczynamy postepowanie od dowolnej bazy do-
puszczalnej i, przegladajac kolejne bazy dopuszczalne, poszukujemy takiej, ktora
okaze si¢ bazg optymalng. Metoda prymalna zajmuje si¢ bezposrednio rozwigza-
niami bazowymi problemu pierwotnego, ktére sa prymalnie dopuszczalne, ale nie
s3 dopuszczalne dualnie. Nastepnie dazy do znalezienia rozwigzania optymalne-
go, probujac osiggna¢ dopuszczalnos¢ dualng. W metodzie dualnej rozpoczyna-
my od dowolnej bazy dualnie optymalnej, a procedure konczymy w momencie,
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gdy pewna baza optymalna jest jednoczes$nie dopuszczalna. Dualna metoda sim-

plex rozpoczyna sie od rozwigzania bazowego problemu pierwotnego, ktdre jest

dopuszczalne dualnie, ale juz nie prymalnie.

Metoda dualna przydaje si¢ w niektdrych szczegélnych sytuacjach. Zwykle ta-
twiej znalez¢ poczatkowe rozwigzanie bazowe dopuszczalne prymalnie, a nie du-
alnie. Jednak czasami konieczne bywa wprowadzenie do modelu wielu zmiennych
sztucznych. W takich przypadkach tatwiej zacza¢ od dualnego dopuszczalnego
rozwigzania bazowego i zastosowac wlasnie dualng metode simplex. Jezeli przy tej
okazji unikniemy koniecznos$ci sprowadzenia do 0 wielu zmiennych sztucznych,
to bardzo spadnie liczba iteracji algorytmu.

Metoda przydaje sie tez podczas przeprowadzania analizy wrazliwosci. Zatoz-
my, ze analizujemy wplyw zmian w modelu na rozwigzanie optymalne. Jesli to,
ktore uzyskaliSmy, przestaje by¢ prymalnie dopuszczalne z powodu wprowadzo-
nych zmian (ale nadal spelnia kryteria optymalnosci), mozemy wykorzysta¢ me-
tode dualng jako punkt startowy — przyjmujac rozwigzanie dualnie dopuszczalne.
Zastosowanie dualnej metody simplex zwykle prowadzi do nowego optymalnego
rozwigzania znacznie szybciej niz rozwigzanie nowego problemu od samego po-
czatku klasyczng metoda simplex.

Metoda dualna moze by¢ réwniez przydatna w rozwigzywaniu od podstaw
pewnych ogromnych probleméw programowania liniowego - z racji swojej wy-
dajnosci. Jest ona znacznie bardziej efektywna numerycznie, co przy duzych pro-
blemach ma znaczenie, ktore trudno przeceni¢. Schemat dzialania dualnej meto-
dy simplex jest nastepujacy (Rogalska i inni, 1991, s. 99):

1. Wyznacz bazg dualnie dopuszczalng B.

2. Sprawdz, czy baza B jest prymalnie dopuszczalna. Jezeli tak, zakoncz postepo-

wanie. W przeciwnym razie przejdz do kroku trzeciego.

Wyznacz wektor opuszczajacy baze.

4. Sprawdz, czy mozna wyznaczy¢ wektor wchodzacy do bazy. Jezeli to nie-
mozliwe, zadanie jest sprzeczne. Jezeli mozna wyznaczy¢ wektor wchodzacy,
przejdz do kroku pigtego.

5. Wyznacz nowa baze B i wrdo¢ do kroku drugiego.

Aby baza byla na pewno dualnie dopuszczalna, wymagany jest model progra-
mowania liniowego z minimalizowang funkcja celu oraz wszystkimi ograniczenia-
mi typu ,,>”. W pozostalych przypadkach uzyskanie bazy dualnie dopuszczalnej
wymaga wprowadzenia dodatkowego, sztucznego ograniczenia zdefiniowanego
nastepujaco:

et

Z%SM (63)

j=1

gdzie M > 0.
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Jezeli sztuczne ograniczenie nie zostalo dodane, wtedy z bazy usuwamy wektor
[ taki, ze:

l:x] = miin{xf} (64)

Wybieramy pozycje najmniejszej ujemnej sktadowej w rozwigzaniu bazowym.

Po wprowadzeniu sztucznego ograniczenia w pierwszej iteracji przyjmuje-
my [ = m + 1, czyli baze opuszcza zmienna swobodna sztucznego ograniczenia
- mimo jej dodatniej wartosci. Jako zmienng wchodzacg do bazy wybieramy
zmienng o najmniej korzystnej wartosci wskaznika optymalnosci.

Moze dojs¢ do sytuacji, w ktorej — po zakonczeniu procedowania dualnej me-
tody simplex - zmienna swobodna sztucznego ograniczenia bedzie niebazowa.
Oznacza to przypadek braku skonczonego rozwigzania optymalnego danego
modelu PL.

Wektor wchodzacy do bazy wybieramy, opierajac si¢ na ilorazach wejscia, obli-
czanych jako stosunek wskaznika optymalnosci do odpowiadajacego mu elemen-
tu w [-tym réwnaniu tablicy simpleksowej. Do bazy wchodzi wektor k, dla ktorego
modut ilorazu wejscia jest najmniejszy:

. Cj _Zj
= min (65)
y1j<0 yl]

Jezeli zdarzy si¢, ze powyzsze kryterium nie daje jednoznacznego wyboru, to
do bazy wchodzi wektor, dla ktérego dzielnik (y,) jest blizszy 0. Jedli zas w wier-
szu I nie wystepuje y, < 0, to nie mozna wymieni¢ wektoréw w bazie - mamy do
czynienia z zadaniem sprzecznym.

G — %k

Vi

k:

Przyktad 6
Znajdzmy rozwigzanie ponizszego modelu programowania liniowego przy po-
mocy dualnej metody simplex:

f(x) =x, +2x, + 3x, > min (66)
2x1 - X, + 2x3 >4 (67)

X, +x,+2x,28 (68)

X, =X, 22 (69)
x,20,x,20,x,20 (70)

Model (66)-(70) nie wymaga wprowadzenia sztucznego ograniczenia, dlatego
posta¢ kanoniczna jest nastepujaca:
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f(x) = x, +2x, + 3x, + 0s, + 0s, + Os, = min
2x1—xz+2x3—51=4
x1+x2+2x3—52=8

xz—x3—s3=2
x,20,x,20,x,20,5 20,5,20,5,20

Baza poczatkowa wykorzystuje wektory wspolczynnikéw przy zmiennych
swobodnych. Jest ona dualnie dopuszczalna i prymalnie niedopuszczalna. Macie-
rze utworzone na podstawie postaci kanonicznej sa nastepujace:

2 -12 -1 0 0 4
P=j11 2 0 -1 0|, b=|8
01 -10 0 -1

-1 0 0 -1 0 0
B={0 -1 0|=B'={0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1

Wektory tworzace centralng czeg$¢ tablicy simpleksowej i wektor wartosci
zmiennych bazowych obliczamy ze wzordw:

1

Y=Bp (71)
x2=B"'b (72)
Stad:
-2 1 =21 00 —4
Y=|-1 -1 =2 0 1 0|, x*=|-8
0 -1 1 0 0 1 -2

W tabeli 12 znalazly sie iteracje dualnej metody simplex dla przykladu 6.
Wskazniki optymalnosci w pierwszej iteracji sa wieksze lub réwne 0. Baza jest
baza dopuszczalng dla zadania dualnego, ale niedopuszczalng dla prymalnego.
Zostanie z niej usunieta zmienna s,, poniewaz zachodzi:

min{-4, -8, -2} = -8
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Mozemy wiec obliczy¢ ilorazy wejscia (wiersz pod wskaznikami optymalno-
$ci). Przypominamy, ze wskazniki optymalnosci dzielimy przez ujemne elementy
wiersza s,. Najnizszy iloraz wejscia otrzymali$my dla zmiennej x,. Dokonujemy
wymiany wektorow w bazie przy pomocy przeksztalcen elementarnych.

Druga baza nadal jest dopuszczalna dualnie, lecz niedopuszczalna prymalnie
(ujemna warto$¢ zmiennej bazowej s,). Z bazy usunigta zostanie zmienna s,,
a na jej miejsce wejdzie zmienna x,, ktdéra jako jedyna ma w tym wierszu ujemng
sktadows.

W trzeciej iteracji wszystkie wskazniki optymalnosci sa nieujemne, za$ rozwia-
zanie bazowe jest prymalnie dopuszczalne. Znalezlismy wigc rozwigzanie opty-
malne problemu (66)-(70), ktére przedstawia si¢ nastepujaco:

opt 6 xopt 2 xapt 0 Sopt 6 Sapt 0 sopt O f
min
Znamy roéwniez optymalne wartosci zmiennych dualnych:

yupt 0 yop _1 yopt_l g

Tab. 12, Dualna metoda simplex dla przyktadu 6

[c] 1 2 3 0 0 0 Wart.
| Baza | zm | P, | P, | P P, p, | p, | Zm-baz
baz. X, X, X, s, s, S, xB
0 p, s, -2 1 -2 1 0 0 -4
1 0 P, S, -1 -1 -2 0 1 0 -8
0 P, s, 0 -1 1 0 0 1 -2
Aj= ¢-Z 1 2 3 0 0 0 0
|(cj— zj)/y/j| 1 2 1,5
0 P, s, 0 3 2 1 -2 0 12
2.1 P, X, 1 1 2 0 -1 0 8
0 P, s, 0 -1 1 0 0 1 -2
Aj= ¢-Z, 0 1 1 0 1 0 8
|(c,- )1y, 1
0 p, s, 0 0 5 1 -2 3 6
3.1 P, X, 1 0 3 0 -1 1 6
2 P, X, 0 1 -1 0 0 -1 2
Aj= G-z 0 0 2 0 1 1 10

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Przyktad 7

W tym przykladzie uzyjemy dualnej metody simplex do znalezienia rozwigzania
problemu decyzyjnego z przykladu 1. Model wymaga wprowadzenia do postaci
kanonicznej dodatkowego, sztucznego ograniczenia. Przyjelismy, Ze zachodzi dla
niego M = 100 000. W zwigzku z tym mamy:

f(x) = 70x, + 40x, + 0s, + Os, + Os, + Os, — max
X, +2x,+ s, =20000
2x +x,+s,=25000
3x, +3x,-s,=15000
x, +x,+s, =100 000

xIZO,xZZO,sl20,5220,5320,5420

Odpowiednie wyjsciowe macierze s3 nastepujace:

1 0 0 1 0 0
01 0 ) 01 0
B= =B =
0 0 -1 0 00 -1 0
0 0 0 1 00 0 1
2 1 0 0 O 20000
2 01 0O B 25000
Y = N =
-3 -3 0 01 0 —15000
1 1 0 0 0 1 100000
Tab. 13. Dualna metoda simplex dla przyktadu 7
[c] 70 40 0 0 0 0 Wart.
c® | Baza Zm. P, P, P, P, P, P, zm. baz.
baz. X, X, s, s, s, s, xB
0| p, s, 1 2 1 0 0 0 20000
Lol P s, 2 1 0 1 0 0 25000
0| P, s, -3 -3 0 0 1 0 ~15000
0| p, S, 1 1 0 0 0 1 100 000
Aj: ¢-Z, 70 40 0 0 0 0 0
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Tab. 13 (cd.)
[c] 70 40 0 0 0 0 Wart.
¢ | Baza | zm. | P, p, | p | P | P | P | Zmbaz
baz. X, X, s, s, s, S, x®
P, s, 0 1 1 0 0 -1 ~-80 000
, P, s, 0 -1 0 1 0 -2 -175 000
P, s, 0 0 0 0 1 3 285000
70 | p, X, 1 1 0 0 0 1 100 000
A=c¢-2z 0 -30 0 0 0 -70 7000000
l(c-2)/y| 30 35

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wymiana wektoréw w bazie wyglada teraz inaczej, poniewaz obligatoryjnie
usuwamy z bazy zmienng swobodng s, (dla sztucznego ograniczenia), a do bazy
wchodzi zmienna x, jako ze odpow1ada jej najmniej korzystny (tu najbardziej do-
datni) wskaznik optymalnosc1 Poczynajac od iteracji drugiej, postepowanie jest
podobne do tego z przykladu 6.

W rozwigzaniu optymalnym (czwarta iteracja) zmienna swobodna s, ze sztucz-
nego ograniczenia wystepuje jako zmienna bazowa. Oznacza to, Ze nasze zadanie
posiada skoniczone rozwigzanie optymalne:

xP'=10 000, x,*" = 5 000, s = 0, s;¥ = 0, s = 30 000
"P‘ 85 000, f = 900 000

Tab. 14. Dualna metoda simplex dla przyktadu 7 cd.

[c] 70 | 40 0 0 0 0 Wart.
¢® | Baza | zm. p, | p, p, P, P, | P, zm. baz.
baz. x| X s, s, s, s, x®
0 P, s, [} 0 1 1 o] -3 -255 000
NEIN X, 0 1 0 -1 0 175 000
0 P, s, 0 0 0 0 1 285000
70 | p, X, 1 0 0 1 0| -1 -75000
A=c-z, 0 0 0 -30 0 | -10 | 1750000
I(c;-2)/y, 10/3
0 P, s, 0 0 -1/3 -1/3 0 1 85 000
N X, 0 1 2/3 -1/3 0 0 5000
0 P, s, 0 0 1 1 1 0 30000
70 | p, X, 1 0 -1/3 2/3 0 0 10000
A=c-z, 0 0 -10/3 -100/3 | © 0 900 000

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Dualna metoda simplex jest szybka i wydajna, co nie znaczy, Ze nie mozna pro-
bowac jej poprawi¢ - jak zreszta uczyniono (zob. Vaidya, 2017), oponujac jedno-
czesng wymiane dwdch wektoréw w bazie.

4. Parametryczne programowanie liniowe

4.1. Parametryzacja wspotczynnikow funkcji celu

Do tej pory zaktadaliémy, ze wspotczynniki funkcji celu czy prawe strony ogra-
niczen modeli decyzyjnych s3 ustalone i znane oraz przyjmuja konkretne warto-
sci liczbowe. Rozwazmy jednak sytuacje, w ktdrej stanowia one funkcje pewnych
zmiennych, zwanych dalej parametrami. Przykltadowo, zysk jednostkowy moze
zaleze¢ od liczby pracownikéw przydzielonych do danej aktywnosci. Zagadnie-
nia PL, w ktorych znamy posta¢ funkeji opisujacej zalezno$¢ miedzy elemen-
tem modelu a pewnym parametrem, nazywamy parametrycznym programowa-
niem liniowym (PPL). W naszych rozwazaniach zakladac bedziemy, ze zalezno$¢
ta ma charakter liniowy oraz bedzie dotyczy¢ wspotczynnikéw funkeji celu lub
sktadowych wektora ograniczen b.

Przyjmijmy, ze symbolem A oznaczymy parametr, od ktorego zalezy wartos¢
wspotczynnika funkeji celu. Liniowy model decyzyjny z parametryczng funkcja
celu zapiszemy wtedy nastepujaco:

f(x,A)=[c+ aA]'x - max/min (73)
Ax<b, (74)

Ax=b, (75)

Ax>b, (76)

x>0 (77)

Zalézmy, ze znane jest rozwigzanie bazowe x® problemu (73)-(77) dla usta-
lonej wartos$ci A = )LO. Sktadowe tego rozwigzania sg niezalezne od A, co oznacza,
ze x® bedzie dopuszczalne dla kazdej jego wartosci. W tej sytuacji interesuje nas,
dla jakich wartosci A rozwiazanie jest optymalne. Przypomnijmy - rozwiazanie
uznajemy za optymalne, kiedy wskazniki optymalnosci przyjmuja odpowiednie
wartosci. Te za$ obliczane s3 na podstawie wspotczynnikéw funkeji celu. W kon-
sekwencji wptywa na nie warto$¢ parametru A. Rozwigzanie optymalne dlad = A
nie musi juz takie by¢ dla A # A . Formalnie nalezatoby wyznaczy¢ rozwigzania
optymalne dla wszystkich wartosci przyjmowanych przez A.
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Posta¢ funkcji celu, danej wzorem (73), wskazuje, ze jesli A = 0, to otrzymu-
jemy zwykle zadanie programowania liniowego. Dlatego wlasnie taka wartos¢ A
przyjmuje si¢ jako wyjsciowa. Schemat postegpowania w przypadku PPL da si¢
zamkna¢ w nastepujacych krokach (Rogalska i inni, 1991, s. 150):

1. Rozwiqi zadanie PPL, przyjmujac A = 0. Jesli istnieje skonczone rozwiazanie opty-
malne x®, przejdz do kroku drugiego, jesli nie istnieje — przejdz do kroku trzeciego.
2. Wyznacz wskazniki optymalnosci rozwigzania optymalnego ]ako funkcje pa-
rametru . Nastepnie na ich podstawie wyznacz kres dolny A" i kres gorny A"
przedmalu zmienno$ci A. Mozliwe sq nastepujace przypadki:
e jesliA® <A<’ to rozw1e}zan1e x? pozosta)e optymalne i jednoznaczne;
e jeslid = A" lub A = 1”, to rozwigzanie x® pozostaje optymalne, ale jest nie-
jednoznaczne;
e jeslid < A"lub A > A%, to mozna otrzymaé lepsze rozwiazanie bazowe, wpro-
wadzajac do bazy wektor p,, dla ktérego A = A’ lub A = 2%,
3. Wyznacz zalezno$¢ wskaznika optymalnosci k-tego wektora, ktéry nalezalo-
by wprowadzi¢ do bazy, od parametru A: A, = a, + A, a nastgpnie oblicz

2B = % 1 : .
= B, Mozliwe s3 nastepujace przypadki:
k

« jesli B, = 0 dla wszystkich wartodci A, to nie istnieje skoriczone rozwigzanie
optymalne;

+ jesli B> 0, to nie istnieje skoriczone rozwigzanie optymalne, gdy A > A* dla
maksymalizowanej lub gdy A < A* dla minimalizowanej funkcji celu;

» jesli B, <0, to nie istnieje skoriczone rozwigzanie optymalne, gdy A < A* dla
maksymalizowanej lub gdy A > A* dla minimalizowanej funkgji celu.

4. JesliA =A%, to nalezy oddzielnie sprawdzic, czy istnieje skonczone rozwigzanie
optymalne.

Przyktad 8

Wréémy do przykladu 1. Decydent doszedt do wniosku, Ze cena jednostkowa fil-
tra produkowanego przez firme Paralel S.A. zalezy od parametru A, wyrazajacego
wplyw zakladanej marzy. Wykonano odpowiednie analizy i stwierdzono, ze funk-
cje cen jednostkowych zalezg od A w sposob liniowy. Oszacowanie wspdtczynni-
kow dalo w rezultacie nastepujace funkeje: 70 — A dla pierwszego modelu i 40 + 31
dla drugiego modelu filtra. W zwiazku z tym model (1)-(5) przybierze postac:

f(x) = (70 - )x, + (40 + 31)x, — max (78)
X, + 2x, < 20 000 (79)

2x, +x,< 25000 (80)

3x, + 3x,> 15000 (81)
x,20,x,20 (82)

Interesuje nas, dla jakich warto$ci parametru A rozwigzanie jest optymalne.
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Rozpoczniemy od rozwigzania modelu przy zalozeniu, ze A = 0. W tabeli 15
znajduje sie finalna tablica simpleksowa tej wersji modelu. Samo rozwigzanie
optymalne jest takie samo jak to, ktére uzyskaliSmy wczes$niej dwiema metoda-
mi. Wyznaczymy je teraz (zgodnie z drugim krokiem opisanej wyzej procedury)
w zaleznosci od parametru A. Réznica polega na wprowadzeniu do tablicy zmo-
dyfikowanych wspoétczynnikow funkeji celu, jak miato to miejsce tabeli 16. Cen-
tralna czgs¢ tablicy oraz rozwigzanie bazowe x® nie ulegly, jak wida¢, modyfikacji.
Zmienily sie natomiast wskazniki optymalnosci dla zmiennych swobodnych s,
i s,. Teraz ich wartosci zalezg od wartosci A, ale kryterium optymalnosci rozwig-
zania pozostaje nadal takie samo - powinny one przyjmowac wartosci niedodat-
nie (funkcja celu jest maksymalizowana). Réwniez wartos¢ funkeji celu zalezy od
wprowadzonego parametru.

Tab. 15. Rozwigzanie optymalne modelu (78)-(82) dlaA=0

[c] | 70 | 40 0 0 0| -M Wart.
o Baza 7. P, P, P, P, P, P, zm. baz.
baz. X, | x s, s, s, t, xB
40 P, X, 0 1 2/3 -1/3 0 0 5000
0 P, s, 0| 0 1 1 1| -1 30000
70 P, X, 1] 0 -1/3 2/3 0 0 10 000
AJ.Z ¢-2z 0 0 -10/3 -100/3 0 -M 900 000
Zrédto: opracowanie wtasne.
Tab. 16. Rozwigzanie optymalne z tabeli 15 zalezne od A
[c] | 70-A | 40+3A 0 0 0 | -M | wart
s Baza | 7, p, p, P, P, P, P, zm. baz.
baz. X, X, s, s, s, t, X8
40+3A P, X, 0 1 2/3 -1/3 0 0 5000
0 p, | s, 0 0 1 1 1 | -1 | 30000
70-A P, X, 1 0 -1/3 2/3 0 0 10000
srer | o | o | e Ty T | e

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Musimy zatem rozwigza¢ nastgpujacy ukltad nieréwnosci:

Po tym dowiadujemy sig, ze rozwigzanie z tabeli 15 bedzie optymalne, skon-
10

czone i jednoznaczne dla wszystkich wartosci A € - 20 |.

Podstawmy teraz w tabeli 16 A = 20. Powstanie w ten sposob tabela 17, w ktorej
wskaznik optymalnosci dla niebazowej zmiennej s, jest rowny 0. Mozemy wigc
dokona¢ wymiany wektoréw w bazie. Po wyznaczeniu ilorazéw wyjscia okaze sie,
ze s, wejdzie do bazy na miejsce zmiennej x . Przy pomocy przeksztalcen elemen-
tarnych tworzymy kolejng tablice simpleksowa, dla ktorej ponownie okreslimy
przedzial wartosci parametru A na podstawie formul na wskazniki optymalnosci.

Tab. 17. Rozwigzanie optymalne modelu (74)-(78) dla A=20

[c] | 50 | 100 0 0 0| -M Wart.
¢ | Baza | zm. | P, | P, P, P, | P, | P zm. baz.
baz. X, X, s, s, s, t, xB
100 P, X, 0 1 23 | .13 | o | o 5000
0 P, s, 0 0 1 1 1| -1 30000
50 P, X, 1 0 -1/3 2/3 0 0 10000
Aj= -2 0 0 -50 0 0 -M 1000000

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 18. Rozwigzanie optymalne z tabeli 17 zalezne od A

[c] | 70-A | 40+3A 0 0 0 | -M Wart.
cB Baza Zm. p1 p2 p3 p4 p5 p6 zm. baz.
baz. X, X, s, s, S, t, xB

40431 | p, X, 1/2 1 1/2 0 0 0 10000
0 P, S, -3/2 0 3/2 0 1 -1 15000
0 P, s, 3/2 0 -1/2 1 0 0 15000

_ 50+ -20+ 400 000+

A=, N R e S O | M1 4300007

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Poszukajmy rozwigzania ponizszego uktadu nieréwnosci:

5
50—-=A<0
2

—20—2/\ <0
2

Rozwigzanie w tabeli 18 pozostanie zatem optymalne dopodty, dopoki
A € (20; +o0). Zauwazmy, ze dla A = 20 rozwigzanie stanie si¢ niejednoznaczne.
Funkgcja celu osiggnie te samg warto$¢ maksymalng w dwoch wierzchotkach zbio-
ru: tym z tabeli 17 oraz 18. Ponadto kraniec przedzialu wyrazony jako nieskon-
czono$¢ nie daje si¢ zinterpretowaé merytorycznie. Sam przedzial wyznacza si¢
czysto analitycznie — wigc jego rozpigto$¢ nie zawsze uda si¢ pogodzi¢ z otocze-
niem problemu. Dlatego podczas interpretacji nalezy wziac to pod uwage i w razie
koniecznosci przyja¢ kraniec majacy sens merytoryczny.

Wréémy teraz do rozwigzania przedstawionego w tabeli 16 i przyjmijmy, ze

10
A= - Po podstawieniu otrzymamy tabele 19. Tym razem to przy zmiennej

s, warto$¢ wskaznika optymalno$ci informuje o istnieniu rozwigzania alterna-
tywnego. Zeby je wyznaczy¢, trzeba te zmienng wprowadzi¢ do bazy na miejsce
zmiennej x,. Po wykonaniu odpowiednich przeksztatcen, powstanie nowa tablica
simpleksowa, na podstawie ktérej bedziemy w stanie okresli¢ krance trzeciego juz

10
przedziatu wartoéci parametru A. Dla A =—— istnieje wiecej niz jedno rozwia-
zanie optymalne. 7

Tab. 19. Rozwiagzanie optymalne modelu (78)-(82) dla A= -10/7

[c] | 500/7 | 250/7 | 0 0 0| -M Wart.
8 Baza | 7m. p, p, P, P, P P, zm. baz.
baz. X, X, s, s, s, |t X2
250/7 | p, X, 0 1 2/3 -1/3 0] o 5000
0 p. | s, 0 0 1 1 1] -1 30000
500/7 P, X, 1 0 -1/3 2/3 0 0 10 000
Aj= G-z, 0 0 0 -250/7 0 -M 6250 000/7

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 20. Rozwigzanie optymalne z tabeli 19 zalezne od A

[c] [70-2] 40432 [ 0 0 0o [ -m Wart.
¢ | Baza | zm. | P, P, P, P, P, | P, zm. baz.
baz. | x, X, s, s, s, t, X8
o [ p |s [ o 3/2 1| <12 | o |o 12500
o [ p | s, | o] 32 ] o 3/2 1|4 17500
0-A ] p, | x | 1 1/2 0 1/2 o | o 425000/3
hr673 O | | O |wuan | © | M| frarece Zi;)\

Zrédto: opracowanie wtasne.

Ze wskaznikéw optymalnodci dla zmiennych x, i s, utworzony zostanie ukfad
nieréwnosci:

5+ZA§0
2

—35+l)t$0
2

Wynika z niego, ze biezace rozwigzanie bazowe pozostanie optymalne, jesli
Le| —; - Lewy kraniec przedzialu wypada w minus nieskonczonosci.

Zatem podczas interpretacji nalezy wzia¢ pod uwage dolne ograniczenie, ktére
bedzie mialo sens merytoryczny w kontekscie otoczenia problemu.

Podsumujmy otrzymane wyniki. W zaleznosci od warto$ci parametru A, otrzy-
malisSmy przedzialy i odpowiadajace im rozwigzania zebrane w tabeli 21.

Tab. 21. Podsumowanie analizy dla wspdtczynnikéw funkeji celu

Lp. Wartosc A Rozwigzanie
10 425000
1. |A< - X' = — X&' =0, s =12500, s> =0, s =17500
) A= _10 Rozwigzanie niejednoznaczne.
’ 7 Tworzg je kombinacje liniowe rozwiazar nr1inr3
10
3. |Ae [——; 20) X°Pt=10 000, x°7*= 5000, %= 0, s%'= 0, %= 30 000
7 1 2 1 2 3
Rozwiazanie niejednoznaczne.
4. A=20 . g . .
Tworza je kombinacje liniowe rozwigzan nr3inr5
5. | A>20 XP= 0, x27'= 15 000, s2°'= 0, s2°= 15 000, s2°'= 15 000

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Uwazny czytelnik na pewno zauwazyl, ze jesli A > 1”, to dolna granica przedziatu
dla parametru w nowym rozwigzaniu optymalnym bedzie identyczna z gorng granica
przedziatu z rozwigzania sasiedniego. Podobnie, jesli A < A%, to gérna dolna grani-
ca przedziatu dla parametru w nowym rozwigzaniu optymalnym okaze si¢ tozsama
z dolng granica przedzialu z rozwigzania sgsiedniego. Wtasnie dlatego osiggniecie
przez A wartosci ktdregos z krancéw konczy sie rozwigzaniem niejednoznacznym.

4.2. Parametryzacja prawych stron ograniczen

Drugim elementem modelu optymalizacyjnego, ktory zostanie uzalezniony od
pewnego parametru A, bedzie wektor prawych stron ograniczen. W jego wypadku
uzmiennienie wptywa na poziom przyjetych limitéw ograniczen — wpltyw moga
mie¢ na nie wahania popytu, charakterystyka zastosowanej technologii, wywia-
zywanie si¢ dostawcow z umoéw itd. Model decyzyjny z wyrazem wolnym ograni-
czen, uzaleznionym od parametru A, zapiszemy w pewnym uproszczeniu, pomi-
jajac mieszang posta¢ samych ograniczen.

f(x) = ¢'x - max (83)
Ax<b+pA (84)
x>0 (85)
albo:
f(x) = ¢'x - min (83
Ax>b + pA (84)
x>0 (85)

Model (83)-(85) albo (83”)-(85’) mozna zamieni¢ na posta¢ dualng. Wtedy
parametr A znajdzie si¢ w funkgji celu, a problem stanie si¢ analogiczny do tego,
ktdry opisalismy w poprzednim podrozdziale. Da si¢ go wigc rozwigza¢ zgodnie
z procedurg stosowang w przypadku parametrycznej funkeji celu. Istnieje tez dru-
gi sposob wyznaczania rozwigzania optymalnego zadania z parametryczng prawa
strong ograniczen, opierajacy sie na dualnej metodzie simplex. Mozna go przepro-
wadzi¢ w nastepujacych krokach (Rogalska i inni, 1991, s. 162):

1. Rozwigz zadanie PPL, przyjmujac A = 0. Jedli istnieje skoniczone rozwigzanie
optymalne x®, przejdz do kroku drugiego; jesli zadanie jest sprzeczne, przejdz
do kroku trzeciego.

2. Dla zmiennych bazowych o nieujemnych wartosciach wyznacz krance prze-
dziatu A” i A" dopuszczalnego przedzialu zmiennoéci parametru A. Jesli
A e (A% A%y lub gdy A” = 0 i A" = ++oo, rozwigzanie x® pozostaje dopuszczalne.
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Dla pozostatych wartoéci A rozwiazanie staje si¢ niedopuszczalne. Przejdz do
kroku czwartego.
3. Dla k zmiennych bazowych o ujemnych wartosciach wyznacz: x} = a, + B A.
Mozliwe sg nastepujace przypadki:
+ jedli B, = 0 dla wszystkich k, to zadanie PPL jest sprzeczne dla wszystkich
wartosci parametru A;
+ jedli istniejg B, > 0, to zadanie PPL jest sprzeczne dla wszystkich warto$ci

+ jedli istniejg B, < 0, to zadanie PPL jest sprzeczne dla wszystkich warto$ci

o
A>max<——kb;
Bi<0 ﬂk

« jeslidlaf, # 0 parametr A przybiera inne wartosci niz w dwoch powyzszych
podpunktach, przejdz do kroku czwartego w celu znalezienia innego, do-
puszczalnego rozwigzania bazowego.

4. Dokonaj wymiany wektoréw bazowych zgodnie z regutami dualnej metody
simplex i wr¢ do kroku drugiego.

Przyktad 9

Kierownictwo firmy Paralel S.A. doszlo do wniosku, ze model decyzyjny doty-
czacy produkgji filtréw do odkurzaczy nalezy zmodyfikowa¢ o parametr wyra-
zajacy wplyw sytuacji rynkowej na przyjete limity ograniczen. Po konsultacjach
z analitykami powstala zmodyfikowana wersja modelu opisana wzorami (82)-
(86). Decydent chciatby dowiedziec sig, jak wprowadzone zmiany przelozg si¢ na
rozwigzanie optymalne.

f(x) = 70x, + 40x, — max (86)
x, +2x,<20 000 + 31 (87)
2x, +x,<25000 + A (88)
3x, +3x,215000 - A (89)
x,20,x,20 (90)

Zgodnie z pierwszym krokiem postepowania, rozwigzujemy zadanie (86)-(90),
przyjmujac, ze A = 0. Uzyskamy wowczas rozwigzanie optymalne przedstawio-
ne juz wczesniej w tabeli 1. Pozwoli nam ono utworzy¢ odwrdcong macierz
bazy B, ktérg przemnozymy przez wektor prawych stron ograniczen uzalez-
nionych od A.
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Stad wynika, ze:

2 1 5
3 73 9 [200004+31] | 2000+3A
B'[b+BAl=| 1 1 -1 25000+ |=| 30000+5A
1 2 15000 — 1
3 3 o |L15000-4 10000—§A

Otrzymali$my wektor rozwigzan bazowych dla tablicy simpleksowej, uzalez-
niony od parametru A. Rozwigzanie optymalne dla A = 0 pozostanie dopuszczal-
ne dopoki wartosci wszystkich zmiennych bazowych beda wigksze lub réwne 0.
Zgodnie z poleceniem, w kroku drugim wyznaczymy granice jego przedzialu
zmiennosci, rozwigzujac uklad nieréwnosci.

5000+§)L >0
30000+51>0

1
IOOOO—EA =0

Zatem dopdki A € (-3 000; 30 000), nasze aktualne rozwigzanie pozostanie
dopuszczalne. Sprawdzimy teraz, co si¢ stanie jesli A = -3000. Zapiszmy tabele 15
w nieco zmieniony sposob. Rozszerzamy ja o dodatkowy wiersz i kolumne.

Ostatnia kolumna zawiera wartosci zmiennych bazowych x®, gdy A réwna sie
przyjetej liczbie. Dzieki niej dowiemy sie, ktéra zmienna opusci baze. Dodatkowy
wiersz jest uzupelniany w taki sam sposdb i pelni t¢ sama funkcje, jak w tablicach
dualnej metody simplex — wskazuje wektor opuszczajacy baze.

Tab. 22. Rozwiazanie optymalne dla pierwszej iteracji

[c] | 70 | 40 0 0 0| -M Wart. Rozw. baz.
¢ |Baza| 7m. | b, | B, P, P, p, | P, zm. baz. dla:
baz. | x| x, | s, s, s, |t x® A=-3000
40| p, | x, o] 1] 23| -3 | 0] 0| 5000+(532 0
0 P, s, 0 0 1 1 1 -1 30000+ 5A 15000
70 | p, X, 1 0 -1/3 2/3 0 0 10000 - A 11000
A=c¢-2z 0 0 | -10/3|-100/3 | 0 | -M | 750000+(310/3)A | 440000
|Aj/YU| 100

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Zgodnie z regulami dualnej metody simplex, zmienng opuszczajaca bazg bedzie
x,. W tym wierszu tylko jeden element jest ujemny — odpowiadajgcy zmiennej s,,
a wiec to ona wejdzie do bazy na pierwsze miejsce. Dokonujemy przeksztalcen
elementarnych, aby otrzymac kolejna tablice simpleksowa. Uwaga! Przeksztalce-
nia te wykonujemy na kolumnie x®, ale juz nie na ostatniej kolumnie. Te uzupet-
nimy dopiero po wyznaczeniu przedziatu dla A.

Tab. 23. Rozwigzanie optymalne dla drugiej iteracji

[c] [ 70 40 o [ o 0o [ -m Wart,
¢ | Baza | zm. | P, P, P, | P, | P, | P, zm. baz.
baz. X, X, s, s, s, t, x®
o | s, 0 3 | 2 | 1 0 0 ~15000- 5
o | s, 0 3 3 [ o 1 | -1 | 45000+102
70 | p, X, 1 2 1 | o 0 0 20000 +32
A=c-z 0 100 | -70 | © 0 | -M | 1400000+3A

Zrédto: opracowanie wtasne.

Sprawdzamy, dla jakich warto$ci A rozwigzanie z tabeli 23 pozostanie dopusz-
czalne, rozwigzujac uklad nieréwnosci.

—15000—-51 >0
45000+10A >0
20000+31>0
Dopoki A € (-4 500; -3 000), dopoty rozwigzanie zaprezentowane w tabeli 23 po-

zostanie dopuszczalne. Zauwazmy, Ze jesli A < -4 500, to zmienna s, bedzie ujemna.
Czyni to takg baze niedopuszczalng — zadanie dla A z tego przedzialu jest sprzeczne.

Tab. 24. Rozwigzanie optymalne dla trzeciej iteracji

[c] |70 |40 0 0 0 | -mM Wart. Rozw. baz.
cB Baza Zm. pl pz p3 p4 ps p6 zm. baz. dla:
baz. | x | x, | s, s, s, | ¢, x® A=30000
4| p, | x, [o]1] 23 13 | o | o 5000 + (5/3)A 55000
0 P, S, 0 0 1 1 1 -1 30000 +5A 180 000
70/ p, | x, [2]{0]-13| 23 [o0]o0 10000 - A 0
A=c-z 0|0 -103]-100/3| 0 | -m | 750000+(310/3)A | 2200000
187y, 10

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Zajmijmy sie teraz drugim kraficem pierwszego wyznaczonego przedzialu.
Rozwazymy przypadek, w ktérym A = 30 000. Po podstawieniu do finalnej tabeli
simpleksowej dla A = 0, otrzymujemy tabele 24 (por. tabela 22).

Wymiana obejmie zmienne x, (wychodzaca z bazy) i s, (wchodzaca do bazy).
Po wykonaniu stosownych obliczen powstaje nowa tablica simpleksowa, przed-
stawiona w tabeli 25.

Tab. 25. Rozwigzanie optymalne dla czwartej iteracji

[c] 70 [4 [ o 0 o] -m Wart.
c® Baza Zm. P, P, P, P, P, P, zm. baz.
baz X, x, | s s, s, t, xB
4 | p, X, 1 [ o o[ o 25000+ A
P, s, o o] 3 [1] 60 000 + 42
P, s, 3 [ o[ 1] 2]o0o] o ~30000 + A
Aj= ¢-2Z -10 0 0 -40 0 -M 1000 000+40A

Zrédto: opracowanie wtasne.

Ponownie wyznaczamy przedzial zmiennosci A dla sparametryzowanych war-
tosci wektora x®.

25000+1 =0
60000+41>0
—-30000+1 >0

Okazuje sig, ze A € (30 000; +0). Zatem jesli A bedzie wyzsze niz 30 000, kazde

rozwigzanie bazowe okaze si¢ dopuszczalne oraz optymalne. Podsumujmy zacho-
wanie rozwigzania w zalezno$ci od wartosci parametru A.

Tab. 26. Podsumowanie analizy dla prawych stron ograniczen

Lp. Wartosé A Rozwiazanie

1. | A<-4500 Zadanie sprzeczne
X' =20000 +3A, x¥* =0, s =0, s =-15000 —5A
o' = 45000 +10A

2. | A e (-4500; -3000)

1
X' =10000-=A, x% = 500042 A, s¥ =0

3. | A e (-3000;-30 000) 3 3

% =0, s =30000+5A

4. | A>30000 Wszystkie rozwigzania sa dopuszczalne i optymalne

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Po raz kolejny zwracamy uwage na fakt, ze krance przedzialéw wyznaczono
w sposéb analityczny. A réwna, powiedzmy, minus dwém tysigcom minut nie ma
interpretacji merytorycznej i, analizujagc wplyw zmian parametru na wyniki mo-
delu, trzeba wzig¢ to pod uwage.

5. Programowanie liniowe w liczbach catkowitych

5.1. Konsekwencje wprowadzenia zmiennych o wartosciach catkowitych

Optymalna decyzja dotyczaca wielkosci produkcji filtréw przez firme Paralel S.A.
(przyktad 1) nie budzi naszych watpliwosci, co do poprawnosci merytorycznej.
Zgodnie z rozwigzaniem - oba wyroby produkowane majg by¢ w ilosciach be-
dacych liczbami calkowitymi. Mozna odnie$¢ wrazenie, Ze model zadbal o to,
aby optymalna decyzja nie wskazywala na koniecznos¢ wytworzenia np. potowy
filtra modelu pierwszego. Byloby to jednak bledne przekonanie, gdyz w modelu
nie uwzgledniono wymagania, by produkcje wyrazi¢ w liczbach catkowitych. Po
prostu warunki, w jakich przyszlo podejmowac decyzje, utozyly si¢ w korzystny
sposob. Dodanie tego niepozornego i intuicyjnie zrozumiatego warunku do mo-
delu programowania liniowego powoduje pojawienie si¢ powaznych komplikacji.
Przyjrzyjmy si¢ nastepujacemu problemowi decyzyjnemu.

Przyktad 10

Firma Paralel S.A. podjela si¢ realizacji zamoéwienia na wyprodukowanie czterech
cze$ci montowanych w ekspresach do kawy. Jednostkowy zysk z wytworzenia po-
szczegdlnych czesci wynosi odpowiednio: osiemdziesiat pie¢, siedemdziesiat, sie-
demdziesiat i osiemdziesiat ztotych. Do produkcji wykorzystywany jest potfabry-
kat, ktérego zapas w magazynie znajduje si¢ na poziomie tysigca kilograméw, i na
chwile obecng nie ma mozliwosci zwigkszenia tej ilosci. Jednostkowe zuzycie pot-
fabrykatu to odpowiednio: pig¢, dwa, trzy i dwa kilogramy. Lacznie czesci pierw-
szej i trzeciej nalezy wytworzy¢ co najmniej sto trzydziesci sztuk. Czesci drugiej
i czwartej trzeba z kolei wyprodukowa¢ w sumie minimum trzysta sztuk. Produk-
cja czesci drugiej powinna wynie$¢ co najmniej 30% facznej wielkosci produkgji.
Nalezy opracowac plan realizacji zamdwienia gwarantujacy jak najwyzszy zysk
przy $wiadomosci, ze kazda wyprodukowana liczba cz¢sci zostanie sprzedana.

Na polecenie decydenta analityk przygotowal i przedstawil model programo-
wania liniowego. Zawieral on cztery zmienne decyzyjne:

+ x, — wielkos¢ produkcji czesci I [szt.],

+ x, — wielkos$¢ produkcji czedci IT [szt.],
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+ x, — wielkos$¢ produkcji czesci III [szt.],

+ x, — wielko$¢ produkgji czgsci IV [szt.].

Funkcja celu wyrazajaca faczny koszt produkeji dana jest wzorem (91). Nie-
réwnosci (92)-(95) opisujg otoczenie wptywajace na podejmowang decyzje.

f(x) = 85x, + 70x, + 70x, + 80x, — max (91)
5x, + 2x, + 3x, + 2x, < 1 000 (92)

X, +x,> 130 (93)

x, +x, 2300 (94)

x,203(x, +x, +x, +x,) (95)
x,20,x,20,x,20,x,20 (96)

Rozwiazanie optymalne modelu (91)-(96) jest nastepujace:

x?=0, x'=130,5, x = 130, x»' = 174,5
"Pt =0, s"‘" 0, s¥ —5 sP=0,f =32195

Model PL posiada jednoznaczne rozwigzanie optymalne, ale decydent nie moze
go zaakceptowac - poniewaz zmienne decyzyjne x, i x, przyjmujg niedopuszczal-
ne merytorycznie warto$ci utamkowe. Rozwazono wiec najprostsze wyjscie z tej
klopotliwej sytuacji i zaokraglono wyniki tam, gdzie byto to konieczne. Ponownie
obliczono wartosci funkgji celu i zmiennych swobodnych, uzyskujac wyniki:

x,=0, x, =131, x, =130, x, = 175
s,=-2,5,=0,5,=6,5,=0,2, f(x) =32 270

Takie postepowanie doprowadzito do znalezienia rozwigzania niedopuszczal-
nego. Naruszono ograniczenie zapasu potfabrykatu. W tej sytuacji zdecydowano
sie na odrzucenie czgsci utamkowej liczb z pierwszego rozwigzania optymalnego.
Po wykonaniu stosownych obliczen otrzymano:

x,=0, x, =130, x, =130, x, = 174
51:2,5 =Os =4,s, ——02f(x) 32120

Tym razem naruszono ograniczenie udziatu czesci drugiej. Rozwiazanie wcigz
okazuje sie niedopuszczalne.

Dlatego analityk dokonal ponownie optymalizacji, tym razem jednak dodat
do modelu (91)-(96) warunek narzucajacy zmiennym decyzyjnym przyjmowa-
nie wylacznie wartosci catkowitoliczbowych. W rezultacie powstata nowa decyzja
optymalna:
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x®=0, x' =131, x" =130, x ¥ = 174
st = 0 st = 0 s =5, s”P‘ 0,5, f =32190

Rozwigzanie optymalne jest nie tylko dopuszczalne, ale nie budzi tez watpli-
wosci merytorycznych — cho¢ warto$¢ funkgji celu okazala si¢ by¢ nieco nizsza
W poréwnaniu z wyj$ciowa wersja.

Przytoczony przyklad pokazal, ze trywialny z pozoru problem, jakim jest spet-
nienie warunku catkowitoliczbowosci przez zmienne decyzyjne, w rzeczywistosci
wymaga zmiany podejscia do poszukiwania rozwigzania optymalnego. Mozna
pomina¢ ten klopotliwy warunek i uzy¢ ktérejs z metod PL (nazywamy to relak-
sacjg zadania). O ile jednak takie rozwigzanie nie okaze sie catkowitoliczbowe,
narazamy si¢ na problemy ze wskazaniem decyzji spelniajacej wszystkie nasze
oczekiwania.

Przyczyna réznic miedzy zwyklym problemem programowania liniowego
a problemem programowania liniowego w liczbach catkowitych (PLC) pojawia
sie juz u samych fundamentéw formutowania modelu. Pozornie s3 one bardzo
do siebie podobne — w obu wystepuje liniowa funkcja celu i takiez ograniczenia.
Zupelnie inaczej wygladaja jednak zbiory rozwigzan dopuszczalnych. Zmienne
decyzyjne w PLC moga przyjmowa¢ wylacznie wartosci catkowite. Przyjmiemy
tu zalozenie twierdzace, ze warunek catkowitoliczbowosci nalozony zostal na
wszystkie zmienne decyzyjne. To w gruncie rzeczy niewielkie uproszczenie. Gra-
ficznie zbiér tworza wiec punkty o catkowitych wspoétrzednych. Konsekwencja
powyzszego jest to, Ze zbidr rozwigzan dopuszczalnych zadania PLC (X ) okazuje
si¢ niewypukly — cho¢ zawiera si¢ w zbiorze X zadania PL. Z faktu, ze zbior X
nie jest wypukly, wynika niemozno$¢ wykorzystania twierdzenia Weierstrassa do
znajdowania rozwigzania optymalnego zadania PLC. Odpadaja wiec wszystkie
omoéwione do tej pory metody. Konieczne bylo opracowanie nowych, dajacych sig
pogrupowaé w nastepujacy sposob:

1. Metody proste:

o przeglad zupelny zbioru X

o regularyzacja (zaokraglenie) rozwigzania optymalnego zadania PL.
2. Metody zlozone:

« metody plaszczyzn odcinajacych (metody cigc),

« przeglad zbioru X o charakterze kombinatorycznym,

« poszukiwania przypadkowe i metody przyblizone.

Przeglad zupelny sens ma tylko wtedy, gdy zbior X . jest matoliczny i skoriczo-
ny. Sprowadza si¢ to do ustalenia catkowitoliczbowych wspoétrzednych punktow,
bedacych jednoczes$nie decyzjami dopuszczalnymi. Kiedy juz znamy elementy
tego zbioru, szukamy punktu, w ktérym funkcja celu osigga swoja wartos$¢ naj-
wigksza (najmniejsza).

Regularyzacje mozna zaliczy¢ do klasy metod przyblizonych. Przyklad 10 po-
kazal, ze postepowanie takie kryje w sobie niebezpieczenstwo generowania roz-
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wigzan PLC nienalezacych do zbioru X . Skala odstgpstwa zalezy od wielkosci
liczb opisujacych rozwiazanie optymalne. Inny wptyw na rozwiazanie spowoduje
zaokraglenie liczby rzedu tysigcy, a jeszcze odmienny - liczby z przedziatu od jed-
nego do dziesi¢ciu. Czesciej, zamiast klasycznego matematycznego zaokraglenia,
stosuje si¢ odciecie czesci utamkowej. Takie rozwigzanie zazwyczaj przesuwa nas
w glab zbioru rozwigzan i zwigksza szans¢ uniknigcia rozwigzan niedopuszczal-
nych. Wiemy juz jednak, Ze nie jest to szansa stuprocentowa. Dlatego niektorzy
autorzy (Trzaskalik, 2008, s. 106) odradzaja takie postepowanie.

W metodach plaszczyzn odcinajacych do zadania dofacza si¢ nowe ogranicze-
nia, ktére muszg spelni¢ nastepujace warunki:

 odetng (nie obejmg) uzyskane wczesniej rozwigzanie zadania PL, gdyz nie
byto to rozwigzanie w liczbach catkowitych;

« bedzie wiadomo, Ze nowe ograniczenia nie odetna wszystkich rozwigzan
w liczbach catkowitych, tj. obejma przynajmniej jedno rozwiazanie dopusz-
czalne w liczbach calkowitych.

Algorytm Gomoryego, oméwiony w dalszej czgsci rozdziatu, zalicza si¢ do tej gru-
py. Plaszczyznami odcinajacymi bedg odpowiednio przeksztalcone réwnania z tabli-
cy simpleksowej, zawierajacej rozwigzanie optymalne rozszerzonego zadania PL.

W przegladzie o charakterze kombinatorycznym rozwiazuje si¢ zadanie PL
z pominigciem warunku calkowitoliczbowosci. Jesli rozwigzanie nie jest catko-
witoliczbowe, to buduje si¢ kolejne zadania. Sg one tak skonstruowane, ze suma
ich zbioréw rozwigzan dopuszczalnych odpowiada zbiorowi rozwigzan dopusz-
czalnych zadania wyj$ciowego. Reprezentantka tej grupy metod jest np. metoda
podziatu i ograniczen - bardzo popularna w pakietach komputerowych. Zadanie
PL dzielimy na kolejne zadania. Zbiér rozwigzan dopuszczalnych X jest w wyniku
kazdego podzialu zawezany. Po skonczonej liczbie podziatéw zadania PL uzyskuje
sie rozwiazanie zadania PLC, o ile takie istnieje. Do rozwiazania zadan podzielo-
nych wykorzystuje sie takie metody, jak klasyczny algorytm simplex, zrewidowany
algorytm simplex itd.

Do ostatniej grupy metod zalicza si¢ zastosowania wykorzystujace algorytmy
heurystyczne, jak np. algorytmy genetyczne. Czgsto zawieraja one uproszczone
fragmenty sygnalizowanych wczes$niej postepowan.

5.2. Metoda podziatu i ograniczen

Metoda podzialu i ograniczen jest jedng z bardziej popularnych metod poszuki-
wania rozwigzania optymalnego zadan PLC, mimo Ze wymaga niekiedy wyko-
nania duzej iloéci obliczen. Ogélna jej idea polega na ciagtym podziale i rozwia-
zywaniu zadan programowania liniowego. Tu chyba nalezy szuka¢ przyczyny jej
popularnosci, szczegélnie w zastosowaniach informatycznych. Wykorzystujemy
bowiem znany i sprawdzony algorytm metody simplex.
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Optymalna wartos¢ funkeji celu zagadnienia PLC, z maksymalizowang funkcja
kryterium, jest nie wieksza niz optymalna wartos¢ funkcji celu tego samego zada-
nia z usunietym warunkiem catkowitoliczbowosci. Innymi stowy, wartos¢ funkcji
celu, odpowiadajgca rozwigzaniu optymalnemu zadania PL, okazuje si¢ géornym
ograniczeniem maksymalnej wartos$ci funkgji celu zadania PLC. Na tej wlasnosci
opiera si¢ metoda podzialu i ograniczen.

Dla uproszczenia dalszych rozwazan zakladamy, ze zadanie polega na poszu-
kiwaniu wartosci najwiekszej funkcji celu (maksymalizacja). Jezeli jest odwrotnie
(minimalizacja), to mnozymy funkcje celu przez —1, a po zakonczeniu postgpo-
wania jej warto$¢ optymalng nalezy ponownie pomnozy¢ przez —1.

Do zadania PLC dolgczamy dodatkowe warunki, tzw. ograniczenia widetkowe,
ustanowione dla wszystkich zmiennych decyzyjnych:

dijngj (97)

Granice warunkéw widetkowych powinny by¢ liczbami catkowitymi. Najcze-
$ciej przyjmuje si¢, ze dolne ograniczenia dla zmiennych sg réwne 0 (d. = 0). Z ko-
lei dla gornych ograniczen przyjmuje si¢ dostatecznie duza catkowita liczbe M.
W sensie geometrycznym dobor parametréw okreslajacych dolng i gérng wartosé
zmiennej x; jest taki, ze hiperprostopadloscian generowany przez te parametry
pokrywa na poczatek zbidr rozwigzan dopuszczalnych X zadania programowania
liniowego.

Zanim uzyjemy samego algorytmu, rozwigzujemy zadanie programowania li-
niowego z dodatkowymi warunkami widetkowymi. Jezeli zadanie to jest sprzecz-
ne lub rozwigzanie okazuje sie calkowitoliczbowe, konczymy postepowanie. Gdy
z kolei optymalna warto$¢ jakiejkolwiek zmiennej decyzyjnej jest rowna orygi-
nalnej (poczgtkowej) wartosci jej gornego ograniczenia (g), to zadanie PLC nie
posiada skonczonego rozwigzania optymalnego. Jesli za$ istnieje skoniczone roz-
wigzanie, lecz przynajmniej jedna zmienna decyzyjna z natozonym warunkiem
calkowitoliczbowosci nie przyjeta wartosci catkowitej, przechodzimy do kroku
czwartego opisanego nizej schematu dzialania. Sam algorytm metody podziatu
i ograniczen da si¢ rozpisa¢ w nastepujacych krokach:

1. Uporzadkuyj liste zadan - z listy usun: zadania juz podzielone, zadania sprzecz-
ne oraz te, ktdre majg wartos¢ funkcji celu mniejsza lub réwng wartosci funk-
cji celu zadan spetniajacych warunki catkowitoliczbowosci. Pozostate na liscie
zadania nazywamy zadaniami aktywnymi.

2. Sprawdz, czy istnieje takie zadanie aktywne, ktdrego rozwigzanie optymalne
spetnia warunki catkowitoliczbowosci, a jednoczesnie na liscie nie ma zadne-
go innego zadania aktywnego lub wszystkie pozostale zadania aktywne maja
wartos¢ funkgji celu nie wigkszg niz w takim zadaniu. Jezeli istnieje takie za-
danie aktywne, zakoncz postepowanie. Zadanie to jest rozwigzaniem opty-
malnym zadania PLC. Jezeli nie, to przejdz do kolejnego kroku.
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3. Wybierz zadania do podzialu - jako zadanie do podzialu wybieramy to, ktére
ma najwieksza warto$¢ funkgji celu i nie spelnia warunkéw catkowitoliczbo-
Wwosci.

4. Wybierz zmienna, wedtug ktdrej wykonany zostanie podziat zadania - po-
dzialu zadania dokonuj zawsze ze wzgledu na dowolnie wybrang zmienna,
ktoéra w rozwigzaniu optymalnym nie miata wartosci catkowitej.

5. Podzial zadania - w wyniku podziatu zadania z kroku trzeciego (zadanie
»matka”) powstana zawsze dwa nowe zadania (zadanie ,,cérka” oraz zadanie
»Syn”). Sa one kopiami zadania dzielonego i réznig si¢ wylacznie ogranicze-
niem widelkowym dla zmiennej k, ktére modyfikujemy nastepujaco:

+ dla pierwszego z zadan (,,cérka”) przyjmujemy: d,<x, < [x*'],
+ dla drugiego z zadan (,,syn”) przyjmujemy: [x*] + I <x <g.

6. Rozwiaz zadania z aktualnego podziatu - po rozwigzaniu obu nowych zadan
przejdz do kroku pierwszego.

W sensie geometrycznym w zbiorze rozwigzan dopuszczalnych X zadania

»matka” wycinane jest pasmo [x*'] < x,< [x2'] + 1, co prowadzi do podziatu tego

zbioru na dwa podzbiory zwigzane odpowiednio z zadaniami ,,cérka” i ,,syn”.

Przyktad 11

Rozwazmy model (zob. Szapiro, 2000), w ktérym maksymalizacji podlega zysk
z produkcji dwoch wyrobdw. Ograniczenia tworzg dwa surowce Ul i U2, ktérych
posiadane zapasy sa znane. Model decyzyjny ma postac:

f(x) = 3x, +4,5x, — max (98)

ulI: 6x, + 10x, < 36 (99)
U2: 5x, +4x,<20 (100)
x,20,x,20, x,x, - catkowite (101)

Kolejne etapy rozwigzywania bedziemy ilustrowaé wykresami znanymi
z metody graficznej, ktére $wietnie pokaza czemu w nazwie metody poja-
wiajg si¢ terminy ,,podzial” i ,ograniczenia”. Utworzone oznacza¢ bedziemy
nr biezgcego zad./nr zad. ,,matki”*
Na poczatek rozszerzamy model o ograniczenia widelkowe. Uznalismy za wy-
starczajace, zeby M = 100. Dodatkowe ograniczenia maja wigc postac:

0<x <100 (102)
0<x,<100 (103)
Rysunek 10 przedstawia zbiér rozwiazan zadania (98)-(101) z pominigciem

warunku catkowitoliczbowosci (wielobok ABCD) oraz punkty bedace rozwig-
zaniami dopuszczalnymi o catkowitych wspétrzednych. Wyraznie wida¢ réznice
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miedzy owymi zbiorami rozwigzan. Dolaczenie warunku catkowitoliczbowosci
sprawia, ze tylko niektore punkty nalezy sprawdzi¢ pod katem rozwigzania opty-
malnego. Istnieja za to obszary nieciagltosci, ktdre podczas przeszukiwania trzeba
pomina¢. Mozemy wigc zapomnie¢ o obliczaniu pochodnych i wykorzystywaniu
gradientu. Oczywiscie przy tak malym przykladzie daloby si¢ wykonaé prze-
glad zupelny, ale naszym zamiarem pozostaje zaprezentowanie metody podziatu
i ograniczen.

Na poczatek rozwigzujemy zadanie PL z dofaczonymi ograniczeniami widel-
kowymi. Wyniki zapiszemy w tabeli 27. Jest to rozwigzanie pierwszego zadania
»matka” i dlatego druga cze¢$¢ symbolu zostala pominieta.

Funkgja celu osiggnela wartos¢ maksymalng w wierzchotku C (por. rysunek
10). Rozwigzanie optymalne jest jednoznaczne i skoniczone, ale nie catkowitolicz-
bowe. Przechodzimy do kroku czwartego algorytmu. Podzielimy zadanie Z,, . Po-
dziatlu dokonamy dla zmiennej x,. Dzielimy ograniczenie widetkowe dla zmien-
nej x, (krok pigty). W zadaniu ,,cérka” (Z,, ) bedzie ono wygladato nastgpujaco:

2 2
0<x < [2 E} czyli 0 < x, < 2; za§ w zadaniu ,,syn™: (Z, )): {2 E} +1<x, <100,

czyli 3 <x <100.

6

u2

Rys. 10. Zbi6r rozwigzan modelu (98)-(101)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 27. Wyniki przyktadu 11 dla zadania Z,,

z, wartosc d 9;
2
X, 2= 0 100
13
4
X 2— 0 100
2 13
f 16,85

Zrédto: opracowanie wtasne.

W efekcie powstang dwa modele optymalizacyjne, ktére nalezy rozwigza¢
(krok szdsty).

ZZ/I:
f(x) = 3x, +4,5x, — max
uI: 6x, + 10x, < 36
u2: Sx, +4x, <20
3a: x < 2
X, >0, X, >0
Z3/1:
f(x) = 3x, +4,5x, — max
UI: 6x, + 10x, < 36
u2: Sx, + 4x3 <20
3b: X, >3

x20,x,20

Wykres na rysunku 11 przedstawia zbiory rozwigzan zadan Z, i Z, . Ograni-
czenia 3a i 3b podzielity wyjsciowy zbiér na dwie czedci. Oba zadania posiadaja
skonczone rozwigzania optymalne, znajdujace si¢ w tabeli 28. Na rysunku s3 to
punkty E i F. Wracamy do kroku pierwszego algorytmu i przystepujemy do po-
rzadkowania listy zadan. Aktualna lista jest nastepujaca:

c Z,, fmax = 16,85: rozwigzanie niecatkowitoliczbowe;

s Z, 1., = 16,8: rozwigzanie niecalkowitoliczbowe;

1,
s Z, f.=14,625: rozwigzanie niecalkowitoliczbowe.

max
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3a 3b

U1

B
0
0 1 2 4 5 6
Rys. 11. Zbiory rozwigzan modeli Z, 0z,
Zrédto: opracowanie wtasne.
Tab. 28. Wyniki przyktadu 11 dlazadan z, i Z, |
Z, wartosc d 9; z, wartosc d 9;
X, 2 0 2 X, 3 3 100
X, 2,4 0 100 X, 1,25 0 100
f 16,8 f 14,625

Zrédto: opracowanie wtasne.

Usuwamy z listy zadanie Z,,_(jest juz podzielone). Uporzadkowang liste zadan
tworzg Z, i Z, Tu konczy si¢ krok pierwszy procedury. W kroku drugim spraw-
dzamy, czy mozna zakonczy¢ postepowanie. Brak zadan aktywnych o rozwigzaniu
w liczbach calkowitych oznacza, ze przechodzimy do kroku trzeciego — wyboru za-
dania do podziatu. Decydujemy si¢ na to o najwigkszej wartosci funkeji celu sposréd
zadan nadajgcych si¢ do podziatu — w tym wypadku Z, . W kroku czwartym wy-
bieramy zmienng, wedtug ktdérej dokonamy podziatu. Nasz wybor to oczywiscie x,.

Dzielimy ograniczenie widetkowe dla zmiennej x, (krok pigty). Dla zadania

»corka” (Z, ) bedzie ono wygladalo nastepujaco: 0 < x, < [2,4], czyli 0 < x, < 2; za$
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w zadaniu ,,syn”: (Z, ): [2,4] + 1 <x <100, czyli 3 <x, <100. W efekcie powstang
nastepne dwa modele optymalizacyjne, ktére nalezy rozwiaza¢ (krok szosty).

Z4/2:
f(x) = 3x, +4,5x, — max
UI: 6x, + 10x, < 36
U2: Sx, +4x, <20
3a: x, < 2
4a: x,<2
X, 2 0, X, 2 0
ZS/Z:
f(x) = 3x, +4,5x, — max
ur: 6x, + 10x, < 36
vz 5x, +4x,<20
3b: x,23
4b: x2 >3

x,20,x,20

Wykres na rysunku 12 przedstawia efekty drugiego podziatu. Zaznaczone zo-
staly tylko te obszary, ktére odpowiadajg zbiorom rozwiazan dopuszczalnych za-

dan Z,iZ,,.
U2
! D
o N

N \\

4a

4b

2

N
X

U1

m

1
0
0 1 2 3 4 5 6

Rys. 12. Zbiory rozwigzan modeli Z,iZ,,

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 29. Wyniki przyktadu 11 dlazadan z, ,i Z, ,

z, wartos¢ d g, z, wartos¢ d g,
X, 2 0 2 X, 1 0 2
X, 2 0 2 X, 3 3 100
f 15 f 16,5

Zrédto: opracowanie wtasne.

Aktualna, uporzadkowana lista zadan wyglada nastepujaco:

s Z,> f... = 16,8: rozwigzanie niecatkowitoliczbowe;

. Z, » fmax = 15: rozwigzanie catkowitoliczbowe;

o Z, 1. = 16,5: rozwigzanie catkowitoliczbowe.

Usuwamy z listy zadanie Z, | (jako juz podzielone). Uporzadkowang liste za-
dan tworzg Z,, i Z, ,. Podczas sprawdzenia warunku zakonczenia postepowania
stwierdzamy, ze wszystkie zadania aktywne maja rozwigzania w liczbach catkowi-
tych. Nie ma tez zadan aktywnych nadajacych si¢ do dalszego podziatu. Rozwia-
zaniem optymalnym zadania PLC jest rozwigzanie zadania Z_ ,, poniewaz w jego

przypadku funkcja celu jest wyzsza niz dla Z, , czyli:

4/2°

xP=1, x=3,5=0, = ?:,fmax =16,5

5.3. Algorytm Gomory’ego

Algorytm Gomoryego nalezy do grupy metod cig¢. W kazdej jego iteracji doda-
wane jest kolejne ograniczenie, pozwalajace nada¢ wartos¢ catkowita tylko jed-
nej zmiennej. Ograniczenie to nazywamy plaszczyzng tnacg. Okreslenie wzie-
to si¢ stad, ze — wprowadzajac kolejne ograniczenia — dokonujemy odcinania
fragmentow zbioru rozwigzan dopuszczalnych. Plaszczyzna odcina ze zbioru
dotychczasowe rozwigzanie optymalne. W odréznieniu od metody podziatu
i ograniczen nie tworzymy rozlacznych zbioréw, lecz caly czas operujemy na
jednym. Zmieniajq si¢ za to wspoirzedne wierzchotkow wieloboku wypuktego.

Algorytm Gomoryego wymaga, aby wszystkie parametry lewych i prawych
stron ograniczen byly liczbami calkowitymi. Jezeli tak nie jest, nalezy pomno-
zy¢ kazde z ograniczen z osobna przez odpowiednio dobrang dodatnig stala,
a po uzyskaniu rozwigzania optymalnego warto$¢ zmiennej swobodnej dzieli-
my przez tg stala.

Podobnie jak to mialo miejsce przy metodzie podzialu i ograniczen, na wstep-
nym etapie rozwigzujemy zadanie programowania liniowego z pominigciem wa-
runku catkowitoliczbowosci. Jezeli zadanie okaze si¢ sprzeczne albo nie posiada
skonczonego rozwigzania optymalnego, to konczymy postepowanie. Gdy rozwia-
zanie optymalne dane jest w liczbach catkowitych, to takze konczymy postepowa-
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nie. Jesli za$ rozwigzanie nie spelnia warunku catkowitoliczbowosci, to przecho-

dzimy do wtasciwej procedury.

W kazdej iteracji wykonujemy nastepujace kroki (Rogalska i inni, 1991, s. 177):

1. Wybierz zmienng, ktérej w danej iteracji nadajemy wartos¢ catkowitolicz-
bowg.

2. Zbuduj plaszczyzne tnaca.

3. Dodaj ptaszczyzne tnaca do modelu i rozwiaz go, korzystajac z dualnej meto-
dy simplex.

4. Sprawdz, czy w otrzymanym rozwigzaniu optymalnym zmienne decyzyjne
przyjely wartosci calkowite. Jesli tak, zakoncz postepowanie. Jesli nie, wrd¢
do kroku pierwszego.

W kroku pierwszym wsréd zmiennych bazowych x®, wyrazonych jako utamki,
znajdujemy t¢ o najwigkszej czesci utamkowej. Niech takg zmienng bedzie zmien-
na bazowa o numerze [.

G =[x 1) = max{(x] ~ ]} (104)

W przypadku niejednoznacznego wyboru kierujemy si¢ zasada nizszego nu-
meru (nizszej pozycji na liscie zmiennych bazowych). Nawias [] oznacza czes¢
catkowitg liczby.

Plaszczyzne tnacg z kroku drugiego opisuje wzor:

Y (1=, < ([f1-x0) (105)

Elementy y, oraz x;’ pochodzg z I-tego wiersza tablicy simpleksowej zawiera-
jacej rozwigzanie optymalne zadania PL, rozwigzywanego w iteracji poprzedniej.
Do tablicy tej dodajemy réwnanie:

Zn:([y,j]—ylj)xjern+1 =([x/1-x) (106)

j=1

Jako kolejna (ostatnig) zmienng bazowa w nowej tablicy przyjmujemy zmien-
ng x . Tablica taka zawsze zawiera rozwigzanie bazowe, ktdre jest dualnie do-
puszczalne, ale niedopuszczalne prymalnie - gdyz dodana zmienna bazowa ma
ujemng warto$¢. Wykonujemy iteracje dualnej metody simplex, ktéra spowoduje,
ze aktualne rozwigzanie stanie si¢ prymalnie dopuszczalne. W tym momencie za-
istnieje jedna z ponizszych sytuacji:

1. Jestesmy w stanie wykonac iteracje dualnej metody simplex i otrzymane roz-
wigzanie jest catkowitoliczbowe. Oznacza to koniec postepowania.
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2. Jeste$Smy w stanie wykona¢ iteracje dualnej metody simplex, ale otrzymane
rozwigzanie nie jest calkowitoliczbowe. Wracamy do kroku pierwszego i roz-
poczynamy kolejng iteracje.

3. Nie jesteSmy w stanie wykona¢ iteracji dualnej metody simplex, poniewaz
w wierszu [-tym brak elementéw ujemnych. Koniec postepowania — rozwigzy-
wane zadanie nie posiada rozwigzania optymalnego w liczbach calkowitych.

Jezeli w problemie optymalizacyjnym wystepowalo m ograniczen, to w pierwszej
iteracji algorytmu Gomoryego rozwigzujemy zadania z m+1 ograniczeniami i n+1
zmiennymi, w drugiej — z m+2 i n+2 itd. Tym samym - szybko rosng rozmiary sa-
mego modelu i tablicy simpleksowej. Jest to niewatpliwa staboscig tej metody.

Przyktad 12
Rozwazmy nastepujacy model optymalizacyjny:

f(x) = 3x, + 4x, — max (107)
2x1 + 2x2 <11 (108)

x,<4,5 (109)
x,20,x,20, x, x, - catkowite (110)

Zauwazmy, ze prawa strona ograniczenia (109) nie jest liczbg catkowita. Dla-
tego mnozymy cale ograniczenie przez stalg A = 2. Otrzymujemy zmodyfikowany
model (111)-(114), ktéry rozwigzujemy klasycznym algorytmem simplex, pomi-
jajac warunek calkowitoliczbowy. W tabeli 30 znajduje si¢ finalna tablica simplek-
sowa tego etapu postepowania.

f(x) =3x, +4x, - max (111)
2x1 + 2x2 <11 (112)

x,<4,5 (113)
x,20,x,20, x, x, - catkowite (114)

Rozwigzanie nie jest catkowitoliczbowe — przechodzimy do kroku pierwszego
algorytmu. Utamkowa warto$¢ wystgpita dla zmiennej x,. Dlatego to wlasnie ona
wskazuje na pozycje w bazie o najwigkszej czesci utamkowej, czyli wiersz [ = 2.
Réwnanie cigcia bedzie mialo postac:

([0]—0)x, +([1]~1)x, + ([0]—0)s, Jﬂﬂ—éjsz ts, :([4%}-4%}

1 1
0x, +0x, +0s, —Esz +s, =—5
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Tab. 30. Rozwigzanie optymalne modelu (111)-(114)

[Cj] 3 4 0 0 Wart.
c® Baza 7. P, p, P, p, zm. baz.
baz. X, X, s, s, X5
3 P, X, 1 0 1/2 -1/2 1
4 P, X, 0 1 0 1/2 9/2
A=c-z 0 0 -3/2 -1/2 21

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozszerzamy tablice simpleksowg o rownanie cigcia i zmienng s, ktéra zajmie
w bazie ostatnie miejsce. Tablice konstruujemy zgodnie z regufami dualnej me-

tody simplex.
Tab. 31. Dualna metoda simplex dla pierwszej iteracji przyktadu 12
[c] 3 4 0 0 0 Wart.
ct Baza Zm. P, P, P, P, P, zm. baz.
baz. X, X, s, s, s, xB
P, X, 1 0 1/2 -1/2 0 1
P, X, 0 1 0 1/2 0 9/2
P, s, 0 0 0 -1/2 1 -1/2
A=c-z 0 0 -3/2 -1/2 0 21
|(C].—Zj)/y/j| 1
P, X, 1 0 1/2 0 -1 1/2
P, X, 0 1 0 0 1 4
P, s, 0 0 0 1 -2 1
A=c-z 0 0 -3/2 0 -1 17,5

Zrédto: opracowanie wtasne.

Zmienna s, w pierwszej czeéci tabeli przyjmuje warto$¢ ujemna, za$ wskazniki
optymalnosci informuja o otrzymaniu rozwigzania optymalnego. Jest ono niedo-
puszczalne prymalnie, ale dopuszczalne dualnie. Zgodnie z zasadami dualnej me-
tody simplex wybieramy zmienng bazowa o najbardziej ujemnej wartosci. To ona
opusci bazg, a na jej miejsce wejdzie zmienna wskazana przez kryterium wejscia
- bedzie nig zmienna s,. Dokonujemy wymiany wektoréw w bazie. Nowe rozwig-
zanie (zob. druga cz¢$¢ tabeli 31) jest prymalnie dopuszczalne i optymalne, ale nie
jest calkowitoliczbowe. Przechodzimy do iteracji drugie;j.
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Tab. 32. Dualna metoda simplex dla drugiej iteracji przyktadu 12

[c] 3 4 0 0 0 0 Wart.
c Baza | zm. P, P, P, P, P p, |zm-baz.
baz. X, X, s, s, s, s, X8
3 P, X, 1 0 12 0 -1 0 1/2
4 p, X, 0 1 0 0 1 0 4
0 P, s, 0 0 0 1 -2 0 1
0 P, s, 0 0 -1/2 0 0 1 -1/2
A=c-z 0 0 -3/2 0 -1 0 17,5
I(c-2)/y,f 3
3 P, X, 1 0 0 0 -1 1 0
4 p, X, 0 1 0 0 1 0 4
0 P, s, 0 0 0 1 -2 0 1
0 P, s, 0 0 1 0 0 -2 1
A=c-z 0 0 0 0 -1 -3 16

Zrédto: opracowanie wtasne.

Pozycja w bazie o najwigkszej czesci utamkowej, przy warto$ci zmiennej bazo-
wej, jest teraz [ = 1. Tworzymy na podstawie tego wiersza rownanie cigcia:

([11-Dx, +([0]-0)x, J{H_%]Sl +([0]=0)s, +([-1]+1)s, +3, = (H-%}

1 1
0x, +0x, —551 +0s, +0s, +s, =—5

Tablica simpleksowa z tabeli 32 zostanie rozszerzona o jeden wiersz i jedng ko-
lumne.

Rozwigzanie z tabeli 32 jest catkowitoliczbowe, a zatem zakonczylismy poste-
powanie. Otrzymane rozwigzanie optymalne jest nastepujace:

’fmax :16

=0, x =4, s =1, x7" =

> | =
N | —

W jednym z artykulow (Mei Lee, Adi, Mohd Rizal i Effendi, 2018) poréwnano
efektywnos¢ réznych algorytméw PL, PLC oraz metody heurystycznej podczas
rozwigzywania problemdéw optymalizacyjnych réznigcych si¢ rozmiarami. Kon-
kluzja plynaca z badan (zreszta spodziewana) byta taka, ze klasyczne algorytmy
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przestaja si¢ sprawdza¢ przy duzych zadaniach. Tu szybsze s3 metody heurystycz-
ne, ktore jednak nie dajg dokladnych rozwigzan, lecz przyblizone. Z tego powodu
prowadzone s3 analizy majace na celu poprawe wydajnosci metod dokladnych.
Niektorzy autorzy (zob. He i Lee, 2017) podjeli si¢ préby zmodyfikowania algo-
rytmu Gomoryego poprzez wykorzystanie prymalnej metody simplex. W innej
za$ pracy (Tiwari i Kumar, 2018) dokonano przegladu literatury na temat progra-
mowania liniowego oraz celowego — pod katem poréwnania przydatnosci tych
metod przy wspomaganiu procesu podejmowania decyzji.






Rozdziat Il
Problemy przydziatu

1. Natura problemow przydziatu

Problem przydziatu (assignment) dotyczy duzej ilosci sytuacji decyzyjnych, kto-
re pojawiajg si¢ w przedsiebiorstwach i innych organizacjach. Dotyczy¢ moga
przyporzadkowania zadan do pracownikéw czy tez maszyn, typéw pojazdéw do
wykonania konkretnych zadan przewozowych itd. (Krawczyk, 2001)". Cecha cha-
rakterystyczng problemu przydzialu jest to, ze kazde zadanie musi zosta¢ przy-
dzielone jednemu i tylko jednemu wykonawcy (Jedrzejczyk, Kukuta, Skrzypek
i Walkosz, 2016, s. 156 i nn.; por. Kalichman, 1971)2. Jako kryterium optymalnosci
rozwigzania mozna wybra¢, np.:
1. Minimalizacj¢ kosztow zwigzanych z przydzialem czy tacznego czasu wyko-
nania zadan.
2. Maksymalizacje zysku zwigzanego z wykonaniem zadan, sprzedazy, udziatu
w rynku czy efektywnosci.

Problem przydziatu jest zadaniem kombinatorycznym, ale moze by¢ przedstawio-
ny jako specyficzne zadanie programowania liniowego — zadanie liniowego przydzia-
tu LAP. Rozwazmy sytuacje polegajaca na przydziale m pracownikow do # projektow.
Koszt zwigzany z wykonaniem projektu j-tego przez i-tego pracownika wynosi o
Zanim przystapi sie do rozwigzywania problemu, nalezy go zbilansowa¢. Sposéb bi-
lansowania zalezy od relacji miedzy liczbg pracownikéw a liczba projektow.

1. Wigcej projektow do wykonania niz pracownikéw, m < n. Oznacza to, ze nie
wszystkie projekty bedg wykonane. W takiej sytuacji przeksztalcamy macierz
kosztéw, dodajac dodatkowe wiersze (oznaczajace fikcyjnych pracownikéw)

1 Stanistaw Krawczyk omawia problem przydziatu (nazywajac go zadaniem przyporzadkowa-
nia) na przyktadzie rozdziatu zadan przewozowych.

2 Przez problem przydziatu w przywotanych pracach rozumiany jest ogdlny problem alokacji zaso-
béw przy kryterium minimalizacji naktadéw badz maksymalizacji efektéw. Ograniczenia dotycza
zapewnienia popytu odbiorcéw i nieprzekroczenia mozliwosci dostawcéw. Tak rozumiany pro-
blem przydziatu mozna modelowac i rozwigzac jak klasyczne zadanie programowania liniowego.



100 Problemy przydziatu

w ilo$ci (n - m). Koszty odpowiadajace dodatkowym wierszom sg réwne 0,
chyba ze zalezy nam, aby zagwarantowa¢ wykonanie j-tego projektu — wow-
czas blokujemy przydzial fikcyjnych pracownikéw do tego projektu, wstawia-
jac relatywnie wysoki koszt ¢, gdzie indeksy i odpowiadajg fikcyjnym pra-
cownikom.

2. Wigcej pracownikéw niz projektéw, m > n. Oznacza to, Ze nie wszyscy pra-
cownicy beda mieli przydzielone zadania. W takiej sytuacji przeksztalcamy
macierz danych, dodajac dodatkowe kolumny (oznaczajace fikcyjne zadania
do wykonania) w ilosci (m - n). Koszty odpowiadajace dodatkowym kolum-
nom s3 rowne 0, chyba ze zalezy nam, aby zagwarantowa¢ przydzial projektu
wybranemu i-temu pracownikowi — wowczas blokujemy przydziat tego pra-
cownika do fikcyjnych projektéw, wstawiajac odpowiednio relatywnie wysoki
koszt ¢, gdzie indeksy j odpowiadajg fikcyjnym projektom.

Przyjmijmy, ze po zbilansowaniu otrzymujemy problem przydziatu n” pracow-
nikéw do wykonania n” projektow, gdzie n” = max(m,n). Zmienne decyzyjne pro-
blemu, oznaczajace przydzial i-tego pracownika do wykonania j-tego projektu,
oznaczymy przez X,. Zmienne decyzyjne zadania majg charakter zero-jedynkowy:

* x,=0 - oznacza, Ze pracownik i-ty nie jest przydzielony do wykonania pro-

jektu j-tego,

* x,=1- oznacza, ze pracownikowi i-temu przydzielono wykonanie projektu

Jj-tego.

Niech X = [x,] oznacza macierz n" x n" zmiennych decyzyjnych zagadnienia
przydziatu. Model matematyczny liniowego problemu optymalnego przydziatu
LAP, mozna przedstawi¢ nastepujaco:

minz(X) = ZHZH C;%X; (115)
X = 1, i=1,..,n rdédwnania typu podazowego (116)
n= X; = 1, j=1,.., n'  rdéwnania typu popytowego (117)
X, € {0,1} i,j=1,..,n (118)

Liczba rozwigzan dopuszczalnych zadania (115)-(118) jest znana, skonczona
i wynosi dokladnie n’!

Macierz parametréw ukladu ograniczen (116)-(117) jest macierza unimodu-
larna’. Macierz odwrotna do macierzy unimodularnej istnieje i posiada wlasnosc,
ze jezeli elementy wektora prawych stron ukladu réwnan stanowigcego ograni-

3 Macierz unimodularna to macierz kwadratowa o elementach catkowitych, posiadajaca wy-
znacznik réwny +1 albo -1.
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czenia zadania sg catkowite — a w tym przypadku zostalo to oczywiscie spelnio-
ne, bo prawe strony réwnan (116)-(117) sa réwne 1 - to rozwigzanie uktadu jest
réwniez calkowitoliczbowe (czyli zmienne decyzyjne przyjma wartosci 0 albo 1).
Warunek (118) binarnosci zmiennych decyzyjnych mozemy zatem zastgpi¢ wa-
runkiem nieujemnosci - otrzymujemy wtedy posta¢ modelu, ktéra jest zadaniem
programowania liniowego z rzeczywistymi warto$ciami zmiennych:

. n* n*
minz(X) = ZMZH C;%X; (115")
n* . * ; . .
Zj:l x; =1, i=1,..,n réwnania typu podazowego (116)
%=L j=1 n’  roéwnania typu popytowego (117)
S .o . ,
X2 0, i,j=1,..,n (118)

Parametry ¢, dla i, j = 1, ..., n" funkcji kryterium (115’) tworzg macierz C o wy-
miarach n’ x n" i wyrazaja koszty/straty zwigzane z - odpowiadajacym indeksom
- przydzialem (pracownika i do projektu j). Zadanie (115°)-(118’) moze réw-
niez przedstawia¢ problem minimalizacji tacznego czasu wykonania projektow
- wowczas wspotczynnik ¢, oznaczac bedzie czas wykonania j-tego projektu przez
i-tego pracownika.

2. Algorytm wegierski

2.1. Schemat postepowania w algorytmie wegierskim

Autorami algorytmu rozwigzujacego problem optymalnego przydziatu s wegier-
scy matematycy: Dénes Konig (Konig, 1931) i Jeno Egervary (Egervary, 1931).
Oparty jest on na twierdzeniu Koniga—Egervaryego, znanemu w teorii grafow
(zob. Ford i Fulkerson, 1969, s. 76-82). Metoda zostala przyblizona szerszemu
gronu odbiorcéw po ukazaniu si¢ publikacji Harolda W. Kuhna w jezyku angiel-
skim (Kuhn, 1955). Algorytm ten, znany jako algorytm wegierski, opracowa-
ny zostat dla problemu minimalizacji funkcji kryterium (koszt, czas). W przypad-
ku zadania z kryterium maksymalizacji poleca si¢ przeksztalci¢ macierz danych
wejsciowych (zyskow), odejmujac wszystkie jej elementy od elementu o wartosci
maksymalnej. Wowczas zadanie maksymalizacji zysku przeksztalca sie¢ do zada-
nia minimalizacji relatywnych strat.
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Rozwigzaniem zadania przydziatu (115)—(118) jest macierz przydziatu X = [x, ],
i,j=1, .., n,wktdrej dokladnie n" elementéw jest réwnych jednosci, a pozostate
sa rowne 0.

Algorytm wegierski mozna interpretowa¢, wykorzystujac koncepcje kosztow
utraconych mozliwosci. Koszt utraconych mozliwosci (opportunity cost, penal-
ty cost) zwiazany jest z relatywng stratg zwigzang z rzeczywiscie podjeta decyzja
wzgledem najlepszej mozliwej do podjecia decyzji — celem metody jest zminima-
lizowanie strat zwigzanych z wyborem nie najtaniszego sposobu przydzialu. Kroki
metody sg nastepujace.

Krok pierwszy. Konstrukcja macierzy kosztow utraconych mozliwosci

Nalezy przeksztalci¢ macierz kosztéow C = [c]lij=1,.., n" do postaci macierzy
kosztéw utraconych mozliwosci w taki sposélja, aby w kazdym jej wierszu i w kaz-
dej kolumnie wystepowato przynajmniej jedno 0. W tym celu od kazdego wiersza
macierzy C odejmuje sie jego najmniejszy element i nastepnie, jezeli trzeba, od
kazdej kolumny odejmuje si¢ jej najmniejszy element.

Krok drugi. Analiza dopuszczalnosci

Nalezy skresli¢ w przeksztalconej macierzy kosztow wiersze i kolumny zawieraja-

ce 0 mozliwie najmniejszg liczba linii (poziomych i pionowych). Jezeli najmniejsza

liczba linii niezbednych do pokrycia wszystkich 0 jest rOwna wymiarowi macierzy,

czyli n’, to mozna przejs$¢ do kroku czwartego i wyznaczy¢ rozwigzanie optymalne.
W przeciwnym przypadku nalezy przej$¢ do kroku trzeciego.

Krok trzeci. Konstrukcja zrewidowanej macierzy kosztow utraconych
mozliwosci
Jezeli liczba skredlen jest mniejsza od rozmiaru macierzy n’, w biezacej macierzy
kosztow nalezy znalez¢ najmniejszy nieskreslony element i ten element:

« odja¢ od elementéw nieskreslonych,

« dodac do elementéw podwojnie skreslonych.

Elementy skreslone jednag linig zostawiamy bez zmian. Nalezy wroci¢ do kroku
drugiego.

Krok czwarty. Ustalenie rozwigzania optymalnego
Ustalenie optymalnego przydziatu polega na takiej konstrukeji macierzy X = [x |, aby

jedynki znalazly si¢ tylko na tych miejscach, na ktérych w przeksztatconej mal]cierzy
kosztéw wystepuja zera (pamietajac, ze w kazdym wierszu i kazdej kolumnie macie-
rzy przydzialu moze wystepowac tylko jedna 1). Przydzial rozpoczynamy od wierszy
lub kolumn, wktdrych — w przeksztalconej macierzy kosztéw — wystepuje tylko jedno 0.
Zaprezentujemy trzy przyklady zastosowania algorytmu wegierskiego:
o wprzykladzie 1 przedstawiony jest problem, w ktérym rozwigzanie jest nie-

jednoznaczne;
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o wprzykladzie 2 jako kryterium przyjeto maksymalizacje oczekiwanej sprzedazy;

o w przykladzie 3 mamy do czynienia z problemem niezbilansowanym
- m < n (liczba pracownikéw mniejsza od liczby projektéw) oraz zastoso-
waniem preferenciji.

Przyktad 1

Firma taksowkarska posiada taksowki oczekujace na klientéw na czterech posto-
jach. Czterech klientow zglosito che¢ przejazdu. W tabeli przedstawione sg odle-
glosci w kilometrach od oczekujacych na postojach takséwek do klientow. Wy-
znacz optymalny przydzial taksowek do klientéw, aby zminimalizowa¢ dystans,
jaki takséwki muszg pokona¢, aby dotrze¢ do klientéw.

Rozwigzanie:
Tab. 33. Zestawienie odlegtosci pomiedzy klientami i postojami taksowek
w kilometrach w przyktadzie 1
Miejsce Klient )
. min.
postoju 1 2 3 4
A 16 8 6 14 6
B 10 9 8 13 8
C 12 18 14 9 9
D 8 7 12 10 7

Zrédto: opracowanie wtasne.

W tabeli 33 w kazdym wierszu znajdujemy wartos¢ minimalng, odpowiadajaca
przydziatowi takséwki do klienta bedacego najblizej. Konstruujemy skorygowana
macierz odleglosci, odejmujgc od elementéw kazdego wiersza odpowiednie mi-
nimum. Otrzymujemy macierz przedstawiong w tabeli 34.

Tab. 34. Skorygowana macierz odlegtosci w przyktadzie 1

Miejsce Klient
postoju 1 2 3 4
A 10 2 0 8
B 2 1 0 5
C 3 9 5 0
D 1 0 5 3
min. 1 0 0 0

Zrédto: opracowanie wtasne.
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W macierzy w tabeli 34 w kazdym wierszu wystepuje co najmniej jedno 0.
Sprawdzamy wystepowanie 0 w kolumnach tej macierzy - z wyjatkiem kolumny
pierwszej — w kazdej kolumnie wystepuje 0. Oznacza to, ze korekte musimy kon-
tynuowa¢ — od elementdéw kolumny pierwszej odejmujemy warto$¢ minimalnag,
wynoszaca 1. Efekt obu korekt zawiera tabela 35.

Przystepujemy do kroku drugiego — analizy dopuszczalnoéci rozwigzania suge-
rowanego przez pozycje zerowe w zrewidowanej macierzy kosztéw — skreslamy 0 li-
niami pionowymi i poziomymi, w sposéb wykorzystujacy najmniejsza liczbe skre-
slen. W tabeli 35 zaznaczono trzy takie skreslenia — poniewaz n’ = 4, oznacza to, ze
postepowanie musimy kontynuowa¢ wedtug procedury opisanej w kroku trzecim.

Tab. 35. Macierz kosztéw utraconych korzysci i linie skreslajace 0 w przyktadzie 1

Miejsce Klient
postoju bi 2 3 4
A 9 2 I 398 8
B 1 1 0l 5
C IR SO NRSE <338 S5 | el
D Je Bl oL 2ot bt Jot JEE Sel

Zrédto: opracowanie wtasne.

Minimalny nieskreslony element w tabeli 35 ma warto$¢ 1. Odejmujemy te
warto$¢ od elementéw nieskreslonych i dodajemy do elementéw podwojnie skre-
$lonych. Efekt postegpowania znajduje si¢ w tabeli 36.

Tab. 36. Zrewidowana macierz kosztow i linie skreslajace 0 w przyktadzie 1

Miejsce Klient

postoju 1 2 3 4
A k821 Tkl il | Dl
B Tl | Lol | ol | a4l
C (el | Tmetll | ieill | el
D 2@l | oIl | eIl | s3Il

Zrédto: opracowanie wtasne.

W tabeli 36 nie mozna skresli¢ 0 za pomocg mniejszej liczby linii niz cztery.
Oznacza to, ze mozemy przystapi¢ do konstrukcji macierzy przydziatu. Rozpo-
czynamy od przydzialu w wierszu pierwszym i w kolumnie czwartej — tam wyste-
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puja w zrewidowanej macierzy kosztéw pojedyncze 0. Przydzial takséwki z po-
stoju A do trzeciego klienta oraz taksowki z postoju C do czwartego klienta jest
oczywisty i jednoznaczny. Takséwke z postoju B mozna przydzieli¢ do pierwszego
klienta i - w konsekwencji - takséwke z postoju D do klienta drugiego. Takie
rozwigzanie wskazuje macierz przydzialu w tabeli 37. Optymalny przydzial jest
niejednoznaczny - warunki ograniczajace zadania sg rowniez spetnione, gdy tak-
séwke z postoju B wyslemy do klienta drugiego, a takséwke z postoju D do klienta
pierwszego. Takie rozwigzanie zaproponowane zostalo w tabeli 38.

Tab. 37. Macierz przydziatu X, - wariant pierwszy

Miejsce Klient

postoju 1 2 3 4
A 0 0 1 0
B 1 0 0 0
C 0 0 0 1
D 0 1 0 0

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 38. Macierz przydziatu X, - wariant drugi

Miejsce Klient

postoju 1 2 3 4
A 0 0 1 0
B 0 1 0 0
C 0 0 0 1
D 1 0 0 0

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dlugosc¢ trasy, jaka musza przejechac takséwki w wariancie pierwszym, wynosi
6 + 10 + 9 + 7 = 32 [km]. W wariancie drugim diugo$¢ odpowiedniej trasy to
6 + 9 + 9 + 8 = 32 [km]. Oba rozwigzania sg réwnowazne.

Przyktad 2

Firma ubezpieczeniowa zatrudnia pigciu agentéw ubezpieczeniowych i chce do-
konac ich przydzialu do pigciu regionéw sprzedazy. Biorac pod uwage poprzednie
kontakty agentow w rejonach sprzedazy, oszacowano ich efektywno$¢ mierzona
za pomocg oczekiwanej wielkosci sprzedazy w tysigcach ztotych. Wyniki szacun-
koéw przedstawione sg w tabeli 39.
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Tab. 39. Oczekiwana sprzedaz agentéw w regionach sprzedazy

Region sprzedazy
Agent

A B C D E
1 30 24 28 32 36
2 28 20 30 20 28
3 32 26 20 38 32
4 36 34 24 34 28
5 24 32 20 28 26

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nalezy dokona¢ optymalnego przydzialu agentéw do rejonéw sprzedazy, kie-
rujac sie kryterium maksymalizacji wielkosci sprzedazy.

Rozwiqzanie:

Ze wzgledu na przyjete kryterium optymalizacji - maksymalizacja wielko$ci
sprzedazy - nalezy wstepnie dokona¢ transformacji macierzy wartosci kryterium,
aby przeksztalci¢ problem do poszukiwania rozwigzania zadania minimalizacji.
W tabeli danych o oczekiwanej sprzedazy znajdujemy warto$¢ maksymalng — wy-
nosi ona trzydziesci osiem tysiecy ztotych. Wartosci poszczegélnych elementow
macierzy odejmujemy od warto$ci maksymalnej. Uzyskujemy macierz kosz-
tow przedstawiong w tabeli 40, ktorej elementy mozemy interpretowac jako rela-
tywne ,,straty” w poréwnaniu z warto$cig maksymalnej, potencjalnie mozliwej do
osiggniecia sprzedazy w pojedynczym regionie.

Tab. 40. Macierz kosztéw z przyktadu 2

Region sprzedazy
Agent min.
A B C D E
1 14 10 6 2 2
2 10 18 8 18 10 8
3 6 12 18 0 6 0
4 2 4 14 4 10 2
5 14 6 18 10 12 6

Zrédto: opracowanie wtasne.

Od elementow kazdego wiersza macierzy kosztéw odejmujemy odpowiednio
warto$¢ minimalng w wierszu. Wynik przedstawia tabela 41.
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Tab. 41. Skorygowana macierz kosztdw z przyktadu 2

Region sprzedazy
Agent

A B C D E
1 6 12 8 4 0
2 2 10 0 10 2
3 6 12 18 0 6
4 0 2 12 8
5 8 12 4 6

Zrédto: opracowanie wtasne.

W kazdym wierszu i w kazdej kolumnie macierzy z tabeli 41 wystepuje war-
to$¢ 0. Mozemy zweryfikowa¢ dopuszczalnos¢ projektowanego rozwigzania za
pomocg skreslen — okazuje si¢, ze do wykreslenia wszystkich 0 niezbednych jest
dokonanie pieciu skreslen, co odpowiada wymiarowi zadania przydzialu. W ma-
cierzy jest dokladnie pie¢ 0 - rozwigzanie jest jednoznaczne i konstrukcja macie-
rzy optymalnego przydzialu okazuje si¢ oczywista. Wynik przedstawia tabela 42.

Tab. 42. Macierz optymalnego przydziatu z przyktadu 2

Region sprzedazy
Agent

A B C D E
1 0 0 0 0 1
2 0 0 1 0 0
3 0 0 0 1 0
4 1 0 0 0 0
5 0 1 0 0 0

Zrédto: opracowanie wtasne.

Szacowana warto$¢ facznej sprzedazy produktéw ubezpieczeniowych zwigzana
z optymalnym przydzialem wynosi sto siedemdziesigt dwa tysigce zlotych mie-
siecznie.

Przyktad 3

Zarzad firmy inwestycyjnej musi przydzieli¢ cztery zespoly konsultantow do
nadzorowania pigciu projektéw inwestycyjnych o podobnym horyzoncie czaso-
wym. Biorac pod uwage doswiadczenie i efektywno$¢ pracy konsultantéw oraz
zlozono$¢ projektow, oszacowano mozliwe zyski dla firmy wynikajace z doko-
nania przydziatu zadan. Oczekiwane zyski roczne w tysigcach ztotych przedsta-
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wione zostaly w tabeli 43. Strategia firmy wymaga, aby nadzér nad projektem
A byl prowadzony przez konsultantéw przedsiebiorstwa; rozwaza si¢ przekaza-
nie jednego z pozostalych projektéw firmie zewnetrznej. Kryterium optyma-
lizacji to maksymalizacja oczekiwanego zysku. Nalezy dodatkowo ocenié, ile
utraconych korzysci zwigzanych jest ze strategia polegajaca na utrzymaniu nad-
zoru nad projektem A.

Tab. 43. Oczekiwane zyski roczne z nadzoru projektdw przez konsultantéw w tys. PLN - przyktad 3

Zespot Projekt
konsultantéw A B C D E
1 100 150 120 200 190
2 150 200 170 190 220
3 120 180 190 200 180
4 170 220 200 230 210

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozwigzanie:

Problem rozwigzemy dwukrotnie — w wersji a) bez zastosowania preferencji dla
projektu A oraz w wersji b) z zablokowaniem mozliwosci przekazania nadzoru
nad projektem A firmie zewnetrznej. Na wstepie przeksztalcamy macierz oczeki-
wanych zyskéw, odejmujac jej elementy od wartosci maksymalnej réwnej dwustu
trzydziestu tysigcom zlotych - aby zastapi¢ kryterium maksymalizacji oczeki-
wanego zysku przez kryterium minimalizacji utraconych korzysci. Dokonuje-
my réwniez bilansowania problemu - poprzez dodanie fikcyjnego wykonawcy;
w macierzy kosztow w ostatnim piatym wierszu wstawiamy w wersji a) elementy
réwne 0. Wynik przedstawiony jest w tabeli 44.

Tab. 44. Utracone korzysci w tys. PLN - przyktad 3a

Zespét Projekt .
, min.
konsultantow A B C D E
1 130 80 110 30 40 30
2 80 30 60 40 10 10
3 110 50 40 30 50 30
4 60 10 30 0 20 0
5 - fikcyjny 0 0 0 0 0

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Postepujac zgodnie z krokami algorytmu wegierskiego, od elementéw wierszy 1-3
odejmujemy odpowiednig warto$¢ minimalng. W skorygowanej macierzy skregla-
my wszystkie 0 — minimalna liczba linii wynosi trzy. Nalezy zatem dokona¢ korekty
zgodnie z krokiem trzeciego algorytmu. Minimalny nieskreslony element jest rowny
dziesieciu — odejmujemy go od elementéw nieskreslonych i dodajemy do elementéw
podwdjnie skreslonych. W skorygowanej ponownie macierzy dokonujemy skreslen
0 - tym razem liczba skreslen wynosi pie¢. Oznacza to, ze mozemy skonstruowaé ma-
cierz optymalnego przydziatu. Wyniki obliczen przedstawiajg tabele 45-47.

Tab. 45. Macierz kosztow z przyktadu 3a

Zespot Projekt
konsultantow A B C D E
1 100 50 80 | >l | t361.
2 70 20 50 | 2300 | el
3 80 20 10 | 62l | S201]
4 60 10 30 | =8l | 20l
5 - fikcyjny Tsel| teesll| Izl | el | el

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 46. Skorygowana macierz kosztow z przyktadu 3a

Zespot Projekt
konsultantéw A B C D E
1 90 40 | S0l el | aell
2 60 10 | 200 | 30| el
3 70 10 | >:e<l| l:ell| 20l
4 s | el | 20l | tmecl | 20l
5-fikeyiny | 2:0<00 | J2e<ll| sl | lae il | a0l

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 47. Macierz optymalnego przydziatu z przyktadu 3a

Zespot Projekt
konsultantow A B C D E
1 0 0 0 1 0
2 0 0 0 0 1
3 0 0 1 0 0
4 0 1 0 0 0
5 - fikcyjny 1 0 0 0 0

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Optymalny przydzial zespoléw do projektéw wymaga przekazania projek-
tu A firmie zewnetrznej. Oczekiwane zyski, wynikajace z optymalnego przydziatu
zespoldw do pozostatych projektow, szacowane sg wowczas na osiemset trzydzie-
$ci tysiecy zlotych.

W wersji b) rozwigzania blokujemy przydzial fikcyjnego zespotu do projek-
tu A poprzez wprowadzenie do ostatniego wiersza w macierzy z tabeli 44 rela-
tywnie wysokiej warto$ci kosztu odpowiadajacego projektowi A — otrzymujemy
macierz kosztow przedstawiong w tabeli 48. Wyniki obliczen przeprowadzonych
za pomocg algorytmu wegierskiego prezentowane sa w tabelach 49-51. Minimal-
na liczba linii wymagana dla skreslenia 0 w macierzy z tabeli 49 wynosi cztery.
Minimalny nieskreslony element ma warto$¢ dziesig¢. Nalezy dokonaé dalszej
korekty wedtug kroku trzeciego algorytmu. Skorygowana macierz kosztéw ma
posta¢ jak w tabeli 50 — aby skresli¢ wszystkie 0, wymaganych jest minimum pie¢
linii - mozna przystapic¢ do konstrukcji macierzy optymalnego przydziatu. Przed-
stawiona jest ona w tabeli 51.

Tab. 48. Utracone korzysci w tys. PLN - przyktad 3b

Zespét Projekt )
konsultantéw A B C D E min-
1 130 80 110 30 40 30
2 80 30 60 40 10 10
3 110 50 40 30 50 30
4 60 10 30 0 20 0
5 - fikcyjny M 0 0 0 0 0
Zrédto: opracowanie wtasne.
Tab. 49. Macierz kosztéw z przyktadu 3b
Zespét Projekt
konsultantow A B C D E
1 a4l |50 80 | ol | el
2 el | 20 50 | 36 | ol
3 20 | 20 10 | ol | el
4 el |10 30 | ol | el
5-fikeyjny | et | o7l | et | el | el

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 50. Skorygowana macierz kosztow z przyktadu 3b

Zespot Projekt
konsultantow A B C D E
1 0l | Al | el el | el
2 el | tael | tael | I30l | el
3 2ol | 2ol | el | el | 20l
4 8| 10 30 10 30
5-fikcyjny | M-6G_ | 2:0<7_ | < | 1200 | 1300

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 51. Macierz optymalnego przydziatu z przyktadu 3b

Zespot Projekt
konsultantéw C
1
2
3
4
5 - fikcyjny

o|r|Oo|lo|o|>
—|lo|o|lo|o|w
o|lo|lo|o |+ |O
o|o|o|r|o|m

0
0
1
0
0

Zrédto: opracowanie wtasne.

W wariancie b) firmie zewnetrznej przekazany bedzie nadzoér nad projektem
B. Ocena oczekiwanego zysku rocznego wynosi w tym wariancie siedemset osiem-
dziesiat tysigcy zlotych. Poréwnujac szacunkowy zysk, w przypadku przydziatu
zadan z blokadg przekazania nadzoru nad projektem A firmie zewnetrznej oraz
bez zastosowania wspomnianej strategii firmy, mozemy ocenic, ze przyjecie stra-
tegii oznacza relatywna strate w wysokosci pig¢dziesieciu tysiecy ztotych rocznie.

2.2. Algorytm wegierski jako wariant metody simplex

Algorytm wegierski moze by¢ wyjasniony w kategoriach metody simplex rozwia-
zywania zadan programowania liniowego. Model dualny do modelu optymalnego
przydziatu (115°)-(118’) da si¢ zapisa¢ nastepujaco:

maxw = z; u, + Zlvj (1157)

u+v, < Cp bJ= 1,.,n (1167)

Uy Vb = 1,..,n" liczby rzeczywiste, bez ograniczen co do znaku (1177)
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Komplementarne warunki swobody, wynikajace z twierdzenia o komplementar-
nosci Dantziga-Ordena (Dantzig i Orden, 1953), w przypadku dualnych wzajem-
nie modeli (1157)-(118’) oraz (115”)-(117”) mozna sformulowa¢ nastepujaco:
warunki konieczne i wystarczajace na to, aby wartosci zmiennych zadan dualnych
(115°)-(118’) oraz (115”)-(1177), tj. Up Vi Xy i,j=1, ..., n’, byly optymalne i okre-
$lone jako:

(u, + v, - cij)xij =0, ij=1,.,n (1187)

Rozwigzanie optymalne problemu przydzialu pozostaje niezmienione w przy-
padku dodania lub odjecia statej od dowolnego wiersza lub kolumny macierzy kosz-
tow; transformacja taka wywiera wplyw jedynie na wartos¢ funkeji kryterium,
odpowiednio ja zwiekszajac lub zmniejszajac. Mozna zatem poszukiwac rozwig-
zania optymalnego, bazujac na skorygowanej macierzy C’ (Taha, 1992, s. 216).
Latwo to wykaza¢, wykorzystujac ograniczenia zadania przydziatu (116) i (117).
Korekta macierzy C, poprzez odjecie od kazdego wiersza stalej p, i od kazde;j
kolumny stalej g, prowadzi jedynie do modyfikacji wartoéci funkcji kryterium
o stalg:

W UCES B DLIED I DWW I
J J i j j i

i i

:Z_Zpi _qu
i j

Dopuszczalne rozwigzanie zadania dualnego mozna uzyska¢, poszukujac war-
todci:

P =mjin{cij} Lj=1,.,n
oraz:

q; =miin{cij -pt Lj=1,.,n

Jezeli uda si¢ dokonac¢ korekty macierzy kosztow w taki sposdb, aby elementy
réwne 0 lub ich podzbiér odpowiadaly rozwigzaniu dopuszczalnemu, to uzyskane
rozwigzanie dopuszczalne bedzie jednoczes$nie optymalne. Gdy okaze sig, ze za-
chodzip,+ g, - c; =0, to p, oraz g, stanowig wartosci zmiennych dualnych, a odpo-
wiadajaca zmienna X, moze przyjac¢ wartos¢ 1. Jesli proces wyznaczania wartosci
p, oraz g, nie doprowadzi do rozwigzania dopuszczalnego problemu przydziatu,
nalezy poszuka¢ nowego ukladu wartosci zmiennych dualnych, spelniajacych
warunki komplementarnosci twierdzenia Dantziga-Ordena. Procedura propo-
nowana przez algorytm wegierski prowadzi wlasnie do takiego rozwigzania.
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3. Rozszerzenia problemu przydziatu

3.1. Uogolniony problem przydziatu GAP

GAP jest zadaniem catkowitoliczbowego, zero-jedynkowego problemu progra-
mowania liniowego (0-1 ILP). Niech #n oznacza liczb¢ zadan, ktére nalezy przy-
dzieli¢ m wykonawcom, n > m. Parametry modelu mozemy zdefiniowa¢ jako:

* ¢, - koszt wykonania zadania j przez wykonawcg i,

« 7, — wielko§¢ zasobu wymagana dla wykonania zadania j przez wykonawce i,

+ b, -iloé¢ jednostek zasobu dostepna wykonawcy i.

Zmienne decyzyjne zadania GAP maja charakter zero-jedynkowy, podobnie
jak w klasycznym zagadnieniu przydzialu (115)-(118):

Xij

_ |1, jezeli zadanie j jest przydzielone wykonawcy i
0, w przeciwnym przypadku

Posta¢ matematyczna modelu GAP jest nastepujaca:

minz(X) = Zi:Iijlcijxij (119)
D" x=1 j=1,.,n (120)
ijlrzjxij < bi i=1,..m (121)

xij € {0) 1} i= 1, e M ] = 1, R () (122)

Ograniczenia (120) oznaczaja, ze kazde zadanie musi zosta¢ przydzielone doktad-
nie jednemu wykonawcy. Kazdemu wykonawcy mozna przydzieli¢ natomiast wigcej
zadan niz jedno, w zaleznosci od wielkosci zasobu, ktérym dysponuje (np. czas pracy).

Problem GAP sformulowali i prace nad nim rozpoczeli badacze w latach sie-
demdziesigtych ubiegtego wieku (Srinivasan i Thompson, 1973; Ross i Soland,
1975). Model GAP znajduje wiele zastosowan w dziedzinie planowania i organi-
zacji produkeji, harmonogramowania, alokacji zasobow, organizacji transportu.
Problem doczekal si¢ takze wielu rozszerzen. W literaturze przedmiotu (Kun-
dakcioglu i Alizamir, 2008) znajdziemy dos$¢ obszerng bibliografie stosowanych
w praktyce wersji GAP i ich mozliwosci. Do najwazniejszych modyfikacji naleza:

+ problem GAP z wieloma rodzajami zasobéw MRGAP;

« wielopoziomowy problem GAP (MGAP) - dopuszcza si¢ zrdznicowanie

wydajnosci wykonawcow przy wykonywaniu zadan, zréznicowanie kosztow
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oraz wymagan odno$nie zasobow; kazde zadanie musi by¢ przydzielone do-
kfadnie jednemu wykonawcy i kazdy z wykonawcow dysponuje zasobami
o ograniczonej wielkosci;

dynamiczny uogdlniony problem przydzialtu DGAP - w modelu uwzgled-
nia si¢ dodatkowo warunki czasowe wykonywania zadan, wymagania popy-
towe, dodatkowe koszty zwigzane z niedotrzymaniem wymaganych termi-
néw lub wykonaniem zadan zbyt wczesnie;

GAP z kryterium minimaksowym (Bottleneck GAP, BGAP) - kryterium
optymalizacji to minimalizacja maksymalnej straty zwiazanej z przydzialem
wykonawcy kazdego z zadan; o ile kryterium (119) minimalizacji sumy kosz-
tow jest zwykle stosowane dla przedsigbiorstw sektora prywatnego, to kryte-
rium minimaksowe wykorzystywane jest czgsto w sektorze publicznym;
problem GAP ze specjalnym uporzadkowaniem zbioréw zadan (GAPS2)
— jest to problem alokacji zadan do przedzialéw czasowych w taki sposéb,
aby kazde zadanie bylo przydzielone do okreslonego przedzialu czasowego
lub ewentualnie rozdzielone na dwa sgsiadujace przedziaty;

stochastyczny problem GAP - problem, w ktérym dokladna informacja do-
tyczaca dostepnych zasobdw, niezbednych do wykonania zadan, nie jest zna-
na z wyprzedzeniem lub nie wszystkie zadania sg znane z wyprzedzeniem;
wielokryteriowy problem GAP - w ktérym rozwaza si¢ co najmniej dwa
kryteria oceny kazdego z przydzialéw, np. czas i koszt;

uogodlniony problem wielokrotnego przydzialu (GMAP) - uwzglednia sie
mozliwo$¢, ze kazde z zadan moze by¢ przydzielone wielu wykonawcom,
a nie tylko jednemu;

dla konkretnych modyfikacji uogélnionych probleméw przydziatu opraco-
wano wiele algorytméw poszukiwania rozwigzan optymalnych - doklad-
nych i przyblizonych; ich ztozonos$¢ obliczeniowa - ze wzgledu na binar-
ny charakter zmiennych decyzyjnych - jest bardzo duza; wymieni¢ nalezy
algorytmy podzialu i ograniczen (branch-and-bound) w réznych wersjach,
wiele wariantéw metod heurystycznych, algorytmy genetyczne (por. Kun-
dakcioglu i Alizamir, 2008).

3.2. Kwadratowy problem przydziatu

Kwadratowy problem przydziatu QAP (ang. Quadratic Assignment Problem) zo-
stal sformutowany w literaturze przedmiotu (Koopmans i Beckmann, 1957) i po-
lega na przydziale zbioru n obiektéw (fabryk, magazynow) do zbioru n lokaliza-
cji. Znane s3 odleglosci pomiedzy poszczegdlnymi lokalizacjami oraz zaleznosci
(przeplyw towaréw) pomiedzy obiektami. Celem jest tu dokonanie przydzialu
w taki sposdb, aby zminimalizowa¢ sume iloczynéw przeptywu i odlegtosci mie-
dzy obiektami.
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Macierze zmiennych decyzyjnych X = [x,] w modelach przydziatu LAP oraz
QAP, ze wzgledu na nature problemu przydziatu, s3 macierzami permutacji. Kaz-
da permutacja ¢ zbioru N = {1, 2, ..., n} moze by¢ przedstawiona w postaci macie-
rzy o wymiarach n x n, spelniajacych warunek:

i

{1, jezeli ¢(i) = j

0, w przeciwnym przypadku

gdzie zapis ¢(i) = j nalezy rozumie¢ w ten sposdb, ze w i-tym wierszu macierzy X,
bedacym wektorem jednostkowym, element réwny 1 znajduje si¢ w j-tej kolum-
nie. Przykladowo, nastepujacej permutacji ¢ zbioru trzyelementowego:

1 2 3
¢ L 3 J, - 9(1) = 2, $(2) = 3, ¢(3)
odpowiada macierz permutacji:

X=X($)=

- o O
S O =
S = O

Dane sg trzy macierze o wymiarach #n x n o elementach rzeczywistych:

« F=[f], gdzie f, oznacza przeptyw pomiedzy obiektem i a obiektem j;

e D=[d,], gdzie d  oznacza odleglos¢ miedzy lokalizacjg k oraz lokalizacja I;

« B=[b,], gdzie b, oznacza koszt umieszczenia obiektu i w lokalizacji k.

Model QAP w wersji Koopmans-Beckmann mozna sformulowa¢, za badacza-
mi (Burkard, Cela, Pardalos i Pitsoulis, 1998, s. 243 i nn.), nastepujaco. Oznaczmy
przez N = {1, 2, ..., n} zbiér numeréw obiektow i lokalizacji.

. n n n
f}i}snzi:lz i Siongn + 2 (123)

gdzie §, to zbior wszystkich permutacji ¢: N — N. Kazdy z iloczynéw f.d, . jest
kosztem przydzielenia obiektu i do lokalizacji ¢(i) oraz obiektu j do lokalizacji
¢(j). Macierze F oraz D sa macierzami symetrycznymi z 0 na gléwnej przekatnej
i wszystkie macierze maja elementy nieujemne. Model przydzialu z funkcjg kry-
terium (123) mozna zapisa¢ symbolicznie jako QAP(F, D, B).

Bardziej og6lng wersje QAP zaproponowatl inny autor (Lawler, 1963). W miej-
sce macierzy F oraz D wprowadzil czterowymiarowa macierz parametréw
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C=Ic, ) gdzie ¢, = f.d, dlawszystkich indekséw i, j, k, I, dla kt6rych i # j, k + [ oraz
€ = f3d, + b, w przeciwnym przypadku. Funkcja kryterium przyjmuje w tej
wersji modelu postac:

ggsn Zi:l 21:1ij¢(i)¢(j) + Zizl birp(i) (124)
Zapis modelu QAP (Lawler, 1963):

minz(X) = Z?:le:lZZ:lZ?:l Cijta XX ji +ZL1Z;‘=1 bijxij (125)

Cx, =1 j=1,.,n (126)
j:lxij =1i=1,..,n (127)
X, € {0,1} 4,j=1,..,n (128)

Uzyskanie rozwigzania optymalnego dla problemu QAP ciagle stanowi wyzwa-
nie dla naukowcow. Jak donosza badacze algorytméw poszukiwania rozwigzan
problemu QAP (Burkard, DellAmico i Martello, 2009; Truetsch, 2014), jedynym
sposobem uzyskania rozwigzania optymalnego w rozsadnym czasie obliczenio-
wym dla n > 15 s3 zmodyfikowane algorytmy podziatu i ograniczen (branch-and-
-bound). Ich idea opiera si¢ na poszukiwaniu krok po kroku optymalnej permuta-
cji, bez potrzeby przeszukiwania wszystkich permutacji.

Model QAP doczekat si¢ wielu aplikacji: lokalizacja pomieszczen szpitalnych,
budynkéw w kampusie uniwersyteckim, polaczenia w sieciach komputero-
wych, optymalizacja probleméw transportowych, optymalizacja ukladu wskaz-
nikéw na tablicach sterowniczych, optymalne projektowanie ukltadéw scalonych
itd. W literaturze przedmiotu (Povh, 2008) mozna znalez¢ informacje na temat
znanych zastosowan modeli przydziatu i efektywnych algorytméw dla rozwiazy-
wania probleméw przydziatu.



Rozdziat Il
Zarzadzanie projektem
w logistyce!

1. Istota i charakterystyka projektow

W literaturze przedmiotu twierdzi sig, ze pierwszym projektem byta budowa kolei
transkontynentalnej w Stanach Zjednoczonych. Teori¢ te nalezy traktowac jed-
nak dosy¢ elastycznie, poniewaz okreslenie ,,projekt” znane jest od bardzo daw-
na. Szybki rozwdj badan nad projektami przypada na przelom XIX i XX wieku
(Kozminski, Piotrowski, 2004). Ich prekursorami byli tacy uczeni, jak Frederick
Winslow Taylor (Taylor, 1911)* czy Henry Laurence Gantt (Gantt, 1913)°. Nowo-
czesne metody badan nad projektami zaczgto stosowac w okresie II wojny swiato-
wej (Hoffman, 2016, s. 12). Do najbardziej znanych projektéw z tego czasu mozna
zaliczy¢ projekt Manhattan oraz budowe radaru.

Nie mozna wskaza¢ jednego znaczenia terminu ,,projekt”. Wystepuje wiele de-
finicji, ktére maja, oczywiscie, pewne wspdlne cechy, do ktdérych zaliczamy:

o cel - projekt to ,dzialanie podejmowane dla spowodowania rezultatow
oczekiwanych przez strong zamawiajacg” (Oberlander, 2000, s. 4-5); powi-
nien by¢ sformulowany zgodnie z zasadg SMART, czyli: proste (ang. simple),
mierzalne (ang. measurable), dajace si¢ oceni¢ jakosciowo (ang. asseable),
realne (ang. realistic), okreslone w czasie (ang. time-bound);

« niepowtarzalno$¢ - projekt ,,ma charakter niepowtarzalny zaréwno w zakresie
koncepdji, jak i realizacji” i ,jest odpowiedza na jaka$ jednostkowa potrzebe”
(Strategor, 2001, s. 365); natomiast wedtug PMI projekt to dzialanie ,,podejmowa-
ne w celu stworzenia niepowtarzalnego wyrobu lub ustugi” (Duncan, 2013, s. 4);

1 Rozdziat w duzej cze$ci zostat oparty na publikacjach, ktérych autorem lub wspétautorem
jest Michat Trocki, majacy bardzo duze osiggniecia w omawianej dziedzinie.

2 Frederick W. Taylor stwierdzit, ze kazdg prace mozna podzieli¢ na dziatania, ktére sktadaja sie
z pojedynczych czynnosci.

3 Henry L. Gantt opracowat sposéb graficznej prezentacji harmonogramu wielu réznych dzia-
tan, wykonywanych w réznym czasie i sktadajacych sie na konkretny projekt. Nalezy zauwa-
zy¢, ze wykresy Gantta s stosowane do dzis.
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o zlozono$¢ - projekt to zlozone przedsiewzigcie, ktére wedtug definicji prak-
seologicznej oznacza ,dzialanie ztozone, wielopodmiotowe, przeprowa-
dzane zgodnie z planem, ktéry ze wzgledu na skomplikowanie bywa spo-
rzadzany przy pomocy specjalnych metod” (Kotarbinski, 1970, s. 193);

o okreslono$¢ — projekt to dzialanie ,,zawarte w skonczonym przedziale cza-
su, z wyréznionym poczatkiem i koncem” (Jedrzejczyk, Kukuta, Skrzypek
i Walkosz, 2016, s. 223);

« autonomia (niezalezno$¢) — wedtug grupy francuskich uczonych publikuja-
cych jako Strategor (Strategor, 1995) realizacja projektow ,,przebiega w spo-
sob niezalezny od reszty dziatalnosci przedsiebiorstwa”

Opierajac si¢ na polskiej literaturze przedmiotu, precyzyjna definicje projektu
mozna by stworzy¢, faczac podejscie Karola Kukuly i Michata Trockiego: projekt
to zorganizowane dziatanie ludzkie zmierzajace do osiagniecia okreslonego celu,
niepowtarzalne (realizowane jednorazowo), zlozone, zawarte w skoniczonym prze-
dziale czasu - z wyr6znionym poczatkiem i koncem, realizowane przez skonczong
liczbe 0s6b, okreslong ilos¢ srodkéw technicznych, energii, materialow, srodkow fi-
nansowych i informacji, realizowane w sposdb wzglednie niezalezny od powtarzal-
nej dziatalnosci przedsiebiorstwa, za pomoca specjalnych metod i technik, a takze
skladajace si¢ z ciggu czynno$ci wzajemnie ze soba powigzanych (Jedrzejczyk, Ku-
kuta, Skrzypek i Walkosz, 2016, s. 223; Trocki, Grucza i Ogonek, 2009).

Z definicji tej wynikaja nastepujace szczegoélowe cechy dziatan projektowych
(Lada, Kozarkiewicz, 2010, s. 14):

o realizowane zadanie powinno mie¢ charakter unikatowy, zaréwno na etapie

koncepcji, jak i samej realizacji;

o cele projektu powinny by¢ specyficzne, a takze okreslone w kategoriach cza-
su, kosztéw i parametréw jako$ciowych, co oznacza, ze ich sformutowanie
powinno by¢ zgodne z zasadg SMART;

« wykonanie projektu powinno dawac okreslony efekt;

o faza realizacji projektu nie powinna zaleze¢ od pozostalej dziatalnosci
przedsiebiorstwa;

o projekt odznacza si¢ najczesciej spora ztozonoscia, duzym zakresem i skalg
dzialania, a takze znaczng wartoscig zaangazowanych zasobow;

« organizacja zasobow oraz dzialan powinna dotyczy¢ specyfiki zadan, jakie
nalezy wykonywac;

o projekt powinien by¢ ograniczony w czasie, mie¢ okreslony poczatek i ko-
niec, a jego wykonanie zwigzane powinno by¢ z presja czasowa;

« ilos$¢ czasu powinna zosta¢ ustalona z gory i kontrolowana;

« realizacja kazdego projektu jest zwigzana z ponoszeniem okreslonych kosz-
tow, a jednoczesnie wystepuje ograniczony zakres finansowania.

Definicja projektu powinna zawiera¢ nastepujace elementy:

o tlo projektu (ang. background),

o cele (ang. objectives),
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o zakres (ang. scope),

« ograniczenia (ang. constraints),

« zalozenia (ang. assumptions),

o ryzyka (ang. risks),

o rezultaty (ang. deliverables).

Podejscie takie mozna okresli¢ akronimem BOSCARD.

»Eksponowanie w definicjach projektu unikatowosci i traktowanie go jako za-
dania indywidualnego (jednorazowego), jest zasadniczym ograniczeniem zakresu
irodzaju przedsiewziec, jakie w praktyce mozna utozsamiac z pojgciem »projekt«.
W rzeczywistosci wigkszos¢ projektéw ma charakter typowy i powtarzalny, acz-
kolwiek z cechami, ktére mogg nadawac im réwniez specyfike i znamiona ory-
ginalnosci. W wiekszosci projektow wystepuja zaréwno rozwigzania wyjatkowe
oraz spektakularne, jak i stereotypowe. Jednak wszystkie projekty (np. budowli,
urzadzen, strategii przedsigbiorstwa, planu biznesowego, projektu prawnego itd.),
ktére na ogdt nie majg jakich$ cech nadzwyczajnosci, powinny sie cechowac ra-
cjonalnoscig i innowacyjnoscig” (Stabryla, 2006).

Istotg projektow jako zlozonych przedsiewziec jest ich okreslonos¢, dotyczaca
podstawowych parametréw projektu, takich jak (Trocki, 2012, s. 21):

o zakres (ang. scope) — zestaw czynnosci niezbednych do osiagnigcia zamie-

rzonych rezultatow;

« spelnienie wymagan (ang. performance) - odnosi si¢ do wymogdéw jako-
sciowych dotyczacych wyniku projektu;

o koszty realizacji (ang. cost) — wystepuje limit nakltadow i kosztow (dla ca-
tego projektu i jego poszczegdlnych czeséci), ktéry nie powinien by¢ prze-
kroczony;

o czas realizacji (ang. time) — okres, w ktéorym projekt powinien by¢ wykona-
ny lub terminy realizacji projektu (w obu przypadkach dla catego projektu
i jego poszczegdlnych czesci).

W wyniku realizacji projektu nalezy osiagnacé wszystkie okreslone wyzej para-

metry na zalozonym poziomie, czyli:

« zakres — w calosci,

« spelnienie wymagan - dobrze,

o koszty - tanio,

* czas - szybko.

Spelnienie wymagan dotyczy jakos$ciowej strony wyniku projektu, co w przy-
padku obiektéw ztozonych, jakimi sg projekty wiasnie, powoduje konieczno$¢
sporzadzenia odpowiednich katalogéw wymagan. Parametr kosztowy oznacza
okreslenie limitu nakladéw i kosztéw dla catego projektu oraz jego gtéwnych cze-
sci sktadowych, ktory nie powinien by¢ przekroczony. Parametr czasowy to okres-
lenie dla projektu i jego gtownych skladowych:

o okresu, w ktdrym powinna zakonczy¢ si¢ jego realizacja;

« termindw kalendarzowych realizacji.
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Parametrem niepodlegajacym optymalizacji, ale majacym zasadnicze znacze-
nie okreslajace rozmiar projektu, jest jego zakres, zwigzany z wymaganiami ja-
kosciowymi, dotyczacymi zamierzonego rezultatu oraz ograniczeniami kosztow
i czasu (termin wykonania). Podstawowe parametry projektu sg ze sobg $cisle
powigzane - i dlatego nie mogg by¢ okreslane autonomicznie, lecz z uwzglednie-
niem wzajemnych ograniczen i powigzan.

Cykl zycia projektu to model realizacji projektu w czasie, okreslajacy zrdz-
nicowanie sytuacji (faz zycia projektu) wystepujacych w trakcie jego realizacji.
Nie mozna wskaza¢ jednego ogolnie akceptowalnego modelu — wielu specjali-
stow zarzadzania projektem tworzyto modele cyklu Zycia projektu, skladajace si¢
z mniejszej lub wiekszej liczby faz.

2. Rola projektow w zarzadzaniu
przedsiebiorstwem

Zarzadzanie projektami mozna okresla¢ w dwdch perspektywach:

o wezszej — zespol dzialan kierowniczych zwigzanych z realizacjg projektow

oraz zbior wykorzystywanych w tych dziataniach zasad, metod i srodkow;

o szerszej — dziedzina wiedzy teoretycznej i praktycznej znajdujacej zastoso-

wanie w zarzadzaniu projektami.

Zgodnie z definicja Project Management Institute zarzadzanie projektami to
»dziedzina zarzadzania zajmujaca si¢ zastosowaniem dostgpnej wiedzy, umiejet-
nosci, narzedzi oraz technik w celu spelnienia potrzeb i oczekiwan zleceniodaw-
cow projektow” (Duncan, 2013, s. 6). Czesto cytowane definicje zarzadzania pro-
jektami przedstawione zostaly w tabeli 52.

Tab. 52. Poréwnanie wybranych definicji pojecia ,,zarzadzanie projektami”

Najwazniejsze

Zrodta Definicja aspekty

Proces z pogranicza nauki o zarzadzaniu i sztuki; polega

. . L . . ) nauka i sztuka
na definiowaniu celéw i ich osigganiu przez réwnoczesna

Szyjewski . L A zarzgdzania,

(2001) realizacje prac prowadzacych do osiagniecia tych celow, réwnoczesna
organizowanie zespotéw i kierowanie niezbednym persone- realizacia prac
lem, kontrole postepdw i zakoAczenie wszystkich prac. Jap
Proces zachodzacy w organizacji zorientowanej projektowo,

) ktéry obejmuje nastepujace subprocesy: inicjowanie pro- .
Gareis jekta/ ciaé{a kJoordyr’\lazaf)cjje;al monitzrowar{ie ronwiazngnie proces i subpro-
(2004) ’ ’ f cesy

problemoéw zwigzanych z ciggtoscia prac (kryzysy, zmiany
organizacyjne, zmiany celéw itd.).
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rédta Definicja Najwazniejsze
aspekty
Planowanie, harmonogramowanie i kontrola ciggu powia- .
L . o A planowanie, har-
Kerzner zanych ze sobg dziatan, pozwalajace na realizacje celow
: S . AT S monogramowa-
(2005) projektu skutecznie i w sposob mozliwie najbardziej zgodny | .~
. . . . nie i kontrola
z oczekiwaniami jego interesariuszy.
Shenhar, Zbiér czynno$ci menedzerskich koniecznych do doprowa- | czynnosci
Dvir (2008) | dzenia projektu do pomyslnego zakoriczenia. menedzerskie

Zrédto: Kozarkiewicz, 2012, s. 25.

Pod koniec lat osiemdziesigtych XX wieku w licznych przedsiebiorstwach moz-
na bylto zauwazy¢ znaczne zainteresowanie projektami. Realizacja poszczegdlnych
zadan, a takze wymagania, jakie stawia rzeczywisto$¢, sprawiaja, Ze organizacje
coraz wiecej dziatan wcielajag w forme projektow. Spowodowato to ewolucje spo-
sobu zarzadzania organizacjami.

Organizacje
nieprojektowe

Organizacje
mieszane

Organizacje
projektowe

Organizacje
w formie projektu

1. Produkcja powta-
rzalna

2. Nacisk na pro-
dukcje i sprzedaz

3. Dtugie cykle zycia
produktow

4. Struktury sztyw-
ne, najczesciej
funkcjonalne

. Produkcja

powtarzalna,
ale realizujaca
wiele projektow

. Nacisk na two-

rzenie nowych
produktéw

. Krétki cykl zycia

produktéw

. Struktury funk-

cjonalne i zespoty
projektowe

1. Dziatalno$¢ w po-
staci kolejnych
projektow

2. Okresowo, nieryt-
micznie realizo-
wane projekty

3. Orientacja na réz-
norodne potrzeby
klientow

4. Nacisk na efek-
tywne zarzadza-
nie projektami

5. Struktury projek-
towe

1. Organizacja
powotana do
okreslonego
projektu

2. Zarzadzanie
przedsiebior-
stwem spro-
wadzone do
zarzadzania
projektami

3. Struktura do-
stosowana do
potrzeb projektu

Zarzadzanie
produktami

Zarzadzanie
projektami

Zarzadzanie przez
projekty

Zarzadzanie
przedsiebiorstwem
- projektowym

Rys. 13. Rodzaje organizacji z punktu widzenia roli projektow

Zrédto: tada i Kozarkiewicz, 2010, s. 46.

Jezeli organizacja realizuje kilka projektow, mamy do czynienia z portfelem
projektow. Najczesciej cytowane definicje tego pojecia przedstawia tabela 53.
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Tab. 53. Poréwnanie wybranych definicji pojecia ,portfel projektéw”

Najwazniejsze

Wadman (1994)

w taki sposdb, ze poziom tacznych dostarcza-
nych korzysci nie bytby mozliwy do osiagniecia

w przypadku indywidualnego zarzadzania kazdym
projektem.

Zrodto Definicja aspekty
Platje, Seidel, Zbidr projektéw zarzadzanych i koordynowanych zbior projektow,

koordynowanie,
tgczne korzysci

nych.

Archer, Ghasem- | Grupa projektow realizowanych pod kierunkiem grupa projektow,
zadch (1999) jednego wspdlnego sponsora lub jednej organizacji. | wspdlny sponsor
Gareis Portfel projektéw tworzg wszystkie projekty realizo- | wszystkie projekty,
(2004) wane w przedsiebiorstwie w okreslonym czasie oraz | okreslony czas,
istniejagce miedzy nimi powigzania. powigzania
Carroll Zréwnowazony zbiér projektow w sensie dopaso- zbiér projektow,
(2006) wania do celéw strategicznych oraz kompromisu rownowaga, cele
miedzy ryzykiem a korzysciami strategiczne, kom-
w catej organizacji. promis
PMI Zbiér projektow lub programéw oraz innych dzia- zbidr projektéw,
(2008) tan, ktére zostaty zgrupowane razem, aby utatwic programéw
efektywne zarzadzanie i osigganie celow strategicz- | i innych dzia-

tan, efektywne
zarzgdzanie, cele
strategiczne

Zrédto: Kozarkiewicz, 2012, s. 28.

Uzupetnieniem definicji ,,portfela projektow” jest analiza kategorii projektow
tworzacych portfel. Kategorie te moga dotyczy¢ wielkosci projektu, zwigzanego
z nim ryzyka, wymaganych nakladéw, rodzaju sponsora, poziomu innowacyj-
nosci itd. W trakcie realizacji projektéw znajdujacych sie w portfelu szczegdlnie
istotna jest analiza wystepujacych miedzy nimi zaleznosci. Pod tym wzgladem
mozna wyrdzni¢ nastepujace rodzaje projektow (Kozarkiewicz, 2012, s. 29):

« projekty niezalezne, czyli takie, ktére moga by¢ realizowane w tym samym

czasie;

« projekty komplementarne, czyli takie, ktore s3 ze sobg powiazane wzgleda-

mi technicznymi lub strategicznymi;

o projekty wykluczajace si¢ — tworzy je para lub grupa projektow, z ktérych
tylko jeden moze zosta¢ zrealizowany;
Zarzadzanie portfelem projektéw musi uwzglednia¢ wszystkie funkcje kiero-
wania projektami w nim zawartymi. Wybrane definicje zarzadzania portfelem
projektow przedstawia tabela 54.
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Tab. 54. Poréwnanie wybranych definicji pojecia ,zarzadzanie portfelem projektéw?”

Zrédto

Definicja

Najwazniejsze
aspekty

Artto, Dietrich,
Ikonen (2002)

Zarzadzanie organizacja multiprojektowa, w ktorej
podstawowym wyzwaniem jest potaczenie celéw
projektdw z celami organizacji.

tgczenie celéw pro-
jektow i organizacji

Kerzmer Ma na celu okreslenie, wybdr, finansowanie, monito- | okreslenie, wybdr,

(2005) rowanie i realizacje odpowiedniego zestawu projek- finansowanie i re-
tow i przedsiewzie¢ potrzebnych do osiagania celdw | alizacja
organizacji.

Thiry (2006) Proces analizy i alokacji zasobdw organizacji miedzy | alokacja zasobdw,
projekty i programy tak, aby osiagac cele organizacji maksymalizacja

i maksymalizowad warto$¢ dla interesariuszy.

wartosci dla intere-
sariuszy

Shenhar, Dvir
(2008)

Obejmuje dziatania i decyzje podejmowane przez
firme w celu wybrania lub odrzucenia projektow,
ktére majag by¢ wtaczone do zestawu projektow
realizowanych, oraz sposoby najbardziej efektywne-
go podziatu zasobdéw miedzy projektami; naczelnym
celem zarzadzania portfelem projektéw powinna by¢
zawsze realizacja celow biznesowych.

selekcja projektéw,
alokacja zasobow,
cele biznesowe

PMI
(2008)

Scentralizowane zarzadzanie, ktére obejmuje
zebranie, identyfikacje, priorytetyzacje, selekcje,
autoryzacje, rbwnowazenie, zarzadzanie, kontrole
(sktadnikéw portfela), aby osiagnac zatozone cele
biznesowe.

cigg okreslonych
dziatan, cele bizne-
sowe

Zrédto: Kozarkiewicz, 2012, s. 28.

Zarzadzanie portfelami projektéw powinno by¢ cigglym, powtarzalnym

procesem decyzyjnym, umozliwiajacym ksztaltowanie skladu portfela obejmu-
jacego wprowadzanie nowych projektéw oraz monitorowanie i zmiang sposo-
bu realizacji projektéow bedacych w trakcie realizacji (przyspieszenie, opdznie-
nie, rezygnacja). Zarzadzanie portfelami projektow winno réwniez w szerokiej
perspektywie prowadzi¢ do wzrostu wartosci firmy, a tym samym umocnie-
nia jej pozycji na rynku. Mozna to osiggnaé poprzez taki strategiczny dobdr
projektow, ktéry zapewni rownowage miedzy réznymi ich rodzajami, zmini-
malizuje ryzyko zwiazane z ich realizacjg, zmaksymalizuje zwrot z poniesio-
nych nakladéw oraz zapewnieni najlepsze wykorzystanie dostepnych zasobow
przedsiebiorstwa. Zarzadzanie projektami rozumiane jest jako ,robienie pro-
jektow w sposdb wilasciwy” (ang. doing project right), podczas gdy zarzadzanie
portfelami projektéw to ,robienie wlasciwych projektéw” (ang. doing the right
project) (Kozarkiewicz, 2012, s. 30).
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3. Projekty logistyczne jako szczegolny rodzaj
projektow

W dziatalnosci wspdtczesnych przedsigbiorstw i tancuchéw dostaw coraz cze-
$ciej wyodrebnia si¢ projekty realizowane w obszarze logistyki, ktorych celem jest
wdrozenie nowych rozwigzan pozwalajacych na uniknigcie lub ztagodzenie pro-
blemoéw zwigzanych z przeptywem materialéw, informacji, Srodkéw finansowych,
wiedzy i 0oséb (Pisz i Lapunka, 2015, s. 85).

Projekty logistyczne sg realizowane lub koordynowane przez dzialy logistyki
w ramach jednego przedsigbiorstwa pomiedzy bezposrednimi ogniwami tancu-
cha dostaw — dostawcg i odbiorcg, a takze w calym tancuchu dostaw: na skale kra-
jowa lub miedzynarodowa (Kasperek 2006; Kisperska-Moron i Krzyzaniak 2009;
Nowosielski 2008; Pisz i Lapunka 2015, s. 87).

Podejscie projektowe w logistyce jest wynikiem postepujacej globalizacji, prze-
nikania si¢ kultur, rozwoju biznesu globalnego, a tym samym - integracji tancu-
chéw dostaw. Podstawowa przestankg realizacji projektow logistycznych okazuje sie
podniesienie poziomu obstugi klienta, zwigkszenie efektywnosci gospodarowania
w obszarze zaopatrzenia, transportu, magazynowania, produkeji, dystrybucji w po-
jedynczych przedsiebiorstwach i/lub tanicuchach dostaw. Zainteresowanie plano-
waniem i realizacjg projektow logistycznych oraz towarzyszacym im problemom
wyraza si¢ wzrostem liczby publikacji naukowych. Wynikiem tego jest powstanie
réznych definicji projektu logistycznego. Najbardziej trafne wydaja si¢ dwie:

» wedlug Jarostawa Witkowskiego i Bartlomieja Rodawskiego (Witkowski

i Rodawski, 2007) projekty logistyczne stanowia jednorazowe, ograniczo-
ne czasowo i budzetowo przedsigwzigcia, ktorych realizacja stuzy poprawie
sprawnosci i efektywnosci przeplywdéw produktoéw oraz towarzyszacych im
informacji w przedsigbiorstwach, fancuchach dostaw lub uktadach prze-
strzennych;

» wedlug Marka Kasperka (Kasperek, 2012) projekt logistyczny to nieruty-
nowe przedsigwzigcie, wyodrebnione czasowo i kosztowo z innych przed-
siewziec, majace na celu realizacje jednorazowego i unikatowego dzialania,
w wyniku ktérego dochodzi do zmiany systemu logistycznego przedsigbior-
stwa lub tancucha dostaw, w ktérym to przedsigbiorstwo do tej pory funk-
cjonowalo.

Uogdlniajac, projekt logistyczny mozna zdefiniowac jako tymczasowq dziafal-
nos$¢ podmiotu gospodarczego lub podmiotéw gospodarczych bedacych ogniwa-
mi tancuchéw dostaw, dotyczaca zmian w procesach logistycznych, podejmowana
w celu wytworzenia unikatowego wyrobu, dostarczenia unikatowej ustugi lub osia-
gniecia unikatowego rezultatu. Niemalze kazdg znaczaca modyfikacje procesu lo-
gistycznego w pewnych warunkach nalezy traktowac¢ jako przedsiewziecie, ktorego
efektywno$¢ uzalezniona jest od planu wykonania (Pisz i Lapunka, 2015, s. 87).
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Przyktadami projektéw logistycznych realizowanych w obrebie logistyki i za-
rzadzania fancuchem dostaw s3 m.in. (Kisperska-Moron i Krzyzaniak, 2009; No-
wosielski, 2008; Pisz i Lapunka, 2015, s. 91) - zob. tabela 35:

« lokalizacja zakladow produkcyjnych,

o lokalizacja magazynow,

 wdrozenie systemu WMS,

« wybor systemu magazynowania,

o wybor srodkéw transportu,
« optymalizacja tras przewozu,

« zmiana operatora logistycznego,
 zmiana procesow logistycznych,

 wdrozenie i rozbudowa systemu IT wspierajacego logistyke,
« wdrozenie lub rozbudowa systemu klasy ERP,
« wybdr nowego dostawcy.

Tab. 55. Typologia projektdw logistycznych

. Rodzaj projektu I .
Kryterium logistycznego Przyktady projektow logistycznych
centralizacja sieci dystrybucji,
wdrozenie kompleksowego pakietu ustug logi-
strategiczne stycznych w przedsiebiorstwach sektora TSL,
Czas zmiana lokalizacji zaktadu produkcyjnego,
i znaczenie wdrozenie koncepcji ECR
realizacji opracowanie normatywow sterowania zapasami,
p.rOJektu lo- taktyczne optymah;aqa systemu sortowania odpadow
gistycznego suchych i mokrych,
wdroZenie techniki kanban
operacyjne optymalizacja trasy przewozu,

szkolenia w zakresie zarzqdzania zapasami

Obszar
funkcjonalny
projektu lo-
gistycznego

lokalizacyjne

lokalizacja spalarni smieci

transportowe

wybdr modelu obstugi transportowej

magazynowe

budowa magazynu

zarzadzanie zapasami

wybdr modelu sterowania zapasami

poprawy jakosci obstugi
klientéw

sformutowanie strategii obstugi klientow

logistyki zwrotnej

opracowanie systemu gospodarowania opakowa-
niami zwrotnymi

Rodzaj
dziatariiich
rezultatow

w projekcie
logistycznym

szkoleniowe

szkolenie z zakresu technologii IT w logistyce

doradczo-wdrozeniowe

audyt i racjonalizacja systemu logistycznego

inwestycyjne (w tym infra-
strukturalne)

modernizacja systemu transportu wewnetrznego
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Tab. 55 (cd.)
. Rodzaj projektu " .
Kryterium logistycznego Przyktady projektow logistycznych
projekty realizowane
Liczb przez pojedyncze przed- wdrozenie techniki kanban
iczba siebiorstwo
uczestnikow - - -
w projekcie prf)Jekty mlgdzyorganlza—
logistycz cyjne - re?llzowane przez . .. . 3
ogistycz kilka wspétpracujacych Wdrozen/e koncepcji VMI miedzy dostawcg a od
nym A biorcg
organizacji w ramach
tancucha dostaw
Zasieg lokalne optymalizacja systemu komunikacji miejskiej
przestrzenny | regionalne budowa regionalnego centrum dystrybucji
projektu lo- | krajowe zatozenie elektronicznej gietdy spedycyjnej

gistycznego

miedzynarodowe

budowa tunelu pod kanatem La Manche

projekty oddziatujace na
organizacje bezposrednio

wdrozenie koncepcji JIT

gistycznego

Zasieg w nich uczestniczace
podmiotowy | projekty oddziatujace na
projektu otoczenie: sektorowe, budowa regionalnego/miedzynarodowego cen-
regionalne lub makroeko- | trum logistycznego
nomiczne
finasowanie ze srodkéw .
o wtasnych zakup systemu informatycznego klasy ERP
Zrodta -
finansowa- | wykorzystaniem
. . montazu finansowego budowa centrum logistycznego wedtug modelu
nia projektu . L .
. (kapitat prywatny i Srodki | PPP
logistycz- .
publiczne)
nego - y p
finansowane ze srodkéw . C
. budowa obwodnicy miejskiej
publicznych
Wielko$¢ mikroprojekty szkolenie z zakresu logistyki biznesu
budzetu ok Konakt
projektu lo- 5;?;2 ty wysokonakta- budowa centrum logistycznego

Zrédto: Pisz i kapurika, 2015; Witkowski i Rodawski, 2007, s. 4.

4. Planowanie sieciowe

Planowanie jest najwazniejsza funkcja zarzadzania. Wedlug Tadeusza Kotarbin-
skiego (Kotarbinski, 1982, s. 160-162) warunki konieczne do stworzenia dobrego
planu mozna przedstawi¢ nastepujaco. Plan jest dobry wtedy, kiedy prowadzi do
dziatania sprawnego, a w szczegolnosci, gdy okazuje sie:
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o celowy, tzn. doprowadzajacy do celu;
« wykonalny, tzn. mozliwy do zrealizowania;
« teoretycznie i praktycznie konsekwentny, tzn. zgodny wewnetrznie i nieza-
wierajacy sprzecznoscis
 operatywny, czyli przejrzysty i czytelny, tzn. niesprawiajacy trudu w rozu-
mieniu (komunikatywny);
« racjonalny, czyli ugruntowany poznawczo, tzn. oparty na rzetelnej wiedzy;
« gietki, tzn. dopuszczajacy zmiany w trakcie realizacji;
« optymalnie szczegdtowy, tzn. nie za szczegétowy i niezbyt ogélny;
« odpowiednio dlugodystansowy, tzn. obejmujacy mozliwie najdtuzszy prze-
dzial czasu;
o czasowo okreslony, tzn. zawierajacy termin prekluzyjny (nieprzekraczalny)
wykonania;
« kompletny, tzn. obejmujacy caloé¢ zadania i istotne jego elementy.
W planowaniu projektéw mozemy wyrézni¢ nastepujace czynnosci (Trocki,
Grucza i Ogonek, 2009, s. 53):
o analiza zadan - podzial celéw projektu na cele czastkowe i zadania,
« analiza czynnosci - przyporzadkowanie zadaniom wlasciwych dzialan,
« analiza obiektéw dziatania — okre$lenie obiektéw dziatania,
« analiza zasobow - przydziat srodkéw do poszczegoélnych zadan.
Pierwszym projektem, do realizacji ktérego wykorzystano metody sieciowe,
byl Manhattan (rozpoczeta w 1941 roku budowa bomby atomowej). Ze wzgle-
du na tajemnice wojskowa metody te nie mogly by¢ szerzej rozpowszechniane.
Pierwsze cywilne zastosowanie mialo miejsce na przelomie lat czterdziestych
i pie¢dziesiatych, przy okazji uruchomienia tzw. planu Marshalla. W latach na-
stepnych coraz popularniejsze stalo si¢ uzywanie wspomnianych metod do plano-
wania skomplikowanych i ztozonych projektéw (m.in. program Polaris, program
Apollo, produkcja komputera osobistego IBM, produkcja samolotu Airbus A320).
Podstawowe metody planowania sieciowego zostaty opracowane i udoskonalone
na przetomie lat pig¢dziesigtych i sze$¢dziesigtych XX wieku. Zaliczaly si¢ do nich
(Trocki, Grucza i Ogonek, 2009, s. 29):
« CPM (ang. Critical Path Method) z 1957 roku,
o LESS (ang. Least Cost Estimating and Scheduling) z lat piecdziesiatych,
o PERT (ang. Program Evaluation and Review Technique) z 1958 roku,
o MPM (ang. Metra Potential Method) z 1958 roku,
o GAN (ang. Generatized Activity Network) z 1962 roku,
« PDM (ang. Precedence Diagramming Method) z 1964 roku,
» GERT (ang. Graphical Evaluation and Review Technique) z 1966 roku,
o RAMPS (ang. Resource Allocation in Multi-Project and Scheduling) z lat
sze$¢dziesiatych.
Metody planowania sieciowego wykorzystywane s w zarzadzaniu projektami
do planowania przebiegu projektu oraz zasobéw koniecznych do jego realizacji.
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Definicje przytoczone na poczatku tego rozdziatu okreslaja zarzadzanie pro-
jektami jako dziedzing teorii organizacji i zarzadzania. Z punktu widzenia badan
operacyjnych nalezaloby zwrdci¢ wigksza uwage na fakt, iz projekt to tak napraw-
de zlozone przedsiewzigcie wieloczynnosciowe, ktére mozna opisac za pomo-
ca skonczonej liczby pojedynczych czynnosci oraz okresli¢ rodzaj i stopien ich
wzajemnych powigzan (Miszczynska i Miszczynski, 2002, s. 112).

Wyodrebnienie czynnodci pozwala przede wszystkim na przedstawienie
projektu w postaci modelu matematycznego. Do opisywania tego rodzaju mo-
deli stosuje si¢ sieci budowane na podstawie teorii grafow. ,,Graf jest obiektem
sktadajacym si¢ z niepustego zbioru weztéw Vi zbioru strzalek lub krawedzi E,
oraz zdefiniowanego na zbiorze E odwzorowania, ktére kazdemu elementowi
e € E przyporzadkowuje dokladnie dwa elementy i, j € V. Gdy kazda para
elementdw i, j jest uporzadkowana, a wigc jest wyrdzniony wezet wezesniejszy
i nastepujacy po nim, méwimy ze graf jest skierowany. Wezel poprzedzajacy
jest nazywany poprzednikiem, a wezel nastepujacy nastepnikiem. Gdy wezly
grafu sg polaczone krawedziami bez wyrdzniania zwrotu, graf nazywamy nie-
skierowanym” (Krawczyk, 2001, s. 94). Grafy, w ktorych strzatkom lub krawe-
dziom przyporzadkowane s liczby, tworza klas¢ graféw wartosciowanych. Graf
jest spdjny, kiedy dla kazdej pary wezldéw istnieje cigg nastepujacych po sobie
strzalek lub krawedzi (Krawczyk, 2001, s. 95). Mozna wyrdzni¢ dwa podejscia
ze wzgledu na interpretacje weztow i strzatek (krawedzi), bedacych skladowy-
mi grafu:

1. Notacje Activity on the Arrow (AoA), wystepujaca takze pod nazwa Activi-
ty Diagramming Method (ADM) lub ,,model strzatkowy”. Zostata ona po raz
pierwszy zastosowana w pierwszej polowie lat pie¢dziesiatych ubieglego wie-
ku w programie rakietowym Polaris (mfiles.pl). W tym modelu sieciowym
kazda strzatka oznacza czynnos¢ odwzorowujaca wykonanie dowolnego za-
dania czastkowego. Jest procesem trwajacym w czasie, ktdrego realizacja wy-
maga okreslonych srodkéw, co z kolei powoduje generowanie kosztow. Wezly
reprezentujg natomiast zdarzenia wystepujace w projekcie, ktore okreslaja
rozpoczgcie lub zakonczenie jednej lub wielu czynnosci. Powigzania miedzy
czynnosciami moga przybiera¢ dwie formy: szeregowa i réwnolegla (zob. ry-
sunek 141 15).

OO0

Rys. 14. Czynno$¢ A jest bezposrednim poprzednikiem czynnosci B (potagczenie szeregowe)

Zrédto: Krawczyk, 2001, s. 116.
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Rys. 15. Czynnosci A, B i C moga by¢ wykonywane réwnolegle i jednoczesnie poprzedzaja
czynno$¢ X; a czynnosci C, D i F takze moga by¢ wykonywane réwnolegle i poprzedzane sa
bezposrednio przez czynnosé X

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Krawczyk, 2001, s. 116-118.

Sieci sporzadzone zgodnie z metoda AoA musza spelnia¢ dwie do-
datkowe reguly:

a) Kazde dwa zdarzenia nie moga by¢ bezposrednio polaczone wiecej niz
jedna czynnoscia rzeczywista®. Rysunek 16 przedstawia bledny sposéb
zapisu, z kolei na rysunku 17 zaprezentowano poprawny sposob zapisu
polaczen, realizujacy relacje bezposredniego poprzedzania czynnosci.
Zwizualizowana na rysunku 17 czynnos¢ C to czynno$¢ pozorna, do
realizacji ktdrej nie potrzeba ani czasu, ani kosztow.

O——0O

Zrédto: Krawczyk, 2001, s. 117.

Rys. 16. Btedny zapis

—)
Rys. 17. Prawidtowy zapis

Zrédto: Krawczyk, 2001, s. 117.

4 Czynno$¢ rzeczywista to taka, do realizacji ktdrej wymagany jest okreslony czas i potrzebne
s3 odpowiednie $rodki.
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b) Kazda sie¢ musi posiada¢ jedno zdarzenie poczatkowe i jedno zdarze-

nie koncowe.

OO
OO0
/

\ 4

O

Rys. 18. Btedny zapis

Zrédto: opracowanie wtasne.

W sieci przedstawionej na rysunku 18 wystepuja dwa zdarzenia po-
czatkowe i dwa zdarzenia konicowe - jest to niedopuszczalne w sieci
AoA. Prawidlowy zapis ilustruje rysunek 19.

Zakonczenia czynnosci A (relacja koniec—poczatek).

O
O

D

Y

\ 4

O

Rys. 19. Prawidtowy zapis

Zrédto: opracowanie wtasne.

2. Notacje Activity on the Node (AoN), wystepujaca takze pod nazwa Precedence
Diagramming Method (PDM) i ,,metoda diagramowania pierwszenstwa’. Zostata
ona spopularyzowana wraz z upowszechnieniem komputerdw, zastepujac notacje
AoA. W tym modelu sieciowym kazdy wezet oznacza czynno$¢, a strzatki przed-
stawiaja relacje zachodzace miedzy analizowang czynnoscig a czynno$ciami bez-
posrednio ja poprzedzajacymi i bezposrednio po niej nastepujacymi (mfiles.pl).

Rys. 20. Czynnos$¢ A jest bezposrednim poprzednikiem czynnosci B (potaczenie szeregowe)

Zrédto: Trocki, 2012, s. 161.
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/ \

Rys. 21. Czynnosci A, B i C moga by¢ wykonywane réwnolegle i jednoczesnie

poprzedzaja czynnos$¢ X; czynnosci D, E i F takze moga by¢ wykonywane réwnolegle
i poprzedzane sa bezposrednio przez czynnosc¢ X

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Trocki, 2012, s. 161.

Dla kazdych dwoch czynnosci A i B, wystepujacych w sieci w bezpo-
srednim ukladzie szeregowym (zob. rysunek 20), mozna rozpatrywaé na-

stepujace przypadki (Trocki, 2012, s. 161):
a) Czynno$¢ B moze si¢ rozpoczaé nie wezesniej niz po uptywie X jedno-

stek czasu od zakonczenia czynnosci A (relacja koniec—poczatek).

X ’ 7
> Czynosc B

Czynos$¢ A

b) Czynno$¢ B moze sie rozpoczaé nie wczesniej niz po uptywie X jed-
nostek czasu od rozpoczecia czynnosci A (relacja poczatek—poczatek).

X

Czyno$¢ B

Czynos$¢ A

c) Czynno$¢ B moze by¢ zakonczona nie wczesniej niz po uptywie X jed-
nostek czasu od zakonczenia czynnosci A (relacja koniec—koniec).

X

Czynos$¢ B

Czynos$¢ A

d) Czynno$¢ B moze by¢ zakonczona nie wczesniej niz po uptywie X jed-
nostek czasu od rozpoczecia czynnosci A (relacja poczatek—koniec)

X

Czynos$¢ B

Czynos$¢ A
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W sieci typu AoN sprzezenia zwrotne s3 niedopuszczalne (zob. rysu-
nek 22).

Rys. 22. Sprzezenia zwrotne w sieci typu AoN - niedopuszczalne

Zrédto: Trocki, 2012, s. 162.

W przypadku, gdy wystepuje wiecej niz jedna czynno$¢ poczatkowa i/lub kon-
cowa, wykorzystujemy czynnosci pozorne — moga by¢ one takze stosowane do
polaczenia dwdch lub wiekszej liczby grafow.

Dzigki planowaniu sieciowemu mamy mozliwo$¢ (Bladowski, 1970, s. 9):

przedstawienia projektu w postaci sieci czynno$ci wzajemnie ze sobg po-
wigzanych,

sporzadzenia harmonogramu realizacji projektu (okreslenie terminéw roz-
poczecia i konczenia poszczegélnych czynnosci),

analizy tolerancji czasu rozpoczynania i konczenia poszczegoélnych czynno-
$ci (oszacowanie zapasow czasu i ich analiza),

okreslenia czynnosci krytycznych majacych decydujace znaczenie w reali-
zacji projektu,

optymalizacji rozdzialu srodkéw niezbednych do realizacji projektu,
oszacowania prawdopodobienstwa dotrzymania zalozonego terminu reali-
zacji projektu,

oceny alternatywnych planéw realizacji projektu,

biezacej kontroli realizacji projektu.

Podczas realizacji wigkszosci projektéw mamy do czynienia z ograniczonymi
zasobami (Srodki finansowe, $rodki produkcji, materialy, sita robocza), czego
skutkiem jest konieczno$¢ odpowiedniego uszeregowania czynno$ci wchodza-
cych w skfad projektu. Réwnie waznym ograniczeniem okazuje si¢ mozliwy do
zaakceptowania czas trwania projektu
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5. Planowanie przebiegu projektu

Planowanie przebiegu projektu jest jednym z elementéw drugiej fazy cyklu zy-

cia projektu (faza planowania i organizowania wykonawstwa projektu). Chodzi

o powigzanie elementdw struktury projektu z czasem i miejscem ich realizacji.

Planowanie to obejmuje nastgpujace czynnosci (Trocki, 2012, s. 171):

« identyfikacja czynnosci (zadan),

« okreslenie czasow trwania czynnosci projektu,

« obliczenie termindéw wykonania poszczegélnych czynnosci,

« okreslenie czasu realizacji calego projektu oraz termindw jego rozpoczecia

i zakonczenia,

« obliczenie rezerw czasu w projekcie,

« wyznaczenie $ciezki krytycznej,

o sporzadzenie harmonogramu projektu,

o okreslenie kamieni milowych.

Punktem wyijscia okazuje si¢ tu identyfikacja czynnosci (zadan) wchodzacych
w sklad projektu. W zaleznosci od stopnia innowacyjnosci projektu wystepuja
trzy sposoby tworzenia listy czynnosci (Krawczyk, 2001, s. 96-97):

« przypadkowy,

e systematyczny,

« wyrdzniajacy czynnosci w trakcie tworzenia listy zaleznosci.

Wszystkie wyrdznione czynnos$ci tworza zbiorowos¢ okreslajaca projekt
- dlatego tez musi zosta¢ zachowana skala pomiaréw umozliwiajaca ich agre-
gacje; powinny one posiada¢ réwniez wspdlng jednostke czasu. Drugim para-
metrem, ktory nalezy uwzglednic, jest potencjal wykonawczy. Poniewaz czyn-
nosci moga by¢ realizowane przez ludzi, maszyny, a takze z wykorzystaniem sit
naturalnych, najczesciej parametrami pokazujacymi strone ich wykonania sa
koszty. W sytuacji, kiedy okazujg sie one wielkosciami decyzyjnymi, wprowadza
sie je jako funkcje czynnikéw wykonawczych i tworzy zadania optymalizacyjne,
ktérych funkcjg kryterium jest z kolei ich minimalizacja. Po wyspecyfikowaniu
wszystkich wchodzacych w sklad projektu czynnosci nalezy je uporzadkowac.
Postepowanie to mozna podzieli¢ na dwa etapy (Krawczyk, 2001, s. 98):

1. Etap pierwszy — dynamiczne tworzenie listy, na ktérej dowolna czynno$¢ X
ma numer wigkszy od wszystkich czynnosci ja poprzedzajacych i nizszy od
tych, ktdre po niej nastepuja.

2. Etap drugi - wskazanie wérdd czynnosci poprzedzajacych czynno$¢ X jej bez-
posrednich poprzednikéw.

Nastepnie szacujemy przewidywany czas trwania czynnosci tworzacych struk-
ture projektu. W zaleznosci od tego, czy projekt cechuje si¢ niskim stopniem in-
nowacyjnosci, czy tez jest przedsiewzieciem unikatowym, stosuje sie rézne tech-
niki. W pierwszym przypadku mozna wykorzysta¢ doswiadczenia wynikajace
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z realizacji podobnych projektéw, co pozwala na prawie dokladne (determini-
styczne) okreslenie czasu trwania czynnosci. W drugiej sytuacji, z powodu braku
doswiadczen wynikajacych z realizacji podobnych projektéw, stosuje si¢ metody
szacunkowe, wykorzystujace zasady rachunku prawdopodobienstwa. Z reguly
naklad czasu potrzebny do realizacji czynnosci ustala si¢ najpierw w jednost-
kach naturalnych, a nast¢pnie w kalendarzowych (Trocki, 2009, s. 54-55). Stoso-
wane moga by¢ réznorodne techniki - przedstawia je tabela 56.

Tab. 56. Techniki okreslania czasu realizacji czynnosci projektu

Techniki Charakterystyka

naktady czasu sg okre$lane na podstawie obliczen analitycznych

Analityczna A . . ;.
czasow trwania elementow czynnosci

naktady czasu sg okre$lane na podstawie analogii do czynnosci

Analogii zrealizowanych w podobnych projektach

naktady czasu sg okre$lane przez przemnozenie produktow/wy-

Multiplikacyjna nikdw czastkowych czynnosci przez naktady dla tych produktéw

naktady czasu sg okre$lane przez ustalenie wag dla zestawu
Oceny wazonej czynnikdéw wptywajacych na czas trwania czynnosci (obliczenie
wyniku nastepuje na podstawie odpowiednich wzoréw)

Parametryczna naktady czasu sg okreslane na podstawie analizy korelacji

naktady czasu sa okre$lane za pomoca struktury procentowej

Procentowa naktadéw podobnych projektéw

specjalna technika szacowania naktadéw wykorzystujaca spe-

Punktéw funkcjonalnych | 7. .
cjalistyczne oprogramowanie

Zrédto: Trocki, 2009, s. 55.

W zalezno$ci od rodzaju struktury projektu stosuje si¢ rézne techniki planowa-
nia jego przebiegu (zob. tabela 57).

Tab. 57. Przeglad technik planowania przebiegu projektu

Struktura Kooperacyjna
, . projektu Hierarchiczna .
Czynnosci Zdeterminowana | Stochastyczna
projektu
Technika LOB Harmonogramy
Zdeterminowane Technika Pattern - Wykresy Gantta
Technika CPE Technika CPM
Techniki drzewa zaleznosci Technika MPM

Technika PERT
Technika taficucha | Technika Gert
krytycznego

Techniki drzewa

Stochastyczne .
decyzyjnego

Zrédto: Trocki, Grucza i Ogonek, 2009, s. 56.
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5.1. Technika CPM

Metoda ta zostala opracowana w latach 1956-1957 w Stanach Zjednoczonych
przez firme¢ Du Pont de Nemours & Co. Byta ona wykorzystywana do zarzadzania
konserwacja urzadzen stosowanych w procesach ciggtych koncernu. Metoda sciez-
ki krytycznej miata doprowadzi¢ do uporzadkowania organizacyjnego, co miato
spowodowa¢ wzrost efektywnodci firmy. Jest to metoda deterministyczna, czyli
taka, w ktdrej zaklada sig, Ze okreslone s3 czasy realizacji poszczegdlnych czyn-
nosci i ich uporzadkowana lista. Majac dane czasy trwania kazdej czynnosci oraz
sie¢ powigzan miedzy nimi, wyznacza sie¢ — na podstawie $ciezki krytycznej — naj-
krotszy czas realizacji catego projektu, nazywany czasem krytycznym.

Sciezka krytyczna jest to droga prowadzaca od zdarzenia poczat-
kowego do koncowego i charakteryzujaca si¢ najdiuzszym czasem
trwania; tworza ja te czynnos$ci, ktérych zapas czasu catkowity jest
rowny luzowi czasowemu zdarzenia koncowego.

Jezeli stosujemy notacje AoA, proces wyznaczania $ciezki krytycznej jest naste-
pujacy. Etap pierwszy - przedstawienie struktury projektu w postaci wykresu
sieciowego typu AoA. Sie¢ sktada sie z dwoch elementéw: zdarzen (weztéw) i tu-
kéw (czynnosci) - zob. rysunek 23.

Rys. 23. Elementarna sktadowa sieci - czynnosc (i,j)

Zrédto: opracowanie wtasne.

o (i,j) — czynno$¢ rozpoczynajaca si¢ zdarzeniem i oraz konczaca si¢ zdarzeniem j,
. tl,j - czas trwania czynnosci (i,f),

+ t”- najwczesniejszy moment rozpoczecia czynnosci (i,f),

« t'-najpozniejszy moment rozpoczecia czynnosci (i),

. tj0 - najwczesniejszy moment zakonczenia czynnosci (i),

. tj1 - najpdzniejszy moment zakonczenia czynnosci (i),

* L,-luz czasowy zdarzenia i.

Etap drugi - wyznaczenie termindw najwczesniejszych dla zdarzen (¢°). Dla
zdarzenia poczatkowego calego przedsigwziecia, tj. dla zdarzenia o numerze 1,
najczesciej przyjmuje sig, ze termin ten jest rowny 0°.

5 Jezeli terminy zwigzane sa Sci$le z kalendarzem, jako moment rozpoczecia projektu przyjac
mozna np. numer tygodnia, w ktérym planowane jest jego rozpoczecie. W tym przypadku
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=0 (129)

i
Dla kazdego zdarzenia j, (j = 2, 3, ..., n) najwcze$niejszy termin zajécia oblicza
sie, analizujac czasy trwania czynnosci, dla ktérych dane zdarzenie jest zdarzeniem
koncowym. Terminem najwczesniejszego zajscia zdarzenia bedzie termin najbar-
dziej oddalony w czasie. Wynika to z definicji zdarzenia®. Procedura wyznaczania
najwczesniejszych terminéw dla zdarzen jest zgodna z nastgpujacym wzorem:

0 0 .
t; =n}3jx{ti +t,.j} j=2,3, ., n (130)

Proces wyznaczania najwcze$niejszych terminéw dla zdarzen przebiega w sposéb
narastajacy, czyli w kolejnosci od zdarzenia pierwszego (poczatkowego dla calego pro-
cesu) do zdarzenia ostatniego (koniczacego proces). Inne podejscie do wyznaczania
terminéw w drugim etapie metody CPM przedstawia Tadeusz Trzaskalik (Trzaskalik,
2008). Odmiennos¢ polega na tym, ze zamiast wyznaczania najwcze$niejszych termi-
néw zajscia poszczegolnych zdarzen, wyznacza si¢ najwcze$niejsze momenty rozpo-
czecia i zakonczenia poszczegolnych czynnosci. Najwczesniejszy moment rozpoczecia
czynnosci jest tozsamy z najwczesniejszym momentem zajscia zdarzenia poczatko-
wego. Najwczesniejszy moment zakonczenia czynnosci okazuje si¢ natomiast rowny
najwczesniejszemu momentowi zajécia zdarzenia koncowego dla danej czynnosci.

Etap trzeci — wyznaczenie termindéw najpozniejszych dla zdarzen (t). Pro-
ces wyznaczania terminéw najpdzniejszych zaj$¢ zdarzen przebiega w kolejno-
$ci od ostatniego (zdarzenie o numerze n) do pierwszego (zdarzenie o numerze
1). Pierwszym krokiem tego etapu jest wyznaczenie najpdzniejszego terminu
zakonczenia przedsiewzigcia, tzw. terminu dyrektywnego (TD = t}). Ze wzgledu
na deterministyczny charakter metody, termin dyrektywny nie moze by¢ krotszy
od najwczes$niejszego moment zaj$cia zdarzenia koncowego n.

tf <TD (131)

Najczesciej za termin dyrektywny przyjmuje sie najwczesniejszy moment zaj-
$cia zdarzenia konicowego n (TD = t°). Na tym poziomie przyjmuje sie rowniez
najpozniejszy termin dla zdarzenia konicowego (TD = t!). Z zatozen tych wyni-
ka, ze th= tf.

Dla zdarzen o kolejnych, nizszych numerach najpdzniejszy termin okresla sie
jako najmniejszg z réznic pomiedzy terminami najpdzniejszymi dla zdarzen kon-
czacych wszystkie czynnosci rozpoczynajace si¢ w analizowanym wezle, a czasa-
mi trwania tych czynno$ci. Proces ten mozna ogoélnie zapisa¢ nastepujaco:

wszystkie czasy rozpoczecia i zakofczenia poszczegdlnych czynnosci wyrazone beda nume-
rami tygodni.

6 Mowimy, ze zdarzenie zaszto, jezeli zakoriczyty sie wszystkie czynnosci, dla ktdrych jest ono
zdarzeniem koricowym.
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t] :rri1<i]n{t11,—tij} j=n-1,n-2,.,1 (132)

Skuteczng kontrolg obliczen w tym etapie jest uzyskanie takich samych réznic
pomiedzy terminem najwczesniejszym a najpozniejszym dla zdarzen pierwszego
(o numerze 1) i ostatniego (o numerze n).

th-t)=t -1t (133)

Etap czwarty - wyznaczenie luzéw czasowych dla zdarzen (L)). Dla kazdego
z wezlow okreslone zostaly dwa terminy: najwczesniejszych i najpdzniejszych
momentow zajécia zdarzenia. Réznice miedzy tymi wielko§ciami nazywamy lu-
zem czasowym dla zdarzenia i. Wyznacza si¢ go nastgpujaco:

L=t-¢ (134)

Luz czasowy pokazuje, w jakim przedziale czasu nalezy spodziewa¢ si¢ za-
konczenia wszystkich czynnosci, dla ktorych zdarzenie i jest zdarzeniem konco-
wym. Na tym etapie wskaza¢ mozna zdarzenia krytyczne. Sa to te zdarzenia, dla
ktorych luz czasowy L, = 0. Lezg one na $ciezce krytycznej.

Etap piaty - wyznaczanie zapaséw czasu dla czynnosci. Po wyznaczeniu
najwczesniejszych i najpdzniejszych momentéw dla zdarzen obliczamy pewne
charakterystyki nazywane zapasami czasu wykonywania czynnosci. Ze wzgledu
na to, ze kazdg czynno$¢ mozna teoretycznie rozpoczaé zar6wno w najwcze-
$niejszym, jak i w najpdzniejszym momencie zajscia zdarzenia poczatkowego
dla czynnosci, jak rowniez dwojako ja zakonczy¢, istnieja w sumie cztery rodzaje
zapasow czasowych - zob. tabela 58.

Tab. 58. Rodzaje zapaséw czasu dla czynnosci analizowanych w technice CPM

Nazwa Symbol Definicja
Zapas czasu 7c Odcinek czasu pomiedzy najpdzniejszym a najwczesniejszym
catkowity i terminem wystapienia czynnosci.

Zapas czasu Odcinek czasu, o ktéry czynno$¢ moze byc przesunieta w sto-
waF:unkow w; sunku do swojego najwczesniejszego terminu wystapienia - bez
y wptywu na terminy innych czynnosci.

Odcinek czasu, o ktéry czynno$é moze by¢ przesunieta w stosun-
Zapas czasu R PR . .
ZWZ. ku do swojego najpozniejszego terminu wystapienia - bez wpty-
wzgledny i o Y
wu na terminy innych czynnosci.

Odcinek czasu, o ktéry czynnos$é moze by¢ przesunieta, gdy czyn-

Zapas czasu . [ PP e

niezalezny 2N, nosc¢ jg poprzedzajaca znajduje sie w najpdzniejszym terminie,
a czynnos$¢ nastepujaca w najwczesniejszym terminie.

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Z zapasem calkowitym mamy do czynienia w sytuacji, gdy czynnos¢ (i,f)
rozpoczynana jest w najwczesniejszym momencie zajécia zdarzenia poczatko-
wego (1), a koriczona w najpdzniejszym momencie zajscia zdarzenia koricowe-
go (£}). Oblicza si¢ go w nastepujacy sposdb:

_ 41 _ 40 _
ZCZ.]_ =t -t -t (135)

Zapas niezalezny jest przeciwienstwem zapasu catkowitego. Powstaje
w chwili, gdy czynnos¢ (i,j) rozpoczynana jest w najpozniejszym momencie zaj-
$cia zdarzenia poczatkowego (), a koficzona w najwczes$niejszym momencie
rozpoczecia zdarzenia koricowego (#/). Oblicza si¢ go w nastepujacy sposob:

ZNlj = tj? -t - tl_j (136)

Kolejnym rodzajem zapasu czasowego jest zapas swobodny. Wynika on

z polityki rozpoczynania czynnosci (i,j) najwczesniej jak to mozliwe (¢°) i kon-

czenia jej réwniez najwczesniej jak si¢ da (¢)). Zapasem swobodnym nazywamy
luz czasowy powstajacy w nastepujacy sposob:

ZS, = tj? -t - t; (137)

Ostatnig mozliwg kombinacja jest rozpoczecie czynnosci (i,j) jak najpoz-

niej (t/) i zakonczenia jej rowniez jak najpdzniej (t}). Rezerwg czasu powstajacy

w ten sposdb nazywamy zapasem warunkowym. Oblicza si¢ go nastepujaco:

Z Wg = tj1 -t - t; (138)

Etap szdsty — wyznaczenie harmonogramu przedsiewziecia. Etap ten polega
na okresleniu dla kazdej czynno$ci najwczesniejszych oraz najpozniejszych ter-
minoéw jej rozpoczecia i zakonczenia.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

NWP, - najwczesniejszy termin rozpoczecia czynnosci (i,f):
N WPI.J, =t (139)
NPP, - najpdzniejszy termin rozpoczecia czynnosci (i,f):
NPPI.J. =t + ZCij (140)
NWK, - najwczesniejszy termin zakonczenia czynnosci (i,f):
NWKIj = tj1 + ZCij (141)
NPK, - najp6zniejszy termin zakonczenia czynnosci (i.f):
NPKj = tj1 (142)
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Etap siédmy - wyznaczenie $ciezki krytycznej przedsiewzigcia. W etapie
drugim przyjeto zalozenie, ze termin dyrektywny dla catego przedsiewzigcia nie
moze by¢ krétszy niz najwczesniejszy moment zajécia zdarzenia koncowego n.
Wynika stad, ze luz czasowy dla zdarzenia » jest nieujemny.

L=t -t'>0 (143)

Sciezka krytyczna to zbiér tych czynnodci, dla ktérych zapas catkowity réwny
jest luzowi czasowemu ostatniego zdarzenia. Opdznienie ktérejkolwiek z czynnosci
wchodzacych w sktad $ciezki krytycznej (czynnosci krytycznych) jest réwno-
znaczne z takim samym opo6znieniem realizacji calego projektu. Z kolei skrocenie
czasu trwania czynnoéci krytycznej moze prowadzi¢ do przyspieszenia realizacji
calego przedsiewzigcia.

Jezeli stosujemy notacje AoN, to proces wyznaczania Sciezki krytycznej jest
z kolei nastepujacy: Etap pierwszy - przedstawienie struktury projektu w po-
staci wykresu sieciowego typu AoN.

i i
A ¥ A
NWP, t, NWK, > NWP, t, NWK
NWK ZC, NPK, NPP, ZC, NPK,
gdzie:
e i-numerczynnoscii=1,2,...,n;

« A- slowny opis czynnosci;

« NWP, - najwczesniejszy poczatek i-tej czynnosci;

+ NPP, - najpdzniejszy poczatek i-tej czynnoscis

« NWK. - najwcze$niejszy poczatek i-tej czynnosci;

+ NPK. - najp6iniejszy poczatek i-tej czynnosci;

e t - czas trwania i-tej czynnoscis

+ ZC, - zapas czasu catkowity i-tej czynnosci;

« X - przyspieszenie/opoznienie rozpoczecia/zakonczenia czynnosci.

Etap drugi - wyznaczenie termindéw najwczesniejszych dla czynnosci. Dla
pierwszej czynnosci, w zaleznosci od wyboru postepowania, przyjmujemy ze:

NWP, =0albo NWP, =1 (144)

Dla kolejnych:
NWP, = NWP, +t,lub NWK = NWK_ + 1, (145)
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Etap trzeci - wyznaczenie terminéw najpozniejszych dla czynnos$ci. Dla
ostatniej czynnosci, w zalezno$ci od wyboru postepowania, przyjmujemy ze:

NPK = NWK lub NPK =TD (146)
gdzie: TD - termin dyrektywny.
Jednocze$nie musi by¢ spelniony warunek méwiacy, ze:
TD > NWK, (147)
Dla kolejnych:
NPP, = NPP, - t,lub NPK, = NPK - ¢, (148)
Etap czwarty — wyznaczanie zapasow czasu dla czynnosci.

Zapas czasu calkowity:
ZC = NPK - NWK lub ZC = NPP, - NWP. (149)

Zapas czasu niezalezny:
ZN,= NWP, - NWK lub ZN, = NPP, - NPK, (150)

Zapas czasu swobodny:
78 = NWK - NWP, - t lub ZS, = NPK - NPP, - t (151)

Zapas czasu warunkowy:
ZW.=NPK, - NWK, -t lub ZW, = NPP,- NWP, - t, (152)

Etap piaty - wyznaczanie Sciezki krytycznej. Sciezke krytyczng tworza te
czynnosci, ktorych zapas czasu calkowity jest réwny:

ZC = NPK - NWK, (153)

5.2. Technika MPM

MPM jest kolejna deterministyczng technika planowania sieciowego. Projekt
przedstawiany jest tu w postaci wykresu sieciowego, ilustrujacego wszystkie czyn-
nos$ci wchodzace w jego sklad oraz zaleznosci miedzy nimi. Czasy ich realizacji
oraz terminy rozpoczecia czynnoséci w odniesieniu do czynnosci bezposrednio
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poprzedzajacych okresla sie na podstawie przyjetych zalozen oraz dotychczaso-
wych dos$wiadczen.

Technika MPM (franc. Méthode des potentiels Métra) zostala opracowana we
Francji w 1958 roku przez Bernarda Roya, a nastepnie spopularyzowana przez
Société d’Economie et de Mathématiques Appliquées (SEMA) - przy okazji prac
nad samolotem Concorde oraz elektrowniami jadrowymi (Bladowski, 1970).

Do podstawowych zadan techniki MPM naleza:

« sprawdzenie, jaki bedzie czas realizacji projektu — w jakim najkrétszym cza-

sie moze zosta¢ on zrealizowany;

« wyodrebnienie czynnosci, ktdrych zakonczenie mozna op6zni¢, nie naru-

szajac przy tym harmonogramu projektu;

» mozliwo$¢ ustalenia czynnosci krytycznych - wymagajacych szczegolnej

uwagi z punktu widzenia realizacji przedsigwzigcia.

Podobnie jak w przypadku techniki CPM, w technice MPM mamy do czynienia
z siecig o deterministycznej strukturze oraz analizg czynnosci krytycznych. Meto-
da MPM wykorzystuje jednak jednopunktowe modele sieciowe, ktére umozliwiaja
przedstawienie dodatkowych zaleznosci miedzy czynnosciami. W odréznieniu od
dwupunktowych modeli stosowanych m.in. w metodach CPM i PERT, w technice
MPM czynnosci przedstawia sie za pomoca prostokatow z zaznaczonymi wewnatrz
numerami i opisami. Luki oznaczane sa strzatkami pionowymi, poziomymi oraz
uko$nymi. Postepowanie w metodzie MPM podzieli¢ mozna na siedem etapow.

Etap pierwszy - okreslenie projektu i przygotowanie analizy jego struktury.
Nalezy wyznaczy¢ czynnosci ze $cisle okreslonym poczatkiem i koncem, kto-
rych realizacja wymaga czasu i odpowiednich $rodkéow.

Etap drugi - okreslenie zaleznosci pomiedzy poszczeg6lnymi czynnos$ciami
wchodzacymi w sktad projektu. Podobnie jak w metodzie CPM, dla kazdej czyn-
nosci nalezy wskaza¢ czynnosci ja poprzedzajace i wystepujace po jej zakoncze-
niu. Szczegdlnie wazne jest powigzanie analizowanej czynnosci z czynno$ciami
bezposrednio ja poprzedzajacymi.

Etap trzeci - sporzadzenie wykresu sieciowego laczacego wszystkie czyn-
nosci. W tym przypadku wykorzystuje si¢ jednopunktowe modele sieciowe,
sktadajace si¢ z weztéw (prostokaty) i tukéw (strzalki). Wezly oznaczaja czyn-
nosci. Wewnatrz wpisuje si¢ ich oznaczenia oraz poczatek czynnosci, koniec lub
czas trwania. Luki przedstawiaja strukturalne zaleznosci miedzy okreslonymi
punktami czasu réznych czynnosci. Wykres sieciowy w tej metodzie ma wezet
poczatkowy oznaczany jako ,start” (ST), od ktérego rozpoczyna si¢ obliczanie
termindw rozpoczecia poszczegdlnych czynnosci. Czas trwania tego wezla row-
na si¢ 0. Sie¢ nie powinna zawiera¢ petli taczacych dwukrotnie te same wezly
oraz czynnosci pozorne. Czynnosci powiazane miedzy soba, ktore taczy zalez-
no$¢ przyczynowo-skutkowa, tworza $ciezke krytyczng. Poszukujemy sciezki
prowadzacej od czynnosci poczatkowej do koncowej, ktéra nazywamy peing
(Trocki, Grucza i Ogonek, 2009).
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Etap czwarty - przypisanie czynnosciom zakladanego czasu realizacji.
Pierwsza czynnos¢ grafu reprezentuje ,,start” (ST) sieci i w praktyce nie oznacza
czynnosci, ktdra fizycznie musi zosta¢ wykonana. Jest ona natomiast o tyle istot-
na, ze od niej rozpoczyna si¢ obliczanie terminéw dla kolejnych czynnosci. Czas
trwania czynnoéci ST jest rowny 0.

W opisywanej metodzie terminy rozpoczecia danej czynnosci wyznacza si¢
w stosunku do momentu rozpoczecia czynnosci bezposrednio ja poprzedzajacej’.
Przyjmuje si¢ nastepujace zasady oznaczen tukow:

« warto$¢ dodatnia (umieszczana nad fukiem) oznacza najwczesniejszy ter-
min rozpoczecia danej czynnosci, liczac od momentu rozpoczecia czyn-
nosci poprzedzajacej (moment ten oznacza si¢ nastepujaco jako T7¥);

» warto$¢ ujemna (umieszczana pod fukiem) oznacza najpdzniejszy termin
rozpoczecia danej czynnosci w stosunku do czynnosci poprzedzajacej
(oznacza sie go jako T,?).

Graficzng prezentacje przedstawionych oznaczen przedstawia rysunek 24:

TOP

/

A

T
1

Rys. 24. Graficzna prezentacja oznaczen tukow

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wielkoéci T)¥ i T} nie s3 tozsame z uzywanymi w metodzie CPM terminami
NWP,, NPP,, NWK,, NPK,, gdyz odnoszg si¢ jedynie do czynnosci poprzedzajg-
cych, nie zas do catosci projektu.

Dla powyzszych zaleznosci mozliwe sa nastepujace sytuacje:

1. Okreslony jest jedynie najwczesniejszy termin rozpoczecia czynnosci naste-
pujacej w stosunku do poprzedzajacej, tj. T,”. Czynnos$¢ nastepujaca moze
si¢ rozpocza¢ najwezesniej w T jednostce czasu trwania czynnosci poprze-
dzajacej.

2. Okreslony jest dokladny termin rozpoczecia czynnosci nastepujacej w sto-
sunku do poprzedzajgcej, najwczesniejszy oraz najpdzniejszy termin rozpo-
czgcia czynnodci sg sobie rowne, tj. T;” = T'?.

3. Okreslony jest zaréwno najwcze$niejszy, jak i najpdzniejszy moment roz-
poczecia czynnosci nastepujacej w stosunku do czynnosci poprzedzajacej,

7 Wszystkie czasy trwania oraz momenty dotyczace czynnosci opracowywane sg przez eksper-
téw oraz osoby zwiazane z projektem - na podstawie uwarunkowar technicznych, organiza-
cyjnych oraz wczesniejszych doswiadczen.
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tj. T/” < T,*. Czynno$¢ nastepujaca moze zacza¢ si¢ najwczesniej w T,”, a naj-
pozniej w T}” jednostce trwania czynnosci poprzedzajacej.

4. Czynno$¢ nastepujaca musi zaczg¢ si¢ w tym samym momencie, co czyn-
nos¢ poprzedzajaca, tj. T, = T, = 0. Omawianie pozostatych kombinacji ter-
minéw T}? i T}” nie jest celowe, gdyz w praktyce oznacza zamiane kolejnosci
rozpatrywanych czynnosci.

Etap piaty - obliczanie najwcze$niejszych terminéw rozpoczecia i zakon-
czenia czynnos$ci. Aby obliczy¢ najwczesniejsze momenty rozpoczecia czynno-
$ci, tj. NWP, nalezy zbudowa¢ macierz powigzan dla sieci zaleznosci opisujacej
dany projekt, ilustrujaca relacje czasowe miedzy czynno$ciami. Do poszcze-
golnych pdl macierzy nalezy wpisa¢ oznaczenia z lukéw miedzy czynnosciami.
Wiersze oznaczajg poczatek fuku, czyli czynno$¢ poczatkows, natomiast kolum-
ny - koniec tuku (czynnos¢ koncowa). Przed obliczeniem najwczesniejszych
termindw rozpoczecia i zakonczenia czynnosci nalezy wyznaczy¢é wartosci
pomocnicze T;** oraz T)". Parametr T,”" uwzglednia dodatnie relacje migdzy
czynno$ciami (bierze pod uwage jedynie wartosci umieszczane nad tukami;
w macierzy — wartosci powyzej przekatnej).

Parametr ten oblicza si¢, korzystajac z przygotowanej wcze$niej macierzy
powigzan miedzy czynno$ciami, zaczynajac od lewej strony macierzy (czyn-
nos¢ ST), dla kazdej czynnosci. Postepowanie polega na sumowaniu wartosci
lezacych na skrzyzowaniu danej kolumny z wartoscig T;*", wyznaczong wcze-
$niej dla czynnosci odpowiadajacej numerowi wiersza, w ktéorym znajduje sig
warto$¢ liczbowa. W przypadku, gdy w danej kolumnie znajduje si¢ wiecej niz
jedna warto$¢, na T)** wybiera si¢ te sume, ktéra jest wigksza. Dla czynnosci
ST przyjmuje si¢ T;”* = 0. Nastepnie oblicza si¢ wartosci T)*", uwzgledniajac je-
dynie warto$ci ujemne (lezace pod tukami, a w macierzy — ponizej przekatnej).
Procedura jest analogiczna i rowniez przebiega w kolejnosci od lewej do prawe;.
Sumuje si¢ wartodci lezace na skrzyzowaniu danej kolumny z warto$ciami T’
odpowiadajacymi tej czynnosci, w ktdrej wierszu (w danej kolumnie) znajdu-
je sie warto$¢ liczbowa. W przypadku kilku wartosci w jednej kolumnie, za T}
przyjmuje si¢ wigkszg sume. Wartos¢ NWP, dla kazdej czynno$ci wyznacza sie,
wybierajac wigkszg z obliczonych wartoéci T7** lub T}"".

NWP, = max{T;"; T’} (154)

Etap szdsty - obliczanie terminu zakonczenia calego projektu oraz najpdz-
niejszych terminéw rozpoczecia i zakonczenia czynnosci. W tej fazie réwniez
zostaje wykorzystana skonstruowana w poprzednim etapie macierz powigkszo-
na o dodatkowe trzy kolumny, w ktérych umieszczone beda dla kazdej czyn-
nosci NWP, t, czyli czas trwania czynnosci oraz kolumna z suma NWP, + t,
Dodatkowo w macierzy uwzglednia si¢ przygotowane do obliczen trzy wiersze
T}, T’ oraz NPP.
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Obliczenia rozpoczyna si¢ od umieszczenia w polach macierzy, lezacych na prze-
cieciu wierszy T,** oraz T, z kolumng t, terminu zakonczenia projektu, ktory jest
najwigkszg z wyliczonych w poprzednim etapie sum NWP, + t,. Dalsze obliczenia T}"*
przeprowadza si¢ wierszami, poczawszy od wiersza dolnego, w nastepujacy sposob:

« od terminu realizacji przedsiewzigcia odejmuje si¢ czas trwania czynnosci,
dla ktdrej obliczana jest biezaca wartos§¢ TI“’*, ts

« od obliczonego wczesniej terminu T,”*, odpowiadajacego czynnosci zapi-
sanej w tej samej kolumnie co dodatnia wartos¢ liczbowa znajdujaca sie
w analizowanym wierszu, odejmuje sie te wlasnie wartos¢; w przypadku,
gdy w wierszu odpowiadajacym danej czynnosci znajduje sie kilka war-
tosci dodatnich w réznych kolumnach, obliczenia przeprowadza sie dla
wszystkich, a jako warto$¢ T,** wybiera sie te najmniejsza.

W dalszej kolejnosci wyznacza sie parametr T,*", ktory uwzglednia jedynie war-
tosci ujemne macierzy. Procedura jest analogiczna. Poczawszy od wiersza dolne-
g0, od obliczonego wczeéniej terminu T;”*, odpowiadajacemu czynnosci zapisanej
w tej kolumnie co ujemna wartos¢ liczbowa znajdujaca si¢ w analizowanym wier-
szu, odejmuje si¢ te wlasnie wartos¢. W przypadku kilku wartosci w jednym
wierszu dla kazdej kolumny przeprowadza si¢ odejmowanie i wybiera warto$¢
mniejszg. Ostatnim krokiem tego etapu jest wyznaczenie wartosci NPP..

NPP, = max{T,"; T’} (155)

Etap siédmy - obliczanie zapaséw czasu i wskazanie czynnosci krytycz-
nych. Po dokonaniu wczesniejszych obliczen mozliwe jest wyznaczenie najwcze-
$niejszych oraz najpozniejszych termindw zakonczenia czynnosci. Korzysta si¢
z nastepujacych zaleznosci:

NWK, = NWP, +t, (156)
NPK, = NPP +t, (157)

Zapasy czasu dla poszczegdlnych czynnosci, dzigki ktorym wskaza¢ mozna
czynnosci krytyczne, oblicza sie, korzystajac z jednego ze wzordw:

Z,= NPK,- NWK, (158)
Z,= NPP,- NWP, (159)

5.3. Technika PERT

Technike PERT (ang. Program Evaluation and Review Technique) opracowano na
potrzeby marynarki wojennej USA podczas realizacji projektu budowy nukle-
arnej fodzi podwodnej Polaris (Trocki, Grucza i Ogonek, 2009). Nalezy ona do
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stochastycznych metod sieciowych zarzadzania projektami. Oznacza to, ze czasy

trwania czynno$ci wchodzacych w sklad przedsiewziecia sg zmiennymi losowy-

mi. Technika PERT daje odpowiedzi m.in. na nastepujace pytania:

1. Kiedy nastapi oczekiwane zakonczenie projektu?

2. Ktore z czynnosci sg krytyczne dla projektu i opdznienie ktérych z nich wy-
dluzy jego oczekiwane zakonczenie?

3. Jakie jest prawdopodobienstwo zakonczenia projektu w okreslonym czasie?

Postepowanie w metodzie PERT okazuje si¢ w duzej mierze analogiczne do

postepowania w CPM. PERT réwniez nalezy do dwupunktowych metod za-

rzadzania projektami. Podstawowa rdznice stanowi okreslenie czaséw trwania

czynnos$ci. W technice CPM czasy te okreslone s z gory, na podstawie danych

historycznych lub doswiadczen ekspertow. W metodzie PERT zaklada si¢ nato-

miast, ze czasy trwania czynnosci sa losowe®. Do oszacowania parametréw roz-

ktadéw prawdopodobienstwa czaséw realizacji czynnosci wykorzystuje si¢ trzy

charakterystyki:

1. Optymistyczny czas trwania czynno$ci, oznaczany jako a Odnosi si¢ on do
sytuacji, gdy czynno$¢ wykonywana jest w najbardziej sprzyjajacych warun-
kach i okresla najkrétszy mozliwy czas jej trwania, tj.:

P(tij < “,-j) =0 (160)

2. Najbardziej prawdopodobny czas trwania czynnosci, oznaczany jako m,. Od-
nosi sie do sytuacji, kiedy czynnos¢ wykonywana jest w normalnych warun-
kach i oznacza najbardziej prawdopodobny czas realizacji czynnosci.

3. Pesymistyczny czas trwania czynnosci, oznaczany jako bij, zakltadajacy reali-
zacje czynno$ci w warunkach najmniej sprzyjajacych. Oznacza najpdzniejszy
mozliwy czas realizacji czynno$ci, tj.:

P(tij > bij) =0 (161)

W niektoérych opracowaniach prawdopodobienstwo, ze czas trwania czynno-
Scit, bedzie wartoscig spoza przedzialu (“,f bij) przyjmowane jest jako mniejsze
niz 1%. Zakladamy, ze zmienna losowa, ktora jest czas trwania czynnos$ci, ma
rozklad beta. Zalozenie to wynika z dotychczasowych do$wiadczen, na podsta-
wie ktérych wywnioskowano, ze czasy wykonania czynnosci czesto przekraczaja
warto$¢ podawana jako najbardziej prawdopodobna. Jest to konsekwencja zbyt
optymistycznego podej$cia do szacowania wartosci czasow trwania czynnosci.
Oczekiwany czas realizacji czynnosci znacznie czgsciej jest dluzszy (niz krétszy)
od najbardziej prawdopodobnego. Ta wlasno$¢ prowadzi do wyboru rozkladu

8 Podstawowe informacje na temat prawdopodobienstwa i zmiennych losowych mozna zna-
lez¢ w dodatku 4 niniejszego tomu, pt. Wybrane elementy teorii prawdopodobienstwa.
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prawdopodobienstwa o prawostronnej (dodatniej) asymetrii, jakim jest rozktad
beta. Na podstawie przyjetego zalozenia o rozkladzie prawdopodobienstwa cza-
su trwania czynnosci przyjmuje sie, ze czas oczekiwany to = E(tij) mozna 0sza-
cowac nastepujaco:
o _ a; +4m; +b, (162)
1] 6

Graficzng prezentacje rozkladu beta oraz przedstawionych parametréw przed-
stawiamy na rysunku 25:

funkcja gestosci
prawdopodobieristwa

M - najbardziej
prawdopodobn

T - oczekiwany

A~ optymistyczny | B - pesymistyczny

Krécej czas realizacji czynnosci Dtuzej !

Rys. 25. Rozktad beta szacowanego czasu wykonania czynnosci

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Trocki, Grucza i Ogonek, 2009, s. 202.

Wykorzystujac oczekiwane czasy realizacji poszczegoélnych czynnosci, wy-
znaczamy najwczesniejsze momenty ich rozpoczecia (oczekiwane). Nastepnie
przyjmujemy arbitralnie wyznaczony czas dyrektywny lub zaktadamy, ze:

TD=t)=t (163)

Po wyznaczeniu $ciezki krytycznej (jednej lub wiecej) powinnismy by¢ w sta-
nie wyznaczy¢ parametry rozkladu czasu trwania projektu, ktéry ma rozkiad
asymptotycznie normalny (dla projektéw z duzag liczba czynnosci) — z wartoscia
oczekiwang E(t,) réwng warto$ci oczekiwanej terminu najwcze$niejszego ukon-
czenia projektu (¢°) i z wariancjg 0*(f ) réwng sumie wariancji czaséw trwania
czynnosci nalezacych do zbioru czynnosci krytycznych C (przy dodatkowym
zalozeniu, ze czasy trwania czynnosci krytycznych sa losowo niezalezne).
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tn:N(E(tn)zt;’; o’ (t)= Y, ozjj (164)

(i,j)eC

W tym celu konieczne jest obliczenie wariancji czaséw trwania czynnosci kry-
tycznych zgodnie z nastepujacym wzorem:

b —a Y
G;Z(UT%J (165)

Znajac oczekiwany czas realizacji projektu E(t ) oraz jego odchylenie standar-
dowe (pierwiastek z wariancji) o(t ), mozna w prosty sposob obliczy¢ prawdo-
podobienstwo zakonczenia projektu w dowolnym czasie dyrektywnym TD. Ko-
rzysta sie tu z dystrybuanty ® rozkladu normalnego N(0, 1), odczytujac z tablic
statystycznych odpowiednig warto$¢®:

P(t, <TD)=P(u<u,)=Ou
_TD-E(t,)
o)

u~N(0,1)

Tl D)

Urp (166)

Przewaznie przyjmuje si¢ harmonogram projektu, dla ktérego prawdopodo-
bienstwo dotrzymania terminu znajduje si¢ w przedziale od 30 do 60%. Harmo-
nogram, dla ktérego prawdopodobienstwo to wynosi ponizej 30%, nazywany jest
harmonogramem ryzykanta, a powyzej 60% — harmonogramem asekuranta.

5.4. Zastosowanie optymalizacji liniowej do wyznaczania sciezki
krytycznej

Analize czasowq sieci deterministycznej przedstawionej w notacji AoA mozna prze-
prowadzi¢, wykorzystujac model optymalizacji liniowej. W wyniku rozwigzania linio-
wego modelu optymalizacyjnego, dotyczacego analizy czasowej projektu, poznamy
terminy zajscia poszczegdlnych zdarzen, ktére sg konieczne do zbudowania harmo-
nogramu projektu oraz najkrétszy czas jego trwania. Wynika z tego, ze zmiennymi
decyzyjnymi modelu sa terminy zajécia poszczegolnych zdarzen, a funkcja celu skfada
si¢ z jednego elementu, jakim jest termin zajscia zdarzenia koncowego.

9 W arkuszu kalkulacyjnym Excel 2016 wartosc dystrybuanty zmiennej u ~ N(0, 1) mozna zna-
lez¢ za pomoca standardowej funkcji =lROZKE.NORMALNY.S(u, ;1), gdzie u,, oznacza stan-
daryzowana wartos¢ terminu TD.
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Zatem model przyjmuje nastepujaca postac:

t — min (167)
tjf t > tij (1,j)eG (168)
20 (i=1,2,..,n) (169)

gdzie:
ot - termin zaj$cia zdarzenia i,
* 1,—termin zaj$cia zdarzenia j,
o G - zbidr wszystkich czynnosci projektu.

Wartos¢ funkeji celu wyznacza najkroétszy termin realizacji projektu. Czynno-
$ci krytyczne odpowiadajg tym ograniczeniom, dla ktérych zmienne swobodne
sa rowne 0, a sprzezone z nimi wyceny dualne przyjmuja wartosci wigksze od 0.
Zerowa warto$¢ zmiennej swobodnej dla danego ograniczenia oznacza, ze czyn-
no$¢ mu odpowiadajgca nie posiada zapasu czasu. Natomiast niezerowa warto$¢
zmiennej dualnej zwigzanej z danym ograniczeniem moéwi, o ile wydluzy sie
czas trwania projektu na skutek zwigkszenia czasu trwania czynnoéci ¢, o jed-
nostke (Miszczynska i Miszczynski, 2002, s. 144).

6. Planowanie zasobow projektu

Jest to kolejny etap zarzadzania projektami. Wedlug Ralpha Keelinga (Keeling,
2000, s. 67) zasoby wykorzystywane do realizacji projektu mozna okresli¢ sym-
bolem 7M:

« $rodki finansowe (ang. money),

« materialy (ang. materials),

« towary (ang. merchandise),

« maszyny i urzadzenia (ang. machinery),

o zasoby ludzkie (ang. manpower),

o kierownictwo i specjaliSci (ang. management, professionals and specialists),

o ruch (ang. movement).

Etap ten jest z reguly okreslany jako: planowanie kosztow. Budzetowanie zaso-
béw koniecznych do realizacji projektu w jednostkach naturalnych jest niemozli-
we. Dlatego postepowanie staje sie dwuetapowe:

o okreslenie potrzebnych zasobéw w jednostkach naturalnych,
o okreslenie wartosci zasobow przedstawionych w jednostkach naturalnych.
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Z ekonomicznego punktu widzenia powinno si¢ dazy¢ do tego, aby projekt byt
zrealizowany przy minimalnym zuzyciu zasobow, ktorych wykorzystanie jest Sci-
sle powigzane z czasem jego realizacji. Powoduje to konieczno$¢ wykorzystania
technik planowania przebiegu projektu. Z uwagi na ograniczone zasoby moze wy-
stapi¢ konieczno$¢ zmiany planu przebiegu projektu — zob. tabela 59.

Tab. 59. Przeglad technik planowania zasobéw

Zasoby Nominalne
Metody Ludzkie i materialne
. (naktady, koszty)
planowania
Harmonogramy Harmonogrzimy Wykorzy§j:an|a Planowanie
poszczegodlnych rodzajow . ,
(wykresy Gantta) . wykorzystania zasobow
zasobow
Techniki sieciowe CPM, PERT LESS, PERT-COST
Techniki drzewa PATTERN, CPE PATTERN, CPE
decyzyjnego

Zrédto: Trocki, Grucza i Ogonek, 2009.

Przyktad wyréwnywania zapotrzebowania na zasoby projektu.

Tab. 60. Dane projektu niezbedne do wyznaczenia $ciezki krytycznej

Zadanie Poprzedniki C(zra:‘s;::;:;i:)ia ( éa::ﬁ”
1 - 2 10
2 1 (RR+0,5) 4 12
3 1 2,5 2,5
4 1 1,5 6
5 1 (ZR+0,5) 3 6
6 4 1,5 9
7 2,3 2 2
8 6 2 3

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 61. Wykres Gantta

N[O |UA|WIN |-

Zrédto opracowanie wtasne.

Tab. 62. Profil zasobdw w tys. PLN przy maksymalnych zasobach
w kazdych dwéch tygodniach wynoszacych 5,5 tys. PLN

6,5

5,5

4,5

3,5

tys. PLN

2,5

1,5

0,75

0,5

4 5

6

7 8 9

10

11 | 12 | 13 | 14

Jednostka: dwa tygodnie

Zrédto: opracowanie wtasne.

Poniewaz przekraczamy limit dostepnych $rodkéw, przesuwamy czynnos$¢ szo-
sta o cztery tygodnie do przodu.

Tab. 63. Dane do Sciezki krytycznej po zmianach

. A Czas trwania Zasoby
Zadanie Poprzedniki (miesiace) (tys. PLN)
1 - 2 10
2 1 (RR+0,5) 4 12
3 1 2,5 2,5
4 1 15 6
5 1 (ZR+0,5) 3 6
6 4 (ZR+1) 1,5 9
7 2,3 2 2
8 6 2 3

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 64. Wykres Gantta po zmianach

o |IN|O |G| [WIN (=

Zrédto opracowanie wtasne.

Tab. 65. Profil zasobow w tys. PLN przy maksymalnych zasobach w kazdych dwéch
tygodniach wynoszacych 5,5 tys. PLN po zmianach

7,5
7
6,5
6
5,5
5
45
4
3,5
3
2,5
2
15
1,25
1
0,75
0,5

tys. PLN

1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 |12 |13 |14 | 15| 16
Jednostka: dwa tygodnie

Zrédto: opracowanie wtasne.

6.1. Technika LESS

Czas realizacji wiekszosci projektow mozna przyspieszy¢. Wynika to z tego, ze
pewna liczba czynnosci moze by¢ wykonywana krocej niz to pierwotnie zaklada-
no. Nie jest to zwigzane z blednym oszacowaniem czasu trwania, a ze §wiadomym
podejmowaniem decyzji o wykonaniu ich w czasie krotszym od zatozonego. Staje
sie to mozliwe pod warunkiem poniesienia pewnych dodatkowych kosztéw. Jedna
z uwzgledniajacych taka mozliwo$¢ metod jest LESS (ang. Least Cost Estimating
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and Scheduling). W celu rozpoczecia analizy czasowo-kosztowej nalezy rozrézni¢
podstawowe rodzaje kosztow zwiazanych z realizacjg projektu. Na koszt calkowity
projektu sktadaja przede wszystkim:

1) Koszty bezpos$rednie, ktére powigzane sg z poszczegdlnymi czynnosciami;
w miare skracania czasu trwania czynnosci koszty te wzrastajg. Wigze sie
to z konieczno$cia wykorzystania wigkszej ilo$ci materiatéw, zatrudnienia
wigkszej liczby ludzi lub zastosowania nowych technologii w ramach reali-
zacji konkretnej czynnosci wchodzacej w sklad projektu;

2) Koszty posrednie, ktore generowane sa w zwigzku z obstuga realizacji pro-
jektu. Do tego rodzaju kosztow zaliczy¢ mozna: koszty dzierzawy budyn-
kow czy srodkow transportu, koszty administracyjne i inne koszty ogolne.
Z charakteru tych kosztéw wynika, ze ich wysoko$¢ jest wprost proporcjo-
nalna do czasu trwania przedsiewziecia (Miszczynska i Miszczynski, 2002,
s. 133-134).

Koszt calkowity projektu jest zatem wypadkowa kosztéw bezposrednich i posred-
nich. Gléwnym celem stosowania metody czasowo-kosztowej staje si¢ wyznaczenie
takiego terminu zakonczenia projektu, przy ktorym koszt catkowity jego wykonania
bedzie najmniejszy. Dokonuje si¢ tego poprzez wyznaczanie czynnosci, ktdrych czas
nalezy skroci¢, okreslenie o ile nalezy je przyspieszy¢ oraz jakie dodatkowe koszty
sie przy tym ponosi. W zwiazku z gléwnym, postawionym przed metoda LESS za-
daniem konieczne okazuje si¢ zdefiniowanie jeszcze jednej wielkosci, a mianowicie:
jednostkowego kosztu akceleracji czynnosci. Wielkos¢ ta okresla koszt przyspiesze-
nia danej czynnosci o jednostke czasowa. Aby w prosty sposdb wyznaczy¢ koszty
akceleracji poszczegolnych czynnosci, nalezy przyja¢ nastepujace zalozenia:

1) Zmiana czasu trwania jednej konkretnej czynnosci nie ma wplywa na
trwanie czynnosci pozostalych; czasy ich trwania sg od siebie niezalezne;

2) Funkcje kosztow posrednich i bezposrednich sg funkcjami liniowymi;

3) Koszt akceleracji wyznaczy¢ mozna jedynie dla tych czynnosci, dla ktérych
t¢ < t!, czyli wystepuje mozliwos¢ skrécenia czasu trwania czynnosci.

Na mocy przyjetych powyzej zalozen jednostkowy koszt akceleracji mozna wy-
znaczy¢ jako:

AK, K:-K'
s, =——L=—"I—2 (170)
if n_4g
Atij tij tij
gdzie:
* t7 - normalny czas trwania czynnosci (i);
* 1 graniczny czas trwania czynnosci;
~ . . . "
e t, - czas trwania czynnosci, przy czym £ < t; < L
o K"- koszt wykonania czynno$ci w czasie normalnym t%
) y
. K;;’ - koszt wykonania czynnosci w czasie granicznym;
+ K, - koszt bezpoéredni wykonania czynnodci (i,j) w czasie .
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Najpopularniejsza metoda wyznaczania harmonogramu o najkrétszym mozli-
wym terminie zakonczenia jest metoda iteracyjna. W pierwszym kroku zakfada sie,
ze czynnosci wykonywane s3 w normalnym czasie trwania. W kazdym kolejnym
skraca sie czas trwania wybranej czynnosci o jednostke oraz oblicza koszt catkowity
projektu. Postepowanie takie prowadzi sie¢ do momentu, w ktérym koszt catkowi-
ty zaczyna wzrastaé, przy czym nalezy kierowac si¢ nastepujacymi zasadami:

1) Przyspieszac nalezy jedynie czynnosci krytyczne. Przyspieszenie czynno-
$ci nienalezacych do $ciezki krytycznej spowoduje podwyzszenie kosztow
bezposrednich, a co za tym idzie - kosztu calkowitego projektu (ale nie
skréci terminu jego zakonczenia);

2) Wsrdd czynnosci krytycznych przyspieszy¢ nalezy te, ktorej jednostkowy
koszt akceleracji jest najnizszy;

3) W przypadku kilku réwnolegtych $ciezek krytycznych nalezy przyspieszy¢
wszystkie, przy czym - w kazdej wybiera si¢ do przyspieszenia te czyn-
nos¢, ktorej koszt przyspieszenia jest najnizszy (Miszczynska i Miszczyn-
ski, 2002, s. 136).

6.2. Zastosowanie optymalizacji liniowej do analizy czasowo-kosztowej
projektu

Funkcja celu liniowego modelu optymalizacyjnego analizy czasowo-kosztowej
realizacji projektu przedstawia koszty calkowite jego wykonania, sktadajace si¢
z kosztow bezposrednich (Kij), ktore dla dowolnej czynnosci (i,j) realizowanej
W czasie ty spelniaja warunek ti<t <t Mozna ja zapisa¢ nastepujaco:

sz = sz + sUAtU = I<z'j + sz,j(tij - tij) = sz + sijtz,j - Szjtij (171)

Koszty bezposrednie projektu opisuje nastepujgca funkcja:

KB= >, Ky= 2, (G;=sit)= D, ;= 2. sty (172)

(i,§)eG (i,§)eG (i,j)eG (i,j)eG
gdzie:
c. =K'+ s t"
y y gy

Drugim elementem kosztéw catkowitych sg koszty posrednie (KP). Przyjmu-
jemy zalozenie, Ze s one liniowo zalezne od czasu trwania projektu, ktéry okre-
$la termin zajécia zdarzenia koficowego (t ). Mozemy zapisac je nastgpujgco:

KP=at +b (173)
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Optymalizacyjny model liniowy, pozwalajacy odpowiedzie¢ na pytanie, kto-
rych czynnodci czas trwania powinnismy skrécic¢ i o ile, aby koszt catkowity reali-
zacji projektu byl mozliwie najkrétszy, przyjmuje nastepujaca postac:

KC= ). ¢;— > s;t; +at, +b (174)
(i,)eG (i»)eG

t - t - tﬁzo (1,j)e G (175)

tgs tl.js t; (i,j)e G (176)

t <TD (177)

gdzie: TD - termin dyrektywny (graniczny) zakonczenia projektu.

6.3. Technika PERT-COST

Stuzy ona do wyznaczania optymalnego skracania czasu realizacji projektu
w sieciach PERT przy minimalnych kosztach. Zalozeniem tej metody jest takie
postepowanie, dzigki ktéremu najwigksze przyspieszenie realizuje si¢ w przy-
padku czynnosci o najnizszym jednostkowym koszcie przyspieszenia. W odroz-
nieniu od przedstawionej wczesniej metody LESS, technika PERT-COST bie-
rze pod uwage jedynie bezposrednie koszty przyspieszenia czynnosci. Krzywa
kosztéw jest zatem funkcjg parametréw danych czynnodci, takich jak: a, m,, b,,
ts, o.
W poréwnaniu z metodg LESS - tu wprowadzamy dodatkowe oznaczenia:
* t" - oczekiwany normalny czas trwania czynnosci, ktéremu odpowiadaja
najnizsze koszty wykonania czynnosci K
* t¥- oczekiwany graniczny czas trwania czynnosci, czyli mozliwie najkrot-
szy, wynikajacy z technicznych oraz organizacyjnych ograniczen projektu,
ktéremu odpowiadajg koszty graniczne K&.

Zalozeniem techniki PERT-COST, podobnie jak techniki LESS, jest liniowa
zaleznos¢ kosztéw akceeleracji czynnosci od czasu jej trwania. Przyrost kosztow
wykonania czynnosci, spowodowany skroceniem czasu jej trwania o jednostke,
mozna opisa¢ wzorem:

g _qrn
__I(ﬁ I(ﬁ

if en _ geg
£t

(178)

Dodatkowym zalozeniem metody s3 state relacje czasow trwania optymi-
stycznego a, oraz pesymistycznego b, poszczegdlnych czynnosci:
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g
& % _, (179)
en  4eg 1
tl] tij
n g
bfj _
tj—tTg—T’z (180)

Z relacji tych wyliczy¢ mozna odchylenie standardowe skréconego czasu trwa-
nia czynnosci:
(r,—1)
o=,——(t) (181)
36 7

gdzie: t — skrocony czas trwania czynnosci, dla ktérego koszty wynosza:

sz = (t;“ - t;.s) : Sij (182)

Etapy postepowania sg podobne, jak w technice LESS. Rozpoczyna sie¢ od
obliczenia normalnych czaséw dla wszystkich czynnosci oraz okreslenia czyn-
nosci krytycznych. Po obliczeniu kosztéw przyspieszenia dla poszczegélnych
czynnosci krytycznych nalezy wyeliminowac te, ktorych nie da sie przyspie-
szy¢ (tzn. te, dla ktorych " = £%¢). W kolejnych krokach skraca si¢ poszczegélne
czynnosci, wybierajac te z najmniejszymi kosztami przyspieszenia. Jezeli w sieci
wystepuje wigcej niz jedna $ciezka krytyczna, trzeba skraca¢ je jednocze$nie,
o takg samg warto$¢ przyspieszenia. Postepowanie konczy sie uzyskaniem har-
monogramu, w ktéorym na kazdej $ciezce krytycznej wszystkie czynnosci osia-
gnely czasy graniczne t%. Dalsze skracanie jest w tym przypadku niemozliwe.

Laczne koszty przyspieszenia realizacji calosci projektu oblicza sie poprzez
zsumowanie kosztow — wedlug wzoru (182) - ponoszonych w kolejnych etapach
przyspieszania poszczegdlnych czynnosci.

7. Studium przypadku - wdrozenie systemu
komputerowego w firmie handlowej

Prezentowana w przykladzie firma to spotka handlowa zatrudniajaca ok. dwudzie-
stu 0sob, posiadajaca oddzialy regionalne. Jest wylacznym przedstawicielem na
rynek polski kilku wiodacych producentéw w branzy, w ktérej dziala. W zwigzku
z dynamicznych rozwojem podjeto decyzje o wdrozeniu systemu komputerowe-
go umozliwiajacego zintegrowane dzialanie oraz kontrole nad wiekszoscig aspek-
tow dziatalno$ci przedsiebiorstwa. Obecnie firma zarzadzana jest przy pomocy
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trzech programéw: finansowo-ksiggowego, obstugujacego sprzedaz i magazyny
oraz programu umozliwiajacego administrowanie baza danych klientéw. Wyspe-
cyfikowano nastepujace czynnosci, ktore muszg by¢ wykonane w trakcie realizacji
projektu:

mmg oW

AT T O

Instalacja i wstepna inicjalizacja systemu.

Gromadzenie danych.

Parametryzacja moduléw standardowych.

Opracowanie i stworzenie rachunku zyskéw i strat, bilansu i rachunku kosztow.
Import danych.

Stworzenie mozliwos$ci potaczenia z oddziatami regionalnymi oraz test po-
faczen.

. Szkolenia uzytkownikéw systemu.
. Tworzenie podstawowych wydrukoéw.

Stworzenie pdl i raportéw dodatkowych.
Start produktywny.
Stworzenie protokotu rozbieznosci.

Zastosowanie techniki CPM do okreslenia najkrétszego czasu
trwania projektu - zob. tabela 66 oraz rysunek 28.

Tab. 66. Dane konieczne do sporzadzenia wykresu sieciowego typu AoA oraz zapa-
sy czasu catkowite uzyskane w wyniku zastosowania techniki CPM

° Czynnosci
E-1 . . . . Czas Zapas czasu
€ Nazwa czynnosci bezposrednio . .
> . trwania | catkowity
) poprzedzajace
A | Instalacja i wstepna inicjalizacja systemu - 2 4
Gromadzenie danych -
C | Parametryzacja modutéw standardowych A 2 4
b Opracowanie i stworzenie rachunkow A 4 10
zyskow i strat, bilansu i rachunku kosztow
E | Importdanych B, C 8 0
Stworzenie mozliwosci potagczenia z od-
F . . . . . B,C 12 6
dziatami regionalnymi oraz test potaczen
Szkolenia uzytkownikéw systemu D,E 4 6
H | Tworzenie podstawowych wydrukéw D,E 8 0
I Stworzenie pol i raportéw dodatkowych H 8 0
J | Start produktywny F, G, H 6 2
K | Stworzenie protokotu rozbieznosci l,J 10 0

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 28. Wykres sieciowy typu AoA z przeprowadzong analiza CPM

Zrédto: opracowanie wtasne.
Sciezke krytyczng tworzg czynno$ci B-E-H-I-K. Najkrotszy czas trwania pro-
jektu to czterdziesci dwie jednostki czasowe.

Liniowy model optymalizacyjny do analizy czasowej - zob. réwna-
nia (183)-(195).

t, — min (183)
t,—t 22 (184)
t,—t =8 (185)
t-t,22 (186)
t,—t,>4 (187)
t,-t,>8 (188)
t-t,>12 (189)
t -t >4 (190)
t—t,>8 (191)
t -t >8 (192)
t-t>6 (193)
t,—t.>10 (194)
t20(i=1,2,..8) (195)

Model rozwigzujemy przy pomocy programu Excel Solver. Wartos¢ funkcji
celu F(t,) = 42, co oznacza, ze najkrotszy czas realizacji projektu wynosi czterdzie-
$ci dwie jednostki czasowe (tygodnie). Pozostale wyniki przedstawia tabela 67.
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Tab. 67. Wyniki rozwigzania modelu analizy czasowej

Czynnos¢ (ograniczenie) Zmienna swobodna Zmienna dualna
A 0 0
B 0 1
C 4 0
D 0 0
E 0 1
F 0 0
G 0 0
H 0 1
| 0 1
J 6 0
K 0 1

Zrédto: opracowanie wtasne.

Sciezke krytyczng tworzg te czynnosci, dla ktérych zmienna swobodna przyjmuje
warto$¢ rowna 0, a zmienna dualna warto$¢ rdzna od 0. Sg to czynnosci B, E, H, I, ]
oraz K. Otrzymalismy takie samo rozwigzanie, jak w graficznej metodzie poszukiwa-
nia $ciezki krytycznej. Zmienne dualne dla czynnosci krytycznych sg réwne 1. Ozna-
cza to, ze opdznienie ktorejkolwiek z czynnosci krytycznych o jedna jednostke czasowa
spowoduje wydtuzenie czasu realizacji projektu takze o jedna jednostke czasowa. Gra-
fy na rysunku 28 i rysunku 29 przedstawiaja rozwigzanie graficzne w konwencji AoA
oraz AoN. Dlugosc¢ sciezki krytycznej wynosi czterdziesci dwie jednostki czasowe.

Zastosowanie techniki PERT do okreslenia oczekiwanego czasu
trwania projektu i jego parametrow - zob. tabela 68 i rysunek 30.

Tab. 68. Dane do analizy PERT

Symbol i J t; tr t,.j.’ ts 6:';2' zc,
A 1 2 1 2 4 2,17 0,25 3,9
B 1 3 6 8 12 8,33 1,00 0
C 2 3 1 2 2,17 0,25 3,9
D 2 4 3 4 7 433 0,44 10,5
E 3 5 4 8 16 8,67 4,00 0
F 3 7 11 12 17 12,17 1,00 6,9
G 5 7 3 4 6 417 0,25 6,2
H 5 6 6 8 12 8,33 1,00 0
| 6 8 6 8 12 8,33 1,00 0
J 7 8 5 6 8 6,17 0,25 6,2
K 8 9 8 10 14 10,33 1,00 0

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 30. Wykres sieciowy typu AoA przedstawiajacy analize PERT

Zrédto: opracowanie wtasne.

Rozklad czasu trwania projektu jest rozktadem asymptotycznie normalnym
o wartosci oczekiwanej rownej momentowi zajscia zdarzenia koncowego i od-
chyleniu standardowym réwnym pierwiastkowi kwadratowemu z sumy wa-
riancji czynnosci krytycznych. Czynnosci krytyczne to te, ktérych oczekiwane
catkowite zapasy czasu sg rowne luzowi czasowemu zdarzenia koncowego (w ta-
beli 68 zostaly one zacieniowane). Zapasy czasu w opisywanym w tabeli 68 przy-
ktadowym projekcie sg rowne 0 dla czynnosci krytycznych. Suma wariancji cza-
séw trwania czynnosci krytycznych wynosi 8 - zatem odchylenie standardowe
to w przyblizeniu 2,83. Dla rozpatrywanego projektu czas trwania jest zmienng
losowg o rozkladzie prawdopodobienstwa:

t,~asN(43,9; 2,83) (196)

Wykorzystujac parametry tego rozkladu oraz tablice statystyczne, mozemy wy-
znaczac:

1) Prawdopodobienstwo zakonczenia projektu w czasie nie dtuzszym niz ja-
ki$ czas zadany TD, np. prawdopodobienstwo zakonczenia projektu w cza-
sie nie dluzszym niz czterdziesci pig¢ jednostek czasowych. W tym celu
standaryzujemy wartos$¢ czasu TD:

L _TD—t; 45-43,9
o a(t,) 2,83

=0,39 (197)

P(t,< TD) = F(TD) = ®(u 0,6513 (198)

TD) =
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Wynik oznacza, ze prawdopodobienstwo ukonczenia projektu w czasie nie
dluzszym niz czterdziesci piec jednostek czasowych wynosi 65,13%.

2) Czas trwania projektu, dla ktérego prawdopodobienstwo dotrzymania ter-
minu nie przekracza okreslonej wartosci, np. szukamy terminu ukoncze-
nia projektu z prawdopodobienstwem przekraczajacym 80%:

P(t,< TD) = F(TD) = ®(u,,) > 0,80 = u,, = 0,84" (199)
TD = u,o(t,) + t; = 0,84 - 2,83 + 43,9 ~ 46,12 (200)

Czas trwania projektu, dla ktérego prawdopodobienstwo dotrzymania
terminu jest nie mniejsze niz 80% wynosi, w przyblizeniu, 46,12 jedno-
stek czasowych - rozpatrujac wartosci catkowite, nalezy wynik zaokragli¢
w gore do wartosci czterdziestu siedmiu jednostek czasowych.

Zastosowanie metody MPM do okreslenia najkrotszego czasu
trwania projektu - metoda ta, mimo Ze nalezy do metod deterministycz-
nych, rézni si¢ znacznie od metody CPM. Gldéwna roznica polega na sposobie
konstruowania sieci. Czynnosci przedstawiane sg tu za pomocg wezléw w sieci
- dla odréznienia oznaczane prostokatami. Poza tym, sie¢ ta uwzglednia takze
sytuacje, w ktorej czynno$ci moga si¢ zaczynac przed zakonczeniem czynnosci je
poprzedzajacych. Okresli¢ trzeba, w ktérym najwczesniejszym (i najpozniejszym)
momencie czynnosci poprzedzajacej mozna rozpoczaé realizacje czynnosci naste-
pujacej. Dane te uzyskiwane sa na podstawie doswiadczen oraz sugestii ekspertow.
W wyniku postepowania uzyskuje si¢ réwniez $ciezke krytyczna przedsiewzigcia.

Sie¢ zawierajaca powigzania miedzy czynnosciami oraz najwczesniejsze i naj-
pdzniejsze terminy rozpoczecia, zgodnie z zalozeniami metody, przedstawia ry-
sunek 31.

8 2
F J
f—T
0 2 5
0 H | K
-7

Rys. 31. Sie¢ typu AoN zawierajaca informacje potrzebne do zastosowania techniki MPM

Zrédto opracowanie wtasne.

10 Do wyznaczenia granicznej wartosci u,, odpowiadajacej ®(u,;) = 0,80 mozna wykorzystac
np. funkcje arkusza Excel 2016: =ROZKE.NORMALNY.S.ODWR(0,8).



164 Zarzadzanie projektem w logistyce

Zgodnie z teoretycznymi zasadami postepowania w metodzie MPM do ob-
liczenia najwcze$niejszego i najpdzniejszego momentu rozpoczecia czynnosci
(w odniesieniu do czynnosci bezposrednio poprzedzajacej) oraz wyznaczenia
sciezki krytycznej wykorzystuje si¢ macierze pomocnicze migdzy czynno$ciami
— zob. tabele 69-71.

Tab. 69. Macierz obliczen pomocniczych 1

ST/ A | B |C|D|E F |G| H 1 J K T TS NWP,
ST| 0 | O 0 0 0
A 2 0 0
B 0 0 0
C 0 2 2
D 0 2 2
E -8 0 6 8 8
F 0 8 8 8
G 14 14
H 2 8 14 9 14
| -7 2 16 16
J 2 22 22
K 24 24
Zrédto: opracowanie wtasne.
Tab. 70. Macierz obliczerh pomocniczych 2
ST|A|B|C|D|E|F|G|H|I|J]|KI|Lt | NWP|NWPH,
ST 0 0|0 0 0
A 2 2 0 2
B 8 8 0 8
C 0 6 2 2 4
D 0 4 2 6
E -8 0 6 8 8 16
F 0 8 12 8 20
G 0 4 14 18
H 0 2 8 8 14 22
| -7 2 8 16 24
J 2 6 22 28
K 10 24 34
LA 0| 0| 0|2 (12| 8 |14 |14 |14 | 22| 22|24 | 34
T 8 21 34
NPP, | 0 0|0 2 |12 | 8 (14 (14 |14 | 21|22 |24 | 34

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Tab. 71. Obliczenia zapasdw czasu w projekcie

Czynnoé¢ | t, | NWP, | NWK, | NPP, | NPK, | Z=NPP-NWP, | Z=NPK-NWK,
ST 0 0 0 0 0 0 0
A 2 0 2 0 2 0 0
B 8 0 8 0 8 0 0
c 2 2 4 2 4 0 0
D 4 2 6 12 16 10 10
E 8 8 16 8 16 0 0
F 2 [ s 20 14 26 6 6
G 4 | 14 18 14 18 0 0
H 8 | 14 22 14 22 0 0

I 8 | 16 24 21 29 5 5
J 6 | 2 28 22 28 0 0
K 10 | 24 34 24 34 0 0

Zrédto: opracowanie wtasne.

Czynnosciami krytycznymi w projekcie sa czynnosci: A, B, C, E, G, H, Ji K. Opdz-
nienie wykonania ktérejkolwiek z tych czynnosci op6zni realizacje catosci projektu.
Czas trwania projektu jest krétszy — wynosi trzydziesci cztery jednostki czasowe
- niz ten wyznaczony metodg CPM. Wynika to z faktu, zZe pojawia si¢ tu mozliwo$¢
realizacji czynno$ci nastepujacych w trakcie trwania czynnosci poprzedzajacych.

Analiza czasowo-kosztowa LESS - w tabeli 72 przedstawione zostaly
dane konieczne do przeprowadzenia deterministycznej analizy czasowo-kosz-

towej LESS.
Tab. 72. Dane niezbedne do analizy LESS

Czynnos¢ i j t t K K2 S; ZC;
A 1 2 2 1 5 7,5 2,50 4
B 1 3 8 6 12 15 1,50 0
C 2 3 2 1 8 10 2,00 4
D 2 4 4 2 10 13 1,50 10
E 3 4 8 5 3 5 0,67 0
F 3 6 12 8 50 62 3,00 6
G 4 6 4 3 6 9 3,00 6
H 4 5 8 6 40 51 5,50 0
| 5 7 8 5 11 14 1,00 0
J 6 7 6 3 11 15 1,33 2
K 7 8 10 7 10 12 0,67 0

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Koszty podane w tabeli 72 to koszty bezposrednie wyrazone w tysigcach zlo-
tych, a czas - w tygodniach.

Krok pierwszy — wyznaczamy najkrotszy czas trwania projektu, biorac pod
uwage normalne czasy trwania poszczegdlnych czynnosci.

Rys. 32. Sciezka krytyczna przy normalnym czasie trwania czynnosci

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dla kosztéw posrednich KP przyjmujemy zalozenie, ze KP = 0,75¢, + 3,5, co ozna-
cza, ze w przypadku, gdy wszystkie czynnosci sg realizowane w normalnym czasie
trwania i £, = 42 (zob. rysunek 32), to wynosza one trzydziesci pie¢ tysiecy zlotych.
Kazde skrdcenie czasu realizacji projektu o jedna jednostke czasowa powoduje
zmniejszenie kosztow posrednich o siedemset pie¢dziesiat ztotych — zob. tabela 73.

Tab. 73. Koszty realizacji projektu dla czasu jego trwania rownego czterdziesci dwa tygodnie

¢ KB KP KC Czynnosc K?szt ) Sciezka
8 skracana skrocenia krytyczna
42 166,00 35,00 201 - - B,E,H,I1,J

Zrédto: opracowanie wtasne.

Krok drugi - skracamy czas trwania projektu. W tym celu sposréd czynnosci
krytycznych wybieramy te, ktérej odpowiada najmniejszy koszt skrocenia (min
s;)- Najmniejszy koszt skracania wynosi szed¢set siedemdziesigt ztotych i odpo-
wiada czynno$ciom E i K. Do skracania wybieramy jedna z nich. Niech to bedzie
czynno$¢ E. Skracanie czasu trwania czynnosci powinno sie¢ odbywaé w sposob
umozliwiajacy identyfikacje nowych $ciezek krytycznych, powstajacych w czasie
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procesu skracania. Jezeli nie bedziemy tak postepowali, to moze okazac sig, ze skro-
cenie czynnosci o x jednostek czasowych nie spowoduje skrdcenia czasu trwania
projektu o taka sama warto$¢ — poniewaz czas trwania projektu bedzie blokowany
przez nowo powstalg $ciezke krytyczng, do ktorej nie nalezala skracana czynnos¢.
Dlatego najbezpieczniej jest skraca¢ czynno$¢ o jedng jednostke czasowa. Nastepnie
nalezy sprawdzi¢, czy nie powstaly nowe $ciezki krytyczne, jezeli tak — to w celu
skrocenia czasu trwania projektu nalezy skroci¢ czas trwania kazdej z nich o taka
samg ilos¢ jednostek czasowych. Postepowanie to mozna przyspieszy¢, wiedzac, ze
w wyniku skracania danej czynnosci krytycznej zmniejszeniu moga ulec catkowite
zapasy czasu wszystkich tych czynnosci, ktére nie nalezg do $ciezek prowadzacych
od zdarzenia poczatkowego do koncowego sieci, a w sklad ktorych wchodzi skraca-
na czynno$¢. W analizowanym przykfadzie sg to czynnodci: A, C, D i F - ich zapasy
czasu calkowite (zob. tabela 71) wynosza odpowiednio cztery, cztery, dziesie¢ i szes¢
tygodni. Wynika z tego, ze czynnos¢ E mozna byloby skrdéci¢ maksymalnie o czte-
ry tygodnie. Jednakze, bioragc pod uwage graniczny i normalny czas jej trwania,
nalezy ja skrocié tylko o trzy tygodnie — zob. rysunek 33 i tabela 74.

Rys. 33. Sciezka krytyczna po skréceniu czynnosci E o trzy tygodnie

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 74. Koszty realizacji projektu dla czasu jego trwania rownego trzydziesci dziewie¢ tygodni

¢ KB KP KC Czynnosc K?szt. Sciezka
8 skracana skrocenia krytyczna

42 166,00 35,00 201,00 - - B,E,H,I,J

39 168,00 32,75 200,75 E 2,00 B,E,H,I,J

11 Koszty bezposrednie zaokraglone do liczby catkowite;.

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Nastepnie skracamy czas trwania czynnosci K, ktora jest ostatnia czynnos$cia
w sieci. Oznacza to, ze wszystkie czynnosci niekrytyczne leza na $ciezkach, do
ktorych ona nalezy. Wynika z tego, Ze nie ma dodatkowych ograniczen czasu
trwania czynnosci K — oprocz jej czasu granicznego. Skracamy ja o trzy tygodnie
- zob. rysunek 34 oraz tabela 75.

Rys. 34. Sciezka krytyczna po skréceniu czynnosci K o trzy tygodnie

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 75. Koszty realizacji projektu dla czasu jego trwania rownego trzydziesci sze$¢ tygodni

6, | ke kP ke | G | rtemmia | toytyenna
42 166,00 35 201,00 - - B,E,H,1,J
39 168,00 32,75 200,75 E 2,00 B,E,H,1,J
36 170,00 30,50 200,50 K 2,00 B,E,H,1,J

Zrédto: opracowanie wtasne.

Skracanie czasu trwania projektu, majgce na celu okreslenie terminu jego re-
alizacji charakteryzujgcego si¢ minimalnymi kosztami calkowitymi, odbywa si¢
do momentu, w ktérym przyrost kosztow bezposrednich jest mniejszy od spad-
ku kosztow posrednich. W analizowanym przykladzie nastepng czynnoscia, jaka
powinni$my skroci¢, jest czynnos$c¢ I - z kosztem skrocenia o jednostke (tydzien)
wynoszacym tysiac zlotych. Zobaczmy, jaki efekt przyniesie skrocenie jej o ty-
dzien - zob. rysunek 35 i tabela 76.
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Rys. 35. Sciezka krytyczna po skréceniu czynnosci/ o tydziend

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 76. Koszty realizacji projektu dla czasu jego trwania rownego trzydziesci piec tygodni

t, | ke kP K| omcoms | skréeania | krytyesna
42 166,00 35,00 201,00 - - B,E,H,1,J
39 168,00 32,75 200,75 E 2,00 B,E,H,1,J
36 170,00 30,50 200,50 K 2,00 B,E,H,1,J
35 171,00 29,75 200,75 | 1,00 B,E,H,1,J

Zrédto: opracowanie wtasne.

Widzimy, ze koszty calkowite przy czasie realizacji projektu rownym trzydzie-
$ci pie¢ tygodni sg wieksze niz przy trzydziestu szesciu tygodniach. Oznacza to,
ze dalsze skracanie czasu trwania — zgodne z przyjeta procedurg — powodowato
bedzie wzrost kosztéw catkowitych. Tak wiec optymalny czas realizacji analizo-
wanego projektu — z punktu widzenia kosztéw calkowitych — wynosi trzydziesci
sze$¢ tygodni. W poréwnaniu do czasu realizacji projektu, w sytuacji, gdy wszyst-
kie czynnosci byly realizowane w normalnym czasie trwania, zostal on skrocony
o sze$¢ tygodni, a koszty catkowite zmalaly o pigéset ztotych.

Liniowy model optymalizacyjny dla przeprowadzenia analizy cza-
sowo-kosztowej — zob. réwnania (201)-(224) i tabela 77.
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t, 3t~ 55t ~t

46 45 57

KC=313-25t, - 1,5t -2t - 1,5t - 0,67t -3
—+1,33t_- 0,67t + 0,75, + 3,5 — min
t,~t, 1,20
1<t <2
t,—t —t,20
6§t<8
t,-t,-1,20
1St<2
t,-t,-1,20
2<t <4

~t,- &zo
5£3<8
t—t—t.>0
8<t, <12
t—t,—t,20
3<t, <4
t,—t, 1,20
6St£8
t,-t,-1t,20
5£5<8

—t, -t 20
3£t£6
t—t -t >0
7<t,<10

78 —

t>0(3i=1,..,8)

Tab. 77. Rozwigzanie optymalne zadania (201)-(224)

Czynnos¢ Czas trwania Zmienna swobodna Zmienna dualna
A 2 0
B 8 0 0,75
C 2 0 0
D 4 0 0
E 5 0 0,75
F 12 3 0
G 4 6 0
H 8 0 0,75
| 8 0 0,75
J 6 0 0
K 7 0 0,75

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Model zostal rozwigzany za pomocg programu Excel Solver. Optymalny czas
realizacji projektu, odpowiadajacy minimalizacji kosztow catkowitych, wyniost
t, = 36. Warto$¢ stalej w funkcji celu (201) wynosi (Z(i)j) co KU” + Sfjt;) +b=
313 + 3,5 = 316,5. Suma pozostatych skladowych (201) dla rozwigzania optymal-
nego réwna si¢ 116. Zatem wartos¢ kosztow catkowitych odpowiadajacych roz-
wigzaniu optymalnemu wynosi 316,5 - 116 = 200,5 [tys. PLN]. Poréwnujac je
z kosztami catkowitymi, w przypadku, gdy wszystkie czynnosci wykonywane s3
w czasie normalnym, obserwujemy, ze:

AKCU ==200,5 - 201 = -0,50 [tys. PLN]

Zmienne dualne dla czynnosci krytycznych sa réwne wspétczynnikowi kie-
runkowemu funkcji kosztéw posrednich. Oznacza to, ze wydluzenie ktérejkol-
wiek z nich o tydzien spowoduje wzrost kosztéw calkowitych o siedemset pig¢-
dziesiat zlotych.

Zastosowanie metody PERT-COST - metod¢ PERT-COST stosujemy do
obliczania optymalnego, z punktu widzenia kosztéw calkowitych (minimaliza-
cja), programu przyspieszania czynnos$ci i wyznaczania najkrétszego czasu reali-
zacji projektu. W tym przypadku nie bierzemy pod uwage kosztéw posrednich
— zob. tabela 78.

Tab. 78. Dane niezbedne do analizy PERT-COST

Symbol | ¢t/ t; ten teo K; kg S; r, r, o; zc;
A 1 4 2 1 5 75 | 2,5 | 0,50 | 2,00 | 0,25 | 4
B 6 12 8 6 12 15 | 1,5 | 0,75 | 1,50 | 1,00 | ©
C 1 4 2 1 8 10 | 2,0 | 0,50 | 2,00 | 0,25 | 4
D 3 4 3 10 13 3,0 | 0,75 | 1,75 | 0,44 | 11
E 4 16 9 4 3 5 10 | 0,444 | 1,78 | 400 | ©
F 11 17 12 11 50 62 12,0 | 0,92 | 1,42 | 1,00 7
G 3 6 4 3 6 9 3,0 0,75 | 1,50 | 0,25 6
H 6 12 8 6 40 51 | 55 | 0,75 | 1,50 | 1,00 | 0
[ 6 12 8 6 11 14 | 15 | 075 | 1,50 | 1,00 | ©
J 5 8 6 5 11 15 4,0 0,83 | 1,33 | 0,25 3
K 8 14 10 8 10 12 | 1,0 | 0,80 | 1,40 | 1,00 | ©

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Krok zerowy - zob. rysunek 36.

Rys. 36. Sciezka krytyczna przy normalnym oczekiwanym czasie trwania czynnosci

Zrédto: opracowanie wtasne.

Krok pierwszy - skracamy czynnos¢ E o pig¢ jednostek czasowych (zob. ry-
sunek 37).

Rys. 37. Sciezka krytyczna po skréceniu czynnosci £

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Krok drugi - skracamy czynno$¢ K o dwie jednostki czasowe (zob. rysu-
nek 38).

Rys. 38. Sciezka krytyczna po skréceniu czynnosci K

Zrédto: opracowanie wtasne.

Krok trzeci - skracamy czynno$¢ B o dwie jednostki czasowe (zob. rysu-
nek 39).

Rys. 39. Sciezka krytyczna po skrdceniu czynnosci B

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Krok czwarty - skracamy czynnos¢ I o dwie jednostki czasowe (zob. rysu-
nek 40).

Rys. 40. Sciezka krytyczna po skréceniu czynnosci/

Zrédto: opracowanie wtasne.

Krok piaty - skracamy czynnos¢ H o jedna jednostke czasowa (zob. rysu-
nek 41).

Rys. 41. Sciezka krytyczna po skréceniu czynnosci H

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Krok szosty — skracamy czynno$¢ H i F po jednej jednostce czasowej (zob.

rysunek 42).

Rys. 42. Sciezka krytyczna po skréceniu czynnodci Hi F

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dalsze skracanie nie ma sensu, poniewaz wszystkie czynnosci lezace na sciez-
kach krytycznych osiagnety graniczne czasy trwania. Mozna zauwazy¢, ze w mia-
re skracania czasu trwania projektu maleje odchylenie standardowe czasu trwania

projektu.

Nastepnie obliczmy wariancje czasu i koszty realizacji poszczegélnych realiza-
cji projektu — zob. tabela 79.

Tab. 79. Oczekiwane czasy graniczne, wariancje czasu i koszty wyspecyfikowanych programéw
realizacji projektu

Program £es Przyrost kosztow catkowitych Z pu z o
AK IAK Kc(t,) iec s

0 43 0 0 166 8,04 2,84

1 38 5 5 171 4.8 2,19

2 36 2 7 173 4,44 2,11

3 34 3 10 176 4,00 2,00

4 32 3 13 179 3,56 1,89

5 31 5,5 18,5 184,5 3,33 1,82

6 30 17,5 36 220,5 3,12 1,77

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Bladowski, 1970, s. 202.
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Oznaczmy przez t"* maksymalny dopuszczalny najkroétszy termin
zakonczenia projektu, a przez r - poziom ryzyka rozumiany jako praw-
dopodobienstwo, ze rzeczywisty czas trwania projektu przekroczy te wartos¢,
tj. P(t > t"™) = r. Wzor (225) jest pomocny do obliczania terminéw realizacji
projektu obarczonych zatozonym poziomem ryzyka r:

e,
t:mx — tng + uo’tn (225)

gdzie u jest warto$ciag zmiennej losowej U ~ N(0, 1), dla ktdrej wartos¢ dystrybu-
anty wynosi: ®(u) =1 -r.

Biorgc pod uwage programy skracania oczekiwanego czasu trwania projektu
do réznych pozioméw ¢ oraz oszacowane wartosci odchylen standardowych
czasu trwania odpowiadajace tym programom o, , mozemy zada¢ pytanie: jaka
jest dopuszczalna maksymalna warto$¢ najkrétszego czasu trwania
projektu, w przypadku réznych programéw, zwiazana z zalozonym poziomem
ryzyka? Dla przykladowego projektu wartosci te zawarte sg w tabeli 80. Poziomy ry-
zyka przedstawione zostaly w skali procentowej. Wraz ze wzrostem akceptowalnego
poziomu ryzyka, terminy te sg coraz krétsze. Zmniejszanie si¢ wartosci wskaznika r,
oznaczajace spadek sktonnosci do ryzyka, wydtuza dopuszczalny termin oczekiwa-
nego zakonczenia projektu. Z kolei skracanie oczekiwanego czasu trwania projektu
zwigzane jest ze skracaniem si¢ maksymalnych dopuszczalnych wartosci najkrot-
szego czasu trwania projektu oraz ze zmniejszaniem odchylenia standardowego o, .

Tab. 80. Maksymalne dopuszczalne terminy realizacji projektu zgodnie z wyspecyfikowanymi
programami, w zaleznosci od poziomu podejmowanego ryzyka

Poziom ryzyka r
Program tyo o,

8 10% 30% 50% 60% 90%
0 43 2,84 46,46 44,48 43 42,29 39,36
1 38 2,19 40,67 | 39,14 38 37,47 | 35,20
2 36 2,11 38,57 | 37,10 36 35,47 | 33,30
3 34 2,00 36,44 | 35,04 34 33,50 | 31,44
4 32 1,89 34,41 32,98 32 31,53 29,58
5 31 1,82 33,22 31,95 31 30,55 28,67
6 30 1,77 32,16 30,92 30 29,56 27,73

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Bladowski, 1970, s. 203.

Poréwnujac terminy w tabeli 80 dla réznych pozioméw ryzyka, np. z terminem

4 . Bmax _ . . 7

dyrektywnym, ktéry wynosi ¢, = 36 jednostek czasowych, mozemy dokonac¢
wyboru programu skracania, odpowiadajacego temu terminowi oraz zatozonemu
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poziomowi ryzyka. Ponadto, dokonujac wyboru, musimy wziag¢ pod uwage, ze
wraz ze skracaniem projektu w czasie rosng koszty calkowite jego realizacji. Dla-
tego, poszukujgc w kolumnach tabeli 80 programu, dla ktérego termin ¢ < 36,
trzeba zastosowac program, ktéremu odpowiada najwigksza z warto$ci spelniaja-
cych te nieréwno$¢. Do wyboru mamy nastepujgce programy:

 Program 4 - z ryzykiem 10% (koszt realizacji 179 j.p."?),

 Program 3 - z ryzykiem 30% (koszt realizacji 176 j.p.),

 Program 2 - z ryzykiem 60% (koszt realizacji 173 j.p.),

» Program 1 - z ryzykiem 90% (koszt realizacji 171 j.p.).

Oznacza to, ze im wieksze jest prawdopodobienstwo dotrzymania terminu dy-
rektywnego, tym wigksze sa przewidywane koszty (Bladowski, 1970, s. 204).

12 j.p. - jednostki pieniezne.






Rozdziat IV
Teoria masowej obstugi

1. Teoretyczne aspekty systemow kolejkowych

Teoria kolejek — w polskiej literaturze czesto uzywa si¢ terminu ,teoria masowej
obstugi” (por. Kozniewska i Wiodarczyk, 1978; Kozubski, 2000) - opisuje zjawiska
spotykane w zaskakujaco wielu dziedzinach zycia i dzialalno$ci gospodarczej. Prze-
cietnemu czlowiekowi pojecie ,,kolejki” kojarzy sie ze sklepami samoobstugowy-
mi, przychodniami, poczta itd., czyli codziennymi czynnosciami, w ktorych grupa
0s6b w tym samym czasie oczekuje przed jakims stanowiskiem obstugi. Teoria ko-
lejek ma jednak mnostwo zastosowan takze w innych dziedzinach: informatyce
(obstuga polecen przez procesor, zapytan skierowanych do strony internetowe;j),
telekomunikacji (pofaczenia telefoniczne), logistyce (obstuga klientéw, zarzadza-
nie dostgpem do zapaséw w magazynie), a nawet w strukturach administracyjnych
(Filipowicz i Kwiecien, 2008; Nogalski, Czerska i Klimek, 2010).

Aspekt logistyczny, ktory interesuje nas najbardziej, wigze si¢ z dynamicznymi
zmianami gospodarczymi ostatnich lat. Przenoszenie dzialalnosci do sieci po-
woduje, ze bardzo wazna staje si¢ sprawna obstuga klientow. Za posrednictwem
Internetu uzyskujg oni fatwy dostep do oferty, w dogodnym dla siebie czasie,
i oczekuja, ze ztozone zamowienia zostang zrealizowane réwnie szybko i spraw-
nie. Obstuga klienta staje si¢ zatem waznym narzedziem w walce konkurencyjnej,
przyczyniajac si¢ do podjecia ostatecznej decyzji, np. przy wyborze dostawcy. A to
tylko jeden z aspektow wykorzystania teorii masowej obstugi w logistyce. Sg tez
inne: oczekujace na realizacje zlecenia produkcyjne, zamdwienia na magazyno-
wane cze$ci sktadowane, pojazdy, ktére majg zosta¢ zaladowane lub roztadowa-
ne (Matuszak, Bundz i Homik, 2014; Jacyna i Zak, 2012) i wiele innych. Teoria
masowej obstugi pomaga okresli¢ potencjal stanowiska pracy, poziom jego efek-
tywnosci oraz pokazuje, jakie dzialania nalezy wdrozy¢, aby zwiekszy¢ satystakcje
uczestnikow systemu obstugi.

Jak wspomnielismy w poprzednich rozdziatach, w literaturze przedmiotu (Je-
drzejczyk, Kukutla, Skrzypek i Walkosz, 2016, s. 208) jako poczatek badan nad
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systemami kolejkowymi podaje sie IT wojne §wiatowg i problem rozdysponowa-
nia duzej liczby samolotéw bombowych, wracajacych z akeji bojowych, pomiedzy
ograniczona liczbe lotnisk. Nie jest to jednak prawda. Pierwsze analizy naukowe
sg o kilkadziesigt lat wczesniejsze i dotycza prac dunskiego matematyka Agne-
ra K. Erlanga. W 1909 roku podjat si¢ on opisania procesu powstawania kolej-
ki w trakcie nawigzywania polaczen przechodzacych przez centrale telefonicz-
n3 w Kopenhadze. Udowodnil, Ze pojawiajace si¢ w sposob losowy polaczenia
telefoniczne podlegaja rozkladowi Poissona, ktéry wyraza prawdopodobienstwo
wystapienia niezaleznych, nastepujacych po sobie zdarzen z dang czgstotliwoscia
o — liczba zdarzen na jednostke czasowa. W publikacji z 1917 roku przedstawit
wzory na prawdopodobienstwo blokady potaczenia w centralach telefonicznych,
znane potem jako model Erlanga.

Jak zatem powstaje kolejka? Zgtoszenia wymagajace obstugi (np. klienci, ktorzy
skierowali si¢ do kasy) pojawiaja si¢ w pewnych odstepach czasu w systemie ob-
stugi (np. przy kasie). Jesli nie zostajg natychmiast obstuzone, dotaczaja do kolejki.
Co pewien czas przebywajace w kolejce zgloszenie jest wybierane do obstugi we-
diug okreslonej reguty (dyscypliny kolejki). Obstugi dokonuje mechanizm zwany
serwerem. Przyjmuje sie, ze kazdy serwer moze obstugiwac tylko jedno zgloszenie
na raz. Jesli wszystkie serwery sa zajete, zgloszenie (klient) czeka w kolejce na
obstuge lub rezygnuje z obstugi (systemy bez oczekiwania). Po zakonczeniu lub
po rezygnacji z obstugi zgloszenie opuszcza system. Podczas obstugi klient moze
przejs¢ przez jeden lub wiecej etapow, zanim odejdzie z systemu.

Proces masowej obstugi sklada si¢ wiec z nastepujacych elementéw (por. sche-
mat na rysunku 43):

1. Strumien wchodzacy (strumien wejéciowy, strumien zgloszen) - zgloszenia
nadchodzace do systemu.

2. System obstugi (kanaty obstugi, aparaty obstugi) — zbiér urzadzen lub stanowisk
swiadczacych obstuge zgtoszenia wraz z kolejka zgtoszen oczekujacych na obstuge.

3. Strumien wychodzacy (strumien wyjsciowy) — zbidr zgloszen po obstuzeniu
oraz zbidr zgloszen, ktére zrezygnowaly z obstugi.

Kanaly obstugi moga by¢ utozone w sposob szeregowy, rownolegly lub (jak na
rysunku 43) mieszany. Nie kazde zgloszenie musi czeka¢ w kolejce az zostanie
obstuzone. Klient w kolejce do kasy ma prawo zniecierpliwi¢ si¢ i opuscic¢ ja. Za-
chowanie si¢ zgloszenia (klienta) pozwala wigc wyrdznic:

o systemy ze stratami - zgloszenie opuszcza po uplywie pewnego czasu sys-
tem, rezygnujac z obstugi (gdy wszystkie stanowiska obstugi sa zajete obiekt
opuszcza system nieobstuzony);

« systemy bez strat — zgloszenie w systemie przebywa do czasu obstuzenia
(obiekt oczekuje w kolejce na obstuge);

« system mieszany — wystepuja w nim warunki posrednie w stosunku do po-
przednich systemow, np. czas przebywania w systemie jest ograniczony lub
liczba miejsc w kolejce okazuje si¢ ograniczona.



1. Teoretyczne aspekty systemow kolejkowych 181

Rezygnacja z obstugi

\

Obsluga
Zgloszenia a, b, |- ]¢
E o 'I: a, b2 P c, 'I:
(m—— T | e—— —>
—> > [a b |-+ le | E—>
Aparaty (kanaty) obstugi
— ——

Strumien System obstugi Strumien
wchodzacy wychodzacy

Rys. 43. Schemat procesu masowej obstugi

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Miszczyniski i Miszczyriska, 2002.

W systemach mieszanych wystepuja pewne szczegolne wzorce zachowan. Po
pierwsze zdarza sie, ze klient dofacza do kolejki, lecz po odczekaniu okreslonego
czasu traci cierpliwo$¢ i opuszcza ja. Po drugie kilku klientéw pozostaje ze soba
w zmowie i tylko jeden z nich czeka w kolejce. Dtugos¢ kolejki pozornie bedzie
niewielka, ale czas obstugi pojedynczego klienta si¢ wydtuza. Wtedy inni ocze-
kujacy tracg cierpliwos¢ — co prowadzi do nastgpnego typu zachowania. Klient
w jednej z kolejek po zobaczeniu innej, krotszej, majac nadzieje na rychlejsze sko-
rzystanie z ustugi, moze opusci¢ obecng i dotaczy¢ do drugiej. Problem ten ana-
lizowany jest w literaturze przedmiotu (Engel i Hassin, 2017) jako sytuacja, gdy
klient wybiera pomiedzy dwoma typami kolejek.

Z punktu widzenia rozmiaréw kolejki spotykamy systemy z kolejka ograni-
czong lub nieograniczong oraz systemy z kolejka zabroniong lub niezabroniona.
Innym kryterium klasyfikacji jest liczba Zrédet. Rozrézniamy dwa typy takich sys-
temow: otwarte i zamkniete. Te pierwsze moga mie¢ nieograniczenie wielka licz-
be zgloszen przychodzacych do systemu. W przypadku systemoéw zamknietych
maksymalna liczba zgloszen do obstugi jest z gory ograniczona i stala w czasie.

Wspomnieli$my, ze zgloszenia znajdujace si¢ w kolejce podlegaja pewnej dyscy-
plinie obstugi. W zaleznosci od sposobu organizacji wyodrebnimy dyscypline typu:

o FIFO (ang. First In First Out) - zgloszenie stojace na pierwszym miejscu
w kolejce jest obstugiwane jako pierwsze (kolejka naturalna);

o LIFO (ang. Last In First Out) - zgloszenie stojace na ostatnim miejscu w ko-
lejce jest obstugiwane jako pierwsze;
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o SIRO (ang. Selection In Random Order) — losowy dobér zgloszenia do obstugi;

« obsluga z priorytetem — pierwszenstwo maja zgloszenia uprzywilejowane.

W ostatnim z wymienionych przypadkéw obiekty maja przypisane priorytety,
ktore decydujg o kolejnosci wyboru do obstugi. Dzielg sie one na klasy - klasa
pierwsza ma najwyzszy priorytet obstugi. Pojawienie si¢ zgloszenia priorytetowe-
go wplywa na aktualnie trwajaca obstuge. W systemie bez przerywanej obstugi (ze
wzglednym priorytetem) nowe zgloszenie o wyzszym priorytecie nie powoduje
przerwania obstugi zadania z nizszym priorytetem, tylko czeka az jego obstuga sie
zakonczy. Z kolei system z przerywana obstuga (bezwzgledny priorytet) charak-
teryzuje si¢ tym, ze nowe zgloszenie o wyzszym priorytecie powoduje przerwanie
obstugi zadania z nizszym priorytetem, ktore wraca do kolejki.

Kolejki opisywane sg szeregiem miar statystycznych, dajacych sie podzieli¢ na
dwie podstawowe grupy: opisujace zgloszenia i obstuge. Charakterystyki liczbo-
we systemow masowej obstugi zalezg w duzej mierze od dwdch wlasciwosci sta-
tystycznych, a mianowicie: rozkltadu prawdopodobienstwa odstepow czasu zglo-
szen i rozkladu prawdopodobienstwa czasu obstugi. W realnych zastosowaniach
rozklady te mogg przybiera¢ prawie dowolna forme. Jedynym ograniczeniem jest
to, ze nie przyjmujg one wartosci ujemnych.

Stope zgloszen (przyby¢) rozumiemy jako liczbe zgloszen naptywajacych do
systemu obstugi w jednostce czasu (Srednio ). Najczesciej zaklada sig, ze stopa
ta jest stala dla wszystkich zgloszen. Ich liczba zalezy w duzej mierze od wielkosci
populacji, ktéra moze by¢ skonczona lub nie. Intensywnos¢ z kolei wyraza odstep
czasu pomiedzy kolejnymi zgtoszeniami ($rednio 1/1). Wiekszo$¢ modeli zakta-
da, Ze pewne rozproszenie czasu przybycia dotyczy wszystkich zgloszen.

Stopa obstugi to liczba zgloszen obstugiwanych w ustalonej jednostce czasu
(Srednio p). Najczesciej zaklada sie, ze stopa obstugi jest stala dla wszystkich zglo-
szen. Intensywnos¢ obstugi z kolei to czas obstugi zgloszenia przez jeden z row-
nolegltych kanaléw obstugi (Srednio 1/u). Stope zgloszen i stope obstugi faczy za-
lezno$¢ zwana stalg Erlanga lub intensywnoscig ruchu. Jest to stosunek $redniej
liczby zgloszen, jaka naplywa do systemu w jednostce czasu, do $redniej liczby
zgloszen, jaka moze by¢ obstuzona w tej samej jednostce czasu. Zakladajac, ze
w systemie funkcjonuje s kanaléw obstugi, stalg Erlanga opisuje wzor (226):

p= . (226)
Mozliwe sg trzy sytuacje:
1. Jezeli p < 1 - ukfad jest stabilny, prawdopodobienstwo tego, ze kolejka ma
okreslona dlugos¢ jest state w kazdej jednostce czasu.
2. Jezelip 21 - uklad jest niestabilny, prawdopodobienstwo dlugiej kolejki rosnie.
3. Jezeli obie stopy sa stale, mozna uznad, ze uktad zmierza do stanu réwnowagi,
tzn. kolejka ma stalg, okreslong dtugos¢ w kazdej jednostce czasu.
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W tym miejscu warto zastanowic sie, co rozumiemy przez stabilno$¢ ukfadu.
W ramach codziennych aktywnosci nierzadko obserwujemy sytuacje, w ktérych
pojawiaja si¢ klienci chcacy skorzysta¢ z ustug §wiadczonych przez pewien sys-
tem obstugi. Byloby idealnie, gdyby zgloszenie natychmiast podlegalo obstudze.
Praktyka pokazuje jednakze cos innego. Kiedy liczba zgtoszen przekracza mozli-
wosci ich obstugi, pojawia si¢ kolejka, ktorg traktujemy jako moment utraty sta-
bilnosci przez system. Dopdki jednak dlugos¢ kolejki utrzymuje sie w rozsadnych
granicach, czyli jej dlugo$¢ nie rosnie gwaltownie (stan systemu nie zalezy od po-
czatkowej dtugosci kolejki), system nadal mozemy traktowac jako stabilny. Dzieje
sie tak wlasnie wtedy, gdy stopa obslugi przewyzsza stope zgloszen. W odwrotnej
sytuacji serwery (np. kasjerki w markecie) nie nadgzaja z obstuga zgtoszen. Tych
szybko przybywa, a kolejka ro$nie i roénie, teoretycznie nawet w nieskonczonos¢.
Doprowadzi to do rezygnacji z obstugi i opuszczenia systemu przynajmniej przez
cze$¢ klientéw. Nieréwnowagi miedzy klientem a placowka ustugowa, czyli za-
toru, nie da si¢ calkowicie wyeliminowa¢, ale mozna rozwina¢ wysitki/techniki
w celu zmniejszenia natezenia zatloczenia lub czasu oczekiwania na kolejne przy-
bycia do systemu. Najprostsze i najbardziej oczywiste rozwigzanie — zwiekszanie
liczby serwerdéw — zmniejsza zatory, ale powoduje wydtuzenie czasu bezczynnosci
serwera oczekujgcego na zgloszenie, co generuje koszty. Zatem zaréwno sytuacja,
w ktorej pojawia sie nieuzasadniona, dluga kolejka, jak i otwieranie dodatkowych
serwer6w bywaja nieoplacalne dla oséb zarzadzajacych systemem. Dlatego stata
Erlanga jest zawsze pierwszga charakterystyka liczbowg obliczang dla systemu ko-
lejkowego.

Kolejng wazng charakterystyka systemoéw kolejkowych jest tzw. prawo Littlea
(Little, 1961), moéwiace, ze $rednia liczba zgloszen w systemie jest réwna iloczy-
nowi $redniego czasu przebywania w systemie oraz $redniego tempa ich przyby-
wania. Prawo to pozwala na wyprowadzenie nastgpujacych formut (227)-(229):

N=AR (227)

Q=AW (228)
1

R e W +— (229)
U

gdzie:
o N - oczekiwana liczba zgloszen w systemie,
+ R - oczekiwany czas pobytu w systemie,
» Q- oczekiwana diugos¢ kolejki.

Zgloszenia w systemie oraz ich obstuga sa procesami losowymi i opisuja je
okreslone rozktady zmiennych losowych. Zmienna losowa charakteryzuje albo
czas uplywajacy miedzy dwoma kolejnymi zgloszeniami, albo czas obstugi jedne-
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go zgloszenia. Odstepy czasu pomiedzy zgloszeniami moga by¢ (i zazwyczaj sq)
rozne, ale dla uproszczenia rozwazan zakfada si¢ ich jednakowos¢. Podobnie czy-
ni sie w przypadku czasu obstugi pojedynczego zgloszenia. Jesli wymagana obstu-
ga jest zasadniczo identyczna dla kazdego zgloszenia, a serwer zawsze wykonuje
te samg sekwencje czynnos$ci, wowczas rzeczywiste czasy obstugi sg zblizone do
oczekiwanego czasu obstugi. Moga wystapi¢ niewielkie odchylenia od s$redniej,
ale zwykle odpowiadaja za nie drobne réznice w wydajnosci serwera.

Schemat pojawiania si¢ zgloszen i czas ich obstugi zaleza od wielu czynnikéw,
z ktérych przynajmniej czg$¢ pozostaje poza kontrolag decydenta. Zjawisko kolejki
wynika bezposrednio z losowosci w dzialaniu aparatu obstugi i losowego sche-
matu przybywania zgloszen. Moment pojawienia sie¢ zgloszenia nie jest z gory
ustalony, a czas potrzebny na obstuzenie kazdego zgloszenia zalezy od wielkos$ci
wymaganej ustugi.

Na bazie dotychczasowych rozwazan okazuje si¢ jasne, ze analizy systemow
masowej obstugi sa silnie zwigzane z uptywem czasu migdzy pojawianiem sie ko-
lejnych zgloszen i czasem obslugi samego zlecenia. Ponadto s3 to analizy o cha-
rakterze statystycznym, wykorzystujace rozkltady zmiennych losowych. David
G. Kendall (Kendall, 1951) zaproponowal ujednolicong notacj¢ modeli masowe;j
obstugi, ktéra pdzniej podlegala dalszym modyfikacjom. Zgodnie z nig kazdy
model tego typu opisuje si¢ nastepujacym zestawem parametréw — zob. réwnanie
(230):

fz)/g(x)/sIP/L/IK (230)

gdzie:

+ fr,) - rozklad strumienia zgloszen (r, - czas uptywajacy miedzy dwoma
kolejnymi zgloszeniami),

+ g(t,) - rozklad czasu obstugi (7, - czas obstugi jednego zgloszenia),

o s - liczba rownolegtych kanatow obstugi,

o P - liczebnos¢ obstugiwanej populacji,

+ L - maksymalna dlugo$¢ kolejki,

« K - kolejnos¢ obstugi (dyscyplina kolejki).

Jezeli w systemie obowigzuje dyscyplina kolejki typu FIFO (tzw. kolejka natu-
ralna), wtedy w zapisie danym wzorem (230) pomija si¢ ostatni parametr. Z kolei
zmienne losowe stanowiace dwa pierwsze parametry moga posiadac jeden z po-
nizszych rozkladow:

o D - proces nielosowy (deterministyczny),

o M - rozktad wykladniczy lub Poissona,

 E - rozktad Erlanga n-tego rzedu,

o N - rozktad normalny,

+ G - dowolny rozkiad czasu obstugi.
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Powyzsza lista zawiera najcze$ciej wykorzystywane w praktyce rozktady, ale
oczywiscie nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci. Spo$réd wymienionych za nie-
zwykle uzyteczne uwaza si¢ rozklad wyktadniczy Poissona. Z jednej strony dobrze
opisuje on zachowanie systemow masowej obstugi, a z drugiej - jego prostota
ulatwia zapis matematyczny. Odstep czasu (¢) pomiedzy dwoma kolejnymi zglo-
szeniami, ktory jest zmienng losowa o tzw. ujemnym rozkladzie wyktadniczym,
opisuje nastepujaca funkcja gestosci:

fity=2Ae™, dlat>0 (231)

Warto$¢ oczekiwana i wariancja tego rozkladu wynosza:
2
1 1
E(t)=—, D*(t)=| — (232)
(t) ] (t) ( )J

Liczba zgloszen (n), pojawiajaca si¢ w systemie w jednostce czasu o dtugosci (T),
jest wtedy zmienna losowa o rozkladzie Poissona:

(AT)k e—AT

P(n=k)= , dlak=0,1,2,.. (233)

z warto$cig oczekiwang i wariancja rownymi odpowiednio:

E(n) =D*n) =AT (234)

Czas () obstugi zgloszenia okazuje si¢ zmienng losowa o ujemnym rozktadzie
wykladniczym z ponizsza funkcjg gestosci:

f(t) =pe, dlat=>0 (235)

z warto$cig oczekiwang i wariancja réwnymi odpowiednio:

E(t)=2, D(t)= [1) (236)
U u

Przydatno$¢ rozkladu wykltadniczego wynika z jego wlasciwosci. Przyktadowo,
funkcja gestosci jest $cisle malejaca funkcja t. W zwigzku z tym zachodzi:

POST<At) >P(t<T<t+Ab) (237)
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Dlatego jest nie tylko mozliwe, ale réwniez stosunkowo prawdopodobne,
ze T przyjmie mala warto$¢ bliska 0. Jesli T reprezentuje odstepy czasu miedzy
przybyciami, wlasciwo$¢ ta wyklucza sytuacje, w ktorych potencjalni klienci, zbli-
zajacy sie do systemu masowej obstugi, beda odracza¢ moment wejscia, jesli zo-
bacza, ze inny klient pojawia si¢ przed nimi.

Przyjmijmy, ze prawdopodobienistwo pojawienia si¢ k zgltoszen w przedziale czasu
(t; t + T) nie zalezy ani od ilosci zgloszen w systemie, ani od sposobu, w jaki pojawily
si¢ one w czasie poprzedzajacym ten przedzial. Rozklad prawdopodobienstwa cza-
su pozostatego do zdarzenia (przybycia lub zakonczenia ustugi) jest zawsze taki sam,
niezaleznie od tego, ile czasu juz minelto. Czas do nastgpnego przybycia okazuje sie
calkowicie niezalezny od tego, kiedy nastapito ostatnie przybycie. W efekcie, proces
»zapomina” o swojej historii, poniewaz czas do nastgpnego przybycia staje si¢ calkowi-
cie niezalezny od tego, kiedy nastapito ostatnie przybycie - to tzw. proces bez pamieci.

Mowimy, ze proces jest stacjonarny, gdy prawdopodobienstwo pojawienia si¢
pewnej liczby zdarzen w przedziale czasu zalezy tylko od dlugosci tego przedzia-
tu, a nie od jego polozenia na osi czasu.

Jezeli prawdopodobienstwo zaistnienia dwoch lub wigkszej liczby zdarzen
w elementarnym przedziale T jest pomijalnie mate w odniesieniu do prawdopo-
dobienstwa pojawienia si¢ tylko jednego zdarzenia, to jest to proces zwykly. Gdy
proces jest stacjonarny, bez pamieci i zwykly to jest to tzw. strumien zgloszen
Poissona. Modele przedstawione w nastepnej czesci rozdzialu beda modelami
wlasnie o Poissonowskim strumieniu zgloszen.

2. Wybrane modele masowej obstugi

2.1. Modele typu M/M/s/eo oo

Wigkszo$¢ podstawowych modeli masowej obstugi zaklada, ze dane wejsciowe
i wyjs$ciowe zachowuja si¢ zgodnie z procesem narodzin i §mierci. Przez narodzi-
ny rozumiemy przybycie nowego zgloszenia do systemu, §mier¢ oznacza opusz-
czenie systemu przez zgloszenie. Proces narodzin i $mierci opisuje probabilistycz-
nie, w jaki sposéb stan systemu zmienia si¢ wraz z uptywem czasu. Narodziny
i zgony nastepuja wigc losowo, a ich $rednia stopa zalezy tylko od aktualnego
stanu systemu, nie za$ od tego, co wydarzylo sie w przeszlosci. Mamy wigc do czy-
nienia z procesem bez pamigci, o ktérym wspominaliémy przy okazji omawiania
wlasnosci rozkladu wyktadniczego.

W kontekscie systeméw masowej obstugi zmiana stanu zachodzi wtedy, kiedy
zgloszenie pojawia si¢ w systemie lub go opuszcza po zakonczeniu obstugi. A iu
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(n=0, 1, ...) wyrazaja wiec odpowiednio: $rednig stope¢ zgloszen i $rednig stope
obstugi — gdy w systemie obecnych jest n klientéw. Bardzo wazng zasada w pro-
cesie narodzin i $mierci jest ta, méwigca, ze dla systemu znajdujacego sie w stanie
n $rednia stopa wej$¢ rowna si¢ Sredniej stopie wyjs¢. Zasada pozwala wyznaczy¢
tzw. rownanie bilansowe dla stanu n. Réwnania dla wszystkich stanéw tworza
uklad (wraz z réwnaniem zakladajacym, ze suma wszystkich prawdopodobienstw
wynosi 1), ktorego rozwigzaniem sg prawdopodobienstwa P, wystgpienia stanu .
Wiecej na temat procesu narodzin i §mierci znajdziemy w literaturze przedmiotu
(zob. Hillier i Lieberman, 2015).

W tym i w nastegpnym podrozdziale oméwimy wybrane modele masowej
obstugi, w ktérych czas pomiedzy kolejnymi zgloszeniami jest zmienna losowa
o rozkladzie wyktadniczym (badz liczba zgloszen w jednostce czasu ma rozkiad
Poissona), czas obstugi okazuje si¢ zmienng losowa o rozkladzie wyktadniczym,
za$ system masowej obstugi podlega procesowi narodzin i $mierci.

Zaczniemy od przypadku, w ktérym nieograniczona jest zaréwno populacja
zgloszen, jak i dtugos¢ kolejki, oraz obowigzuje w niej dyscyplina FIFO. Zgodnie
z notacja Kendalla wariant o jednym kanale obstugi (s = 1) zapiszemy: M/M/1/oo/eo.

Niech A oznacza oczekiwang stope przyby¢ (zgloszen) w jednostce czasu, za$

1
; - oczekiwany czas obstugi jednego zgloszenia. Stala Erlanga (intensywnos¢
obstugi) wyraza si¢ w tej sytuacji wzorem (238):
A
p=— (238)
H

Kiedy A > y, system jest niestabilny i kolejka ro$nie bez ograniczen. Wprawdzie,
jesli system zacznie dziala¢ bez zadnych zgloszen, to serwerowi uda sie dotrzy-
mac¢ kroku przybywajacym zgloszeniom (np. klientom pojawiajacym sie zaraz po
otwarciu punktu obstugi) w krotkim okresie czasu, ale na dluzsza mete nie jest
to mozliwe. Analizy systemu obslugi w takim stanie mijaja si¢ z celem i najpierw
trzeba doprowadzi¢ do tego, by zachodzilo A < p. Od tej pory wiasnie taki stan
bedziemy domyslnie zakladac.

Zgloszenia obstugiwane sg w kolejnosci przybywania i kazde z nich pozostaje
w kolejce tak dlugo, az zostanie obstuzone.

Najwazniejsze charakterystyki liczbowe modelu M/M/1/e0/o0

Oczekiwana liczba zgloszen w systemie:

N=-t_ (239)
1-p
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Oczekiwana diugos¢ kolejki:

Q=-" (240)
1-p
Oczekiwany czas pobytu w systemie:
1
R=—-—
S (241)
Oczekiwany czas pobytu w kolejce:
p
W=——+- 242
) (242)
Prawdopodobienstwo braku zgloszen w systemie:
P=1-p (243)
Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ n zgloszen:
P =p"(1-p) (244)

Prawdopodobienstwo tego, ze zgloszenie spedzi w kolejce wigcej niz ¢, jedno-
stek czasowych (Jedrzejczyk, Kukuta, Skrzypek i Walkosz, 2016, s. 212):
P(t>t) = petolt-Y (245)

W literaturze przedmiotu (Miszczynski i Miszczynska, 2002, s. 164) znajdzie-
my kilka dodatkowych charakterystyk dla tego modelu.

Oczekiwany czas przestoju w okresie czasu (0, T):
W =T(1-p) (246)

Oczekiwany czas zajetosci (pracy) w okresie czasu {0, T'):
B, =Tp (247)

Oczekiwana liczba okreséw przestoju kanatu obstugi w okresie czasu (0, T'):
FP,=TA(1 - p) (248)

Przyktad 1!

Kierownik dzialu produkcji wspolnie z kierownikiem magazynu dostali polecenie
oceny efektywnosci procesu dostarczania i obrébki dwoch detali A i B, trafiajacych
z magazynu na te sama maszyne. To niedawno zakupione urzadzenie posiada ka-

1 Na podstawie przyktadu 5.1 w: Miszczynski i Miszczyriska, 2002.
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sete mieszczaca pig¢ detali A lub pie¢ detali B, z ktdrej pobiera element, a nastepnie
go wytlacza i zgrzewa. Po opréznieniu kaseta uzupelniana jest automatycznie, dzie-
ki podajnikowi zaopatrywanemu z magazynu. W magazynie znajduje si¢ tak duza
liczba detali obu typdw, ze mozna ja uznac za nieograniczong - z punktu widzenia
planowanej wielkosci produkcji. Proces trafiania detali do obrobki ma charakter
losowy. Kierownik dziatu produkcji wykorzystal raporty generowane przez kompu-
ter podlaczony do urzadzenia. Zarejestrowano w nich m.in. odstgpy czasu miedzy
umieszczeniem elementéw w maszynie celem obrébki oraz czas obrébki pojedyn-
czego elementu. Tabela 81 przedstawia probke takich danych dla detalu A.

Po przeprowadzeniu pomiaréw i uzyciu odpowiednich testéw statystycznych
stwierdzono, ze liczba przyby¢ w ciggu minuty jest zmienna losowa o rozkladzie
Poissona, a czas obrdbki opisuje rozktad wyktadniczy. Rézne sg jednak parametry
tych rozktadéw w zaleznosci od typu detalu. Srednio w ciaggu minuty do obrébki
trafiaja cztery detale A, za$ $redni czas obrobki jednej sztuki wynosi dziesigc se-
kund. Z kolei dla detalu B $rednio w ciaggu minuty do obrobki trafia pig¢ sztuk, zas
$redni czas obrébki jednego detalu wynosi siedem i po6t sekundy.

Tab. 81. Proces przybycia i obrébki detalu A wedtug raportu

Detal Czas przybycia liczony od przybycia Czas
numer poprzedniego detalu [min] obroébki [min]
1 0 0,17
2 0,5 0,2
3 0,2 0,19
4 0,25 0,25
itd. itd. itd.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Zarzad firmy uznal, ze nadeszta pora, aby oceni¢, jak sprawuje si¢ nowa ma-
szyna. Obaj kierownicy majg opracowac sprawozdanie, ktére odpowie na naste-
pu) ace pytania:
W jakim stopniu wykorzystywane jest urzadzenie przy obrébce kazdego z de-
tali? Kiedy jest ono lepiej wykorzystywane?

2. Dla ktérego z detali taczny czas magazynowania w kasecie oraz obrobki jest
duzszy?

3. Kiedy nastepuje wigksze nagromadzenie detali na stanowisku roboczym?

4. Jakie jest prawdopodobienstwo wystapienia bledu podajnika? Dla ktérego de-
talu prawdopodobienstwo catkowitego zapelnienia kasety jest wyzsze?

5. Jak duza powinna by¢ kaseta, aby prawdopodobienstwo tego, ze okaze si¢ ona
pusta, bylo nie wyzsze niz 5%?
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Intensywnos¢ ruchu (p) mniejsza od 1 (por. tabela 82) wskazuje na stabilnos¢
procesu w przypadku obu detali. Urzadzenie jest wykorzystywane w okoto 67%
podczas obrobki detalu A i 62,5% - jesli chodzi o detal B. Réznica nie jest duza,
ale intensywniej (lepiej) maszyna sprawuje sie przy detalu A.

Aby odpowiedzie¢ na drugie z postawionych pytan, musimy pozna¢ wartos¢
czasu pobytu w systemie (R). Detal A znajduje si¢ w kasecie, a potem w samej
maszynie $rednio przez trzydziesci sekund, detal B - przez dwadziescia. Rdznica
dziesieciu sekund, przy odpowiednio duzej skali produkecji, moze mie¢ znaczenie.

O nagromadzeniu detali decyduje oczekiwana liczba zgloszen w systemie (N),
ktora dla detalu A wynosi $rednio dwie sztuki, a dla detalu B - 1,67. Wiecej detali
gromadzi sie na stanowisku roboczym podczas obrébki detalu A.

Odpowiedz na nastepne dwa pytania wymaga obliczenia prawdopodobienstw
wystapienia okreslonej liczby zgloszen (P)), na podstawie ktérych wyznaczona
zostanie dystrybuanta rozkladu.

Tab. 82. Wartosci oczekiwane charakterystyk liczbowych dla przyktadu 1

Nazwa miary Detal A Detal B
Stopa przyby¢ (A, [szt./min]) 4 5
Odstep czasu (1/A, [min/szt.]) 0,25 0,2
Stopa obstugi (u, [szt./min]) 6 8
Czas obstugi (1/u, [min/szt.]) 0,1667 0,125
Intensywno$¢ ruchu (p) 0,6667 0,625
Oczek. liczba detali w kasecie i w obrébce (N, [szt.]) 2 1,6667
Oczek. liczba detali czekajacych na obrébke (Q, [szt.]) 1,3333 1,0417
Oczek. czas pobytu w kasecie i w obrébce (R, [min]) 0,5 0,3333
Oczek. czas oczekiwania na obrébke (W, [min]) 0,3333 0,2083

Zrédto: opracowanie wtasne.

Tab. 83. Rozktady prawdopodobienstw i dystrybuanty dla przyktadu 1

Detal A Detal B
k P(n=k) P(n<k) P(n=k) P(n=k) P(n<k) P(n=k)
0 0,3333 0,3333 1,0000 0,3750 0,3750 1,0000
1 0,2222 0,5556 0,6667 0,2344 0,6094 0,6250
2 0,1481 0,7037 0,4444 0,1465 0,7559 0,3906
3 0,0988 0,8025 0,2963 0,0916 0,8474 0,2441
4 0,0658 0,8683 0,1975 0,0572 0,9046 0,1526
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Detal A Detal B
5 0,0439 0,9122 0,1317 0,0358 0,9404 0,0954
6 0,0293 0,9415 0,0878 0,0224 0,9627 0,0596
7 0,0195 0,9610 0,0585 0,0140 0,9767 0,0373
8 0,0130 0,9740 0,0390 0,0087 0,9854 0,0233
9 0,0087 0,9827 0,0260 0,0055 0,9909 0,0146
10 0,0058 0,9884 0,0173 0,0034 0,9943 0,0091

Zrédto: opracowanie wtasne.

Przypomnijmy, ze kaseta przechowuje pig¢ sztuk detali. W sytuacji, kiedy
jeden detal jest juz w maszynie, a kaseta okaze si¢ pelna - czyli liczba zgloszen
rowna sie szesciu (jedna sztuka w maszynie, pie¢ w kasecie) — podajnik nie
moze umiesci¢ w niej kolejnego elementu. Interesuje nas zatem prawdopodo-
bienstwo tego, ze liczba zgloszen wyniesie co najmniej siedem, gdyz to wta-
$nie siodme zgloszenie spowoduje blad podajnika. Z tabeli 83 odczytujemy
warto$¢ P(n 2 7). W przypadku detalu A prawdopodobienstwo to wynosi 5,85%,
za$ dla detalu B - 3,73%. Zatem detal A odpowiada za wigkszg awaryjnosc¢
w procesie produkgji.

Pusta kaseta oznacza przest6j maszyny, generujacy koszty dla przedsie-
biorstwa. Dlatego zarzad chcialby ograniczy¢ mozliwo$¢ wystapienia takich
sytuacji. W tabeli 83 wyszukujemy liczbe zgloszen w systemie, przy ktdrej
warto$¢ dystrybuanty P(n > k) bedzie po raz pierwszy nizsza od 0,05. Dla
detalu A mamy:

Pn>8)=Pn=6+1+1)=0,039
Dla detalu B:
Pn>7)=Pn=5+1+1)=0,0373

Uwzgledniajac fakt, ze jeden detal powinien znajdowac si¢ wewnatrz ma-
szyny w celu obrobki oraz ze podajnik dosyla kolejng sztuke, kaseta w przy-
padku detalu A powinna mie¢ pojemno$¢ minimum szesciu, a w przypadku
detalu B minimum pigciu detali. Z tego ptynie wniosek, ze docelowa pojem-
nos$¢ kasety, ktdra zapewni uniknigcie przestoju, winna réwnac si¢ co najmniej
max{5, 6} = 6 [detali].

Kierownik dzialu produkcji oraz kierownik magazynu postanowili zbada¢
jeszcze jeden aspekt dzialania nowej maszyny, a mianowicie: stopien jej faktycz-
nego wykorzystania w czasie oémiogodzinnego dnia pracy. W tym celu obliczyli
dodatkowe miary (zob. tabela 84).
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Tab. 84. Ocena wykorzystania maszyny w ciagu dnia pracy (T = 480)

Miernik Detal A Detal B
W, [min] 160 180
B, [min] 320 300
FP_[szt.] 640 900

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wyniki wskazuja, ze faczny oczekiwany czas faktycznej pracy maszyny jest
o dwadziescia minut dluzszy w przypadku detalu A - co jest konsekwencja wyz-
szej intensywnosci obstugi. W tej sytuacji oczekiwany laczny czas przestoju (ro-
zumiany jako suma przestojow czastkowych z calego dnia pracy) okazuje si¢ row-
niez o dwadziescia minut krotszy. Z kolei wartos¢ FP,, wyrazajaca liczbe przerw
podczas dnia pracy, pozwala okresli¢ $rednig liczbe detali, jakie zostaly poddane
operacjom w ciggu o$miu godzin. Po kazdej operacji nastepuje bowiem przerwa
na doslanie kolejnej sztuki do obrébki. Widzimy, ze liczba przetworzonych de-
tali B znacznie przewyzsza liczbe detali A. Analizy podobnego typu znajdziemy
w literaturze przedmiotu (Kamberi, 2017), gdzie autor analizuje funkcjonowanie
laboratorium w jednym ze szpitali w Macedonii.

Zwiekszenie liczby kanaléw, przy niezmienionych pozostatych parametrach, pro-
wadzi nas do modelu M/M/s/eo/o gdzie s > 2. Stala Erlanga wyrazona jest wowczas
wzorem (230). Ponizej prezentujemy pozostate charakterystyki liczbowe tego modelu.

Najwazniejsze charakterystyki liczbowe modelu M/M/s/oo/ oo

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie brak zgloszen:

1
o e Alw)', (M p) (249)
=gl sl1—-p)
Oczekiwana liczba zgloszen w systemie:
s+1
N=2ip - (M”)Z (250)
i - P G-1)!
Oczekiwana dtugo$¢ kolejki:
A
Q=N—; (251)
Oczekiwany czas pobytu w systemie:
N
— (252)

R=
A
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Oczekiwany czas pobytu w kolejce:

W= g (253)

A

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ n > 1 zgloszen:

P, M, dla 1<n<s
P = /17. ) (254)
P, #, dla n>s
sls™™”
Prawdopodobienstwo tego, ze czas oczekiwania w kolejce jest dtuzszy od ¢, (Je-
drzejczyk, Kukula, Skrzypek i Walkosz, 2016, s. 214):

P(t>t,)=P(n>s— e ot (255)

Przyktad 2°

Wiasciciel warsztatu samochodowego chce rozszerzy¢ dziatalno$¢ o ustugi wul-
kanizatorskie. Na poczatek postanowil zaoferowaé wymiane opon w cenie osiem-
dziesieciu zlotych za komplet. Musi jednak znalez¢ dodatkowych pracownikow,
gdyz zaden z obecnie zatrudnionych nie posiada odpowiednich kwalifikacji.
Waha sig, czy zatrudni¢ osoby z duzym do$wiadczeniem, ale za wyzsza stawke,
czy poszuka¢ kogo$ mniej doswiadczonego, kto zgodzi si¢ pracowac za mniejsze
wynagrodzenie. Godzinowa stawka doswiadczonego pracownika wynosi dwa-
dziescia pie¢ zlotych, za§ mniej doswiadczonego (dla uproszczenia nazwijmy go
poczatkujacym) - pietnasdcie. Z obserwacji wynika, ze liczba klientéw pojawiaja-
cych si¢ w celu wymiany opon jest zmienng losowa o rozkladzie Poissona z war-
toscig oczekiwang trzech zgloszen na godzing. Czas wymiany kompletu opon to
z kolei zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym. Doswiadczonemu pracowni-
kowi zajmuje ona dwadziescia minut, poczatkujacemu - trzydziesci.

Wtasciciel chce zacheci¢ klientéw do skorzystania z ustug jego warsztatu. Po-
stanowil wiec, ze klient dostanie dziesig¢ ztotych znizki za kazda rozpoczeta go-
dzine oczekiwania na wymiane opon. Rozwaza nastepujace warianty zatrudnie-
nia: dwoch doswiadczonych pracownikéw (D2), dwoch poczatkujacych (P2) lub
trzech poczatkujacych (P3). Ktéry pozwoli na osiggnigcie najwiekszego sredniego
zysku?

Decydent rozpoczal od obliczenia charakterystyk liczbowych modelu
M/M/s/ee/oo, i na ich podstawie wyznaczyl wielkosci o ekonomicznym charakte-
rze. Znajdziemy je w tabeli 85. Najwieksze obcigzenie pracg obserwujemy w przy-
padku modelu P2, dla ktérego intensywnos¢ ruchu wynosi 75%. Jednoczesnie jest
to wariant o najmniejszym prawdopodobienstwie bezczynnosci (P,).

2 Na podstawie przyktadu 5.4 w: Miszczynski i Miszczynska, 2002.
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Wyjasnijmy teraz, w jaki sposob obliczone zostaly srednie zyski z godziny pra-
cy. W tym celu $rednia liczba klientéw czekajacych i obstugiwanych (N), ktéra
wyraza liczbe klientéw rozpoczynajacych kolejna godzing oczekiwania na wy-
miane opon, zostala pomnozona przez stawke znizki. OtrzymaliSmy pierwszy
sktadnik kosztow. Dodajemy do niego koszty osobowe — bedace iloczynem stawki
godzinowej i liczby pracownikéw w danym wariancie modelu. Przychéd powstaje
przez pomnozenie stopy przyby¢ przez ceng¢ wymiany.

Zyski nie r6znig sie zbytnio miedzy wariantami modeli, ale najwyzszy daje za-
trudnienie dwdéch doswiadczonych pracownikow. Zauwazmy tez, ze w wariancie
przewidujacym zatrudnienie dwdch poczatkujacych osob, klient musi zdecydowa-
nie najdtuzej czeka¢ w kolejce. W konsekwencji rosnie jej dlugos¢. Latwo spraw-
dzi¢, ze podnoszenie znizki za konieczno$¢ czekania powoduje szybki wzrost zy-
skow z wariantu D2 i réwnie szybki spadek w wariancie P2. Wspominamy o tym
dlatego, ze obnizanie wysokosci znizki doprowadzi w koncu do sytuacji, w ktorej to
wiasnie model P2 charakteryzowa¢ si¢ bedzie najwyzszym s$rednim godzinowym
zyskiem. Jednak zbyt dlugie oczekiwanie moze zniecheci¢ przysztych klientow.

Tab. 85. Wyniki obliczen dla przyktadu 2

Wariant modelu
Miara liczbowa D2 P2 pP3
M/M/2 | M/M/2 | M/M/3

s (liczba pracownikéw) 2 2 3
A stopa przyby¢ [klient/h] 3 3 3
1/A [h/klient] 0,3333 0,3333 0,3333
v stopa obstugi [klient/h] 3,3333 2 2
1/p [h/klient] 0,3333 0,5 0,5
p (stata Erlanga) 0,45 0,75 0,5
P, 0,3793 0,1429 0,2105
N (Srednia liczba klientéw czekajacych i obstugiwanych) 1,1285 3,4286 1,7368
Q ($rednia liczba klientéw czekajacych na wymiane) 0,2285 1,9286 0,2368
W ($redni czas oczekiwania w kolejce [h]) 0,0762 0,6429 0,0789
R ($redni czas w kolejce oraz wymiany [h]) 0,3762 1,1429 0,5789
taczne koszty osobowe [zt/h] 50 30 45
Znizka za czekanie [zt/h] 11,2853 | 34,2857 | 17,3684
Razem koszty [zt/h] 61,2853 | 64,2857 | 62,3684
Cena ustugi [zt] 80 80 80
Przychéd [zt/h] 240 240 240
Zysk [zt/h] 178,7147 | 175,7143 | 177,6316

Zrédto: opracowanie wtasne.
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2.2. Modele typu M/M/s/oo/e0 z uchylonymi zatozeniami

Szczegolnym przypadkiem modelu M/M/s/eo/o jest wariant, w ktérym obowia-
zuje zakaz tworzenia kolejki. Zgloszenie opuszcza system wtedy, gdy wszystkie
stanowiska obstugi sg zajete. Z tego powodu model ten bywa nazywany takze
modelem M/M/s ze stratg. Wylaczenie z rozwazan mozliwosci utworzenia ko-
lejki wplywa na charakterystyki liczbowe, ktére zmieniaja swoja posta¢ (Abra-
mov, 2008). W literaturze przedmiotu (Swathi, Vasanta Kumar i Hanumantha
Rao, 2019) znajdziemy opis modelu M/M/1 uwzgledniajacy m.in. klientéw rezy-
gnujacych z obstugi i serwery wylaczone z obstugi z réznych powodéw. W takim
systemie masowej obstugi réwniez rozpatrujemy straty, ale w szerszym aspekcie.

Najwazniejsze charakterystyki liczbowe modelu M/M/s ze strata

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie brak zgloszen:

1
o T (AL uy (256)
0l
Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ n > 1 zgloszen:
J
_ A/ P, (257)
! n!
Oczekiwana liczba zgloszen w systemie-
_ Z - 1)' (258)
Oczekiwany czas pobytu w systemie:
k= Ns B )L(INP )
/\(1— " J s (259)
s!

ZYagodzmy teraz zalozenie dotyczace dlugosci kolejki i przyjmijmy, Ze ma ona
skonczong dlugos¢. Oznacza to, ze liczba zgloszen, ktore zostang obsluzone, jest
ograniczona. Jesli oznaczymy ja przez K, wtedy kolejka pomiesci (K - n) zgloszen.
Zgloszenie pojawiajace si¢ w momencie, gdy kolejka jest pelna, nie wchodzi do
systemu. Stad stopa zgloszen ma postac:

{/\, dla n=0,1,2, ... K-1
.= (260)

o, dla n>K
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Poniewaz stopa przyby¢ w niektorych przypadkach réwna sie 0, to system
moze osiggnaé rownowage nawet, jesli p > 1. Przyblizmy charakterystyki licz-
bowe jednokanalowego modelu M/M/1/K/eo wersji z wieloma kanatami obstugi
M/M/s/K/eo.

Najwazniejsze charakterystyki liczbowe modelu M/M/1/K/e

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie brak zgloszen:

1—
0= ﬁ (261)
Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ n > 1 zgloszen
l-p .
P, = l—p’lj“ p (262)
Oczekiwana liczba zgloszen w systemie:
K +1 K+1
N=—f _ ( )Iﬁ - (263)
1-p 1-p
Oczekiwana dlugos¢ kolejki:
Q=N-(1-P) (264)
Oczekiwany czas pobytu w systemie:
=X (265)
A
Oczekiwany czas pobytu w kolejce:
W= Q (266)
A
gdzie: B
A=A1-P) (267)

Charakterystyki liczcbowe modelu wielokanalowego M/M/s/K/eo, s > 1

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie brak zgloszen:
1

. A" (A/ ) (268)
3 M, e (4]
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Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ n > 1 zgloszen:
MPO, dla n=12, ..., s-1
n!
P = A/ p) P, dla n=s,s+1 .,K (269)
o] st
0, dla n>K
Oczekiwana diugos¢ kolejki:
P (Al u) s s
=20 R (K —s)(1-p)p" ] (210)
si(1-p)
Oczekiwana liczba zgloszen w systemie:
s—1 s—1
N=Z”Pn+Q+5[1_ZPnJ (271)
n=0 n=0

Wartosci Ri W mozna obliczy¢ ze wzoréw dla modelu M/M/1/K/eo.

Przyktad 3

Poczekalnia w zaktadzie fryzjerskim miesci maksymalnie pieciu klientow. Fryzjer
obstuguje jedna osobe naraz. Jesli klient trafi na pelna poczekalnie, udaje si¢ do
innego zakladu. Klienci zjawiaja si¢ w losowych odstepach czasu ze $rednig sto-
pa szesciu osob na godzine. Odstepy miedzy pojawieniami si¢ klientéw opisuje
zmienna losowa o rozktadzie wykladniczym. Czas obstugi jednego klienta wynosi
pietnascie minut - i réwniez opisuje go rozktad wyktadniczy. Sprobujmy scharak-
teryzowac proces obstugi w tym zakladzie. Jakie zmiany zajda w procesie obstugi,
gdyby zatrudni¢ drugiego fryzjera o takiej samej stopie obstugi?

Tab. 86. Wyniki obliczen dla przyktadu 3

Charakterystyka liczbowa M/M/1/5/e M/M/2/5/e

s (liczba fryzjeréw) 1 2

K (pojemnos¢ kolejki) 5 5

A (stopa przyby¢ [klient/h]) 6 6
1/A[h/klient] 0,1667 0,1667

U (stopa obstugi [klient/h]) 4 4

1/u [h/klient] 0,25 0,25

p (stata Erlanga) 1,5 0,75
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Tab. 86 (cd.)
Charakterystyka liczhowa M/M/1/5/c0 M/M/2/5[e
p (skoryg. stata Erlanga) 0,9519 0,6862
P, 0,0481 0,1793
P, 0,3654 0,0851
N ($rednia liczba klientdw czekajacych i obstugiwanych) 3,5774 2,006
Q ($rednia liczba klientéw czekajacych na ustuge) 2,6256 0,6336
W ($redni czas oczekiwania w kolejce [h]) 0,6896 0,1154
R (Sredni czas w kolejce oraz ustugi [h]) 0,9396 0,3654

Zrédto: opracowanie wtasne.

W tabeli 86 znalazlo si¢ podsumowanie charakterystyk liczbowych przykta-
du 3. Dla modelu jednokanalowego intensywno$¢ ruchu jest wieksza niz 1. Moze
to sprawia¢ klopot z interpretacja, skoro nie nalezy ona do przedziatu (0, 1). Roz-
wigzaniem bedzie obliczenie skorygowanej wartosci o prawdopodobienstwo tego,
ze klient opusci system nieobstuzony, wedlug wzoru:

p=p(1-P) (272)

Zatrudnienie drugiego fryzjera dwukrotnie poprawia dzialanie systemu (mie-
rzone stalg Erlanga). Dwukrotnie krotsza jest tez kolejka oczekujacych na ustuge.
Znaczaco wzrasta jednak prawdopodobienstwo braku zgloszen, czyli fryzjerzy
dluzej beda bezczynni. Zatrudnienie drugiego fryzjera powoduje tez, ze prawdo-
podobienistwo catkowitego zapekienia kolejki nie przekracza 10%. Sredni czas
oczekiwania, gdy strzyzeniem zajmuje si¢ jeden fryzjer, wynosi okoto czterdziestu
dwdch minut, a gdy jest ich dwoch - siedem. Wydaje si¢ wiec, ze — mimo wszyst-
ko — warto zatrudni¢ w zaktadzie dwdch fryzjeréw, gdyz bardzo podnosi to kom-
fort korzystania z ustug zakfadu.

Uchylmy teraz zalozenie o nieograniczonej liczebnosci populacji zgloszen. Niech
L oznacza skonczong liczebno$¢ populacji tworzonej przez zgloszenia. Kazdy czlo-
nek populacji zgtoszenn moze znajdowac si¢ wewnatrz lub poza systemem kolejko-
wania. Innymi stowy, jego stan ulega zmianom w czasie, gdyz opuszczenie systemu
nie jest definitywne i istnieje mozliwo$¢ powrotu. Model M/M/s/eo/L zaklada, ze
czas, jaki uptynat od wyjscia z systemu do powrotu do niego po raz kolejny, ma roz-
ktad wykladniczy z parametrem A. Catkowita populacja sklada si¢ z L zgloszen, zas
n oznacza liczbe zgloszen juz obecnych w systemie. Kazde kolejne przybycie musi
pochodzi¢ sposrdd L - n zgloszen, ktorych nie ma jeszcze w systemie.
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Najwazniejszym zastosowaniem tego modelu jest problem naprawy maszyn
lub urzadzen, w ktérym jedna osoba zajmujaca sie konserwacja (lub wiecej)
utrzymuje w gotowosci do dzialania grupe L maszyn, naprawiajac je w razie
awarii. Kazda z nich - gdy nie dziala i czeka na naprawe - jest zgloszeniem
w systemie. Jezeli sprawnie funkcjonuje, znajduje si¢ poza systemem kolejko-
wym. W literaturze przedmiotu (Kramer, 1989) wystepuje ograniczona po-
pulacja zgloszen - tu jednak autor korzystal z innego modelu, a mianowicie
M/G/1, o ktérym piszemy w dalszej czesci rozdziatu. Dlatego tworzace popula-
cje zgloszenia na przemian znajduja si¢ wewnatrz i na zewnatrz systemu maso-
wej obslugi. Przedstawmy najpierw charakterystyki modelu jednokanalowego
M/M/1/eo/L.

Najwazniejsze charakterystyki liczbowe modelu M/M/1/e/L

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie brak zgloszen:

1

k= ;
L L! & (273)
Z’“"[(L—n)!(uj }

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ n > 1 zgloszen:

' n
b= (LL‘ )'[&J g .
-m)!\ u

Oczekiwana diugos¢ kolejki:

L
A
Q:Z(n—l)Pn:L—%(l—Po) (275)
n=1
Oczekiwana liczba zgloszen w systemie:
N=L-£a-p) (276)
=L-7 A

Oczekiwany czas pobytu w kolejce:

W= (277)

>0

gdzie: B
A=ML-N) (278)
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Charakterystyki liczbowe modelu wielokanatowego M/M/s/e/L, s > 1

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie brak zgloszen:

1

' s L &”JFZL L (aY (219)
" (L—n)n!\ y =S(L-n)sts"  u

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie znajduje si¢ n > 1 zgloszen:

' n
L2 P, dla 0<n<s
(L—n)!n! u
' n
P = L—_& P, dla s<n<L (280)
(L—n)!s!s" \ u
0, dla n>L
Oczekiwana dlugos¢ kolejki:
L
Q=) (n-s)P, (281)

Oczekiwana liczba zgloszen w systemie:

stzlnPnJrQJrs(l—iPnj (282)

n=0 n=0

Przyktad 4

W pewnej rozlewni wody mineralnej funkcjonuja cztery linie technologiczne do
napetniania butelek, ktére srednio co pie¢ godzin wymagaja interwencji mechani-
ka. Wiadomo, ze czas pomiedzy naprawami ma rozktad wykladniczy. Sredni czas
naprawy (o tym samym rozkladzie) wynosi jedng godzing. Ile $rednio linii bedzie
naprawianych? Ile wyniesie koszt przestoju i naprawy, jezeli wiadomo, Ze niepra-
cujaca linia generuje koszt réwny trzystu zlotym na godzine, a stawka mechanika
za naprawe wynosi sto pi¢cdziesiat zlotych?

Aby odpowiedzie¢ na postawione pytania, nalezy obliczy¢ charakterystyki
liczbowe modelu M/M/1/e0/4. Znajdziemy je w tabeli 87. W modelu tego typu A
oznacza liczbe zgtoszen do obstugi kazdego obiektu w jednostce czasu - i dlatego
wynosi ona w naszym przypadku 1/5. Prawdopodobienstwo tego, ze mechanik
nie bedzie zajmowat si¢ zadng z linii technologicznych wynosi okoto 40%. Sred-
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nio jedna linia nie pracuje i wymaga naprawy (informuje o tym warto$¢ N), zas
na samg naprawe oczekuje ona niecale czterdziesci minut (W). Laczny koszt prze-
stoju (przy zalozeniu o$§miogodzinnego dnia pracy) i naprawy jednej linii wynosi:
8 x 1 x 300 + 150 = 2550 [zt].

Tab. 87. Wyniki obliczen dla przyktadu 4

Charakterystyka liczbowa M/M/1/e0/4

s (liczba mechanikéw) 1

L (liczebnos¢ populacji) 4

A (stopa przyby¢) 0,2
1/A 5

U (stopa obstugi) 1
1/u 1

p (stata Erlanga) 0,2
P, 0,3983
N ($rednia liczba zgtoszen) 0,9917
Q (Srednia dtugos¢ kolejki) 0,39
W ($redni czas oczekiwania w kolejce [h]) 0,6483

Zrédto: opracowanie wtasne.

Kolejnym szczegélnym przypadkiem modelu z rozkladem wykladniczym oka-
zuje sie ten, w ktérym zgloszenie przechodzi kolejno przez m stanowisk obstugi,
ulozonych szeregowo. Za przyktad niech postuzy sytuacja, kiedy dokument wy-
stawiony w jednej z komorek przedsiebiorstwa jest przekazywany droga stuzbowa
do kolejnych jego dzialéw (prawny, ksiegowos¢ itd.). W kazdym z nich zostanie
on przeanalizowany, zaakceptowany i przestany dalej — az do uzyskania ostatecz-
nej wersji. Przejécia pomiedzy stanowiskami obstugi wyznaczajg podzial catego
procesu na etapy. Inny przykiad wykorzystania tego modelu zaprezentowano w li-
teraturze przedmiotu (zob. Langaris, 1993). W zwiazku z tym analiz¢ efektyw-
nosci dzialania systemu masowej obstugi przeprowadza si¢ na kazdym z etapow,
wykorzystujac do tego celu wzory z modelu M/M/1/eo/oo.

Przyktad 5

Do magazynu pewnego sklepu internetowego splywaja srednio dwa zamoéwie-
nia na godzine. Odstepy czasu pomiedzy kolejnymi zgloszeniami maja rozklad
wykladniczy. Pracownicy magazynu kompletuja Srednio trzy zamoéwienia na
godzing, a nastepnie przekazuja je do dziatu obslugi klienta, gdzie sprawdza si¢
zgodnos¢ z koszykiem wypelnionym przez klienta na stronie sklepu oraz dofacza
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fakture. Pracownicy tego dziatu obstuguja przecigtnie 2,5 zamoéwienia w ciggu go-

dziny. Ostatnim etapem, przez ktéry musi przej$¢ zamowienie, jest dzial zajmu-

jacy si¢ pakowaniem i wysylka. W ciagu godziny obstuguje on $rednio 2,8 zglo-

szenia. Czas obstugi w kazdym z dzialéw podlega rozktadowi wyktadniczemu. Co

nalezy zrobic?

1. Oceni¢ efektywno$¢ pracy na poszczegolnych etapach obstugi zaméwienia.

2. Odpowiedzie¢ na pytanie, w ktorym dziale zamoéwienie klienta spedza naj-
wiecej czasu.

3. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w systemie przebywa doktadnie jedno
zgloszenie.

Zamowienie zlozone przez klienta przechodzi przez m = 3 [etapy]: kompleta-
cje w magazynie, sprawdzenie w dziale obstugi oraz pakowanie i wysytke. Kazdy
z nich zostanie potraktowany jako jednokanatowy system masowej obstugi typu
M/M/1/eo/oo. Tabela 88 zawiera podsumowanie charakterystyk liczbowych tego
modelu, oddzielnie dla kazdego etapu.

Tab. 88. Wartosci oczekiwane charakterystyk liczbowych dla przyktadu 5

Nazwa miary Etap 1 Etap 2 Etap 3
Stopa przyby¢ w etapie i (A, [szt./h]) 2 2 2
Odstep czasu w etapie i (1/A, [h/szt.]) 0,5 0,5 0,5
Stopa obstugi w etapie i (u, [szt./h]) 3 2,5 2,8
Czas obstugi w etapie i (1/u, [h/szt.]) 0,3333 0,4 0,3571
Intensywno$¢ ruchu w etapie i (p) 0,6667 0,8 0,7143
Oczek. liczba zgtoszen w etapie i (N, [szt.]) 2 4 2,5
Oczek. dtugos¢ kolejki w etapie i (Q, [szt.]) 1,3333 3,2 1,7857
Oczek. czas pobytu w etapie i (R, [h]) 1 2 1,25
Oczek. czas w kolejce w etapie i (W, [h]) 0,6667 1,6 0,8929
Prawdopodobienistwa braku zgtoszen (P/) 0,3333 0,2 0,2857

Zrédto: opracowanie wtasne.

Najwigkszg intensywno$¢ ruchu obserwujemy na drugim etapie, gdzie wynosi
ona 80%. Dzial obstugi klienta jest wigc najmocniej (bo najintensywniej) wyko-
rzystywang komorka firmy. Prawdopodobienstwo braku zgloszen (czyli przesto-
ju) okazuje sie dla tego dzialu réwniez najmniejsze (20% przy okoto 33% dla ma-
gazynu i 29% dla dziatu wysytkowego).

Jednak to wlasnie tutaj zamoéwienie spedza najwiecej czasu (R = 2 [h] przy
sredniej wynoszacej (1 + 2 + 1,25)/3 = 1,42 [h]). Jest to o tyle ciekawe, Ze $redni
czas obslugi na poszczegdlnych etapach nie rézni si¢ znaczaco.
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Odpowiedz na ostatnie z postawionych pytan pomoze znalez¢ prawdopodo-
bienstwo tego, ze w systemie przebywa k zgloszen, dane wzorem:

_ k k k
B= ) P P-..P (283)

JiFet i, =k

Przy czym prawdopodobienstwo pojawienia si¢ n zgloszen na etapie i (przez
analogie do modelu M/M/1/eo/c0) wynosi:

Pi=p'(1-p) (284)

Spelnienie warunku z trzeciego polecenia ma miejsce, gdy j, + j, + j, = 1; to zas
nastapi, kiedy zajdzie jedna z nast¢pujacych sytuaciji:

. ]:1= 1,]:2= 0,]:3= 0;

o J’l: 0’-].2: 1’].3: O;

° ]1: 0,]2: 0,]3: 1.

Z tego plynie wniosek, ze prawdopodobienstwo tego, iz w systemie przebywa
dokladnie jedno zgloszenie wynosi:

P, = P!P2P} + PIP?P? 4 PIP2P? =

17070 07071

=0,2222-0,2-0,2857 + 0,3333 - 0,16 - 0,2857 + 0,3333 - 0,2 - 0,2041 = 0,0415

2.3. Model M/G/1/eo]e0

Do tej pory zakladalismy jedynie rozklad wykladniczy lub Poissona dla zmien-
nych losowych opisujacych zgloszenia i obstuge. Zalozenie mozna jednak oczy-
wiscie uchyli¢. Staje si¢ to konieczne, kiedy zgloszenia sg z gory zaplanowane lub
uregulowane. Ponadto rzeczywisty rozklad czasu obstugi rowniez nie zawsze da
sie opisa¢ przy pomocy rozkladu wykladniczego - szczegélnie, gdy wymagania
klientéw sa do$¢ podobne. W konsekwencji kazdorazowa obstuga zgloszenia jest
praktycznie identyczna i wariancja czasu jej trwania staje si¢ bardzo niewielka.
Przypomnijmy, ze wariancja dla rozkladu wykladniczego okazuje si¢ spora w po-
réwnaniu do wartosci oczekiwanej. Niestety uchylenie tych zalozen zazwyczaj
czyni analize duzo bardziej skomplikowang i wykracza poza ramy tej ksigzki.
Przedstawimy jednak model, ktéry da si¢ wzglednie tatwo wykorzystac.

Model M/G/1/eo/e0, bo 0 nim mowa, zaktada jeden kanat obstugi - zgloszenia
podlegajace rozktadowi Poissona (odstepy miedzy zgloszeniami podlegaja roz-
kladowi wykladniczemu). Kazde zgloszenie obslugiwane jest zgodnie z tym sa-
mym, dowolnym rozkladem, ale tym razem nie zakltadamy z gory jego postaci. Je-
dyne, czego wymagamy, to znajomos¢ warto$ci oczekiwanej (1/u) oraz wariancji
o® tego rozkladu. Ponizej przedstawiamy charakterystyki liczbowe tego modelu.
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Oczekiwana diugos¢ kolejki’:

2(1-p)
Oczekiwana liczba zgloszen w systemie:
N=p+Q

Oczekiwany czas pobytu w kolejce:

w=2
A

Oczekiwany czas pobytu w systemie:

1
R=W+=

4

Prawdopodobienstwo tego, ze w systemie brak zgloszen:

P =1-p

Przyktad 6

Mo +p?

(285)

(286)

(287)

(288)

(289)

Wréémy do sytuacji opisanej w przykladzie 1. Dyrekcja zapoznala si¢ z wynikami
pochodzacymi z obu modeli typu M/M/1/eo/e i uznata, ze nalezy poprawic¢ przy-
najmniej niektore wlasciwosci procesu produkcji. W zwigzku z tym, kierownik
produkeji otrzymal polecenie zmodyfikowania ustawien maszyny w taki sposéb,
aby odchylenie standardowe czasu obstugi kazdego z detali wyniosto dwie sekun-
dy. Pozostale parametry wejsciowe pozostajg bez zmian. Kierownik wykorzystat
wigc model M/G/1/eo/0 i dokonat stosownych obliczen, ktérych wyniki zestawit

w tabeli 89.

Tab. 89. Wartosci oczekiwane charakterystyk liczbowych dla przyktadu 6

Nazwa miary Detal A Detal B
Stopa przyby¢ (A, [szt./min]) 4 5
Odstep czasu (1/A, [min/szt.]) 0,25 0,2
Stopa obstugi (y, [szt./min]) 6 8
Czas obstugi (1/u, [min/szt.]) 0,1667 0,125
Odchylenie stand. (o, [min]) 0,0333 0,0333
Intensywno$¢ ruchu (p) 0,6667 0,625

3 Jest to tzw. wzér Chinczyna-Pollaczka, opracowany przez dwdch badaczy (niezaleznie od

siebie) w latach trzydziestych XX wieku.
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Nazwa miary Detal A Detal B
Oczek. liczba detali w kasecie i w obrébce (N, [szt.]) 1,36 1,1829
Oczek. liczba detali czekajacych na obrébke (Q, [szt.]) 0,6933 0,5579
Oczek. czas pobytu w kasecie i w obrébce (R, [min]) 0,34 0,2366
Oczek. czas oczekiwania na obrébke (W, [min]) 0,1733 0,1116

Zrédto: opracowanie wtasne.

Uwage zwracaja charakterystyki opisujace dlugos¢ kolejki i spedzany w niej
czas. Liczba detali oczekujagcych w kolejce na obrobke w maszynie spadta
o polowe. To spore zwiekszenie wydajnosci produkeji, ktére ma tez dalej idace
konsekwencje — mozna w tym samym czasie realizowa¢ wieksze zamoéwienia.
Mniejsza, ale nadal znaczacg poprawe (nieco ponad 30%) obserwujemy tak-
ze, gdy chodzi o $rednig liczbe detali znajdujacych si¢ w kasecie i w obréb-
ce. Spadnie wigc prawdopodobienstwo wystapienia bledu podajnika. Biorac
powyzsze pod uwage, dyrekcja zalecila pozosta¢ przy nowych ustawieniach
urzgdzenia.

Szczegélnym przypadkiem modelu M/G/1/eo/c0 okazuje si¢ M/D/1/o0/o0, w kto-
rym rozklad czaséw obslugi jest deterministyczny, tzn. czas obstugi jest staly dla
kazdego zgloszenia, zatem o = 0. Zmianie ulega wtedy formula na oczekiwana
dlugosc¢ kolejki, przyjmujac posta¢ (291):

2

p
Q= (290)
2(1-p)

Pozostale charakterystyki obliczamy jak wczesniej. Przyktad wykorzystania
modelu M/G/1 z losowo generowang kolejka znajdziemy w literaturze przedmio-
tu (Rietman i Resing, 2004). Z kolei inny autorzy (Sherzer i Kerner, 2018) roz-
szerzaja ten model o rezygnacje z obstugi i tacza go z rownowaga Nasha, znang
z teorii gier konfliktowych.

Moze zastanawiaé, czemu w zaprezentowanych powyzej modelach tak cze-
sto przynajmniej jeden z parametréw (wielkos$¢ populacji lub wielkos¢ kolejki)
wystepuje jako wielkos$¢ nieskonczona. Otdz - takie modele, wbrew pozorom,
tatwiej analizowa¢. Przyjecie przez ktorys z tych dwdch parametréow skonczo-
nej wartosci sprawia, ze w charakterystykach liczbowych trzeba uwzgledni¢
dodatkowy czynnik wplywajacy na wynik obliczen. Nieskonczone populacje
pozwalajg upraszczac zalozenia. Dodatkowe modele i formuly z nimi zwiaza-
ne czytelnik znajdzie w literaturze przedmiotu (zob. Blumenfeld, 2001; Filipo-
wicz, 1996).






RozdziatV
Prognozowanie popytu

Tworzenie wlasciwych i dobrych prognoz jest niezbedne w wielu obszarach dzia-
talnosci zaréwno naukowej, jak i przemyslowej, handlowej, gospodarczej czy
spolecznej. Najczesciej konstruowane sg one dla zjawisk tzw. niewymagajacych
objasniania - niepotrzebne s3 zadne dodatkowe informacje (wiedza o czyn-
nikach w charakterze przyczyn determinujacych analizowane zjawisko) poza
szeregiem czasowym, w ktérym na podstawie przebiegu danych historycznych

(w okresie ex post) identyfikowane sa pewne prawidlowosci, stuzace jako baza

do ekstrapolacji modelu prognostycznego poza dostepna proba badawcza' (Broc-
kwell i Davis, 2016; Chatfield, 2000).
Prognozowanie podejmowane jest w celu sterowania decyzjami, np. przyszlej
sprzedazy — w oczywisty sposob ulatwia ono planowanie produkeji (Dittmann,
2000). Podkreslajac réznorodno$¢ aplikacyjng zadan prognostycznych, mozna
wskaza¢ gtowne obszary, w ktorych wykorzystywane jest przewidywanie oraz
sfery, gdzie decyzje wspomaga si¢ uzyskiwanymi prognozami. Do najczestszych
nalezg (Nowakowska-Grunt i Nowakowska, 2012; Chatfield, 2000):
1. Planowanie i kontrola operacyjna - przedsiebiorstwa rutynowo pro-
gnozujg np. poziom sprzedazy (badz popytu) w celu wspomagania podej-
mowania decyzji w zakresie zarzadzania zapasami, sprzedazg i planowaniem
przyszlej produkeji, a takze planowania strategicznego w odniesieniu do linii
produktéw czy wejscia na nowy rynek zbytu. Przedsiebiorcy wykorzystuja
wyniki predykcji, by decydowac:
 co produkowa¢ - jaki produkt lub ktéry koszyk produktéw powinien zo-
sta¢ wytworzony;

« kiedy produkowac¢ - czy powinni dzisiaj gromadzi¢ zapasy w oczekiwaniu
na duze przyszte zapotrzebowanie; jaki system zmianowy produkcji wpro-
wadzi¢;

1 Wedtug tego schematu tworzone s3 najczesciej prognozy dotyczace nastepujacych zjawisk: pla-
nowania ekonomicznego, sprzedazy, produkgjii zdolnosci produkeyjnych, budzetowania, kontro-
li zapaséw, zarzadzania ryzykiem finansowym czy oceny alternatywnych strategii/scenariuszy.
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o ile produkowa¢, jaka powinna by¢ zdolno$¢ produkeyjna przedsigbiorstwa
- jakie sg trendy w wielkosci rynku i udziale rynkowym firmy; czy wyste-
puja efekty sezonowe lub cykliczne; jak szybko i wedlug ktérego schematu
przebiega amortyzacja nowo wybudowanej fabryki lub nowo zainstalowa-
nej technologii;

o gdzie produkowaé - czy nalezy posiada¢ jedno miejsce produkgji czy kilka
lokalizacji, a jesli rozwaza si¢ wiele placowek, to gdzie powinny sie znalezé.

2. Marketing - prognozowanie odgrywa kluczowa role w wielu decyzjach
marketingowych, ktore dotycza poziomu cen, $ciezki dystrybucji i wydatkéw
reklamowych, opieranych na prognozach reakcji poziomoéw sprzedazy na roz-
ne programy marketingowe.

3. Gospodarka, sytuacja ekonomiczna - organy panstwowe, organizacje
polityczne i przedsigbiorstwa prywatne, ktérych dzialalnos¢ koncentruje si¢
na prognozowaniu, rutynowo kontroluja gtéwne zmienne ekonomiczne, tj.
Produkt Krajowy Brutto (PKB), stope bezrobocia, poziomy konsumpcji, in-
westycji, cen i stop procentowych. Rzady wykorzystuja wyniki prognoz tego
typu kategorii ekonomicznych do kreowania polityki pienie¢znej i fiskalnej,
a prywatni odbiorcy do planowania strategicznego, gdyz zrédto wahan gospo-
darczych upatruja w catej gospodarce - jako przyczyne zmian obserwowanych
na poziomie branzy i pojedynczego przedsiebiorstwa. Oprdcz prognozowania
»typowych” zmiennych, np. PKB, ekonomisci czasami przeprowadzaja bada-
nia zwigzane z:

o analizg etapéw cyklu koniunkturalnego, w ktérym np. dana gospodarka
znajdzie si¢ za sze$¢ miesiecy (czy bedzie to ekspansja, czy spadek);

o stanu przyszlej aktywnosci na gieldzie papieréw wartosciowych (hossa/bes-
sa), lub aprecjacji/deprecjacji przyszlej dziatalnosci na rynku walutowym.

4. Zarzadzanie aktywami finansowymi - zarzadzajacy portfelami sg za-
interesowani prognozowaniem zwrotow z aktywow? (zwrotow z akgji, stop
procentowych, kurséw walutowych i cen towardw).

5. Zarzadzanie ryzykiem finansowym - predykcja zmiennosci pozioméw
zwrotu z aktywdéw wigze si¢ z samym prognozowaniem aktywow. W ciagu
ostatnich dekad opracowano i szeroko stosowano praktyczne metody pro-
gnozowania zmiennosci, ktére wykazuja kluczowe znaczenie dla oceny i za-
bezpieczenia przed ryzykiem zwigzanym z ustalonymi portfelami aktywow.

2 Debata na temat powodzenia prognoz zwrotu aktywéw ma dtugg historie. Zwroty z akty-
woéw powinny by¢ bardzo trudne do przewidzenia - gdyby okazywaty sie bowiem tatwe,
mozna by w prosty sposéb zbic fortune, a wszelkie metody pozwalajace na ,,szybkie wzbo-
gacenie sie” bytyby juz dawno zuzyte. W tym przypadku proste, szeroko dostepne metody
prognozowania winny przynies¢ niewielkie sukcesy na rynkach finansowych, aczkolwiek
istnieja szanse zysku poprzez zastosowanie nowoczesnych technik do identyfikacji i wyko-
rzystywania - wczesniej niedostrzeganych w danych finansowych - wzorcéw/prawidtowosci
(przynajmniej w krétkim okresie).
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Prognozy dotyczace zmienno$ci (ryzyka) sa réwniez niezbedne dla funkcjo-
nowania przedsigbiorstw i inwestoréw, ktérzy musza permanentnie wycenia¢
aktywa, tj. opcje i inne instrumenty pochodne.

6. Budzetowanie biznesowe i publiczne - przedsigbiorstwa i ograny pan-
stwowe muszg stale planowac i uzasadni¢ ponoszone wydatki, za§ waznym
elementem procesu budzetowania jest prognoza dotyczaca potencjalnych
dochodéw. Duza czg$¢ przychodow przedsigbiorstw pochodzi zazwyczaj ze
sprzedazy towardw i $wiadczonych ustug, a dochodéw panstw - z wpltywow
podatkowych; zrédla te wykazuja wahania dlugoterminowe.

7. Sytuacja demograficzna - populacje krajow i regionéw na calym s$wie-
cie czgsto prognozowane sa w zdezagregowanej strukturze, np. wedtug wieku,
plci czy aktywnosci zawodowej. Prognozy dotyczace ludnosci (narodzin, zgo-
ndw, salda migracji) sg kluczowe w planowaniu wydatkéw publicznych m.in.
na: opieke zdrowotng, infrastrukture, systemy zabezpieczenia spolecznego
czy walke z ubdstwem. Wiele decyzji sektora prywatnego, tj. strategiczne de-
cyzje dotyczace linii produktéw, opierane sg na prognozach demograficznych
poszczegdlnych grup docelowych populacji.

8. Zarzadzanie kryzysowe - w ramach zagadnien zwigzanych z tym ty-
pem zarzadzania czgsto przewidywane sg rozmaite zdarzenia odpowiadajace
réznego rodzaju kryzysom (np. gospodarczym czy naturalnym). Takie pro-
gnozy s3 najczesciej publikowane w formie oceny prawdopodobienstwa zda-
rzenia — np. w przypadku kredytéw konsumpcyjnych i komercyjnych banki
okreslaja przewidywane prawdopodobienstwa niewykonania zobowigzania
i odmawiajg udzielania pozyczki, jesli poziom tego prawdopodobienstwa zo-
stanie uznany za zbyt wysoki.

Wszystkie z wymienionych obszaréw zastosowan, wedlug definicji, tacza sie

w problemach logistycznych przedsigbiorstw i fancucha dostaw — czy chociazby de-
terminujg otoczenie zewnetrzne, w ktorym przedsiebiorstwo funkcjonuje (Christo-
pher, 1996). Mozna zatem stwierdzi¢, Ze ,,dobre” przewidywanie jest podstawg wielu
procesow realizowanych w ramach szeroko rozumianej dzialalnosci logistycznej — nie
tylko zagadnien zwigzanych z utrzymaniem odpowiedniego poziomu stanéw maga-
zynowych czy podazy produkeji, majacych zaspokoi¢ zglaszany na rynku popyt.

1. Zarys teorii popytu w ekonomii

Retoryka przyjeta przez wielu ekonomistéw, konsultantéw i innych rozmaitych
~ekspertow” podwazyla idee, ze podaz i popyt okreslaja pewne tendencje, a nie
»prawo’. Dzieki temu wstepnemu wykluczeniu mozna stwierdzi¢, ze do§wiadcze-
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nia funkcjonowania rynku oparte s3 na notowanych, wielokrotnie powtarzaja-
cych si¢ procesach lub obserwowanych trendach. W trakcie analiz tych tendencji
dostrzega si¢ w ich przebiegach trwale wzorce, a w konsekwencji opracowuje sig
zestaw propozycji determinant opisujacych zachowania uczestnikéw rynku, a co
za tym idzie - czynnikdéw warunkujacych procesy rynkowe (Ye i inni, 2020).

Te okreslenia obejmuja takie stwierdzenia, jak ,racjonalno$¢ zachowan” i ,,in-
dywidualne zainteresowanie uczestnikéw rynku” (Prasch, 2008; Varian, 1997;
Abolghasemi i inni, 2020). Pozwolito to na sformutowanie tezy, iz uczestnik ryn-
ku zawsze bedzie szukat najlepszych produktéw w najnizszych cenach. Dokladne
zrozumienie dzialania rynkéw wymaga jednak integracji wielu teorii, a nie jednej
- dotyczacej gry podazy i popytu.

Z punktu widzenia logistyki i samego zagadnienia prognozowania sprzeda-
zy (popytu na dobra) kategorie rynkéw mozna zawezi¢ do rynkéw towarowych,
obejmujacych przedmioty powszechnie dostepne lub codziennego uzytku - wy-
korzystywane na uzytek wlasny (Mendes, 2011). Wylacznym powodem, dla kto-
rego konsument nabywa dany towar, jest zaspokojenie $cisle okreslonej potrzeby
lub grupy potrzeb. Przykltadami takich towaréw mogg by¢ ptyn do mycia naczyn
czy papier toaletowy. Towar, w przeciwienstwie do innych débr, tzw. doswiad-
czalnych, ktérych cechy ujawniaja si¢ dopiero po zakupie lub uzyciu, posiada
wlasciwosci fatwo identyfikowalne poprzez bezposrednia obserwacje nawet przez
niedoinformowanych nabywcéw (Prasch, 2008) - jest to niezwykle istotna cha-
rakterystyka, przydatna w definiowaniu np. struktury jednostki logistycznej,
w sklad ktorej moga wchodzi¢ rézne jednostki handlowe, przeznaczone do dal-
szego obrotu (np. detalicznego).

W analizach dotyczacych zapotrzebowania nalezy zatozy¢, ze konsumenci maja
wzglednie pelng wiedze na temat wlasciwosci kilku konkurencyjnych na danym
rynku towaréw oraz — nawet przy uwzglednieniu wptywu np. norm kulturowych
(wynikajacych chociazby z lokalizacji rynku) - popyt zgtaszany przez konsumen-
tow na towary jest zmienng niezalezng (Prasch, 2008). Oznacza to, ze wybory
kazdego czlowieka i zestawy ostatecznych Zadan sg ustalane niezaleznie od ocen
dokonywanych przez innych konsumentéw na rynku lub w danej populacji.

Zgodnie z definicjg popyt to ilos¢ towaru, jaka konsumenci s sktonni kupi¢
w jednostce czasu, przy réznych poziomach cen (Milewski, 2018; Nojszewska,
2010). Zaklada sie, ze jesli cena towaru zostanie obnizona, racjonalny konsu-
ment wykaze wyzszy poziom zapotrzebowania na dany produkt - i analogicznie:
im wyzsza cena danego towaru, tym zglaszane zapotrzebowanie bedzie nizsze
ceteris paribus. Wynika z powyzszego, ze popyt (D) jest odwrotnie proporcjonal-
ny do ceny (C) - gdy cena jest stosunkowo wysoka (C,), zwigzany z nig poziom
popytu okazuje sie niski (Q,) - zob. rysunek 44.

Gdy cena produktu zostaje obnizona, zadana ilos¢ dobra (Q) wzrasta. Tenden-
cje te odwzorowuje nachylenie krzywej popytu (D), na ktdrej nizsze poziomy ceny
(C) towarzysza wyzszym poziomom ilosci dobra (Q).
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Rys. 44. Relacja popytu (D), podazy (S), ceny (C,) i iloéci towaru (Q,)

Zrédto: opracowanie wtasne.

Nalezy zauwazy¢, ze ruchy cen wywoluja zmiany w ilodciach - i sa przedstawiane
przez odpowiednig zmiane popytu po stronie krzywej popytu D, (przejcie z pkt.
A do B na rysunku 45). Natomiast o wzroscie popytu $wiadczy ruch krzywej D,
do pozycji D,. Zmiany cen wywolujg zmiany w zadanej iloéci - i s3 zilustrowane
ruchami wzdluz ustalonego przebiegu krzywej popytu. Zmiany poziomu popytu
z dowolnej przyczyny (innej niz cena towaru) skutkuja zmiang polozenia krzywej
popytu (D) w prawo (wzrost popytu) lub do wewnatrz w lewo (spadek popytu).
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Rys. 45. Przesuniecie popytu (D, na D,) w odniesieniu do zmiany ilosci (od Q, do Q,)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Podstawowa zasada lezaca u podstaw teorii popytu jest idea substytucji (Mi-
lewski, 2018). Uwaza sig, ze konsumenci, wprost lub posrednio, poréwnujg cene
i cechy wielu towaréw wzgledem swoich mozliwosci finansowych oraz intensyw-
nosci potrzeb, ktore maja nadzieje zaspokoic. Jesli w wyniku tego poréwnania
okaze sig, ze przy uwzglednieniu pozioméw cen, towar konkurencyjny o po-
dobnych wlasciwosciach w pelni zaspokoi potrzeby konsumenta lub zaspokoi je
po nizszym koszcie, wowczas racjonalny konsument dokona zakupu na innym
rynku. Ta zasada, zwana efektem substytucji, ilustrowana jest poprzez nachylenie
krzywej popytu (D), przedstawiajace ide¢ odwrotnej relacji migdzy cena a iloscia.
Efekt substytucyjny okazuje si¢ wyjasnieniem, dlaczego popyt na towar maleje
wraz ze wzrostem jego ceny - jesli cena rynkowa wzrosnie, konsumenci mniej
przywiazani do danego produktu (jego wlasciwosci i cech charakterystycznych)
beda szuka¢ tanszych zamiennikow.

W tym sensie wysokie ceny ,racjonuja” towary wéréd nabywcow, ktorzy wy-
kazujg zainteresowanie, by wejs¢ w ich posiadanie. Zatem racjonowanie odbywa
sie raczej w zalezno$ci od poziomu gotowosci (Jewczak, 2017) oraz, co jest réwnie
wazne, zdolnosci do zaplaty — w tej koncepcji (Smith, 2010) wskazuje sie na popyt
efektywny, poniewaz towar nie zawsze moze zosta¢ wprowadzony na rynek w celu
zaspokojenia potrzeb.

Jak juz wspomniano, zmiany ograniczen innych niz cena rynkowa sg reprezen-
towane przez zmiane¢ polozenia krzywej popytu. Uwarunkowania, ktére powodu-
ja taka modyfikacje, obejmuja zmiany w (Prasch, 2008):

o poziomach dochodéw obecnych i potencjalnych nabywcdow;

o gustach i preferencjach kupujacych;

« dostepnosci lub ceny towaréw, ktore sg substytucyjne badz komplementar-

ne wzgledem danego produktu;

« dostepnosci form finansowania zakupu, np. kosztéw kredytu konsumenc-

kiego;

 stanu oczekiwan konsumentéw odnosnie przyszlych warunkéw rynko-

wych, w tym przyszlej ceny i dostepnosci tego towaru (efekt spekulacyjny).

Uwaza sie, ze zmiany ktéregokolwiek z tych warunkéw powoduja przesuniecie
polozenia funkcji popytu; natomiast odleglo$¢ i forma tej modyfikacji zalezg od
zakresu zmieniajacego si¢ warunku oraz reakcji konsumentéw na dana zmiane.

Problem prognozowania popytu nie zawsze sprowadza si¢ zatem do analizy
jednej kategorii, np. pozioméw sprzedazy — do$¢ czesto staje si¢ zjawiskiem wie-
lowymiarowym, ktére uwzglednia zaréwno czynniki indywidualne, tj. preferencje
nabywcdw, jak i uwarunkowania zewnetrzne, np. przewidywang sytuacje na ryn-
ku czy potencjalng dostepnos¢ (niedobor) danego towaru w kolejnych jednost-
kach czasu (Chatfield, 2000; Suchecki 2006).

Postrzeganie zwigzkow przyczynowych miedzy ceng a popytem jest czesto roz-
ne dla dyskursu biznesowego czy adoptowanej polityki publicznej. Oprocz odpo-
wiedzi na pytania typu: ,w ktora stron¢”, nalezy zmienia¢ uwarunkowania - czgsto
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wymaga si¢ rdwniez oceny dotyczacej wymiaru (,,ile”). W sytuacji, gdy przedsie-
biorstwo zaktadalo obnizenie ceny swoich towaréw, istotne staje si¢ okreslenie,
jakiego wzrostu ilo$ci moze ono oczekiwac. Ten problem pozwala poniekad roz-
wigzac koncepcja ,elastycznosci’, ktora wykazuje przydatnos¢ dla przewidywania
i symulacji pozioméw popytu na towary (Mendes, 2011).

Formuta elastycznoéci jest stosunkowo intuicyjna. Z matematycznego punktu
widzenia elastyczno$¢ okazuje sie miarg wzglednych zmian funkcji, wywolanych
okreslonym wzglednym przyrostem zmiennej niezaleznej (Prasch, 2008):

Ay Ax Ay  Ax
Exy = lim (_y : —j el (291)
Ax—0 y X y X

W sensie ekonomicznym elastycznos¢ okresla sile reakcji (wrazliwo$¢) jednej
wielkosci, traktowanej jako zmienna zalezna, np. y (reakcja), na zmiane in-
nej wielkosci, rozumianej jako bodziec, np. x (zmienna niezalezna). W przypad-
ku funkcjonowania rynku tymi wielko$ciami mogg by¢ podaz i popyt, reagujace
na zmiang ceny (lub odwrotnie: cena, ktéra reaguje na zmiany w relacji podaz/
popyt). Rozroznia si¢ zatem elastycznosci:

» podazy wzgledem ceny, tzn. elastyczno$¢ cenowa podazy;

« popytu wzgledem ceny, tzn. elastyczno$¢ cenowa popytu.

Odwrotnos$¢ tych elastycznosci okresla si¢ mianem, odpowiednio: ekspan-
sywnosci ceny i gietkosci ceny. Miarg elastycznosci jest wspolczynnik elastycz-
nosci, ktéry wskazuje, o ile procent (lub innych jednostek) zmieni si¢ wielko$¢
zmiennej zaleznej, gdy bodziec (zmienna niezalezna) zmieni si¢ o jeden procent
(o jedna jednostke). Jezeli zatem zmienna zalezna wzrosnie o 10% przy 5% wzro-
Scie zmiennej niezaleznej, to wspotczynnik elastycznosci E_ = 2. Oznacza to, ze
zmienna y jest wrazliwa (elastyczna) na zmiane zmiennej x (relatywna zmiana
y jest dwukrotnie wyzsza od relatywnej zmiany x).

Niska elastyczno$c¢ popytu (E, < 1) moze wystapi¢, gdy konsumenci uwazaja, ze
dany produkt jest niezbedny, a jego unikatowe cechy utrudniajg identyfikacje od-
powiednich zamiennikéw w krdtkim lub $rednim okresie. Taki towar reprezentu-
je »potrzebe” w przeciwienstwie do ,,zachcianki”. Skrajnym przykltadem moze by¢
zapotrzebowanie na insuline przez osobe chorujaca na cukrzyce. Niska elastycz-
no$¢ popytu na dany produkt dotyczy niekiedy tez sytuacji, w ktorej dany towar
pochtlania niewielki procent dochodéw rozporzadzalnych konsumenta — wtedy
racjonalny nabywca rzadziej poréwnuje opcje rynku, jesli wydatek w mniejszym
stopniu obcigza jego mozliwosci dochodowe.

Wysoka elastycznos¢ (E, > 1) implikuje, Ze ilo$¢ danego towaru jest bardzo
wrazliwa na zmiany cen. Ten wysoki poziom reakcji sugeruje, ze konsumenci uwa-
zaja towar albo za nieistotny dla funkcjonowania, albo za majacy wiele bliskich
substytutéw. W jednej z tych przestanek 1% wzrost ceny tego towaru spowoduje
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ponad 1% spadek sprzedawanej ilosci — poniewaz konsumenci beda rezygnowa-
li z zakupu przedmiotu badz tez zapoznaja si¢ z oferta rynku w poszukiwaniu
bliskiego substytutu. Sytuacja jest rowniez analogiczna, gdy dobro o wysokiej ela-
stycznosci stanowi wysoki stopien obcigzenia dochodu rozporzadzalnego - kon-
sumenci wowczas zbierajg wiecej informacji i szukajg wiekszej liczby substytutow.
Dla dzialajacego na rynku przedsigbiorstwa podstawowe znaczenia ma zna-
jomos¢ popytu i jego wrazliwodci na zmiany determinujacych go czynnosci
(w tym ujeciu popyt uwazany jest za zmienng zalezna). Za zmienne niezalezne
przyjmuje si¢ czynniki ksztaltujace popyt, wsrod ktérych wskazywane sa: wiel-
kosci dochodéw, poziomy ceny - zaréwno danego dobra, jak i dobr substytucyj-
nych/komplementarnych. W zaleznosci od tego, jaki z czynnikéw determinuje
wielko$¢ popytu przedsigbiorstwa, wyrdznia sie trzy rodzaje elastycznosci po-
pytu (Milewski, 2018):
« dochodowy’, tj. elastyczno$¢ funkcji popytu na okreslone dobro (grupe
dobr) wzgledem poziomu dochodu;
o cenowg’, tj. elastycznos¢ funkeji popytu wzgledem poziomu ceny danego
dobra;
» mieszang (okreslang réwniez mianem krzyzowej), tj. elastycznos¢ funkeji
popytu na dobro i wzgledem ceny dobra j.
Znajomos¢ wspotczynnikow elastycznosci popytu na rézne dobra pozwala na
dokonywanie uproszczonej predykeji (wnioskowanie w przysztosci). Proste prze-
ksztalcenie elastycznosci daje narzedzie prognozy popytu:

AD A
D x

3 Elastycznos¢ dochodowa popytu ksztattuje sie réznie w zalezno$ci od rodzaju dobra oraz po-
ziomu dochodéw konsumentéw. Na podstawie wartosci liczbowych wspdtczynnika mozna
dokonac podziatu débr konsumpcyjnych na trzy gtéwne grupy:

e nizszego rzedu, dla ktérych wspétczynnik przyjmuje wartosci ujemne (£,< 0);

e pierwszej potrzeby o elastycznosci dochodowej 0 < £, < 1 (im produkt jest bardziej nie-
zbedny nabywcy, np. podstawowe dobra zywnosciowe, tym mniej wrazliwy jest popyt na
zmiany dochodéw);

e dobra wyzszego rzedu (luksusowe), charakteryzujace sie wspdtczynnikiem £ > 1.

4 Przedsiebiorstwo moze wykorzystywac informacje ptynace z analizy wspétczynnikéw ela-
stycznos$ci cenowej do projektowania swojej polityki, wzgledem np. potencjalnego zysku.
Jesli w pewnym przedziale cenowym, o statej tendencji, elastycznosc popytu:

e wynosiE <-1 (popyt elastyczny) - wowczas nalezy unikaé wszelkiego rodzaju podwyzek
cen, gdyz beda one skutkowaty obnizeniem utargu catkowitego;

e przyjmuje wartosci (-1 < E < 0) - to przy popycie nieelastycznym nalezy unikac obnizek
cen, poniewaz przyczyniaja sie one do zmniejszenia utargu catkowitego;

e E=-1- wtedy przy popycie proporcjonalnym niewielkie zmiany ceny nie wptywaja na
wielkos$¢ utargu.
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Zakladajac, ze wszystkie zmienne objasniajace wystgpujace w funkeji popytu
(oprocz jednej zmiennej x) nie ulegaja zmianie, mozna przewidzie¢, ze jezeli zmien-
na niezalezna x wzrosnie o 1%, to popyt na dane dobro (D) zmieni si¢ o E_[%]
- wzro$nie lub zmaleje w zaleznosci od znaku wspoétczynnika elastycznosci.

Przypuszczajac, ze spodziewany jest wzrost dochoddw ludnosci w ciggu naj-
blizszych trzech lat o 8%, zas§ wspoélczynnik elastycznosci dochodowej popytu na
towar x wynosi E = 0,51, mozna wywnioskowac, ze w ciggu trzech lat popyt na to-
war x wzrosnie w przyblizeniu o 4,1%. Oczywiscie sytuacja zaklada, ze w tym sa-
mym okresie cena towaru x i débr pokrewnych pozostaje na niezmienionym po-
ziomie.

Gdyby jednak scenariusz predykcyjny zakladal, ze cena towaru x w tym okresie
wzrosnie prawdopodobnie o 5%, a wspdlczynnik elastycznosci cenowej popytu
ksztaltuje sie na poziomie EP = -0,48, mozliwe jest oszacowanie wpltywu na po-
ziom popyt zmiany obu zmiennych niezaleznych. Dodajac do siebie wyniki ela-
stycznosci czastkowych notowanych zmian:

Dy (), (22)

otrzymamy A?D = (-0,48) x 5% + 0,51 x 8% = 1,7%. Przewiduje si¢ ze popyt

(sprzedaz) wzrosnie w analizowanych okresie w przyblizeniu o 1,7%.

Planowanie i kontrola systeméw logistycznych wymaga prognoz dotyczacych
poziomu przyszlej dziatalnosci gospodarczej ze wzgledu na opdznienia — np.
w dopasowaniu pozioméw podazy do popytu. Typowe decyzje, ktére nalezy pod-
ja¢ przed poznaniem niektérych danych, uwzgledniaja praktycznie kazdy aspekt
procesu planowania (w tym lokalizacj¢ zaktadu i jego wydajnosci), a takze pro-
dukcji, zarzadzania zapasami i transportu.

Prognozowane wymagania logistyczne obejmuja takie zagadnienia, jak: zapo-
trzebowanie klientow, ceny surowcéw, koszty pracy i terminy realizacji zamoéwien.
W rzeczywistosci, aby wygenerowac prognoze dotyczaca poziomu zapotrzebowa-
nia, popyt musi wykazywac pewien stopien prawidtowosci. Przykltadowo, funkcja
popytu musiataby mie¢ w przysztosci podobny przebieg, co w okresach wcze-
$niejszych — lub popyt biezacy w pewnym stopniu powinien zaleze¢ od przesztych
wartosci czynnikéw go determinujacych.

Gdy popyt charakteryzuje sie przebiegiem nieregularnym, istnieje tak wie-
le losowosci we wzorcu popytu, ze dokonanie wiarygodnej prognozy moze by¢
bardzo utrudnione. Zwykle ma to miejsce w sytuacji, kiedy w strukturze popytu
dominuja rzadko skfadane, duze zamdwienia klientéw lub gdy wolumen kazdej
pozycji w zamoéwieniu jest niski (a stopien dywersyfikacji produktéw jest wyso-
ki). W przypadku takich przedmiotéw nalezy bada¢ dwie alternatywy. Jesli popyt
okazuje si¢ niski, doktadno$¢ nie jest zwykle kluczowa kwestig i mozna zalozy¢
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jego przeszacowanie (co z kolei doprowadzi do zwigkszenia zapaséw). Alterna-
tywnie, procesy w fancuchu dostaw (a mianowicie: wytwarzanie i transport) uela-
stycznia sig, aby uzyskac szybka reakcje po stronie popytu (umozliwiaja to syste-
my MTO - ang. Make To Order).

Prognozy popytu s3 konstruowane wedtug trzech gtéwnych horyzontéw cza-
sowych. Prognozy dlugoterminowe obejmuja horyzont czasowy od jednego do
pieciu lat, za$ predykcja w diuzszym horyzoncie czasowym staje si¢ bardzo nie-
wiarygodna - ze wzgledéw np. technologicznych. Prognozy dlugoterminowe
stuza podejmowaniu decyzji dotyczacych wprowadzenia lub wycofania produktu
z rynku, a takze projektowaniu sieci logistycznej. Takie prognozy sg czesto gene-
rowane dla grupy towaréw (lub ustug), a nie dla pojedynczej pozycji.

Prognozy srednioterminowe obejmujg okres od kilku miesiecy do jednego
roku i stuza do podejmowania taktycznych decyzji logistycznych, takich jak
ustalanie rocznych planéw produkcyjnych i dystrybucji, zarzadzania zapasami
i alokacji przestrzeni w magazynach. Prognozy krotkoterminowe obejmuja zas
okres od kilku dni do kilku tygodni. W dzialalnosci logistycznej wykorzysty-
wane sg do planowania i modyfikacji rozktadéw zasobéw w celu osiagniecia
sredniookresowych celéw produkgji i dystrybucji. Srednio- i dtugoterminowe
prognozy popytu prawie nigdy nie sa pozostawione logistykom - czesciej za-
dania te przypisuje si¢ menedzerom marketingu, préobujacym stymulowac po-
pyt, np. poprzez uruchomienie kampanii reklamowej dla produktéw, ktérych
sprzedaz spada. Jednak logistycy czesto odpowiadajg za krétkoterminowe pro-
gnozy popytu.

W wiekszosci przypadkow klienci sg rozproszeni geograficznie; warto réwniez
uwzglednia¢ czynnik przestrzenny w predykeji, by uzyska¢ odpowiednie wska-
zania dotyczace tego kiedy i gdzie wystapi dany poziom zapotrzebowania. Jest to
dos¢ istotne z punktu widzenia dzialalnosci logistycznej, gdyz na decyzje (takie
jak lokalizacja magazynu i okreslenie poziomu zapaséw) wplywa przestrzenna
lokalizacja popytu.

W praktyce logistycznej metody prognozowania wykorzystywane sa w wielu
dziedzinach i na réznych poziomach struktury przedsiebiorstwa. Zainteresowa-
nia niektérych badaczy pokazuja, ze przedmiotem analiz i predykcji moga by¢
takie zjawiska, jak: poziom sprzedazy pierogdéw czy eksportowanego migsa, ruch
pasazerski sektora lotniczego czy bezpieczenstwo na drogach publicznych (Ghia-
niiinni, 2004, s. 31; Osinska, 2012, s. 103-116).

Nieustannie rosnacy przeplyw materialéw/towaréw, srodkéw finansowych
i informacji w lancuchach dostaw poszczegolnych branz sprawia, ze przedsiebior-
stwa logistyczne czgsciej zdaja sobie sprawe z korzysci stosowania progresywnych
metod zarzadzania. Firmy implementuja odpowiednie systemy zarzadzania pro-
cesami na poszczegdlnych poziomach funkcjonalnych, a jednoczesnie — poprzez
zwiekszenie objetosci i ztozonosci przeptywow zasobéw — wdrazaja zasady logi-
styczne zarzadzania przeptywem materiatéw. Z kolei w wyniku wzrostu wolu-
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menu wymiany miedzynarodowej zwigksza si¢ intensywnos¢ przeptywoéw w po-
szczegdlnych infrastrukturach logistycznych (miastach), co w efekcie konicowym
podnosi znaczenie zasad zarzadzania logistyka rowniez w sferze trzeciorzedne;.
Tak wiec zasady lub podejscia do zarzadzania logistyka w obecnym zglobalizowa-
nym otoczeniu rynkowym sg kluczowe dla zwigkszenia konkurencyjnosci przed-
siebiorstw w kontekscie dtugoterminowego zréwnowazonego wzrostu.

2. Podstawowe pojecia, mierniki oceny jakosci
prognoz

Metoda prognozowania najczesciej definiowana jest jako procedura obliczania
prognoz na podstawie wartosci obecnych i przeszlych (Chatfield, 2000; Cieslak,
2008). W tym ujeciu moze by¢ ona rozumiana po prostu jako reguta algorytmicz-
na i nie musi by¢ zalezna od wlasciwego modelu prawdopodobienstwa. Alterna-
tywnie, uznaje si¢ ja za narzedzie identyfikacji konkretnego modelu dla danych,
stuzace znalezieniu prognoz optymalnych zaleznych od wykorzystywanego po-
dejscia (Brockwell i Davis, 2016). Z tego wzgledu nalezy jasno rozgraniczy¢ dwa
przywolane tu terminy: ,metoda” i ,model”.

W literaturze termin ,model prognostyczny” dos¢ czesto stosowany jest

w sposob niejednoznaczny, a czasami wrecz niewlasciwie uzywany do opisu
metody prognostycznej. Metody prognozowania mozna ogélnie podzieli¢ na
trzy gléwne typy:

« osadowe’ — oparte na subiektywnej ocenie, intuicji, wiedzy ,wewnetrzne;j”
i wszelkich innych istotnych informacjach;

 jednowymiarowe — prognozy zaleza tylko od biezacych i przesztych warto-
$ci prognozowanej pojedynczej serii danych, ktéra moze zosta¢ zwigkszona
o zmienng czasowg, np. trend liniowy;

« wielowymiarowe — prognozy danej zmiennej zaleza, przynajmniej czescio-
wo, od wartosci jednej lub wiekszej liczby dodatkowych zmiennych, zwa-
nych zmiennymi predykcyjnymi lub objasniajacymi; prognozy wielowy-
miarowe moga zaleze¢ od wykorzystywanego do opisu polgczen pomiedzy
zmiennymi modelu wieloréwnaniowego, obejmujacego wigcej niz jedno
réwnanie - jezeli zmienne sg wspolzalezne.

5 Najstynniejsza metoda osadowa jest prawdopodobnie technika Delphi (zob. Rowe i Wright,
1999), ktérej celem staje sie wypracowanie konsensusu opinii grupy ,ekspertow” na podsta-
wie serii kwestionariuszy wypetnianych przez poszczegélne osoby, przeplatanych kontrolo-
wang informacjg zwrotna opinii i informacji od innej grupy ekspertow.
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Mowigc ogolniej, metoda prognozowania moze taczy¢ wigcej niz jedno z po-
wyzszych podejs¢, np. w sytuacji gdy jedno- lub wielowymiarowe prognozy sa
dodatkowo dostosowywane subiektywnie — by uwzgledni¢ informacje zewnetrz-
ne, ktére trudno formalnie wyrazi¢ w modelu matematycznym (Chatfield, 2000;
Diebold, 1998).

Metody osadowe czasami dzialaja dobrze, cho¢ czesto rezultaty wypracowa-
nych opinii s3 nie do przyjecia (podobna sytuacja moze charakteryzowac¢ kazda
z metod prognozowania). Uznaje si¢ zatem, ze to metody o podlozu statystycz-
nym pozwalajg na uzyskiwanie lepszych prognoz - pod warunkiem, Ze s3 one
rozwigzaniem praktycznym (Abraham i Ledolter, 2009). Tym samym - zdarzaja
sie sytuacje, gdy metody oparte na modelach okazuja sie niepraktyczne, co wyni-
ka z faktu, ze niektdre istotne informacje nie sa dostepne w chwili konstruowania
predykcji, ktéra nastepnie i tak nalezy podda¢ ocenie trafnosci (De Baets i Ha-
rvey, 2020). Czesto dochodzi do polaczenia obu podejs¢ w celu uzyskania doktad-
niejszych oszacowan.

W szczegdlnosci wiele predykcji makroekonomicznych uzyskuje sie poprzez
dostosowanie prognozowania opartego na modelu przez dodanie lub odjecie od-
powiedniej stalej (czasami nazywanej korekta przechwytujaca). Niestety nie za-
wsze jest jasne, w jaki sposob dokonuje si¢ tego typu ingerencji w celu uzyskania
ostatecznej prognozy. Jak mozna si¢ spodziewac, integracja podejscia osadowe-
go i statystycznego poprawia dokladnos¢, gdy analityk ma dobrg wiedzg¢ w danej
dziedzinie, aczkolwiek - jak wskazuja niektérzy autorzy (Armstrong i Collopy,
1998) - pogarsza niekiedy trafno$¢ oszacowan (jesli ocena ta jest stronnicza lub
nieuporzgdkowana).

Alternatywnym i waznym sposobem klasyfikowania metod prognozowania
jest rozréznienie pomiedzy metodami automatycznymi, niezakladajacymi in-
terwencji czlowieka, a metodami nieautomatycznymi, ktére jej wrecz wyma-
gaja. Jednym z przyktadéw tego podzialu moze by¢ zestawienie kontroli zapa-
sOw z planowaniem gospodarczym. W procesie zwigzanym z kontrolg zapasow
identyfikuje sie tysigce przedmiotéw (podlegaja one stalemu monitorowaniu)
- przez co nie jest mozliwe dopasowanie indywidualnych modeli do kazdego
z zasobow sprzedazy. W sytuacji tego typu najczesciej sigga si¢ po prosta, auto-
matyczng metodg, implementowang dla calego agregatu produktow. W przeci-
wienstwie do kontroli zapaséw, planowanie gospodarcze wymaga od analityka
ostroznosci w konstrukeji odpowiedniego modelu, opisujacego zwigzek miedzy
odpowiednimi zmiennymi ekonomicznymi wedtug schematu modelu, z ktére-
go mozna wygenerowac ,,optymalne” prognozy - to podejscie z pewnoscig nie
nalezy do automatycznych.

Kolejna klasyfikacja metod prognostycznych dzieli narzedzia wedtug ich ztozo-
nosci - na metody jednowymiarowe i zaawansowane. Pierwsze z nich sg na ogot
zdecydowanie prostsze w zastosowaniu niz drugie, zas wybor danego wariantu
zalezy od nastawienia zwigzanego z wysitkiem (rozumianym jako nakfady pracy,
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kapitatu, czasu, niezbednego wyposazenia technicznego itd.), jaki nalezy wlozy¢
w samo prognozowanie (Cieslak, 2008; Zelias, Pawelek i Wanat, 2008; Chatfield,
2000). W przypadku niektorych kategorii ekonomicznych trudno jest wskazaé
prostszy sposob konstrukeji prognozy niz wykorzystanie najnowszych obserwacji
ex post zmiennej do przewidzenia kolejnej obserwacji w okresie ex ante.

Pracujac na danych szeregéw deterministycznych, réwnie tatwo mozna pro-
wadzi¢ prace prognostyczne - jeéli znany jest odpowiedni model opisujacy
zaleznodci. Przykladowo, zmieniajaca si¢ okresowo w sposoéb systematyczny
(schematyczny) seri¢ fatwo przewidzie¢ po zaobserwowaniu pelnego cyklu. Jed-
nak seria niezaleznych obserwacji okazuje si¢ niekiedy niemozliwa do progno-
zowania - poniewaz w takim przypadku jedynym sensownym rozwigzaniem
jest wykorzystanie wartosci centralnej, np. k-elementowej $redniej ruchomej
jako schematu konstrukcji prognozy. W modelowaniu/prognozowaniu zmien-
nych logistycznych najczesciej dostepne sa szeregi spomiedzy tych skrajnosci
- nie ma mozliwosci ich dokladnego przewidywania, ale zawieraja one struktu-
re, ktérej obraz mozna wykorzysta¢ do stworzenia bardziej dopasowanych (rze-
czywistych) prognoz (Duda, 2017).

Metody wykorzystywane do prognozowania, np. szeregéw czasowych®, pozwa-
lajg otrzyma¢ prognozy przyszlych wartoéci, poréwnywalnych z tymi faktycznie
zaobserwowanymi. Jesli istnieje dobra zgodnos$¢ wartosci dopasowanych, to moz-
na argumentowacd, ze zapewnia ona bardziej przekonujaca weryfikacje modelu
niz ocena ogoélnego dopasowania w probie — np. poprzez analize wspdtczynnika
determinacji czy bledu ogélnego modelu (Szmit, 2007; Gajda, 2001).

Typowa metoda analizy serii tego typu jest probkowanie serii w réwnych od-
stepach czasu, w celu uzyskania dyskretnych szeregéw czasowych. W wyniku tego
procesu praktycznie zadna z informacji nie jest tracona - pod warunkiem, ze in-
terwal czasowy probkowania okazuje sie wystarczajaco waski. Zrédlem dyskret-
nych szeregdéw czasowych moze by¢:

 pobieranie prdobek z serii ciaglej (np. chwilowe zuzycie energii elektrycz-

nej przez maszyng, mierzone w odstepach godzinnych - dane uzyskiwa-
ne s3 wowczas poprzez pobieranie probek ciaglego przebiegu zuzycia lub
z uwzglednieniem wskazanego interwatu pomiaru);

 poprzez agregacje danych w czasie (np. faczenie dniowych poziomoéw sprze-

daz w kolejnych tygodniach, miesigcach roku);

o seria dyskretna z natury (np. dywidendy wyplacane przez spotke w kolej-

nych latach).

6 Szeregi czasowe to zestawy obserwacji mierzone sekwencyjnie wraz z uptywem czasu. Inny-
mi stowy, np. dla dyskretnych szeregéw czasowych charakter dyskretny wprowadzany jest
poprzez o$ czasu. Dla ciagtych szeregdw czasowych obserwowana zmienna to zazwyczaj
zmienna ciagta - np. sposéb odpowiadajacy wynikowi pomiaru aktywnosci mdzgu, zareje-
strowanemu na urzadzenia do EEG.
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Dla wszystkich typéw dyskretnych szeregéw czasowych dane sg zwykle reje-
strowane w rownych odstepach (jednostkach) czasu, stad postgpowanie z szere-
gami dyskretnymi jest zwykle do$¢ zbiezne — pomimo np. réznych interwatéw
probkowania dla serii ciggtych lub réznych okresow agregacji dla danych zagre-
gowanych (Abraham i Ledolter, 2009).

Agregacja danych moze przebiegac zaréwno w czasie, jak i w szeregu (agrega-
cja jednoczesna), np. analizie maja zosta¢ poddane dane dotyczace sprzedazy dla
kilku produktéw réznych marek, oferowanych w réznych rozmiarach, w kolej-
nych tygodniach. Takie dane (wielowymiarowe) moga by¢ dos¢ zmienne i trudne
do prognozowania bez odpowiedniej formy agregacji — zaréwno w czasie (np.
w kolejnych czterotygodniowych okresach), jak i dla poszczegdlnych produktow
(np. sumy wszystkich rozmiaréw dla danej marki).

Badacze (Montgomery i inni, 1998) wskazuja, ze mozliwos¢ agregowania da-
nych rodzi wiele probleméw, np. wyboru najlepszego poziomu agregacji do spo-
rzadzania prognoz czy wykorzystania danych miesi¢gcznych dotyczacych sprze-
dazy, w celu poprawy dokladnosci prognoz kwartalnych. W przypadku kontroli
zapasow klopotliwym okazuje si¢ dylemat, czy nalezy opracowa¢ prognoze pod-
sumowujaca dla agregatu okreslonej grupy towardw, a nastepnie przydzieli¢ te
prognoze do poszczegélnych pozycji na podstawie ich historycznej czestotliwosci
wzglednej (podejscie top-down), czy utworzy¢ indywidualne prognozy dla kazde-
go elementu (podejscie bottom-up)’.

Szczegdlna cechy danych szeregdw czasowych jest to, ze obserwacje zwykle
nie sg niezalezne, dlatego analiza musi uwzglednia¢ kolejno$¢ gromadzenia ob-
serwacji. W efekcie kazda obserwacja mierzonej zmiennej staje sie obserwacja
dwuwymiarowa - z uwzglednieniem czynnika czasu jako drugiej sktadowe;j.
Za gléwne cele analizy szeregow czasowych przyjmuje sie (Brockwell i Davis,
2016):

o opis — przy uzyciu statystyk podsumowujacych i/lub metod graficznych;
sporzadzenie np. wykresu szeregu czasowego jest szczegolnie cenne przy
dekompozycji jego sktadowych;

« modelowanie - odnalezienie odpowiedniego modelu opisujacego proces
generowania danych; model jednowymiarowy opiera si¢ wylacznie na war-
tosciach ex post jednej zmiennej, podczas gdy podejscie wielowymiarowe
moze zaklada¢ wykorzystanie nie tylko przeszlych wartosci analizowanej
zmiennej, ale rdwniez biezacych i przesztych wartoéci innych zmiennych
(predyktoréw) — w drugim przypadku zmiana w jednej serii danych poma-
ga w wyjasnieniu zmiany zaobserwowanej w innej serii;

« prognozowanie — oszacowanie przyszlych wartosdci serii danych; istnieje
wyrazne rozroznienie miedzy prognozowaniem w stanie ustalonym, gdzie

7 Byron J. Dangerfield i John S. Morris (Dangerfield i Morris, 1992) sugeruja, ze podejscie od-
dolne (bottom-up) jest zwykle bardziej doktadne.
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przyjmuje sig, ze przyszlos¢ bedzie bardzo podobna do przeszlosci, a sytu-
acja ,co, jesli’, w ktorej do badania wplywu zmiany implementowany jest
scenariusz wielowymiarowy;

« kontrole - dobre prognozy umozliwiajg analitykowi podejmowanie dzialan
w celu kontrolowania danego procesu, niezaleznie od tego, czy jest to proces
przemystowy, czy gospodarka (w tym sensie proces kontrolny okazuje si¢
powigzany gléwnie z prognozowaniem wielowymiarowym).

3. Rodzaje metod prognostycznych
wykorzystywanych w prognozowaniu popytu

O wyborze narzedzia prognostycznego (zob. dodatek 1) decydujag przestanki pro-
gnostyczne, ktore obejmuja zaréwno hipotezy badawcze (dotyczace ksztaltowania
sie zjawiska), jak i dostgpne o nim informacje. Nalezy zatem przyja¢ odpowiednia
postawe (Cieslak, 2008):

« pasywng — wedlug ktérej podmiot bedzie postrzegal przysztos¢ przez pry-
zmat przesztosci, zakladajac, ze zidentyfikowane w okresie historycznym
mechanizmy s3 powielane w przebiegu danej zmiennej w okresach przy-
sztych;

» aktywng - ktora przysztos¢ nakazuje traktowac jako stosunkowo niezalez-
ng od przesztosci.

Jakos¢ uzyskiwanych prognoz zalezy réwniez od zalozen (identyfikowanych
badz niemozliwych do identyfikacji) aplikowanych metod lub subiektyw-
nych osadéw. Zatem prognoza moze zosta¢ zdefiniowana ogdlnie jako pewne
warunkowe stwierdzenie w formie zweryfikowanej przy pomocy metod nauko-
wych, o pewnym poziomie akceptowalnej niepewnosci — np. ze jesli zdarzenia
danego typu beda si¢ utrzymywac w przysztosci, to wowczas poziom zapasow
powinien wzrosng¢. Z powyzszej interpretacji wynika, ze kazdorazowo nalezy
zakladac¢ koniecznos¢ modyfikacji prognoz w sytuacji jakichkolwiek pojawiaja-
cych sie dodatkowych informacji lub opracowac na starcie szereg réznych wa-
riantéw prognoz (a nie tylko pojedynczej prognozy), z ktérych kazdy opiera si¢
na znanym zestawie jasno okreslonych zalozen (scenariuszy)®. Ernst Friedrich
Schumacher (Schumacher, 1986) wskazuje réwniez, ze prognozy dtugotermi-
nowe s3 pewnymi przypuszczeniami — nie przytacza jednak kryteriow, kiedy

8 Ernst F. Schumacher (Schumacher 1986) nazywa to prognozowaniem scenariuszowym,
wskazujac na sensownos¢ prowadzenia dtugoterminowych studiéw wykonalnosci, opar-
tych na jasno okre$lonych zatozeniach.
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studium wykonalnosci staje si¢ wiasciwa prognoza w rozumieniu definicyjnym.
Warto przywota¢ przyklady blednych prognoz zwigzanych z zatozeniami sce-
nariuszy dtugoterminowych, np. zalozyciela IBM, przewidujacego w 1947 roku
miejsce na $wiatowym rynku dla okoto pieciu komputeréw, lub prezesa Digital
Equipment, twierdzgcego w 1977 roku, ze nikt nie ma powoddw, aby posiadac
w domu komputer.

Oczywiscie prognozy moga generowaé bfedne wskazania réwniez i w krotkim
okresie, np. dla proceséw ekonomicznych podlegajacych naglym zmianom pod
wplywem kleski zywiolowej, epidemii czy kryzysu gospodarczego lub tzw. prze-
rwy strukturalnej’ w danych.

3.1. Kryteria wyboru metod prognostycznych

W trakcie kazdego doswiadczenia prognostycznego nalezy rozwazyc¢ szes¢ istot-
nych zagadnien, ktére pozwalajg okresli¢ podstawy wlasciwego prognozowania.
Zagadnienia te wprowadzajg szereg pytan zwiazanych z projektowaniem schema-
tu, celu i realizacji samego badania, a naleza do nich (Chatfield, 2000):

1) Srodowisko decyzyjne i funkcja strat - w ramach tego zagadnie-
nia nalezy odpowiedzie¢ na pytania zwigzane z: decyzjami, do ktérych
doprowadzi prognoza; wynikajacymi z zastosowania i przyjetej oceny
danego modelu prognostycznego konsekwencjami dla catego projektu;
okresleniem sposobu, w jaki bedzie rozumiane okreslenie ,,dobra” pro-
gnoza, a takze kosztu lub straty zwigzanej z bledami prognozy; zdefi-
niowaniem prognozy optymalnej w konkretnej sytuacji i sposobéw ich
wyznaczania;

2) Informacje o obiekcie prognozowanym - zawarte s3 tu informa-
cje dotyczace: przedmiotu prognozy, rodzaju danych opisujacych obiekt
(czy jest to szereg czasowy, np. rejestr poziomu sprzedazy przedsiebior-
stwa w czasie, czy zdarzenie, tj. dewaluacja waluty), ilosci i jakosci da-
nych statystycznych (rozpietos¢ proby, prognozowanie dla jednego lub
wielu obiektow, np. sprzedazy kazdego z n oferowanych produktéw albo
calego wolumenu zasobdéw), brakujacych i nietypowych (odstajacych)
obserwacji;

3) Okreslenie prognozy, czyli sposobu, wjaki zostanie przedstawiona pro-
gnoza, co jest istotne w zwigzku ze zdefiniowanymi na wczesniejszych eta-
pach konstrukcji badania korzysciami i kosztami — jesli np. przedmiotem
prognozy okazuje si¢ zmienna opisywana przez szereg czasowy, konieczne

9 W ekonometrii i statystyce przerwa strukturalna jest definiowana jako nieoczekiwana zmia-
na parametréw modeli regresji w czasie, co moze prowadzi¢ do ogromnych btedéw w pro-
gnozowaniu i niewiarygodnosci modelu.
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staje sie zdefiniowanie rezultatu, czy ma by¢ to pojedyncza najbardziej traf-
na prognoza (prognoza punktowa), czy moze pewien dopuszczalny zakres
mozliwych przysztych wartosci (prognoza przedzialowa), ktéry w swojej
konstrukcji zaklada pewien poziom niepewnosci szacunku, zwigzanego
zaréwno z problemem samego prognozowania, jak i prawdopodobienstwa
rozkladu mozliwych przysztych wartosci;

4) Okreslenie horyzontu prognozy - nalezy jasno okresli¢, na jaki
okres ma zosta¢ skonstruowana prognoza (a takze to, co go determinu-
je); czy ma by¢ to prognoza krotko- badz dlugookresowa (miesieczna,
roczna, dziesiecioletnia). Warto zasygnalizowa¢, ze - w zaleznosci od
przyjetego horyzontu prognostycznego — najlepsza strategia (zaréwno
modelowania zjawiska, jak i prognozowania) bedzie wykazywa¢ zrdz-
nicowanie;

5) Zdefiniowanie banku danych - na jakich danych opierac si¢ bedzie
prognoza, co jest zrodlem danych oraz jaka jest ich jakos¢, rzetelnosé,
kompletno$¢; czy dostepne dane to po prostu rejestr danych historycz-
nych - np. dluzej juz niegromadzonych - i czy w zwiazku z tym dostep-
ne s3 inne serie danych, powiazanych z gléwnym zjawiskiem prognozo-
wanym;

6) Wybor metody i jej ztozonos¢ — wybdr odpowiedniego narzedzia od-
powiadajacego potrzebom konkretnego problemu prognostycznego oraz
okreslenie poziomu zaawansowania proponowanego rozwigzania. Wyboér
narzedzia powinien by¢ podparty doswiadczeniami wskazujgcymi, ktore
z metod najlepiej nadaja si¢ do prognozowania w logistyce, finansach czy
ekonomii, a takze podyktowany zasada parsymonii.

3.2. Dob6r odpowiedniej metody prognozowania

Klasyczna analiza szeregéw czasowych ma na celu dekompozycje ich zmiennosci
ze wzgledu na kilka skladowych, do ktérych mozna zaliczy¢ (Brockwell i Davis,
2016; Chatfield, 2000; Cieslak, 2008; Szmit, 2007):

1) Trend (tendencj¢ rozwojowa) - ten rodzaj zmiany wystepuje, gdy
seria danych wykazuje staly wzrost w gore lub spadek w dot (przynaj-
mniej w kilku kolejnych okresach analizy). Trend mozna zdefiniowac jako
dlugoterminowa zmiang¢ $redniego poziomu, za$ jego postrzeganie jest
cze$ciowo zalezne od dlugosci obserwowanych serii (zob. rysunek 46).
Przeciwienstwem tendencji rozwojowej bedzie skladowa systematyczna,
wyrazajaca staly, przecigtny poziom analizowanego zjawiska;

2) Wahania sezonowe (zmiana sezonowa) — ten rodzaj zmiennosci wy-
stepuje zasadniczo co roku, a jego identyfikacja opiera si¢ na obserwacji
podobnych wzorcéw/schematéw przebiegu serii danych. Nalezy mie¢ na
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uwadze, ze jesli dla danego szeregu czasowego pomiar dokonywany jest
tylko raz w roku, nie mozna wéwczas stwierdzi¢, czy zmiany sezonowe
wystepuja. Najczesciej o sezonowosci mowi sie w przypadku serii danych
mierzonych codziennie, co tydzien, co miesigc lub co kwartal, oraz gdy
podobne wzorce zachowan obserwuje si¢ w okreslonych porach roku (np.
wyzsza podaz produkeji rolnej, wzrost zatrudnienia w okresie wakacyj-
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nym) — zob. rysunek 47.
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Rys. 46. Wartos¢ produkcji przedsiebiorstwa w tys. PLN w latach 1995-2015

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 47. Produkt Krajowy Brutto w cenach biezacych w kwartatach w latach 2002-2014

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GUS.



3. Rodzaje metod prognostycznych wykorzystywanych... 225

3) Wahania cykliczne - obejmujg regularne zmiany cykliczne o okreso-
wosci dluzszej niz jeden rok, a przykladem tego typu wahan moga by¢
cykle koniunkturalne trwajace okolo pieciu-siedmiu lat;

4) Wahania przypadkowe (wahania nieregularne) - wyrazenie ,,nieregu-
larne” jest czesto uzywane do opisania wszelkich zmian identyfikowanych
w serii danych po usunigciu z niej tendencji rozwojowej, sezonowosci czy
innych efektéw systematycznych; moga to by¢ zatem zmiany catkowicie
losowe, ktore s3 trudne do przewidzenia, ale takze zmiany wykazujace ko-
relacje krotkoterminowa lub obejmujace pojedyncze nieciaglosci w serii
danych.

Metody klasycznego prognozowania pozwalaja na uzyskanie dobrych oszaco-
wan (o wysokiej trafnosci i aktualnosci) - w sytuacji, gdy zmienno$¢ szeregu/
serii jest zdominowana przez regularny trend liniowy i/lub regularng sezonowos¢
(Szmuksta-Zawadzka i Zawadzki, 2012). Nie wykazuja jednak duzej przydatno-
$ci, kiedy trendy i/lub efekty sezonowe zmieniaja sie¢ w czasie w sposdb nieregu-
larny lub wykazuja korelacje z kolejnymi wartosciami wahan przypadkowych, co
okresla si¢ mianem autokorelacji'.

Przy rozwigzywaniu problemu prognostycznego pierwszym krokiem jest za-
tem identyfikacja skladowych szeregéw. Wykorzystuje si¢ w tym celu najczesciej
analize graficzng, ktéra mozna dodatkowo wzbogaci¢, np. o analiz¢ zmienno-
$ci danego szeregu. Mozliwe staje sie wiec zastosowanie wspolczynnika zmiennosci,
definiowanego jako iloraz odchylenia standardowego (S) i éredniej arytmetycznej
(¥) (Sobczyk, 2000):

»n

V, == (294)
Yy

Przyjmuje sie ze jesli warto$¢ wspotczynnika zmiennosci nie przekroczy 10%,
wowczas dla analizowanej serii wptyw wahan przypadkowych jest dopuszczal-
ny. Informacja wynikajaca z powyzszego spostrzezenia daje mozliwos¢ korzysta-
nia z metod prostego prognozowania — przeznaczonych dla szeregéw o niskiej
zmiennosci. Najczgsciej w tego typu seriach, zamiast tendencji rozwojowej, ktdrej
wystepowanie podlega dodatkowemu testowaniu istotnosci, identyfikowany jest
staly, przecietny poziom analizowanych danych - z wystepujacymi wahaniami
przypadkowymi lub sezonowymi (zob. rysunek 48).

10 Zalezno$é miedzy kolejnymi warto$ciami tego samego szeregu czasowego. Czesto okazuje
sie rowniez, ze kolejne wartosci sktadnikéw resztowych modelu trendu i wahania sezonowe
staja sie skorelowane, gdy oddzielone sg krétkim przedziatem czasowym (korelacja krét-
koterminowa) - wéwczas zaleca sie stosowanie bardziej wyszukanych (odpornych) podejsé
modelowania w celu poprawy jakosci prognoz.
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Rys. 48. Wizualizacja przyktadowych szeregdéw czasowych. Sktadowe systematyczne szeregdw:
a) staty przecietny poziom zjawiska i wahania przypadkowe, b) tendencja rozwojowa i wahania
przypadkowe, c) staty przecietny poziom zjawiska, wahania sezonowe i przypadkowe

Zrédto: opracowanie wtasne.

Wykres szeregu czasowego pozwala na wskazanie zaréwno obserwacji niety-
powych czy punktéw zwrotnych szeregdw, ktorych wystepowanie w znaczacym
stopniu moze wplywa¢ na koncowy rezultat prognoz, jak réwniez wartosci ble-
dow oszacowan - szczegélnie, jesli dostepny szereg jest krétki (np. w sytuaciji,
kiedy dane przedsi¢biorstwo funkcjonuje na rynku od kilku miesiecy). Na etapie
obserwacji przebiegu serii analityk jest w stanie wychwyci¢ obserwacje odstaja-
ce, mogace wynika¢ np. z pomylki przy wprowadzaniu danych, i wyeliminowaé
je we wstepnej czesci prognozowania — stosujac interpolacje zastepuje obserwa-
cj¢ nietypowa (np. srednig arytmetyczna, wyznaczong na podstawie warto$ci
z dwdch sasiadujacych z obserwacja odstajaca okreséw czasowych).

Przed probg modelowania i prognozowania pozadane staje si¢ wstepne zapo-
znanie z dostepnymi szeregami danych, aby je ,wyczu¢” i dokona¢ identyfikacji
ich gtéwnych wlasciwosci. Proces poczatkowej analizy ma istotny wpltyw na poz-
niejsze modelowanie i jako$¢ uzyskiwanych rezultatéw (trafnych prognoz). Naj-
czesciej opisywany jest on jako wstepna analiza danych (ang. Initial Data Analysis
- IDA), za$ wérdd narzedzi powszechnie stosowanymi w jej realizacji wymienia
sie wizualizacje szeregéw danych czy ocene statystyk podsumowujacych rozklady
zmiennych. W momencie prowadzenia analizy wstepnej analityk moze ,wyczy-
$ci¢” dane, usuwajgc lub dostosowujac wszelkie zidentyfikowane bledy.

3.3. Btedy prognoz

Zalozmy, ze dostepne sg obserwacje pojedynczego szeregu czasowego, 0znaczo-
nego y,, y,..., y,» i nalezy skonstruowac¢ prognoze dla: y , gdzie h =1, 2, ..., k.
Metoda prognozowania jednowymiarowego jest procedurg obliczania prognozy
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punktowej, x° ,, opartej tylko na przeszlych i obecnych wartosciach danej serii
(z uwzglednieniem funkcji czasu, wyrazonej w postaci np. trendu liniowego).
Natychmiast nasuwa si¢ kilka watpliwosci zwigzanych z wyborem funkcji, ktéra
najlepiej odwzorowataby historyczny przebieg serii: jakie wtasciwosci beda miaty
uzyskiwane prognozy; czy jest to najlepsza z mozliwych prognoz oraz wreszcie
- co nalezy rozumie¢ przez stowo ,,najlepsza” (Nolte, Nolte i Pohlmeier, 2019).

Przed udzieleniem odpowiedzi na te pytania analityk musi zdecydowac, w jaki
sposob nalezy ocenia¢ prognozy, a w szczegdlnosci — jaki wybdr funkcji straty
bedzie wlasciwy. Funkgcja straty definiowana jest w nastepujacy sposob, ktéry mo-
zemy zapisac jako:

q,=y,~y, dat>n (295)

gdzie:
* y,— warto$¢ rzeczywista w okresie t,
* y, - warto$¢ prognozowana w okresie t,
« n - liczba obserwacji szeregu czasowego,
+ g, - blad prognozy.

Blad ten mozna wskaza¢ zaréwno po uplywie czasu, na ktéry prognoza byla
skonstruowana - w przypadku, kiedy znana jest warto$¢ rzeczywista prognozo-
wanej zmiennej w momencie prognozy, wowczas ocenia sie jako$¢ ex post pro-
gnozy, czyli jej trafno$¢ - jak réwniez przed uptywem tego czasu — okreslana jest
wtedy dopuszczalnoé¢ prognozy (jakos¢ ex ante) (Cieslak, 2008). Nastepnie wy-
znacza sie funkcje straty, powiedzmy L(q,), okreslajaca poziom bledu prognozy.
Ma ona zazwyczaj nastepujace wlasciwosci (Chatfield, 2000):

.« L(0) =0,

+ L(q,) jest funkcj ciagly, ktéra ro$nie wraz z wartodcig bezwzgledna q..

Funkgcja straty moze by¢:

+ symetryczna, tak ze L(q,) = L(-g,) - w sytuacji, gdy rozwazana jest stra-
ta kwadratowa, gdzie L(q,) = k,q’, a funkcja straty bezwzglednej btedu
L(q) = k| q,| gdzie k , k, oznaczajg stala;

« asymetryczna — funkcja straty powstaje w planowaniu produkcji opierajac
sie na ten samej marzy, jesli np. strata w utracie zaméwien z powodu braku
zapasow przekracza strate z powodu ich nadmiaru.

Rzeczywiste koszty zwigzane z przeszacowaniem badz niedoszacowaniem pro-
gnoz s3 czasami zupelnie inne. Jednak funkcja straty pozwala na zdefiniowanie
prognozy ,dobrej’, czyli takiej, ktéra minimalizuje $rednig strate — gdy np. jest
powigzana z usredniong warto$cig rozktadu prawdopodobienstwa btedow pro-
gnozy. W praktyce zapisywanie funkgji straty specyficznej dla wybranego kon-
tekstu moze by¢ trudne, dlatego np. strata kwadratowa jest uzywana czesciej niz
jakakolwiek inna funkcja.
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Bezwzgledny blad prognozy pozwala jedynie na wskazanie, czy wartos¢ rze-
czywista szeregu byla wyzsza od prognozowanej (dodatnia wartos¢ btedu), czy
nizsza (ujemna wartos$¢ bledu). Stad - czesciej w ocenie rezultatéw prognoz wy-
korzystywana jest warto$¢ bledéw wzglednych ex post, obliczanych dla szeregow
wyrazonych na skali ilorazowej wedtug nastepujacej formuly (Gajda, 2001):

Y = 27V dlatsn (296)

Vi

Wartos¢ bledu wzglednego informuje o procentowej wielkosci odchylenia
prognozy od rzeczywistej warto$ci zmiennej, wzgledem wartosci rzeczywistej tej
zmiennej. Na podstawie bledu wzglednego mozliwe jest rdwniez zaréwno okres-
lenie wielkosci odchylenia wzglednego, jak i kierunku tego odchylenia''.

Powyzsze formuly bledow (odchylen wzglednych i bezwzglednych) umozli-
wiajg konstrukcje miernikéw dopasowania prognoz do danych rzeczywistych. Do
najczesciej stosowanych naleza: absolutny blad procentowy (ang. Mean Absolute
Percentage Error - MAPE) oraz $§redniokwadratowy blad (ang. Root Mean Squ-
ared Error - RMSE). W ocenie dopasowania prognoz do danych rzeczywistych
wykorzystywany jest niekiedy wspotczynnik Theila I?, pozwalajacy na dodatkowa
dekompozycje, ktora wskazuje, jaka czes¢ bledu przypisywana jest niedopasowa-
niu wzgledem $redniej, wahan i tendencji rozwojowej dla prognozowanej serii
(zob. dodatek 2).

3.4. Trafnosc i dopuszczalnosc prognoz

Niezaleznie od tego, ktéra miara dokladnosci prognozy zostanie wybrana do
oceny strat predykcji, analityk stwierdza czesto, ze uzyskiwane wyniki dla roz-
nych metod prognozowania wydaja si¢ dos¢ podobne, wiec nie ma mozliwosci
wskazania wyraznego ,,zwyci¢zcy”. Metoda prowadzaca do wyznaczenia ,,najlep-
szych” prognoz moze by¢ - wedtug przyjetej miary oceny doktadnosci progno-
zy - nieznacznie lepsza niz dostepne alternatywy. Pojawia si¢ zatem pytanie, czy
w takim przypadku istnieje znaczgca réznica migdzy stosowanymi podejsciami.
Koncentrujac uwage na przestankach, czy réznice miedzy metodami prognozo-
wania mozna przypisaé, np. zmiennosci probkowania, wciagz nie jest jasne, ani
ktory mechanizm samplingu okazuje si¢ odpowiedni, ani jakie zalozenia nalezy
przyja¢ w odniesieniu do réznych metod i wlasciwosci btedéw prognoz, wynika-
jacych z réznych metod.

11 Miernik ten nie nalezy do grupy symetrycznych i - co wynika z jego konstrukcji - mocniej
wskazuje na przeszacowanie prognoz niz na ich niedoszacowanie.
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Poniewaz wigkszo$¢ wlasnosci prognoz i samej metody prognostycznej opiera
sie gtéwnie na analizie ex post, to nadrzedno$¢ jednej metody nad innymi wynika
z mozliwosci sporzadzania prognoz poza proba. Praktyczne znaczenie metody
staje sie zwykle bardziej interesujgce niz teoretyczne - i czgsto kwestia jednostko-
wego przypadku jest istotno$¢ ponoszenia dodatkowych nakladéw na korzystanie
z wyszukanych (bardziej koszto- i czasochtonnych) metod, pozwalajacych popra-
wi¢ doktadno$¢ dopasowania, o np. 0,5%.

4, Zastosowanie wybranych metod
w prognozowaniu popytu i sprzedazy

Prognozowanie szeregéw czasowych, ktore najczesciej dostepne sa w opisie
proceséw logistycznych, jest zasadniczo formg ich ekstrapolacji, opierajaca sie
na dopasowaniu metody do zestawu danych historycznych (w okresie ex post),
a nastgpnie wykorzystaniu zidentyfikowanych prawidlowosci poza zakresem do-
stepnych danych (w okresie ex ante). Ekstrapolacja okazuje si¢ niebezpodstawnie
ignorowana w innych obszarach badan statystycznych, takich jak analiza regres;ji,
jednak przy prognozowaniu zmiennych gromadzonych w postaci szeregéw cza-
sowych jest nieunikniona.

4.1. Prognozowanie szeregow o niskiej zmiennosci

Metody prognozowania prostego pozwalaja na tworzenie prognoz krétkookreso-
wych (Duda, 2017; Kardas, 2016) zazwyczaj na jeden okres ex ante — rzadziej na
kilka (dla dalszych okreséw dochodzi do tworzenia prognozy dynamicznej).

Zalozmy, ze dane przedsigbiorstwo chce przewidzie¢, jakiego poziomu prze-
cigtnej ceny swojego produktu moze si¢ spodziewac¢ w kolejnym okresie. W tym
celu dzial analiz przygotowal odpowiednie zestawienie miesiecznych cen pro-
duktu (zob. tabela 90). Analityk, obserwujac przebieg serii rocznej, dostrzega,
ze w poszczegolnych miesigcach ceny odchylajg sie od poziomu przecigtnego
y = 31,55 [zl] w sposob rézny, natomiast nie jest w stanie zidentyfikowaé wy-
raznej tendencji (wzrostowej/spadkowej) cen. Potwierdza to réwniez kalkulacja
wspolczynnika zmiennosci V=415 [%], co wskazuje na niewielkie zréznico-
wania $rednich cen w danych miesigcach oraz pozwala oceni¢, ze wpltyw wahan
przypadkowych ksztaltuje si¢ na akceptowalnym poziomie (wspoétczynnik zmien-
nosci mniejszy niz 10%). Seria danych jest zatem zbyt krétka, by doszukiwac sie
zmian sezonowych (miesi¢cznych), a tym bardziej cyklicznosci.
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Tab. 90. Srednia miesieczna cena produktu w kolejnych miesigcach 2019 roku

L $rednia
Miesiac miesieczna
w roku 2019 ¢
cena [w zt]
| 29,84 )
Srednia miesieczna cena [w zt]
1l 33,57 34
I 30,64 33
IV 30,92 32
Vv 31,76 31
VI 32,55 30
VI 28,97 29 |
VI 31,88
28
IX 33,37 Lo Vo VoV VI VI X X XX
X 31,48
XI 31,05
Xl 32,54
Vy 4,15%

Zrédto: opracowanie wtasne.

Analityk postanawia zatem siggnac¢ po metody przeznaczone do prognozowa-
nia szeregdw czasowych o niskiej zmiennosci (zob. dodatek 1) - i dzigki zastoso-
wanym narzedziom wyznacza warto$ci prognoz przecigtnej ceny (zob. tabela 91).

Tab. 91. Warto$ci prognoz wygastych ex post i ex ante dla przecietnej ceny w PLN

L $rednia $rednia .
Miesiac . Naiwna z poprawka | ruchoma ruchoma | Wystadzanie
w roku Naiwna prosta wazona wyktad.

2019 ,. . Browna

liniowa | nieliniowa | k=3 | k=5 | k=3 | k=5
| 31,35
[ 29,84 31,31
Il 33,57 | 37,30 34,70 31,37
v 30,64 27,71 31,55 3135 | - [3136| - 31,35
Vv 30,92 31,20 31,93 31,71 | - | 3L37| -- 31,34
VI 31,76 | 32,60 32,79 | 31,11 31,35 31,28 | 31,37 31,35
VI 32,55 | 33,34 33,57 | 31,74 31,89 | 31,99 | 31,85 31,38
VIl 28,97 | 25,40 29,86 | 31,09 | 30,97 | 30,60 | 30,88 31,32
IX 31,88 34,79 32,98 31,13 | 31,22 | 31,14 | 31,08 31,34
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o $rednia $rednia .
Miesiac . Naiwna z poprawka | ruchoma ruchoma | Wystadzanie
w roku Naiwna prosta wazona wyktad.
2019 .. . Browna
liniowa | nieliniowa | k=3 | k=5 | k=3 | k=5

X 33,37 34,86 34,42 31,41 | 31,71 | 32,04 | 31,88 31,39

XI 31,48 | 29,59 32,42 | 3224 31,6532,13 31,93 31,39
X1 31,05 | 30,61 32,03 | 31,07 31,35 | 31,64 | 31,62 31,38

Wartosci prognoz ex ante

12020 | 32,54 | 34,04 | 33,59 |31,69|32,06|31,88[31,03] 31,41

Objasnienia: przyjeto wagi dla Sredniej ruchomej wazonej dla k=3: w,=0,2, w,=0,3, w,=0,5;
dla k=5: w,=0,05, w,=0,1, w,=0,2, w,=0,3, w,=0,35; parametr wygtadzania zoptymalizowano
w dodatku SOLVER Microsoft Excel na poziomie a=0,247.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Analityk wyznaczyl warto$ci prognoz wygastych ex post, na podstawie ktérych
w kolejnym kroku, dokonujac odpowiedniej oceny trafnosci i dopuszczalnosci
prognoz za pomoca kilku wybranych miernikéw (zob. dodatek 2), jest w stanie
zarekomendowac ,,najlepsze” z podejs¢ (zob. tabela 92).

Tab. 92. Wartosci btedéw prognoz oraz innych miernikow

$rednia $rednia )
Rodzaj ) Naiwna z poprawka ruchoma ruchoma Wyg{adz?me
miernika Naiwna prosta wazona wyktadnicze

Browna
liniowa | nieliniowa | k=3 k=5 k=3 k=5

v, -6,84% | -11,75% | -10,28% |-4,04% |-5,27% |-4,67% |-4,83% -3,12%
MAPE | 587% | 9,50% 5,53% 3,40% | 4,20% | 3,96% | 4,35% 3,47%
MAPE, | 5,38% 7,79% 4.47% 2,52% | 2,43% | 2,95% | 2,52% 3,47%

MSE 485 | 1353 5,31 1,93 | 246 | 221 | 2,52 1,78
RMSE | 2,20 3,68 2,30 1,39 | 1,57 | 1,49 | 1,59 1,34
Ve | 6:98% | 11,66% | 7,30% | 4,40% | 4,98% | 4,72% | 5,04% |  4,23%
J 0,90 0,95 1,85 0,79 | 1,05 | 091 | 0,86 0,51

Objasnienia: btad wzgledny i wspotczynnik Janusowy zaktadat realizacje prognozy
w styczniu 2020 roku na poziomie: Y, 2020 =30,46 [A].

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dokonujac analizy ex post wartosci bledéw stosowanych najczesciej (MAPE
i RMSE), analityk wskazuje, ze najdokladniejsze wartosci pozioméw $rednich
cen miesiecznych uzyskuje si¢ dla metody $redniej ruchomej prostej o stalej
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wygtadzania k = 3 (MAPE = 3,40 [%], RMSE = 1,39 [zl]) oraz dla zoptymali-
zowanego wygladzania wyktadniczego Browna (MAPE = 3,47 [%], RMSE = 1,34
[z1]). Ocenia zatem uzyskane wskazanymi metodami prognozy jako najbardziej
trafne i jest gotow dokona¢ rekomendacji zarzadowi, jaka nalezaloby przyjac cene
srednia produktow na styczen 2020 roku. Poniewaz nie ma jednoznacznego wska-
zania, ktora z metod daje ,,lepsze” rezultaty, analityk postanawia przyjrze¢ si¢ war-
tosciom wazonych bledéw MAPE  (Szmuksta-Zawadzka i Zawadzki, 2012). Na
ich podstawie otrzymuje inng rekomendacje - najlepsza trafno$¢ przypisywana
zostaje do prognozy $redniej ruchomej prostej dla statej wygtadzania k = 5.

Poniewaz analityk nie byt w stanie dokona¢ wyboru, styczniowa progno-
za ex ante zrealizowala si¢ na poziomie y,, ., = 30,46 [z1], co pozwolilo mu na
ustalenie kryterium dopuszczalno$ci — w ten sposob jest on w stanie dokona¢
rekomendacji (przy zalozeniu, ze prognozy uwaza si¢ za dopuszczalne, jesli
warto$¢ btedu w okresie ex ante nie przekracza + 5%) i wskazad, ze najbardziej
dokfadnym narzedziem prognostycznym, w rozwazanym przypadku, okazuje
sie jednorownaniowy model wygladzania wykladniczego Browna, dla ktérego
odnotowano poziom btedu wzglednego: ¥, = -3,12 [%] (miernik ten wskazu-
je réwniez na nieznaczne przeszacowanie prognozy $redniej ceny). Poniewaz
analityk posiadal informacje o realizacji jednej prognozy ex ante, moze réwniez
sprawdzi¢, czy rekomendowane narzedzie generuje prognozy aktualne w mo-
mencie/okresie T, na ktory zostaly skonstruowane. Wspdlczynnik Janusowy
wskazal, Ze najbardziej aktualne (cho¢ nie byla to jedyna z metod, wedlug ktorej
otrzymano aktualne prognozy) uzyskano na podstawie metod wygltadzania wy-
ktadniczego Browna (J = 0,51).

4.2. Prognozowanie szeregow o wysokiej zmiennosci

W szeregach o wyzszej zmienno$ci najczesciej wystepujacymi skladowymi sys-
tematycznymi sg tendencja rozwojowa oraz wahania okresowe. Dla takich serii
wspolczynnik zmiennosci osigga wartosci wyzsze niz V = 10 [%] - nie ma wigc
mozliwosci siegniecia po metody z grupy prostych. Niepodwazalng przewaga
metod przeznaczonych do prognozowania szeregdw o wyzszej zmiennosci jest
generowanie przez nie prognoz o dalszym horyzoncie czasowym ex ante, co
umozliwia z kolei weryfikacje dopuszczalnosci prognoz wlasnie w tym prze-
dziale czasowym (bez koniecznosci posiadania realizacji prognozy w okresie
konstrukeji predykeji na podstawie odpowiednich miernikéw bezwzglednych
i wzglednych ex ante).

Zalozmy, ze analityk otrzymat dodatkowe zadanie — przedsiebiorstwo, poza
przewidywaniem przecigtnej ceny sprzedazy produktu, ma oszacowad, jaki be-
dzie popyt na oferte przedsiebiorstwa w kolejnym kwartale 2020 roku (zob. ta-
bela 93).
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Tab. 93. Wartosci poziomu sprzedazy w kolejnych miesiagcach roku 2019

Poziom sprzedazy w szt.

Miesiac Poziom sprzed.

w roku 2019 [w szt.]
| 2906
l 3129
1l 2763 6000
v 3021 5000 -
\Y 2640 4000
Vi 2832 3000 .
VI 3499 2000
Vil 3517
IX 3427 1000 |
X 2932 0+—
Xl 4480 Lo
Xl 5150
v, 21,44%

i v v v vi vl

X X X Xl

Zrédto: opracowanie wtasne.

Analityk zauwaza, ze seria charakteryzuje sie¢ zmiennoscia wyzsza niz
V=10 [%] oraz dostrzega rosnacg tendencj¢ rozwojowg'”. Uzyskane informa-
cje pozwolity na wlasciwe dobranie metod prognostycznych — widzi on réwniez
mozliwosci aplikacyjne dla funkcji trendu liniowego postaci y, = & + «,t + ¢, (zob.
tabela 94) oraz dwuréwnaniowego modelu wygladzania wyktadniczego Holta
- w celu okreslenia przysztych pozioméw sprzedazy (Halicka i Winkowski, 2013;

Kardas, 2016; Wojciechowski i Wojciechowska, 2015) — zob. tabela 95.

Tab. 94. Podsumowanie modelu trendu liniowego wraz z prognozami ex post i ex ante oraz
miernikami ocen trafnosci i dopuszczalno$ci oszacowan

Statystyki regresji

1

R 0,53 s, 541,49

Parametr | Wspétczynniki | Btad standardowy | t stat. | Wartos$¢ p |95% przedziat ufnosci
qa, 2372,68 333,26 7,12 0,00 1630,12 3115,24
a 151,59 4528 3,35 0,01 50,69 252,48

12 Zapomoca odpowiedniej statystyki testowe]j analityk zweryfikowat istotnos$¢ sktadowej sys-
tematycznej w postaci tendencji rozwojowej. Wspotczynnik korelacji liniowej szeregu sprze-
dazy i zmiennej czasowej wynidst r,=0,73, za$ warto$¢ statystyki testowej t, = 3,35. Przy war-

tosci krytycznej t

(0,05; 10,

w postaci tendencji rozwojowej (Sobczyk, 2000).

)= 2,35 nalezy zatem stwierdzi¢ istotnos¢ sktadowej systematycznej
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. Wartos¢ - Wartos¢
Nr miesigca rognoz Nr miesigca rognozy ..
w 2019 roku prog ¢ w 2019 roku g ; Wartosc
ex pos ex pos Nr miesigca | prognoz
| 252427 Vil 3433,79 ex ante
1 2675,86 Vil 3585,38
1] 2827,44 IX 3736,97 2020; 1 4343,32
IV 2979,03 X 3888,56 2020; 11 4494,91
v 3130,62 XI 4040,14 2020; 1l 4646,49
Vi 3282,21 Xl 4191,73
. ’ w o . Th i
Okres Wartosci btedow ex ante . spot. Theila
i jego sktadowe | wzgledne sktadowe
ex ante )
S, v, I 0,0207
2020; | 580,43 13,36% 2 0,0000 j2 0,00%
2020; Il 600,68 13,36% 2 0,0033 j2 15,81%
2020; 111 623,02 13,41% 2 0,0174 j2 84,19%

Zrédto: opracowanie wtasne.

W wyniku modelowania ekonometrycznego (Gajda, 2001; Welfe, 2009; Szmit,
2007) model trendu oszacowano Metoda Najmniejszych Kwadratow (MNK)
i otrzymano funkcje postaci y, = 2372,68 + 151,59t. Oszacowanie parametru
przy zmiennej czasowej (istotne statystycznie przy przyjetym poziomie istotno-
$ci a = 0,05) wskazuje, ze w roku 2019 z miesigca na miesigc poziom produk-
cji wzrastal o $rednio 151,59 [szt.] ceteris paribus. Z powyzszego podsumowania
wynika, ze przyjeta posta¢ modelu trendu liniowego nie jest jako$ciowo dobrym
narzedziem do opisu przebiegu poziomu produkeji w roku 2019. Wskazuje na
to chociazby wartos¢ wspotczynnikéw determinacji R?= 53 [%] (model wyjasnia
jedynie 53% catkowitej zmiennosci poziomu sprzedazy w roku 2019) oraz bledu
ogolnego modelu S, = 541,49 (ktory stanowit V, = 16,13 [%] $redniej arytmetycz-
nej odnotowanego poziomu sprzedazy w danym roku).

Prognoze zweryfikowano réwniez pod katem trafnosci — za pomoca wspol-
czynnika Theila (Cieslak, 2008) — oraz dokonano jego dekompozycji w celu uzy-
skania zrédla bledu predykcji. W przypadku modelu trendu warto$¢ wspotczyn-
nika Theila wyniosta I = 0,0207. Im warto$¢ wspolczynnika jest wigksza, tym
wyzsze s3 roznice miedzy warto$ciami rzeczywistymi a prognozowanymi, co sta-
nowi poziom rozbieznosci rowny I = 14,39 [%]. Dzigki dokonanej dekompozycji
wspolczynnika analityk zyskuje rowniez dodatkowa wiedze - 15,81% calkowitego
bledu predykeji wynika z niedostatecznej elastycznosci predykcji (niezgodnosci
zroznicowania), a 84,19% bledu z niedostatecznej predykcji punktéw zwrotnych
(niezgodnosci kierunkéw zmian). Dla modelu tendencji rozwojowej nie wykaza-
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no niezgodnosci $rednich — ff = 0,00 [%] nie wskazal bledu wynikajacego z ob-
cigzenia predykcji.

Analityk dokonat takze weryfikacji dopuszczalnosci prognoz w okresie ex ante
- i w tym celu wyznaczyl wartosci odpowiednich btedéw (S,,) oraz wspdtczynni-
ka zmiennosci (V) bledu ex ante. Przyjmujac zalozenie, Ze prognoze uznaje sie
za dopuszczalng, jesli poziom obcigzenia predykeji nie przekracza 5%, uzyskane
prognozy sprzedazy w kolejnych trzech miesigcach nalezy uzna¢ za niedopusz-
czalne, poniewaz wartosci wspolczynnikéw bledéw ex ante oszacowano na po-
ziomie wyzszym niz 13%.

Dla dwuréwnaniowego modelu wygladzania wykladniczego uzyskano wyniki
zdecydowanie lepsze (zob. tabela 95). Po dokonaniu odpowiedniego poréwnania
analityk zauwaza, ze drugie z proponowanych rozwigzan nie tylko generuje niz-
sza (mowiaca o wyzszej trafnosci) warto$¢ wspotczynnika Theila I = 0,0022 (niz
poziom rozbieznos$ci réwny I = 4,70 [%]), ale rdwniez wyraznie nizsze wartosci
bledéw ex ante i ich wspotczynnikdéw zmiennosci. W tym przypadku, dzigki opty-
malizacji parametréw wygltadzania, uzyskano prognozy dopuszczalne — wartosci
wspdtczynnikéw zmiennosci ksztaltowaty sie pomiedzy 3,30% < V., < 3,50%.

Tab. 95. Wartosci sktadowych F, i S, prognoz wygtadzania wyktadniczego Holta wraz z progno-
zami ex post i ex ante oraz miernikami ocen trafnosci i dopuszczalnosci oszacowan

Liczba Wygtadzone Wygtadzone ..

Rok Miesigc | sprzedanych wart. szeregu wart. przyrostu Wartosc
sztuk czasowego F, trendu s, proghozy

I 2906,00 2932,67 223,00

Il 3129,00 3133,63 218,10 3155,67

1 2763,00 2865,13 109,89 3351,72

v 3021,00 3013,02 118,34 2975,02

% 2640,00 272524 28,02 3131,36

VI 2832,00 2818,34 42,49 2753,26

2019 Vil 3499,00 3388,29 159,79 2860,83

VIl 3517,00 3522,39 154,08 3548,08

IX 3427,00 3470,28 108,23 3676,47

X 2932,00 3044,16 -10,61 3578,50

XI 4480,00 4229,07 255,26 3033,55

Xl 5150,00 5034,52 377,62 4484,33

| 5412,14

2020 I 5789,75
m 6167,37
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Tab. 95 (cd.)
Wartosci btedéw Wspét. Theila
Okres s ktad
ex ante 1)jego sktadowe Wzgledne sktadowe
exante
S, v, P 0,0022

2020; 1 189,51 3,50% & 0,0016 2 73,90%
2020; 11 196,12 3,39% 1 0,0000 2 0,42%
2020; 11l 203,42 3,30% 12 0,0006 2 25,67%

Objasnienia: RMSE = 161,39, a=0,827, 3=0,223.

Zrédto: opracowanie wtasne.

Dekompozycja wspoltezynnika Theila - w przypadku modelu Holta - wskazata
réwniez na inne zrédlo odnotowanego btedu catkowitego: I2 73,90 [%] wyni-
kato z bledu obciazenia predykcji (niezgodnosci srednich); 12 0,42 [%] przypi-
sano niedostatecznej elastycznosci predykeji (niezgodnosé¢ zroznicowania)' czesé
bledu spowodowana niedostateczng predykcjg punktow zwrotnych (niezgodnos¢
kierunkéw zmian) stanowila I2 25,67 [%].

Powyzszy przykiad wskazu)e, jak istotna jest wlasciwa identyfikacja skfado-
wych szeregu oraz wlasciwosci przebiegu serii danych. Poréwnujac oszacowania
prognoz ex post i ex ante, mozna zauwazy¢, ze dla szeregdw o zréznicowanym
przebiegu zdecydowanie lepsze odwzorowanie w okresie ex post i wyzszg zbiez-
no$¢ w okresie ex ante osiaga si¢ dla bardziej elastycznych rozwigzan - dla przy-
pomnienia, zdecydowana wyzsza cze$¢ rozbieznosci w modelu trendu wynikata
z niezgodnosci kierunkéw zmian (zob. rysunek 49).

7000 -
6000 -
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4000 -

3000 -

2000 T T T T T T T T T T T T T T 1
v vovevievie Ixe X Xe X roe i

e PoziOom sprzedazy w szt. . sssess modeltrendu == == = model Holta

Rys. 49. Poréwnanie wynikow prognoz modeli Holta i trendu z warto$ciami rzeczywistymi

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Poniewaz niepewnos¢ szacunku ma dos¢ istotne znaczenie w przypadku okre-
slania przyszlych wartosci, czgsto proponowanym rozwigzaniem jest tworzenie
prognoz realizujacych sie z pewnym przyjetym prawdopodobienstwem (Szmit,
2007). Mozliwa staje si¢ zatem konstrukcja przedzialéw wartosci, w ktérych be-
dzie znajdowac si¢ predykcja — zob. rysunek 50.

8000 -
6500, -

5000 -

3500, -

2000, T T T T T T T T T
I I} \Y \Y Vi vk Vil IX X Xl Xl | 1] 1l

model Holta = = dolna granica przedziatu = = gdrna granica przedziatu

Rys. 50. Prognozy modelu Holta i prognoza przedziatowa oszacowana
2 95% prawdopodobiefAstwem

Zrédto: opracowanie wtasne.

Zainteresowanie prognostyczne logistykow dotyczy réwniez serii, w ktérych
moga wystepowac skladowe systematyczne (poza identyfikowanymi juz wcze-
$niej wahaniami przypadkowymi, trendem lub stalym poziomem zjawiska)
wahania okresowe, np. w postaci wahan sezonowych (Cheba, 2006; Przystupa
i Juscinski, 2015; Wojciechowski i Wojciechowska, 2015; Szmuksta-Zawadz-
ka i Zawadzki, 2012).

Analityk dostal kolejne zadanie, ktére ma na celu okresli¢ przyszla sytuacje
zwigzang z wartoscig sprzedanych towaréw i materialéow w sekcji H: Transport
i gospodarka magazynowa - wedlug Polskiej Klasyfikacji Dziatalnosci. W tym
celu siegnal po odpowiednie zestawienia Gléwnego Urzedu Statystycznego i przy-
gotowal szeregi o najwyzszej szczegélowosci. Kierownictwo oczekuje prognoz do
konica 2020 roku

Analityk dostrzega, ze w analizowanej serii wyraznie zauwazalna staje si¢ rosng-
ca tendencja rozwojowa, aczkolwiek niepokéj budzi zatamanie (spadek wzrostu)
w latach 2012-2016. Podejrzewa (analogicznie, jak w przypadku modelu trendu
liniowego, ktéry wykorzystal do konstrukeji prognozy poziomu sprzedazy sztuk
w przedsiebiorstwie), ze metody prognostyczne oparte na trendzie moga dawac
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nietrafne oszacowania. Pomimo tego, dokonuje oceny istotnosci sktfadowej syste-
matycznej w postaci tendencji rozwojowej i otrzymuje potwierdzenie, ze wspot-
czynnik korelacji = 0,76 i jest on istotny statystycznie przy 5% poziomie istot-
nosci (t,,,,= 8,03, przy wartosci p = 0,00). Oszacowany wspotczynnik zmiennosci
V,= 36,90 [%] wskazuje na wysoka zmienno$¢ analizowanych wartosci sprzeda-
nych towaréw i materialéw. Na podstawie uzyskanych rezultatow stwierdza, ze
w szeregu wystepuja sktadowe systematyczne w postaci losowych odchylen oraz
rosngcej (wspdtczynnik kierunkowy prostej a = 34730,11) tendencji rozwojowej;
analityk zaktada réwniez mozliwo$¢ wystepowania sezonowych wahnieé wartosci
sprzedazy (ze wzgledu na kwartalno$¢ okresowos¢ danych) — zob. rysunek 51.
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Rys. 51. Warto$¢ sprzedanych towaréw i materiatow w sekcji H: Transport i gospodarka maga-
zynowa w tys. PLN w latach 2008-2019 (dane kwartalne)

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GUS.

Dokonuje zatem rekomendacji, ze do prognozowania serii najlepiej wykorzy-
sta¢ metode wygladzania wykladniczego Wintersa badz, aczkolwiek proponuje to
niechetnie, wskaznikow sezonowosci.

Obie metody zakladaja sezonowo$¢, ktdra moze wystapi¢ w postaci wahan
bezwzglednie lub wzglednie statych — w pierwszym przypadku wskazywana jest
sezonowos¢ addytywna®, w drugim za$§ multiplikatywna'®. Nie zawsze mozliwe
jest wskazanie, po obserwacji przebiegu szeregu, z jakiego rodzaju amplituda wa-
han ma si¢ do czynienia. Stad analityk kalkuluje prognozy w obu wariantach, by

13 Gdy amplitudy wahan w analogicznych fazach cyklu sg w przyblizeniu takiej samej wartosci.
14 Gdy amplitudy wahan w analogicznych fazach cyklu zmieniaja sie mniej wiecej w tym sa-
mym stosunku.
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nastepnie — na podstawie odpowiedniego kryterium - dokonac koncowej reko-
mendacji (zob. dodatek 3, ktéry zawiera wyniki dla alternatywnych podejs¢ wy-
gladzania wyktadniczego oraz wskaznikéw sezonowo$ci wraz z podsumowaniem
dotyczacym trafnosci prognoz).

Dzigki uzyskanym rezultatom (zob. rysunek 52) potwierdzony zostaje wniosek,
ze metody wygladzania, dzigki swojej elastycznosci, pozwolily na interpretacje
zmian zachodzacych w rzeczywistym przebiegu wartosci sprzedanych towaréw
zdecydowanie lepiej niz metoda wskaznikowa.
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warto$¢ sprzedanych towaréw i materiatéw: Transport i gospodarka magazynowa
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Rys. 52. Wartos$¢ sprzedanych towardw i materiatéw w sekcji H: Transport i gospodarka maga-
zynowa w tys. PLN w latach 2008-2020 (dane kwartalne) wraz z prognozami ex post i ex ante

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GUS.

Z uzyskiwanych rezultatéw wynika, ze do konca roku 2020 planowany jest dal-
szy wzrost wartosci sprzedawanych towaréw i materiatéw w sekcji H: Transport
i gospodarka magazynowa, z niewielkim spadkiem w pierwszym kwartale roku.
W przypadku obu podejs¢ (sezonowosci addytywnej i multiplikatywnej), przyj-
mujac za miernik trafnosci prognoz sredni absolutny biad procentowy MAPE,
za generujacy lepsze prognozy nalezy uzna¢ wariant addytywnej sezonowosci
MAPE = 7,82 [%] - przy MAPE = 8,60 [%] dla podejscia multiplikatywnego. Po-
mimo ze wartosci nie nalezg do niskich (np. przy zalozeniu, ze prognoze uznaje
sie za trafng, jesli warto$¢ btedu MAPE < 5 [%]), obie prognozy powinny zosta¢
odrzucone. Aczkolwiek, jak pokazuja obliczenia (zob. tabele 94 i 95 oraz rysu-
nek 52), metoda alternatywna w postaci wskaznikdw sezonowosci generuje blisko
trzykrotnie wyzsze wartosci btedow MAPE. W przypadku wysokiej zmienno-
$ci szeregdw oraz czestych punktéw zwrotnych w tendencji serii metody mniej
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elastyczne, ktore opieraja si¢ modyfikacji przebiegu tendencji rozwojowej (np.
o wahania okresowe), nie pozwalaja na wlasciwe dopasowanie przebiegu do pro-
gnozowanych szeregow.

Zaklada sie (czesto domyslnie), ze uzyskanie ,najlepszej” prognozy oznacza
osiggniecie najdokladniejszych wartosci w wymaganym okresie czasu, przy zi-
gnorowaniu innych czynnikéw. Precyzja nie zawsze powinna by¢ jednak czynni-
kiem nadrzednym. W praktyce preferowana moze by¢ prostsza procedura, bedaca
nieznacznie mniej doktadna niz podejécie znacznie bardziej skomplikowane. Jak
pokazuja do$wiadczenia, w celach poprawy konstrukcji prognoz stosowane sa po-
dejscia prognozowania taczonego/kombinowanego (Shaub, 2020), ktére — dzigki
zestawowi zintegrowanych metod/modeli - majg pozwoli¢ na szybsze i doklad-
niejsze generowanie prognoz, bez koniecznosci spedzania duzych ilosci czasu,
poswiecania zasobow lub poszukiwania specjalistycznej wiedzy na temat dopa-
sowywania modeli.

Nie zawsze jest jasne, w jaki sposdb nalezy zmierzy¢ wspomniang dokladnos¢,
arozne miary dokltadnosci moga dawa¢ odmienne wskazania — co réwniez zostato
empirycznie wykazane. Jednak to precyzja prognozy okazuje si¢ kryterium, ktore
mozna rozpatrywac z ogdlnego (statystycznego) punktu widzenia, za$ czynniki,
jakie nalezy wzig¢ pod uwage przy wyborze metody prognozowania, obejmuja
zaréwno traftno$¢ prognozy, jak réwniez koszty prowadzenia prac, dostepnosc
odpowiedniego oprogramowania komputerowego, poprawnie okreslonych wia-
sciwosci serii danych, a takze sposob wykorzystania prognozy (i inne, wynikajace
z danego kontekstu istotne cechy).

Przedsigbiorstwa logistyczne potrzebujg aktualnych i dos¢ dokladnych infor-
macji rynkowych oraz sprzedazowych, aby opracowa¢ efektywne plany calego tan-
cucha dostaw. Aby podejmowac najlepsze decyzje prognozowane w perspektywie
$rednio- i dlugoterminowej, niezbedna jest rzetelna analiza zaréwno produktu,
jak i rynku. Wlasciwe prognozowanie popytu prowadzi do zmniejszenia zapasow,
lepszego odczytywania reakeji klientéw oraz krétszego czasu cyklu gotéwkowego.
Istotnym zagadnieniem staje si¢ optymalizacja predykeji, ktéra powinna pozwo-
li¢ na zrozumienie pierwotnych przyczyn zmiennosci popytu, wzorcéw w okresie
historycznym, a takze wskaza¢ odpowiednie algorytmy w celu zapewnienia wy-
dajnosci fancucha dostaw.

Niewlasciwe modelowanie czynnikéw rynkowych, cen i efektéw popytu pro-
wadzi do powstawania niepotrzebnych zapaséw magazynowych, nieefektywne-
go wykorzystania zasobow oraz ponoszenia dodatkowych kosztéw, np. magazy-
nowania. Optymalizacja prognozy ma na celu lepsze zrozumienie istoty produktu
- zaréwno w przesztosci, jak i w przysztosci, oraz wybdr najlepszego narzedzia do
jego modelowania (aby obnizy¢ catkowite koszty i podnies¢ poziom ustug).

Niewatpliwie proces planowania poziomu przyszlego popytu jest z reguly
zfozony - z punktu widzenia ilosci danych i koniecznych do dokonania analiz.
Aby tego unikna¢, przedsigbiorstwa czesto wybieraja nieoptymalng strategie



4. Zastosowanie wybranych metod w prognozowaniu popytu i sprzedazy 241

przy podejmowaniu kluczowych decyzji dotyczacych analizy historycznej $ciez-
ki przebiegu popytu. Szybko jednak sklaniajg si¢ ku stosowaniu podejs$¢ optyma-
lizacyjnych, w celu lepszego zarzadzania i usprawnienia krytycznych procesow
prognozowania, ktére powinny uwzglednia¢: determinujace popyt na produkty
czynniki zewnetrze, zalezno$¢ pomiedzy horyzontem prognozy a ogoélng strate-
gia dotyczaca zaopatrzenia i poziomu zapaséw oraz oceng mozliwosci organizacji
w planowaniu popytu z perspektywy proceséw i umiejetnosci. W zaleznosci od
problemu optymalizacyjnego prognoz, wskazuje si¢ na dwie grupy mozliwych do
zastosowania algorytmow:

1) Konwencjonalne metody programowania matematycznego — tego typu
metody sg zwykle stosowane w przypadku dobrze zdefiniowanych modeli
optymalizacji o pozadanych wiasciwosciach matematycznych. W takich
przypadkach czesto wykorzystuje si¢ algorytmy programowania liniowe-
go, wypuklego i ogélne metody programowania nieliniowego;

2) Algorytmy metaheurystyczne - ten rodzaj algorytmow stosowany jest
w modelach optymalizacyjnych z niewlasciwie zdefiniowanymi funkcja-
mi/ograniczeniami celu. W tym przypadku najczesciej sa to zagadnienia
optymalizacji NP-trudne, a ich zlozono$¢ obliczeniowa ro$nie wyktad-
niczo wraz z rozmiarem problemu. Do optymalizacji wykorzystywane s3
algorytmy oparte na sztucznej inteligencji (np. algorytmy genetyczne czy
symulowane wyzarzanie).
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Dodatek 1

Sposoby konstrukcji prognoz
dla wybranych metod

Wyszczegélnienie

Konstrukcja prognozy, uwagi dodatkowe

Metody naiwne

prosta

yt+1 yt

z poprawka liniowa

Ve =YY Y 2V

z‘poprawkq nieli- ym yﬁ-L
niowa t-1
z poprawka Yiern=Yes
sezonowgq gdzie: r - okresla dtugo$¢ okresu sezonowego
Metody Sredniej ruchomej
. 1t
Yin :;zy':pkyt

prosta

gdzie: k - okresla stata wygtadzania, czyli liczbe elementéw uwzgled-

nianych w kalkulacji prognozy

. 1t
Yea= ;Z,ﬂ_k Wiy,

wazona gdzie: k - okresla liczbe elementdw uwzglednianych w kalkulacji pro-

gnozy, a w, wagi poszczegélnych obserwacji w prognozie, przy czym:

Z/ _w,; =1 oraz zachowana jest wtasno$¢ ,,postarzania informacji”

Oswsw,s..sw,=1

Wygtadzanie wyktadnicze
Vep=a-y,+t(1-0a) -y,

gdzie: a - okresla parametr wygtadzania przyjmujacy wartosci

z przedziatu (0; 1)
Browna Jesli a> 1, prognoza bedzie uwzgledniac w bardzo wysokim stopniu

btedy ex post prognoz poprzednich, i odwrotnie.

Metoda wymaga przyjecia wartosci startowych:

. 01
yfnwbn=§ZLUJ
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Model dwuréwnaniowy
rownanie | - stuzy do wyznaczenia wygtadzonych wartosci szeregu
czasowego (prognozowanej zmiennej) w momencie/okresie t:

+St—1)

réownanie Il - stuzy do wyznaczenia wygtadzonych wartosci przyrostu
trendu na moment/okres t:

St:B'(Ft_Ft71)+(l_B)'sr71

F=a-y+(1-a)-(F,

t-1

Holta gdzie: a, B - okresla parametr wygtadzania przyjmujacy wartosci

z przedziatu (0; 1):

Vi=F+(T-1)-S,
gdzie: T - okresla kolejne numery okreséw ex ante.
Metoda wymaga przyjecia wartosci startowych:
1o )
F=ylub F, = EZrzl(yt)’ za$S,=y,-y,

Model trzyréwnaniowy

réownanie | - stuzy do wyznaczenia wygtadzonych wartosci szeregu

czasowego (prognozowanej zmiennej) w momencie/okresie t:

F=a- (yt_ Ct—r) +(1-a)- (Ft—1+$t71)
réwnanie Il - stuzy do wyznaczenia wygtadzonych wartosci przyrostu
trendu na moment/okres t:
St =B (Ft _Ft—l) +(1-B) 'St—l
réwnanie lIl - stuzy do wygtadzania wartosci wahan okresowych:
C=y-l,-F+1-vy)-C_,

Wintersa gdzie: a, B, y - okresla parametr wygtadzania przyjmujacy wartosci
dla sezonowosci z przedziatu (0; 1):
addytywnej

y;:Fr+(T_t)'Sr+thr

gdzie: T - okresla kolejne numery okresdw ex ante, r - okresla dtu-
gos¢ okresu sezonowego.

Metoda wymaga przyjecia wartosci startowych:
 — )
F=ylub F, =;Z[:1(yt), za$S,=y,-y,

lub jest réznica Srednich arytmetycznych z drugiego i pierwszego
cyklu:
1 r
Ct :yt _FZ(}/()

t=1
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Wintersa
dla sezonowosci
multiplikatywnej

Model trzyréwnaniowy
rownanie | - stuzy do wyznaczenia wygtadzonych wartosci szeregu

czasowego (prognozowanej zmiennej) w momencie/okresie t:
F=a| 2 |+(1-a)-(F, +S,,)

t-r

réwnanie Il - stuzy do wyznaczenia wygtadzonych wartosci przyrostu
trendu na moment/okres t:

S, =B-(F,-F_)+(1-B)-S,_,
rownanie Ill - stuzy do wygtadzania wartosci wahan okresowych:
¢ :Y’(LJ*’(I_Y)’CH
F
gdzie: a, B, y - okresla parametr wygtadzania przyjmujacy wartosci
z przedziatu (0; 1):
y,=[F+(T-1)-S]-C,_,

gdzie: T - okresla kolejne numery okreséw ex ante, r - okre$la dtu-
go$¢ okresu sezonowego.

Metoda wymaga przyjecia wartosci startowych:
lr ,
F=ylub F = FZM(}Q), za$S,=y,-y,

lub jest réznica $rednich arytmetycznych z drugiego i pierwszego
cyklu:

¢=1 ),/[
;thl(yt)

Modele tendencji rozwojowej

y,=atatte,

Liniowy

gdzie: t - oznacza zmienng czasowq

WskaZniki sezonowosci
Va=Yite,
gdzie: y; - okresla wartos¢ prognozy wynikajaca z modelu tendengiji
. . - - 1 or

rozwojowej, ¢, - czysty wskaznik sezonowosci ¢;=z,-=) 7,

Addytywny r

. 1 ok P - . -
gdzie z; =;Zl_jzlz,+m, - surowe wskazniki sezonowosci - wielkosci

$rednie wyznaczane na podstawie wielkosci z,, dotyczacych tej samej
fazy cyklu, z, - wartosci szeregu oczyszczone o tendencje rozwojowa

Zi=Yy =Yy
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Ya=Y, €

gdzie: y; - okresla warto$¢ prognozy wynikajaca z modelu tendencji

rozwojowej, ¢, - czysty wskaznik sezonowosci c; :17’, gdzie
r
Multiolik 1 FZizlzi
1pt wn — T , . . o
ultiplikatywny Z; _;Zi,jzlzhjxr,i - surowe wskazniki sezonowosci - wielkosci Sred-

nie wyznaczane na podstawie wielkosci z,, dotyczacych tej samej fazy
cyklu, z,- wartosci szeregu oczyszczone o tendencje rozwojowa
Yu

z, =24
Y

ti

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Chatfield, 2000; Cieélak, 2008; Diebold, 1998;
Gajda, 2001; Szmit, 2007; Zelias$, Pawetek i Wanat, 2008; Welfe, 2009.




Dodatek 2

Mierniki trafnosci prognoz

Miernik

Interpretacja

Sredni btad (ang. Mean Error)
1o .
ME:;ztzl(yt _yt)

Przecietne odchylenie prognoz od wartosci rze-
czywistych

Sredni btad absolutny (ang. Mean
Absolute Error)

1o .
MAE:;ZrZIU/t—yt |

Przecietne bezwzgledne odchylenie prognoz od
wartosci rzeczywistych

Sredni btad procentowy (ang. Mean
Percentage Error)

mpE=13" [J’r‘yr]

t=1
n Y,

Przecietne wzgledne odchylenie prognoz od war-
tosci rzeczywistych - procent, jaki w rzeczywistej
wartosci zmiennej y stanowito przecietne wzgled-
ne odchylenie prognoz od danych rzeczywistych

Sredni absolutny btad procentowy (ang.

Mean Absolute Percentage Error)

A
Y

n

t=1

1
MAPE _;z

Przecietne bezwzgledne odchylenie prognoz od
wartosci rzeczywistych

Sredni wazony absolutny btad procen-
towy (ang. Mean Weighted Absolute
Percentage Error)

Y= Yel

Vi

MAPE,, =12”

= t
n t=1

Wazony btad MAPE, gdzie indywidualne warto-
$ci absolutnych btedéw prognoz wazone sg np.
udziatami poszczegdlnych obserwacji w sumie

Ve

t=1 Ve

catkowitej w, =

Sredni btad kwadratowy (ang. Mean
Squared Error)

l n *
MSE==3 (= v’

Przecietny btad kwadratowy prognoz
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Pierwiastek Sredniego btedu kwadrato-
wego (ang. Root Mean Squared Error)

T o
Hztzl(yt_yt)

RMSE =

Przecietne odchylenia prognoz od wartosci rze-
czywistych

Sredni procentowy btad kwadratowy
(ang. Mean Squared Percentage Error)

MSPE——Z“[yt yt}
Ve

Przecietny procentowy btad kwadratowy prognoz

Pierwiastek Sredniego procentowego
btedu kwadratowego (ang. Mean
Squared Percentage Error)

2

1 Y.~y
RMSPE = |— t ¢
z[ i} j

Przecietne procentowe odchylenia prognoz od
wartosci rzeczywistych

Wspdtczynnik zmiennosci btedu $red-
niokwadratowego RMSE
v RMSE

RSME = —

Miernik wzgledny bedacy ilorazem miernika RMSE
oraz Sredniej wartosci zmiennej prognozowanej

Wspdtczynnik Theila - 2- i jego dekom-
pozycja

T B

l2 _ Zt=l(y1_yr)z

== .
Zt=1yt

P=r+P2+12

Miernik przyjmuje warto$¢ ,,0”, gdy prognozy sa
idealnie trafne - im wieksze s réznice pomiedzy
wartosciami prognostycznymi a rzeczywistymi
badanej zmiennej, tym wieksza jest jego warto$¢

T 2 2
/f=—zr=l(y‘ A 2 =1 100%

T 5 ’
Zt=1 yt

Czes$¢ catkowitego btedu predykcji stanowigca
btad wynikajacy z obciazenia predykcji (niezgod-
no$¢ $rednich)

S -s I?
= [ ]-/ /2 -100%

7Zt 1yf

Czes$¢ catkowitego btedu predykcji wynikajaca
z niedostatecznej elastycznosci predykcji (nie-
zgodno$¢ zrdéznicowania)

SSI-R .1 . 2
Yoy , . _
e N _liz.loo%

3 ’

1
?Ztrzlyfz

Czes$¢ catkowitego btedu predykcji wynikajaca
z niedostatecznej predykcji punktow zwrotnych
(niezgodnos¢ kierunkéw zmian)

Wspdtczynnik Janusowy

7ZT1 yT
727’1 yT

Miernik informujacy o aktualno$ci prognoz
wyznaczonych na podstawie modelu/metody

- jesli wspétczynnik Janusowy 0 < J < 1, wowczas
metoda/model jest aktualna/y i moze by¢ stoso-
wana/y do konstrukcji prognoz
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Btad ex ante ., . .
Wartosc btedu prognoz w okresie ex ante, gdzie:

T\2
S, =S, 1+i+(z-_—t)_z S.- b!ad standardowy modelu, T - okres ex ante,
n zm(t— t) na ktdry sporzadzono prognoze
Wspétczynnika btedu ex ante Informuje o wzglednym obciazeniu prognozy
V, = SLf-lOO% btedem ex ante, pozwala na ocene dopuszczalno-
Yr $ci prognozy

Pozwala na okreslenie - z przyjetym poziomem
prawdopodobienstwa (poziomem istotnosci)
- przedziat prognozy dla przysztej wartosci

Py, - bonoi” Srp<yr<yri+ta,nfk “Spi=
=l-a

Objasnienia: proponowane mierniki nie wyczerpuja listy dostepnych miar dobroci
dopasowania/trafnosci prognoz.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Chatfield, 2000; Cie$lak, 2008; Diebold, 1998; Gajda,
2001; Szmit, 2007; Zelia$, Pawetek i Wanat, 2008; Welfe, 2009.






Dodatek 3

Podsumowanie wynikow dla
metody wskaznikow sezonowosci
addytywnej i multiplikatywnej

Tab. 96. Podsumowanie wynikéw dla metody wskaznikdéw sezonowosci
addytywnej i multiplikatywnej

.. z,- wartosci Wartos¢
Wartosc , . | szereguoczysz- - absolutnych
Sprze- Wartosci | 7one o tendencje Wartosci prognoz btedéw
Okres, danygh teorgtyt.:zne rozwojowa A wzglednych
rok towarow |wynikajace _ .
i kwartat| i materia- | zf. trendu Zﬁ_yﬁ_}r/:ulti _APnEwlti
i;v.v Yi addytywna | plika- | addytywna mltj}l/u:;ka_ tay(i\(/jr:/a plika-
u tywna tywna
| | 1045054.00 | 865284.77 | 179769.23 | 1.21 | 764154.03 | 814325.73 | 0.27 | 0.22
2008 II'| 1177822.00 | 900014.88 | 277807.12 | 1.31 | 911412.19 | 905319.11 | 0.23 | 0.23
1111 1182012.00 | 934744.99 | 247267.01 | 1.26 | 998031.44 | 969918.26 | 0.16 | 0.18
IV | 1102232.00 | 969475.10 | 132756.90 | 1.14 | 995922.08 | 984376.49 | 0.10 | 0.11
| | 1034714.00 | 1004205.21 | 30508.79 | 1.03 | 903074.47 | 945064.76 | 0.13 | 0.09
2009 II'] 1119030.00 | 1038935.32 | 80094.68 | 1.08 |1050332.64 | 1045058.29 | 0.06 | 0.07
Il | 1169460.00 | 1073665.43 | 95794.57 | 1.09 |1136951.89| 1114066.10 | 0.03 | 0.05
IV | 1273455.00 | 1108395.54 | 165059.46 | 1.15 |1134842.52| 1125432.22 | 0.11 | 0.12
| | 1291023.00 | 1143125.66 | 147897.34 | 1.13 |1041994.91| 1075803.79 | 0.19 | 0.17
2010 Il | 1294288.00 | 1177855.77 | 116432.23 | 1.10 |1189253.08| 1184797.46 | 0.08 | 0.08
Il | 1496504.00 | 1212585.88 | 283918.12 | 1.23 |1275872.33| 1258213.94 | 0.15 | 0.16
IV'| 1598712.00 | 1247315.99 | 351396.01 | 1.28 |1273762.97| 1266487.95 | 0.20 | 0.21
| | 1501568.00 | 1282046.10 | 219521.90 | 1.17 |1180915.36| 1206542.82 | 0.21 | 0.20
2011 II'| 1630864.00 | 1316776.21 | 314087.79 | 1.24 |1328173.52| 1324536.63 | 0.19 | 0.19
Il1'| 1702242.00 | 1351506.32 | 350735.68 | 1.26 |1414792.77| 1402361.79 | 0.17 | 0.18
IV'| 1693026.00 | 1386236.43 | 306789.57 | 1.22 |1412683.41| 1407543.68 | 0.17 | 0.17
| | 1374185.00 | 1420966.54 | -46781.54 | 0.97 |1319835.80| 1337281.85 | 0.04 | 0.03
2012 II'| 1477986.00 | 1455696.65 | 22289.35 | 1.02 |1467093.97| 1464275.80 | 0.01 | 0.01
Ill'| 1471870.00 | 1490426.76 | -18556.76 | 0.99 |1553713.22| 1546509.63 | 0.06 | 0.05
IV | 1336526.00 | 1525156.88 |-188630.88 | 0.88 |1551603.85| 1548599.41 | 0.16 | 0.16
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.. z,- wartosci Wartos¢
Wartosc , . | szereguoczysz- . . absolutnych
sprze- | Wartoscl | ;546 o tendencje Wartosci prognoz btedéw
Okres, danycih teorgty(.:zne rozwojowa Y, wzglednych
] rok .towaro.w wynikajace z=y -y —_ APE
i kwartat |ma}er|a- zf. tr?ndu =t n:ulti— — oy
h;:v Yi addytywna | plika- | addytywna m:}l{'svpnl:(a— :y(i;j:; plika-
tywna tywna
| | 1032837.00 | 1559886.99 | -527049.99| 0.66 |1458756.24| 1468020.88 | 0.41 | 0.42
2013 I | 1137918.00 | 1594617.10 | -456699.10| 0.71 |1606014.41| 1604014.97 | 0.41 | 0.41
Il { 1392573.00 | 1629347.21 |-236774.21| 0.85 |1692633.66| 1690657.47 | 0.22 | 0.21
IV | 1334069.00 | 1664077.32 | -330008.32| 0.80 |1690524.30| 1689655.14 | 0.27 | 0.27
| | 972855.00 | 1698807.43 |-725952.43| 0.57 |1597676.69 | 1598759.91 | 0.64 | 0.64
2014 Il | 1035474.00 | 1733537.54 | -698063.54 | 0.60 |1744934.85| 1743754.14| 0.69 | 0.68
IIl'| 1159489.00 | 1768267.65 | -608778.65| 0.66 |1831554.10| 1834805.31 | 0.58 | 0.58
IV | 1209548.00 | 1802997.76 |-593449.76| 0.67 |1829444.74| 1830710.87 | 0.51 | 0.51
| | 1159994.00 | 1837727.87 |-677733.87| 0.63 |1736597.13| 1729498.94 | 0.50 | 0.49
2015 I | 1151885.00 | 1872457.98 | -720572.98| 0.62 |1883855.30| 1883493.31 | 0.64 | 0.64
Il | 1243452.00 | 1907188.10 |-663736.10| 0.65 |1970474.55| 1978953.16 | 0.58 | 0.59
IV [ 1197904.00 | 1941918.21 |-744014.21| 0.62 |1968365.19| 1971766.60 | 0.64 | 0.65
| | 1312221.00 | 1976648.32 | -664427.32| 0.66 |1875517.57| 1860237.97 | 0.43 | 0.42
II' | 2303303.00 | 2011378.43 | 291924.57 | 1.15 |2022775.74| 2023232.48 | 0.12 | 0.12
2016 Il | 2537727.00 | 2046108.54 | 491618.46 | 1.24 |2109394.99| 2123101.00 | 0.17 | 0.16
IV | 2465351.00 | 2080838.65 | 384512.35 | 1.18 |2107285.63| 2112822.33 | 0.15 | 0.14
| | 2496154.00 | 2115568.76 | 380585.24 | 1.18 |2014438.02| 1990977.00 | 0.19 | 0.20
Py Il | 2417979.00 | 2150298.87 | 267680.13 | 1.12 |2161696.18| 2162971.65| 0.11 | 0.11
Il | 2509496.00 | 2185028.98 | 324467.02 | 1.15 |2248315.43| 2267248.84 | 0.10 | 0.10
IV | 2664111.00 | 2219759.09 | 444351.91 | 1.20 |2246206.07| 2253878.06 | 0.16 | 0.15
| | 2508793.00 | 2254489.20 | 254303.80 | 1.11 |2153358.46| 2121716.03 | 0.14 | 0.15
2018 Il | 2543691.00 | 2289219.32 | 254471.68 | 1.11 |2300616.63| 2302710.82 | 0.10 | 0.09
Il | 2469931.00 | 2323949.43 | 145981.57 | 1.06 |2387235.88| 2411396.69 | 0.03 | 0.02
IV | 2727023.00 | 2358679.54 | 368343.46 | 1.16 |2385126.52| 2394933.79 | 0.13 | 0.12
| | 2615952.00 | 2393409.65 | 222542.35 | 1.09 |2292278.90| 2252455.06 | 0.12 | 0.14
2019 II' | 2822208.00 | 2428139.76 | 394068.24 | 1.16 |2439537.07| 2442449.99 | 0.14 | 0.13
Il | 2817123.00 | 2462869.87 | 354253.13 | 1.14 |2526156.32| 2555544.53 | 0.10 | 0.09
v 2524046.96 | 2535989.52
| 2431199.35| 2383194.09 MAPE
T 2578457.51 | 2582189.16 |23.33%|23.22%
2020 W 2665076.76 | 2699692.37
] 2662967.40 | 2677045.26

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GUS.




Podsumowanie wynikéw dla metody wskaznikéw sezonowosci... 259

Tab. 97. Wartosci surowych i czystych wskaznikéw sezonowosci

Surowe wskazniki

Czyste wskazniki

Kwartat $€Z0NoWosci z, $€Z0NoWosci ¢,
addytywna multiplikatywna addytywna multiplikatywna
| -100568.04 0.95 -101130.74 0.94
Il 11960.01 1.02 11397.31 1.01
1 63849.15 1.05 63286.45 1.04
I\ 27009.68 1.03 26446.98 1.02
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GUS.
3000 -
3
& 2500 |
w
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2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020

warto$¢ sprzedanych towaréw i materiatéw: Transport i gospodarka magazynowa

prognoza metoda wskaznikowg - wahania addytywne

prognoza metoda wskaznikowa - wahania multiplikatywne

Rys. 53. Wartos$¢ sprzedanych towaréw i materiatéw w sekgji H: Transport
i gospodarka magazynowa w tys. PLN w latach 2008-2020 (dane kwartalne)
wraz z prognozami ex post i ex ante dla metody wskaznikdw sezonowosci

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GUS.
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Tab. 98. Podsumowanie wynikéw dla modelu Wintersa dla sezonowosci addytywnej

Wygtadzo- Wygtadzone | Wygtadzone Wartosd
Okres, ne warto- wartosci wartosci Wartosci absolutp ych
rok i kwartat | >¢' 2¢res przyrostu | wahan okre- | prognozy; btedow
czasowego trendu S sowych € wzglednych
F, ¢ t - APE
| -81726.00
2008 1 - - 51042.00 B .
1 55232.00
IV | 1126780.00 22384.75 -24548.00
| | 1118510.90 22381.68 -83796.69 1067438.75 0.03
Il | 1072601.57 22374.86 46428.89 1191934.58 0.07
2009 11| 1113009.72 22376.66 56450.16 1150208.43 0.02
IV | 1287712.24 22391.89 -14258.27 1110838.37 0.13
| | 1370724.34 22397.95 -79701.75 1226307.44 0.05
Il | 1257051.71 22384.35 37237.21 1439551.18 0.11
2010 Il | 1429889.57 22399.39 66613.42 1335886.21 0.11
IV | 1602801.98 22414.44 -4091.00 1438030.69 0.10
| | 1584050.80 22410.33 -82482.52 1545514.67 0.03
Il | 1594438.97 22409.12 36425.11 1643698.34 0.01
2011 Il | 1634440.11 22410.88 67801.77 1683461.51 0.01
IV | 1694568.87 22414.66 -1543.12 1652760.00 0.02
|| 1473140.92 22390.27 -98954.28 1634501.01 0.19
Il | 1444976.26 22385.22 33010.08 1531956.30 0.04
2012 Il | 1408073.57 22379.29 63796.83 1535163.24 0.04
IV | 1343915.38 22370.63 -7388.80 1428909.74 0.07
| 1146630.65 22348.67 -113792.17 1267331.74 0.23
Il | 1108962.51 22342.67 28955.90 1201989.40 0.06
2013 Il | 1316279.75 22361.16 76292.00 1195102.00 0.14
IV | 1341279.54 22361.43 -7210.56 1331252.11 0.00
I | 1104175.98 22335.48 -131319.23 1249848.80 0.28
Il | 1014111.56 22324.24 21363.20 1155467.37 0.12
2014 Il | 1080237.84 22328.62 79250.86 1112727.80 0.04
IV | 1209532.21 22339.32 15.06 1095355.90 0.09
| 1287551.62 22344.89 -127558.00 1100552.30 0.05
Il | 1141873.05 22328.08 10013.08 1331259.71 0.16
2015 I | 1164201.14 22328.08 79250.86 1243452.00 0.00
IV | 1197170.07 22329.15 733.86 1186544.28 0.01
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Wygtadzo- Wygtadzone | Wygtadzone Wartosc
ne warto- . . P , . absolutnych
Okres, . . wartosci wartosci Wartosci ,
. sci szeregu , . btedow
rok i kwartat przyrostu wahan okre- | prognozy
czasowego trendu S sowvch C t wzglednych
F, ‘ yent. - APE
| 1425839.18 22349.78 -113619.57 1091941.22 0.17
2016 Il | 2239809.95 22428.94 63487.70 1458202.04 0.37
Il | 2446057.78 22447.33 91667.97 2341489.76 0.08
IV | 2464863.18 22446.96 487.85 2469238.97 0.00
| | 2602023.80 22458.43 -105870.57 2373690.57 0.05
5017 Il | 2371576.96 22433.14 46403.75 2687969.93 0.11
Il | 2416320.77 22435.37 93175.08 2485678.07 0.01
IV | 2649393.04 22456.44 14716.53 2439243.99 0.08
| | 2618282.43 22451.08 -109489.07 2565978.91 0.02
5018 Il | 2506364.86 22437.64 37327.04 2687137.26 0.06
Il | 2386377.79 22423.40 83554.18 2621977.58 0.06
IV | 2693099.94 22451.83 33921.14 2423517.72 0.11
| | 2724815.25 22452.76 -108863.32 2606062.70 0.00
5019 Il | 2782500.72 22456.28 39707.04 2784595.05 0.01
Il | 2738086.43 22449.59 79037.02 2888511.18 0.03
I\ 2794457.16
MAPE
| 2674122.30
Il 2845142.25
2020
1 2906921.82
v 2884255.53 7.82%

Objasnienia: dla parametréw wygtadzania: a=0.94, 3=0.01, y=0.99.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GUS.
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Tab. 99. Podsumowanie wynikéw dla modelu Wintersa dla sezonowosci multiplikatywnej

Wygtadzone | Wygtadzone Wyg{ad{ope Wartos¢
Okres, wartosci wartosci wartos? : Wartosci absolut!l ych
rok i kwartat | szeregu cza- | przyrostu wahan prognoz y. btedow
sowego F, trendus, okresowych t | wzglednych
C, - APE
| 0.93
2008 Il - - 1.05 B B
1 1.05
\" 1126780.00 22384.75 0.98
| 1123301.42 21454.58 0.92 1065815.17 0.03
1 1087512.08 19395.80 1.03 1196612.29 0.07
2009 1 1113006.05 19615.12 1.05 1161165.80 0.01
I\ 1263116.57 24308.38 1.01 1107945.91 0.13
| 1375449.00 27474.16 0.94 1185895.00 0.08
Il 1291018.40 23449.51 1.00 1443584.51 0.12
2010 1 1399149.51 26495.08 1.07 1381140.20 0.08
\" 1549119.85 30935.86 1.03 1437309.01 0.10
| 1595257.31 31482.58 0.94 1483068.04 0.01
Il 1626739.86 31482.58 1.00 1630864.04 0.00
2011 1 1606766.04 29631.96 1.06 1773600.42 0.04
\" 1639571.02 29746.07 1.03 1688780.29 0.00
| 1507820.29 23937.85 0.91 1571277.82 0.14
1 1487402.57 22342.61 0.99 1535641.49 0.04
2012 1 1416859.97 19002.00 1.04 1599457.58 0.09
\" 1326700.16 15076.00 1.01 1482675.33 0.11
| 1180964.03 9292.41 0.87 1222861.06 0.18
1 1155480.17 8041.68 0.98 1182722.12 0.04
2013 1 1300038.53 12951.49 1.07 1208698.34 0.13
I\ 1321680.62 13264.05 1.01 1322717.64 0.01
| 1163282.94 7090.25 0.84 1167508.93 0.20
Il 1078654.32 3791.58 0.96 1152585.70 0.11
2014 1l 1082445.90 3791.58 1.07 1159489.01 0.00
I\ 1172680.58 6900.50 1.03 1096418.79 0.09
| 1339593.18 12655.33 0.87 986489.67 0.15
Il 1234759.32 8429.84 0.93 1298119.12 0.13
2013 1 1179667.83 6145.30 1.05 1331673.16 0.07
\" 1166979.33 5467.94 1.03 1223090.79 0.02
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| 1436952.54 14980.85 0.91 1015253.86 0.23
l 2236376.20 43193.28 1.03 1354486.77 0.41
2016 1l 2378275.45 46743.24 1.07 2402828.81 0.05
\% 2407037.67 46096.55 1.02 2489282.28 0.01
| 2669323.73 53871.79 0.94 2240183.64 0.10
Il 2433619.09 43457.20 0.99 2804664.66 0.16
2017 1 2380470.56 39982.78 1.05 2643148.73 0.05
I\ 2559777.70 44993.57 1.04 2479092.23 0.07
| 2664987.96 47159.26 0.94 2435783.61 0.03
Il 2594904.43 42942.63 0.98 2694726.97 0.06
2018 1l 2410391.30 34762.20 1.02 2780826.12 0.13
I\ 2580185.06 39618.60 1.06 2544810.82 0.07
| 2742448.75 44029.52 0.95 2466255.31 0.06
Il 2857856.96 46596.65 0.99 2731487.62 0.03
2019 1l 2784715.59 42290.28 1.01 2976205.83 0.06
I\ 2987885.78
| 2736944.92 MAPE
2020 Il 2875265.14
1 2988256.61 8,60%
I\ 3121976.62

Objasnienia: dla parametréw wygtadzania: a=0.77, 3=0.04, y=0.99.

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych GUS.







Dodatek 4
Wybrane elementy teorii
prawdopodobienstwa

1. Pojecia podstawowe

Zdarzenie elementarne E - jeden lub kilka mozliwych wynikéw dziatania.

Przestrzen zdarzen elementarnych (przestrzen Q) - lista zdarzen zawiera-
jaca wszystkie mozliwe wyniki dziatania; moze by¢ skoniczona lub nieskonczona.

Eksperyment losowy - dzialanie, ktorego skutkiem jest zdarzenie losowe.

Zdarzenie losowe A - podzbiér przestrzeni zdarzen elementarnych; jezeli
podzbidr nie zawiera zadnego zdarzenia elementarnego, méwimy ze A jest zda-
rzeniem niemozliwym; jezeli zawiera wszystkie elementy przestrzeni Q, mo-
wimy Ze A jest zdarzeniem pewnym. Zdarzenia elementarne nalezace do tego
podzbioru nazywamy zdarzeniami sprzyjajacymi zdarzeniu losowemu A.

Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A — nazywamy tak zdarzenie A zawierajace
wszystkie zdarzenia elementarne, ktdre nie nalezg do A; AUV A=Q,ANA=0.

Zdarzenia A i B wzajemnie si¢ wykluczajace - wéwczas, gdy w danym
czasie moze mie¢ miejsce jedno i tylko jedno z nich; AN B = .

2. Prawdopodobienstwo - definicje

Prawdopodobienstwo klasyczne (a priori) - jezeli przestrzen zdarzen
elementarnych Q jest zbiorem skonczonym zlozonym z n jednakowo mozliwych
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zdarzen, to prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A, ktéremu sprzyja m zda-
rzen elementarnych, jest réwne:

P(A)= mn (297)
n

Prawdopodobienstwo jako wzgledna czesto$¢ pojawiania si¢ — obser-
wowana wzgledna czesto$¢ pojawiania si¢ zdarzenia przy duzej liczbie préb lub
procent czasu, kiedy zjawisko miato miejsce w stabilnych warunkach w dlugim
okresie czasu.

Prawdopodobienstwo subiektywne - podstawa jego okreslenia jest przeko-
nanie osoby oceniajacej. Stosuje si¢ je dla zdarzen rzadko wystepujacych.

Prawdopodobienstwo sumy zdarzen losowych:
P(A U B)=P(A)+ P(B) - P(AN B) (298)

Prawdopodobienstwo warunkowe P(A|B) - Prawdopodobienstwo zdarze-
nia A przy zalozeniu, ze wystapilo zdarzenie B. Jesli P(B) > 0, to obliczamy je
nastepujaco:

P(ANB)

P(A|B)= o5

(299)

Prawdopodobienstwo catkowite - jezeli zdarzenia B, i=1,..,n, takie ze
P(B) >0, i=1, .., n, wykluczaja si¢ parami oraz ich suma jest zdarzeniem pew-
nym', to zachodzi:

P(A)=)" P(B)-P(A|B) (300)

Prawdopodobienstwo a posteriori (wzér Bayesa) — jezeli zdarzenia B,
i=1,..,n,takie ze P(B) > 0, i = 1, ..., n, wykluczaja si¢ parami oraz ich suma jest
zdarzeniem pewnym, to zachodzi:

P(B,)-P(A|B,)
D" P(B)-P(A|B)

P(B,|A) =

(301)

W praktyce prawdopodobienistwa a priori P(B) nie s czgsto znane i zastepuje
sie je prawdopodobienstwami subiektywnymi.

1 Prawdopodobienstwa P(B), i=1, ..., n nazywane sa prawdopodobienstwami a priori.

i
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3. Zmienna losowa i jej wybrane charakterystyki

Zmienna losowa - funkcja X o wartosciach rzeczywistych okreslona na prze-
strzeni zdarzen elementarnych; przyjmuje rézne wartosci z okreslonym prawdo-
podobienstwem X : QO — R.

Dystrybuanta zmiennej losowej X - funkcja okreslona nastepujaco:

F(x) =P(X < x) (302)
Wrtasnosci dystrybuanty:
1. 0<Fx)<1.
. F(x) jest funkcja niemalejaca.
3. lim F(x)=0 oraz liinF(x) =1.

4. Dystrybuanta jest funkcjg co najmniej lewostronnie ciagla.

Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej dyskretnej (skokowej):

P(X=x)=p, i=1 om D, p =1 (303)

Funkcja gestosci zmiennej losowej ciagltej — jest to nieujemna funkcja
flx) = 1, okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych, spetniajaca warunek:

[ feodx=1 (304)

Dystrybuanta zmiennej losowej dyskretnej:

F(x)= leq p, (305)

Dystrybuanta zmiennej losowej ciaglej:
Fx)= " fx)dx (306)

Prawdopodobienstwo przedziatlowe dla zmiennej losowej ciaglej:
Pla<X<b)=Pla<X<b)=F(b)-F(a) (307)

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej E(X) - warto$¢, wokot ktorej sku-
piaja sie wartosci zmiennej losowej X przy wielu powtdrzeniach eksperymentu.

o dla zmiennej dyskretnej: E(X)= Z;xi P, (308)

« dla zmiennej cigglej: E(X)= I_w xf (x)dx (309)



268 Wybrane elementy teorii prawdopodobienstwa

Wariancja zmiennej losowej D*(X) — miara zréznicowania (dyspersji) warto-
$ci zmiennej losowej X zdefiniowana nastepujaco:

DA(X) = E[X - E(X)]* = E(X?) - [E(X)]? (310)
o dla zmiennej dyskretnej: D*(X) = Z;[xi —E(X)Ip, (311)
« dla zmiennej cigglej: D*(X)= J.jo [x—E(X)] f(x)dx (312)

4. Wybrane jednowymiarowe rozktady
prawdopodobienstwa

Rozktad zero-jedynkowy:
PX=1)=p
P(X=0)=gq (313)
p+qg=1,0<p,g<1
Wartos¢ oczekiwana: E(X) = p

Wariancja: D*(X) = pq

Rozklad Poissona: 3k
Funkcja rozkltadu prawdopodobienstwa: P(X =k) = Fe’* (314)

Warto$¢ oczekiwana: E(X) = A

Wariancja: D*(X) = A
Rozklad réwnomierny (jednostajny) w przedziale [a,b]:

0 dla x<a

1
Funkgja gestosci: f(x)= P dla a<x<b (315)

0 dla x>b

+b
Warto$¢ oczekiwana: E(X) = a

(316)

Wariancja: D*(X) = %(b—a)2 (317)
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Rozklad normalny (Gaussa-Laplace’a):

1 exp —l[x_ﬂj (318)
o\/g 2\ ¢

Funkcja gestosci: flx)=

Wartos¢ oczekiwana: p
Wariancja: o
Zapis symboliczny zmiennej: X ~ N(u, o)

Rozktad wyktadniczy:

Funkcj Sci: f(x) B
unkecja gestosci: f(x le™ dla x>0 o

1
Warto$¢ oczekiwana: E(X)= 3 (320)

1
(321)

Wariancja: D*(X) = =






Dodatek 5
Optymalizacja liniowa
w srodowisku R

Srodowisko obliczeniowe R to wolne i otwarte srodowisko obliczeniowe oraz je-
zyk programowania przeznaczony do przeprowadzania obliczen statystycznych
i numerycznych, analizy danych i tworzenia wysokiej jakosci grafiki. Wykorzy-
stuje licencje GNU/GPL - choc¢ istnieja takze zamknigte, ptatne wersje. Skupiona
wokot tego oprogramowania spoteczno$¢ udostepnia pakiety przydatne do analiz
wszelkiego rodzaju. Ich liczba w momencie powstawiania tej ksigzki przekracza
pietnascie tysiecy.

Cho¢ $rodowisko R w literaturze przedstawia sie jako zbidr narzedzi przydat-
nych w statystyce czy prognozowaniu, to nadaje si¢ ono réwniez do rozwigzy-
wania probleméw optymalizacyjnych. Niektore pakiety dysponujg funkcjami
pozwalajacymi na wyszukanie najwiekszej lub najmniejszej wartosci funkgcji. Sku-
pimy si¢ jednak na pakietach dedykowanych, zapewniajacych interfejs do ogélno-
dostepnych bibliotek optymalizacyjnych.

W R korzysta si¢ z linii polecen lub skryptéw. Na potrzeby niniejszej publikacji
zakladamy, ze czytelnik zna podstawy obstugi. Pozostatych zachecamy do siegnie-
cia do ksiazki Przemystawa Biecka Przewodnik po pakiecie R i Marka Gagolew-
skiego Programowanie w jezyku R. Polecamy réwniez dokumentacje¢ dostepna na:
https://cran.r-project.org/ (to strona The Comprehensive R Archive Network, czyli
sieci serweréw przechowujacych najnowsze wersje zaréwno samego srodowiska,
jak i pakietow).

Zaden z dostepnych pakietéw nie oferuje jak dotad metody graficznej. Mimo
tego mozna przedstawi¢ graficznie zbidr rozwigzan dopuszczalnych i np. umiesci¢
na wykresie gradient. Zaprezentujemy kod pozwalajacy uzyskac taki efekt.

Srodowisko R dysponuje duzymi mozliwo$ciami tworzenia zaawansowanej
grafiki juz w swojej podstawowej wersji. Skorzystamy jednak z pakietu ggplot2(),
ktéry bazuje na pomysle zwanym ,,gramatyka grafiki”. W tym podejsciu okresla
sie bloki konstrukcyjne wykresu (jak dane, transformacje, tzw. estetyki, skale itd.),
nastepnie taczy sie je i uzyskuje efekt koncowy. Kolejne elementy mozna inter-
pretowac jak warstwy nakladane na wykres. Istnieje mozliwo$¢ ustawienia wia-
$ciwosci poszczegolnych warstw, ich dziedziczenia itd. To wygodne rozwigzanie
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w sytuacji, kiedy nanosimy kolejne ograniczenia. Pakiet ggplot2() nie jest dostep-
ny w standardowej instalacji R i trzeba go doinstalowac.

Ponizej prezentujemy kod pozwalajacy narysowac proste wyznaczajace ogra-
niczenia oraz gradient funkcji dla przykladu 1 (z rozdzialu pierwszego ksigzki)
oraz efekt dziatania tych polecen. Brak gotowych funkgcji automatyzujacych calg
procedure powoduje, ze przed przystgpieniem do tworzenia wykresu musimy
sie odpowiednio przygotowac. Na poczatek nalezy wyznaczy¢ punkty przecigcia
z osiami i inne, niezbedne do naszkicowania ograniczen i gradientu wspoétrzedne.
Omowimy teraz kolejne linie skladajace sie na wywotanie funkcji ggplot().

library(ggplot2)

ggplot(data.frame(x = c(0@, 25000)), aes(x = x)) +
stat_function(fun = function(x) {10000 - 0.5*x})+
stat_function(fun = function(x) {25000 - 2*x}) +
stat_function(fun = function(x) {5000 - x}) +
theme_bw() +
geom_polygon(data=data.frame(x=c(9, 0, 20000, Inf),

y = c(0, 10000, 0, 0)),

aes(x = X, y =),
inherit.aes = FALSE, alpha = 0.4) +
geom_polygon(data=data.frame(x=c(9, 0, 12500, Inf),

y = c(0, 25000, 0, 0)),

aes(x = X, y =),
inherit.aes = FALSE, alpha = 0.4) +
geom_polygon(data=data.

frame(x=c(0,0,25000,5000),y=c(5000, 25000, 0, 0)),

aes(x = X, y =),

inherit.aes = FALSE, alpha = 0.4) +
scale_x_continuous(expand = c(@, 0)) +
scale_y continuous(expand = c(@, @), limits = c(@,

25000) )+
labs(x = “X1”, y = “X2”) +
stat_function(fun = function(x) {(4/7)*x}, size = 1.1) +
annotate(“text”, x = c(5000, 500, 500, 11000, 13000),

y = c(800, 5000, 10500, 5500, 800), label = c(“A”, “B”,

ch», “D”; crE»))

Funkgja library(ggplot2) taduje pakiet ggplot2(), ktorego najwazniejsza z kolei
funkcja jest ggplot(). Jako pierwsza wczytujemy ramke danych przechowujaca
krance przedzialu zmiennej znajdujacej si¢ na osi odcietych. W estetyce aes do-
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my$lnie oznacza si¢ ja jako x. Kolejne warstwy dodawane s3 za pomoca znaku
plus. Nastepne trzy linie kodu wywotuja funkcje stat_function() z pakietu ggplot(),
ktdéra oblicza warto$¢ zmiennej y (na osi rzednych) dla kazdego z ograniczen.
Przyjelismy, tym samym, ze zmienna x w powyzszym kodzie odpowiada zmiennej
decyzyjnej X1, za$ y zmiennej decyzyjnej X2. Poleceniem theme_bw() zmieniamy
kolor tla na biaty, zas scale_color_discrete() tworzy legende dodawanych prostych.

0 5000 10000 15000 20000 25000
X1

Rys. 54. Efekt dziatania kodu tworzacego zbidr rozwigzan dopuszczalnych

Zrédto: opracowanie wtasne.

Po naniesieniu prostych przechodzimy do zaznaczenia zbioréw punktéw spet-
niajacych odpowiednie ograniczenia. W tym celu trzeba wcze$niej zna¢ ich punk-
ty przecigcia z osiami. Stang si¢ one wierzchotkami wielobokdw rysowanych przy
pomocy funkcji geom_polygon(). Argument data tej funkeji przechowuje ramke
danych ze wspomnianymi wspotrzednymi. Stopniem przezroczystosci wieloboku
steruje parametr alpha. Kolejne wieloboki nakfadajg si¢ na siebie. Obszar zazna-
czony najciemniejszym kolorem to zbidr rozwiagzan dopuszczalnych. Wyrézniony
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zostal dodatkowo przez przypisanie wierzchotkom kolejnych liter alfabetu (ostat-
nia linia powyzszego kodu).

Argument expand funkcji scale_x_continuous() i scale_y_continuous() spo-
wodowal, Ze obie osie przecinajg si¢ w punkcie (0,0). Domyslnie wszystkie wy-
kresy w R maja osie nieco odsunigte od obszaru kreslenia, ale tym razem wazne
bylo, aby punkty faktycznie lezaly na osiach wykresu. Ponownie uzyjemy funk-
cji stat_function(), zeby narysowa¢ gradient funkgji celu. Efekty dzialania calego
kodu znajdujg si¢ na rysunku 54.

Kod przedstawiony powyzej nie stuzy bezposrednio rozwigzywaniu modelu.
Z tym zadaniem poradza sobie jednak pakiety przeznaczone do optymalizacji. Na
serwerach CRAN znajdziemy m.in. takie, ktore zapewniaja interfejs do uznanych
bibliotek optymalizacyjnych (zwanych solverami), komercyjnych i udostepnia-
nych na zasadach open source. Jedna z najpopularniejszych okazuje si¢ darmowa
biblioteka [p_solve, opracowana z my$la o problemach programowania liniowe-
go i calkowitoliczbowego. Biblioteke t¢ mozna znalez¢ pod adresem: http://Ipso-
Ive.sourceforge.net/. Obstuge solvera zapewniajg pakiety: [pSolve() i IpSolveAPI().
Pierwszy z nich zawiera zestaw predefiniowanych funkgji dla konkretnych typow
zadan optymalizacyjnych, drugi pozwala na zaawansowang kontrole nad wpro-
wadzaniem danych, ustawieniami parametréw itd.

Jako pierwszy przedstawimy pakiet [pSolve(). Ponizszy kod ilustruje rozwigzanie
modelu PL. Ponownie wykorzystamy przyklad 1 (z pierwszego rozdziatu ksiazki).

library(lpSolve)

#Parametry funkcji celu
fcelu <- c(70, 490)
# Macierz wspotczynnikow Lewych stron ograniczen
A <- matrix(c(1, 2,
2, 1,
3, 3), nrow = 3, byrow = TRUE)
# Kierunki nierownosci w ograniczeniach
ogr_kierunki <- c(,,cx=", ,<=", ,,>=")
# Wektor prawych stron ograniczen
b <- c(20000, 25000, 15000)

# Rozwiqgzanie modelu przy pomocy funkcji Lp() 1 zapisanie
go do zmiennej

# Ostatni parametr decyduje, czy majq zostac obliczone
Sktadowe analizy wrazliwosci

pl rozw <- 1p(,,max”, fcelu, A, ogr_kierunki, b, compute.
sens = TRUE)
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pl rozw$objval # Optymalna wartosc¢ funkcji celu

## [1] 9e+05

pl rozw$solution # Optymalne wartosci zmiennych

## [1] 10000 5000

pl rozw$duals # Optymalne wartosci zmiennych dualnych oraz
przyrostow Rraricowych

## [1] 3.333333 33.333333 0.000000 0.000000 0.000000

Nastepny przyklad ilustruje, w jaki sposob w pakiecie [pSolve() rozwigza¢ moz-
na zadanie transportowe. Uzytkownik wprowadza do funkgji Ip.transport() ma-
cierz kosztow jednostkowych oraz wektory podazy i popytu.

library(1lpSolve)

# Macierz kosztow jednostkowych
koszty <- matrix(c(3, 3, 6,
2, 4, 4,
5, 2, 4,
6, 1, 3), nrow = 4, byrow = TRUE)
# Typy ograniczen dla podazy 1 popytu
wie znaki <- rep (,,==", 4)
kol znaki <- rep(,,==", 3)
# Wektory podazy 1 popytu
a <- c(11, 22, 23, 24)
b <- c(45, 13, 22)
# Rozwiqgzanie modelu
transp_rozw <- lp.transport(koszty, ,min”, wie_ znaki,
a, kol znaki, b)
transp_rozw$objval # Optymalna wartosc¢ funkcji celu
## [1] 227
transp_rozw$solution # Optymalna macierz przewozdw
# [L,1] [,2] [,3]
## [1,] 11 o o
## [2,] 22 © o
## [3,] 12 o 11
## [4,] © 13 11

W pakiecie tym znajdziemy réwniez funkcje stuzaca do rozwigzywania proble-
mu optymalnego przydzialu z warunkami pobocznymi (z binarnymi zmiennymi
decyzyjnymi).
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library(1pSolve)

# Macierz kosztow jednostkowych
koszty <- matrix(c(13, 16, 12, 25,

18, 24, 23, 19,

25, 14, 20, 27,

0, 0, 0, @), nrow = 4, byrow = TRUE)
# Rozwiqzanie modelu
przydz rozw <- lp.assign(koszty, ,min”’)
przydz_rozw$objval # Optymalna wartos¢ funkcji celu
## [1] 44
przydz_rozw$solution # Macierz optymalnego przydziatu
# [,1] [,2] [,3] [,4]

1

## [1,] © © 0
## [2,] 1 © © o
## [3,] @ 1 © o
## [4,] © © O 1

Pakiet /pSolveAPI() pozwala na rozszerzenie kontroli nad biblioteka /p_solve
—w poroéwnaniu do IpSolve(). W odroznieniu od tego ostatniego nie zawiera wbu-
dowanych, gotowych funkcji przeznaczonych do rozwigzywania konkretnych
probleméw optymalizacyjnych. Zamiast tego rozbija caly proces przetwarzania
obiektow, z ktorych zbudowany jest model, na ciag etapéw — oddajac do dys-
pozycji uzytkownika zestaw narzedzi sterujacych przebiegiem catego procesu.
W pakiecie [pSolveAPI() istnieje np. mozliwos¢ wezytania modelu z zewngtrzne-
go pliku, oczywiscie po odpowiednim jego sformatowaniu. Zachgcamy do zapo-
znania si¢ z dokumentacja, aby zobaczy¢ pelni¢ mozliwosci pakietu.

Kod pozwalajacy rozwigza¢ problem decyzyjny firmy Paralel S.A. z rozdzialu
pierwszego w pakiecie IpSolveAPI() wyglada¢ moze nastepujaco:

library(1pSolveAPI)

# Utworzenie obiektu: 3 ograniczenia (wiersze) i1 2 zmienne
(kolumny)

pl <- make.lp(3, 2)

# Ustawianie wspotczynnikow Lewych stron ograniczen
set.row(pl, 1, c(1, 2))

set.row(pl, 2, c(2, 1))

set.row(pl, 3, c(3, 3))

# Wprowadzanie parametrow funkcji celu

set.objfn(pl, c(70, 40))
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# Ustawianie kierunku optymalizacji
1p.control(pl, sense = ,max”)

# Ustawianie kierunkow ograniczen
set.constr.type(pl, c(,,<=", ,,<=", ,,>="))
# Ustawianie prawych stron ograniczen
set.rhs(pl, c(20000, 25000, 15000))

# Nadawanie nazw elementom modelu
name.lp(pl, ,,Paralel”)

nazwy zm <- c(,,X1”, ,X2”)

nazwy ogr <- c(,,tworzywo”, ,,czas”, ,wklad”)
dimnames(pl) <- list(nazwy_ogr, nazwy zm)
# Wyswietlamy gotowy model

pl
## Model name: Paralel
## X1 X2

## Maximize 70 40

## tworzywo 1 2 <= 20000

## czas 2 1 <= 25000

## wklad 3 3 >= 15000

## Kind Std Std

## Type Real Real

## Upper Inf Inf

## Lower 0 (%]

solve(pl) # Rozwiqzujemy model

## [1] ©

get.objective(pl) # Optymalna wartos¢ funkcji celu

## [1] 9e+05

get.variables(pl) # Optymalne wartosci zmiennych
decyzyjnych

## [1] 10000 5000

get.constraints(pl) # Wartosci lewych stron ograniczen
w rozw. optym.

#i# [1] 20000 25000 45000

# Wartosci zmiennych dualnych 1 przyrostow kraricowych
# Nie interpretujemy pierwszej z wyswietlanych wartosci
get.dual.solution(pl)

#i# [1] 1.000000 3.333333 33.333333 0.000000 ©.000000
0.000000

Jak wida¢, przygotowanie kodu wymaga zaangazowania. Pakiet [pSolveAPI()
wspolpracuje tez z plikami zewnetrznymi. Technicznie sg to pliki tekstowe o okre-
Slonej strukturze. Ponizsze polecenie zapisze model przypisany do obiektu pl do
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pliku paralel.lp. Rozszerzenie .Ip to jeden z trzech dostepnych formatéw zapisu,
przy czym - akurat ten jest najbardziej zblizony do sposobu, w jaki zwykle intu-
icyjnie zapisujemy modele.

write.lp(pl, “paralel.lp”, type = c(“lp”), use.
names = c(TRUE, TRUE))

Uzyskujemy efekt jak ponizej. Nazwa problemu oraz poszczegélne sekcje pliku
ujete s3 w znaki pelnigce jednoczes$nie funkcje ogranicznikéw komentarzy. Po-
szczegdlne sekcje oddzielamy pustym wierszem. Funkejg read.lp() weczytamy mo-
del do zmiennej, by go nastepnie rozwigzac.

/* Paralel */

/* Objective function */

max: +7 X1 +4 X2;

/* Constraints */

tworzywo: +X1 +2 X2 <= 20000;
czas: +2 X1 +X2 <= 25000;
wklad: +3 X1 +3 X2 >= 15000;

Rozwigzywanie probleméw transportowych, i im podobnych, w pakiecie I[pSo-
lveAPI() wymaga zapisania ich w postaci modeli decyzyjnych - czyli rozpisania
macierzy kosztéw jednostkowych na pojedyncze ograniczenia dla kazdego do-
stawcy i odbiorcy.

Biblioteka Ip_solve nie jest jedyna, do ktérej dostep uzyskujemy za pomoca de-
dykowanych pakietéw. Warto zainteresowac si¢ pakietem ROI(), ktéry nie wy-
konuje bezposrednio optymalizacji. Zapewnia jednak ujednolicony interfejs do
wielu solveréw — darmowych i komercyjnych. Warunkiem okazuje si¢ jedynie ich
wczesniejsze zainstalowanie w §rodowisku obliczeniowym. Nie trzeba wigc opa-
nowywac roznorodnych skfadni charakterystycznych dla konkretnych bibliotek

- wcigZz mozna natomiast korzysta¢ z ich mozliwosci.
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