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Wprowadzenie

Prezentowany tom zawiera reedycje skryptu wykladow z logiki matematycz-
nej i metodologii nauk Scistych autorstwa Stanistawa Jaskowskiego, wybit-
nego polskiego logika i matematyka, reprezentanta Szkoty Lwowsko-War-
szawskiej, ucznia Stanistawa Lesniewskiego i Jana Lukasiewicza. Sylwetka
autora skryptu i Jego dokonania zostana szerzej przedstawione w nastep-
nym paragrafie. Zaczniemy natomiast od udzielenia odpowiedzi na pytanie,
dlaczego warto wznowi¢ te publikacje?

Skrypt zostat wydany w 1947 r. na potrzeby studentéw matematyki Uni-
wersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, minela zatem 70. rocznica jego
powstania. Logika w ciagu tylu lat, podobnie jak inne dyscypliny naukowe,
ulegla gruntownym zmianom, a lista podrecznikéw logiki dostepnych obec-
nie na polskim rynku jest niemata i nie brakuje wsrod nich pozycji wy-
bitnych, prezentujacych nowoczesne ujecie przedmiotu. Jest jednak kilka
waznych powodow, aby te wlasnie pozycje, po 70-ciu latach zapomnienia,
poleci¢ uwadze wszystkich zainteresowanych logika i jej historia.

Zaczac¢ nalezy od tego, ze wydanie skryptu Jaskowskiego jest jednym
z mozliwych sposobéw uratowania tego podrecznika od fizycznego znisz-
czenia. Skrypt zostal wydany na prawach rekopisu, w niewielkiej liczbie eg-
zemplarzy (nie udato sie ustali¢ w jakiej) nakltadem Akademickiej Ksiegarni
Spétdzielni ,SKRYPT”. Zawiera 105 stron maszynopisu, z recznymi dopi-
skami. Redakcja dokonana zostala na podstawie egzemplarza znajdujacego
sie w posiadaniu Biblioteki Instytutu Matematyki UMK, ktéry jest w bar-
dzo zlym stanie i prawdopodobnie za 10-20 lat wiekszos¢ stron bedzie tak
wyblakla, ze ich odczytanie stanie sie niemozliwe - przynajmniej bez uzycia
specjalistycznego sprzetu. Wiadomo o istnieniu jeszcze dwoéch innych eg-
zemplarzy tej pracy w Polsce i - jak mozna podejrzewacé - ich stan nie jest
lepszy. Dlatego wydaje sie, ze to ostatni moment na ,reanimacje¢” skryptu
Jaskowskiego.
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Jednak obawa przed fizycznym unicestwieniem ksiazki sama w sobie
nie stanowi racji do podjecia wysitku jej reedycji. Takiej racji dostarcza wy-
soka wartos¢ ratowanej pracy. Skrypt Jaskowskiego jest oryginalnym, au-
torskim, niezwykle nowoczesnym - jak na czas powstania - ujeciem przed-
miotu, w znaczacy sposob rozniacym sie od innych podrecznikow logiki
dostepnych zaréwno w chwili jego ukazania, jak i pézZniej. Te oryginalnosé,
o ktorej wiecej informacji znajdzie sie w paragrafie poswieconym dedukcji
naturalnej, z pewnoscia docenia logicy i historycy logiki.

Na koniec. Nie od rzeczy jest tez fakt, ze skrypt Jaskowskiego ma wy-
bitne walory dydaktyczne i rowniez dzisiaj w peini nadaje sie do wykorzysta-
nia jako pozycja dydaktyczna. Dlatego publikacja ta moze zainteresowac nie
tylko specjalistow, ale by¢ nadal przydatna jako podrecznik logiki, pomimo
siedemdziesieciu lat, ktore uptynely od jej wydania.

I Sylwetka Stanistawa Jaskowskiego

Stanistaw Jaskowski urodzil sie 22 kwietnia 1906 r. w Warszawie jako
syn ziemianina Feliksa Jaskowskiego i Kazimiery Dzierzbickiej. Wycho-
wal sie w rodzinie, ktora reprezentowata wysokie standardy wyksztalcenia
humanistycznego. W szczegoélnosci, jego dziadek - Jan Nepomucen Jas-
kowski - byl poeta i pisarzem, a ojciec muzykiem. Rodzina oczekiwala, ze
Stanistaw bedzie kontynuowat te humanistyczne tradycje, ale on zdecydo-
wal sie¢ w 1924 r. na studia na wydziale matematycznym w Uniwersytecie
Warszawskim. Nauczycielami Jaskowskiego byli m.in. Stanistaw Lesniew-
ski, Alfred Tarski i Jan Lukasiewicz, ktéory wywarl na niego najwiekszy
wplyw. To Lukasiewicz w 1925 r. postawil na swoim seminarium problem
sformulowania formalnego ujecia metod dowodzenia stosowanego w prak-
tyce matematycznej. Rok pé6Zniej JaskowskKi zaprezentowal na seminarium
swoje rozwiazanie tego problemu, a nastepnie przedstawit je w 1927 r. na
Pierwszym Polskim Kongresie Matematycznym we Lwowie. Byla to pierw-
sza w Swiecie wersja systemu dedukcji naturalnej opracowana w rozpra-
wie doktorskiej przygotowanej pod opieka Lukasiewicza. Niestety, powazne
problemy zdrowotne doprowadzily do znaczacej przerwy w jego edukacji
oraz opoznienia publikacji wynikow. W latach 1929-1930 Jaskowski leczyt
ptuca w Davos w Szwajcarii. Dopiero w 1932 r. obronil prace doktorska,
ktora zostala opublikowana w 1934 r. w [13]. To op6znienie nie wyszlo Jas-
kowskiemu na dobre, gdyZ w tym samym roku Gerhard Gentzen niezaleznie
opublikowal pierwsza czes¢ swojego doktoratu [8] zawierajacego m.in. inna
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wersje dedukcji naturalnej. Praca Gentzena byla szerzej znana i do dzis jest
on czesto wzmiankowany jako jedyny twoérca dedukcji naturalnej, pomimo
faktycznego pierwszenstwa Jaskowskiego w tej dziedzinie.

Po powrocie do zdrowia Jaskowski uczestniczyl w Drugim Polskim Kon-
gresie Matematycznym w Wilnie w 1931 r., podczas ktérego zaprezentowat
pierwsza aksjomatyzacje geometrii bryl. Jest to godny odnotowania fakt,
ktory wskazuje na poczatek innej pasji naukowej Jaskowskiego - badan nad
podstawami matematyki, a w szczegélnosci nad alternatywnymi ujeciami
geometrii, ktére nie opieraja sie na pierwotnych pojeciach punktu i proste;j.
Podobne badania prowadzil w tym czasie rowniez Alfred Tarski. W 1935 r.
Jaskowski uczestniczyl w Miedzynarodowym Kongresie Filozofii Naukowej
w Paryzu. Zaprezentowal tam wazne rezultaty dotyczace matryc dla logiki
intuicjonistycznej. Kolejne jego badania dotyczyly m.in. funkcji modalnych
i systemow logicznych opartych na pojeciu zmiennej zaleznej.

Wazne zmiany zaszly réwniez w zZyciu prywatnym mlodego uczonego.
W 1937 r. Jaskowski poslubil Aniele Holewinska (1905-1976), studentke
matematyki w Uniwersytecie Warszawskim. Po dwoéch latach na $wiat przy-
szla corka Anna.

Wybuch Il wojny swiatowej przerwal prace Jaskowskiego nad habilitacja.
Ze wzgledu na problemy zdrowotne nie zostal powotany do wojska, ale stu-
zyt jako ochotnik w obronie Warszawy i oddat swdj samochoéd do dyspo-
zycji 151 Kolumny Zmotoryzowanej. Podczas okupacji mieszkal w swoim
majatku w Wolce koto Rawy Mazowieckiej i w Warszawie, gdzie pracowat
jako ksiegarz. W 1942 r. przez kilka tygodni przebywal w areszcie. Prawie
wszystkie jego prace naukowe z tego okresu splonely podczas Powstania
Warszawskiego.

Po wojnie Jaskowski przez pot roku pracowal jako wykladowca w nowo
zalozonym Uniwersytecie Lodzkim. Nastepnie przeniost sie do Torunia, w kt6-
rym zyl i pracowal od 1 pazdziernika 1945 r. az do swej przedwczesnej
Smierci w 1965 r. Nawet kiedy proponowano mu, aby przeniodst sie do Kra-
kowa i objal kierownictwo Zaktadu Logiki w Uniwersytecie Jagielloriskim,
po smierci profesora Zawirskiego w 1949 r., zdecydowat sie¢ pozosta¢ w To-
runiu. Przez ostatnie 20 lat zycia pelnil bardzo wazna role w rozwoju Uni-
wersytetu Mikolaja Kopernika. Miedzy innymi: organizowat Katedre Logiki
Matematycznej i byt jej pierwszym kierownikiem, w latach 1952-1953 or-
ganizowat Wydzial Matematyki, Fizyki i Chemii i byt jego pierwszym dzieka-
nem w latach 1953-1954. W latach 1956-1959 byl Prorektorem do spraw
nauki, a w latach 1959-1962 Rektorem Uniwersytetu Torunskiego. Byt
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takze wspottworcea i pierwszym przewodniczacym Toruniskego oddziatu Pol-
skiego Towarzystwa Matematycznego, a od 1950 r. cztonkiem Narodowego
Instytutu Matematycznego Polskiej Akademii Nauk.

Byt bardzo aktywny jako nauczyciel. Uniwersytet Toruriski, w pierw-
szych latach swej dziatalnosci cierpial na dotkliwe braki kadrowe. W re-
zultacie Jaskowski prowadzil liczne kursy z rozmaitych dzialéw matema-
tyki, m.in. z logiki matematycznej, analizy, teorii mnogosci, teorii prawdo-
podobieristwa. Na potrzeby kursu z logiki i z analizy przygotowatl autorskie
skrypty dla studentéw; pierwszy z nich prezentujemy nizej. W ostatnich la-
tach swojej dziatalnosci byt Jaskowski mocno zaangazowany w organizacje
pracowni komputerowej, a jego ostatnie seminarium dotyczyto badan nad
automatycznym dowodzeniem twierdzen. Warto wspomnie¢ réwnieZ o jego
pracy nad przygotowaniem nowoczesnego programu nauczania matematyki
w szkotach srednich, ktory zostal wprowadzony w latach 60.

Liczne obowiazki o charakterze edukacyjnym i organizacyjnym nie prze-
szkodzily Jaskowskiemu w kontynuacji jego pracy naukowej. Gtéwne watki
badawcze i najwazniejsze osiagniecia scharakteryzujemy w nastepnym pa-
ragrafie, tutaj odnotowujac kolejne, najwazniejsze etapy kariery akademic-
kiej. Jeszcze w latach 40. Jaskowski pod opieka Zygmunta Zawirskiego
ukoniczyl habilitacje dotyczaca liczb rzeczywistych. Obrona odbyla sie
7 kwietnia 1946 r., a zatwierdzona zostata 24 lipca 1946 r. W 1957 r.
otrzymatl nominacje profesorska.

Zty stan zdrowia przerwal jego aktywnos¢ w 1962 roku. Umarl przed-
wczesnie 16 listopada 1965 r. w wyniku powiklan po przebytej zottaczce.

II Praca

Dorobek naukowy Stanistawa Jaskowskiego obejmuje 48 pozycji z zakresu
logiki i matematyki. Ta stosunkowo niewielka liczba publikacji zawiera duza
ilos¢ nowatorskich wynikow, ktére spotkaly sie w pézniejszych latach (nie-
stety czesto dopiero po smierci autora) z duzym zainteresowaniem na swie-
cie. Ponizej scharakteryzujemy krotko najwazniejsze wyniki uzyskane na
obu polach. Dokladniejsza prezentacje jego wynikéw mozna znalez¢ w [36]
i [38], a pelna bibliografia podana jest w [5].

Wynalezienie systemoéw dedukcji naturalnej, zaprezentowane w [13],
jest czesto uwazane za najwazniejsze osiagniecie Jaskowskiego i poswiecimy
mu nastepnie wiecej uwagi ze wzgledu na bezposredni zwiazek z prezen-
towanym skryptem. Jezeli chodzi o inne wyniki, to na szczegélna uwage
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zastuguja jego rezultaty w zakresie badan nad logikami nieklasycznymi.
Jaskowski nie tylko uzyskal powazne wyniki w badaniach nad znanymi
logikami, takimi jak logiki modalne czy logika intuicjonistyczna, ale jest
réwniez tworca wielu nowych i waznych systemow. W szczegélnosci:

W swojej pracy o dedukcji naturalnej [13] przedstawil system regut dla
kwantyfikatorow pierwszego rzedu, ktory jest w istotny sposéb stabszy od
systemu Gentzena charakteryzujacego logike klasyczna. Fakt, ze zapro-
ponowany przez niego system regut nie jest formalizacja logiki klasycznej
przejawia sie w ten sposob, ze pewne tezy logiki klasycznej, ktore sa uniwer-
salnie prawdziwe tylko w modelach z niepusta dziedzina, nie daja sie w jego
systemie udowodni¢. W ten sposob Jaskowski zbudowal pierwszy system
tzw. logiki inkluzywnej. Jest to logika pierwszego rzedu stabsza od klasycz-
nej, ktora w ujeciu semantycznym dopuszcza modele z pusta dziedzina.
Jaskowski scharakteryzowat te logike tylko syntaktycznie, w postaci sys-
temu dedukcji naturalnej, ale jego rozwiazanie bylo swiadome, oparte na
przekonaniu, ze logika nie powinna przesadzac¢ o istnieniu jakichkolwiek
obiektow. Obecnie logiki, ktére sa inkluzywne i wolne (od zalozen egzysten-
cjalnych), w tym sensie, Ze dopuszczaja wyrazenia nazwowe nieposiadajace
desygnatow, sa nazywane uniwersalnie wolnymi (Bencivenga [1]). Takie lo-
giki sa czesto traktowane jako filozoficznie bardziej neutralne od logiki kla-
sycznej i chetnie wykorzystywane jako podstawa do budowy modalnych lo-
gik 1-rzedu (zob. np. Garson [7]). Warto podkresli¢, ze pierwsze systemy lo-
giki uniwersalnie wolnej zostaly zaproponowane dopiero w latach 50. XX w.
przez Andrzeja Mostowskiego, Huguesa Leblanca, Jaakko Hintikke i in-
nych. Fakt, ze Jaskowski skonstruowal pierwszy system logiki inkluzyw-
nej, a jak podkresla Bencivenga [2], w zasadzie rowniez logiki wolnej, byt
niezauwazony przez diugie lata.

W badaniach nad logika intuicjonistyczna Jaskowski nie tylko zapro-
ponowal system dedukcji naturalnej dla logiki zdaniowej, ale rowniez ade-
kwatna charakterystyke semantyczna w terminach matryc nieskoriczonych.
Wezesniej Godel wykazal, Ze nie ma adekwatnej skoriczonej matrycy dla lo-
giki intuicjonistycznej. Jaskowski [14] poszerzyl ten rezultat, pokazujac,
w jaki sposob skonstruowac¢ adekwatna matryce jako nieskoriczony ciag
matryc skoriczonych.

W [17] oraz [25] Jaskowski dostarczyt filozoficznego uzasadnienia i for-
malnej konstrukcji dla tzw. logiki dyskusyjnej, ktora byla pierwszym sys-
temem nalezacym do obszernej i waznej klasy logik parakonsystentnych.
W systemach tego typu, w przeciwienstwie do logiki klasycznej, ze zdan



xiv Wprowadzenie

sprzecznych nie wynika dowolne zdanie, zatem sprzecznosé nie prowadzi
do trywializacji systemu. Wkrotce po pracach Jaskowskiego, poglebione ba-
dania nad takimi logikami zostaly podjete przez zespot logikéw z Ameryki
Pid., w szczegolnosci przez Newtona da Costa w Brazylii i Florentio Asenjo
w Argentynie. Nieco p6zniej, w latach 60-tych podobne badania rozpoczety
sie w USA i w Australii (Michael Dunn, Rober Meyer, Richard Routley
(Sylvan), Graham Priest i inni), w Scistym polaczeniu z badaniami nad lo-
gikami implikacji relewantnej. Obecnie logiki parakonsystentne stanowia
jedna z najlepiej rozpoznawalnych klas logik nieklasycznych, o szerokich
zastosowaniach.

To tylko niektore osiagniecia Jaskowskiego na gruncie logiki, te miano-
wicie, ktére obecnie sa najbardziej znane w Swiecie. Z mniej znanych, choé
rownie interesujacych, mozna wspomnie¢ o jego pracach nad implikacja
kauzalna [18], [28], [29], logika klasyczna [19], [34], [35] czy sylogistyka
Arystotelesa [27].

Jako matematyk Jaskowski byl zainteresowany przede wszystkim ba-
daniami nad podstawami matematyki i zastosowaniami w niej narzedzi lo-
gicznych. W szczegoélnosci pracowal nad pojeciem liczby, podstawami geo-
metrii i problemami rozstrzygalnosci, gdzie otrzymat szereg rezultatéw za-
rowno pozytywnych, jak i negatywnych. Te ostatnie badania mozna zreszta
zakwalifikowa¢ jako przynalezne do prac logicznych, aczkolwiek w wielu
przypadkach dotyczace teorii matematycznych. W szczegolnosci, w [26] do-
wiodl rozstrzygalnosci elementarne;j teorii pierscieni Boolowskich. [34], [35]
zawieraja wyniki dotyczace rozstrzygalnosci fragmentéw logiki klasycznej,
a [17] modalnej logiki S5. Jezeli chodzi o wyniki negatywne na tym polu, to
w [21] dowiodt, Ze pewne klasy formutl teorii grup i topologii sa nierozstrzy-
galne. W [32] wykazal nierozstrzygalnos¢ teorii wolnych grupoidéw, a w [26]
pewnej klasy réwnosci algebr Boolowskich. Interesujace rezultaty o nieroz-
strzygalnosci pewnych probleméw egzystencjalnych w systemach réwnan
rozniczkowych zawiera [31].

Badania nad pojeciem liczby byly podstawa habilitacji Jaskowskiego
i zostaly podsumowane w [20]. Wykazal on, Ze liczby catkowite i rzeczywiste
mozna zdefiniowaé w terminach pewnych operacji na klasach zbioréw.

Jaskowski byl réwniez zaangazowany w badania nad geometria bryt,
w ktorej unika sie obiektow abstrakcyjnych, takich jak punkty czy pro-
ste. Byl przekonany, Ze takie podejscie lepiej sprawdza sie w zastosowa-
niach, np. w fizyce kwantowej. W [23], [24] Jaskowski zmodyfikowal po-
dejscie Tarskiego do geometrii bryt oraz wprowadzil aksjomatyke oparta na
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pojeciu ,semiprzestrzeni” jako terminie pierwotnym w [16], [22]. Przygoto-
wywal ksiazke o podstawach geometrii, ale przedwczesna Smierc¢ przerwala
te prace.

Jaskowski opublikowal réwniez dwie popularne ksiazki o geometrii
ornamentu [30], [33], ktore stanowia doskonale swiadectwo jego wielkiego
talentu dydaktycznego. W sposob niewymagajacy od czytelnika zadnej za-
awansowanej wiedzy matematycznej zaprezentowal w nich rozmaite zagad-
nienia geometryczne ilustrowane przykladami zaczerpnietymi z nauki, hi-
storii i sztuki. Pokazal w nich m.in., jak mozna zastosowac¢ abstrakcyjna
algebraiczna teorie grup do konkretnego problemu klasyfikacji ornamen-
tow. WspomnieliSmy wyzej, ze oprocz prezentowanego tu skryptu z logiki
przygotowal tez skrypt z analizy matematycznej (zawierajacy wtasciwie ro-
dzaj wstepu do matematyki), ktéry rowniez pokazuje jego talent dydak-
tyczny. Szereg prac i komunikatéw dotyczacych reformy nauczania mate-
matyki w Polsce, zwiazanych z jego pracami nad przygotowaniem nowego
programu, dopelnia obrazu Jaskowskiego jako nauczyciela, zaangazowa-
nego w upowszechnianie wiedzy z pomoca nowoczesnych Srodkow.

Ten pobiezny przeglad pokazuje, ze mimo przedwczesnej smierci, Jas-
kowski zostawil po sobie powazny dorobek naukowy. Mial znaczace osia-
gniecia w logice, matematyce, edukacji i organizacji nauki. Warto zwrocic
uwage na niefortunna okolicznos¢ zwiazana z upowszechnianiem jego wy-
nikow. Prawie wszystkie oryginalne pomysty i rezultaty zostaty upowszech-
nione i rozpoznane w swiecie dlugo po ich wynalezieniu, w wiekszosci po
jego smierci. Pierwszenstwo Jaskowskiego w wynalezieniu dedukcji natu-
ralnej zostalo pierwotnie niedocenione ze wzgledu na fatalne opéznienie
publikacji wyniku jego autorstwa. Ale nawet dzis wielu autorow, piszac
o dedukcji naturalnej, wspomina jedynie o Gentzenie jako jedynym tworcy
tego typu systeméw. Podobnie, jego wynalazek logiki inkluzywnej zostat od-
notowany wiele lat po tym, jak rozwinely sie powazne badania nad tymi
systemami. Prace nad logikami parakonsystentnymi réwniez rozwinely sie
bez znajomosci pionierskich prac Jaskowskiego; jego wkiad odnotowano
pozZniej. Ten przykry stan rzeczy wiazat sie¢ w duzej mierze z faktem, ze
wiele jego prac, cho¢ napisanych po angielsku lub francusku, ukazalo sie
w czasopismach o lokalnym charakterze i nie miato szans dotrze¢ do szer-
szej publicznosci.
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III Dedukcja Naturalna

Jak juz wyzej zaznaczyliSmy jednym z najwazniejszych osiagnie¢ Jaskow-
skiego bylo skonstruowanie oryginalnego systemu dowodzenia, zwanego
obecnie zazwyczaj dedukcja naturalna!. Standardowym sposobem prezen-
tacji systemow logicznych i teorii formalnych byly, i nadal sa, systemy ak-
sjomatyczne. Ich starozytny rodowod (,Elementy” Euklidesa III w. p.n.e.)
i prosta teoretyczna konstrukcja (w szczegoélnosci definicja dowodu) to nie-
watpliwie zalety. Jednak w praktyce dowody w sformalizowanych syste-
mach aksjomatycznych sa zazwyczaj trudne do skonstruowania i nadmier-
nie dlugie. Matematycy w praktyce dowodzenia nie tylko odwotluja sie do
aksjomatow i wezesniej dowiedzionych twierdzen, ale nagminnie stosuja de-
dukcje oparte na dodatkowych zatozeniach, ktore w trakcie dowodu zostaja
wyeliminowane. Wlasnie proba formalnego ujecia tych praktycznych sposo-
bow wnioskowania i uzasadnienia ich poprawnosci doprowadzita Jaskow-
skiego i - niezaleznie - Gentzena, do skonstruowania systemoéw dedukcji
naturalnej w latach 30-tych XX w. Praktyczna wygoda ich stosowania do-
prowadzita wkrétce potem do powstania wielu wariantéw tych systemow
i upowszechnienia ich w podrecznikach logiki, zwlaszcza w krajach an-
glosaskich. Poniewaz rozmaite wersje dedukcji naturalnej czesto (pozornie)
bardzo sie od siebie réznia, wiec warto pokroétce opisa¢ zasadnicze cechy ta-
kich systemow, ktore od konstrukceji Jaskowskiego sie wywodza?. Systemy
dedukcji naturalnej opieraja sie przede wszystkim na uzyciu duzej liczby
regul zamiast aksjomatéw. Reguly te sa réznego typu i rozmaicie formuto-
wane, jednak w kazdym systemie dedukcji naturalnej mamy reguly, ktore
pozwalaja:

1) dedukowaé¢ nowe formuly (wnioski) na podstawie wcze$niej wprowa-
dzonych (przestanek);
2) wprowadza¢ do dowodu nowe (tymczasowe) zatozZenia;
3) eliminowaé¢ z dowodu wykorzystane zalozenia.
Zazwyczaj zadanie 1) realizuja proste reguly inferencji, natomiast
2) i 3) reguly konstrukcji dowodu, o nieco bardziej ztozonym charakterze.

Reguly inferencji pozwalaja z kilku (czasem jednej) przestanek wydeduko-
wac wniosek. Rozmaite systemy dedukcji naturalnej zazwyczaj nie réznia

! Sam Jaskowski pierwotnie uzywal nazwy ,systemy zalozeniowe”.
2Doktadniejsza charakterystyke mozna znalezé m.in. w pracach Hazena i Pelletiera [9] lub
Indrzejczaka [10], [11].
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sie bardzo w doborze pierwotnych regutl inferencji w systemie; chodzi o to,
by byly proste i latwe w stosowaniu. Czesto dazy sie tez (w Slad za Gentze-
nem), zeby dla kazdej statej logicznej (spojnika, kwantyfikatora) mie¢ przy-
najmniej pare takich regutl; jedna pozwala wykorzystaé formute z dana stata
jako przeslanke (reguly eliminacji, odlaczania), a druga wprowadzic ja jako
wniosek (reguly dotaczania).

Reguly konstrukcji dowodu maja bardziej kompleksowy charakter. Za-
zwyczaj wprowadzenie zalozZenia jest zaznaczane za pomoca jakiegos srodka
graficznego lub dodatkowej numeracji, zeby zaznaczy¢, Ze ma ono charak-
ter tymczasowy i wszelkie formuly wydedukowane z tego zalozenia tez maja
taki charakter. Osobna kwestia jest eliminacja takich zatozen i wydeduko-
wanych z nich formul, oparta na tradycyjnie stosowanych technikach ta-
kich jak dowo6d nie wprost czy dowod warunkowy. W pierwszym przypadku
para formut sprzecznych wydedukowana z dodatkowego zalozenia upowaz-
nia do eliminacji z dowodu tegoz zalozenia i wprowadzenia do dowodu jego
zaprzeczenia. W drugim mozemy dotaczy¢ do dowodu implikacje, jezeli wy-
dedukowaliSmy nastepnik z zalozenia dodatkowego, ktérym byl poprzednik
tejze implikacji. Te, przykladowo podane, techniki pokazuja, ze w przy-
padku regut konstrukcji dowodu dedukujemy nowe formuly nie na pod-
stawie przeslanek (jak w przypadku regut inferencji), ale dodatkowych do-
wodow zaczetych dodatkowym zalozeniem. Totez dowdd w systemach tego
typu nie jest prostym ciagiem formul (jak w systemie aksjomatycznym),
ale raczej struktura, w ktorej kolejno mozna zanurzaé¢ poddowody oparte
o dodatkowe zalozenia. Poddowodd taki konczy sie z chwila, gdy zastosu-
jemy odpowiednia technike, np. w przypadku dowodu nie wprost uzyska-
nie sprzecznosci zamyka poddowod, a negacja zalozenia jest juz elemen-
tem dowodu pierwotnego, ktéry budowaliSmy zanim dolaczyliSmy zaloze-
nie dodatkowe. Jak wida¢ reguly konstrukcji dowodu narzucaja tez pewna
heurystyke niedostepna w systemach aksjomatycznych®. Jezeli chcemy do-
wies¢ pewna formule - wprowadZmy jej negacje jako zatoZzenie dodatkowe;
jezeli potrzebujemy implikacji - wprowadzmy jej poprzednik jako zatozenie.
Kazdy system dedukcji naturalnej posiada takie reguty konstrukcji dowodu
- czesto jeszcze inne.

Na tym korcza sie podobieristwa miedzy réznymi systemami dedukcji
naturalnej. Zwlaszcza definicja i ksztalt dowodu dopuszcza wiele urozma-

3Dopoki nie udowodni sie w ich ramach odpowiednich twierdzen o dedukcji, stanowiacych
formalne odpowiedniki scharakteryzowanych wyzej technik. Wykorzystanie takich dodat-
kowych technik pozwala zblizy¢ praktyke dowodzenia w systemach aksjomatycznych do
dedukcji naturalnej.
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icenn. Z praktycznego punktu widzenia istotne jest wyraZzne zaznaczenie,
gdzie konczy sie poddowod oparty o dodatkowe zalozenie, aby unikna¢ dal-
szego korzystania z formul w nim zawartych, gdyz to prowadzi do bledow.
Jaskowski poczatkowo zastosowal technike prostokatéw otaczajacych kaz-
dy zakonczony poddowdd, ale w ostatecznej wersji swojej pracy [13] zastapit
prostokaty wprowadzaniem dodatkowej numeracji dla kazdego poddowodu.
W skrypcie zastosowat jeszcze inna technike graficzna separacji poddowo-
déw - poziome klamrowe nawiasy?. W kazdym z tych rozwiazan ryzyko
btednych dedukcji jest wyeliminowane poprzez zakaz korzystania z tych
formul, ktoére graficznie sa zaznaczone jako nalezace do zakoniczonego pod-
dowodu.

Gentzen uniknal tego typu probleméw w inny sposéb. W jego systemie
dowdd nie jest linearny, lecz jest struktura o postaci drzewa, ktérego korzen
stanowi dowodzona formutla, a licie to zatozenia. Bez wchodzenia w detale
zaznaczmy, Ze takie rozwiazanie réwniez pozwala na unikniecie ryzyka wy-
korzystywania w dalszym dowodzie zalozen, ktore zostaly wczesniej wyeli-
minowane (i wydedukowanych z nich formul). Rozwiazanie Gentzena bar-
dzo dobrze pokazuje konstrukcje gotowego dowodu, ale nie jest przydatne
w praktyce poszukiwania dowodu tak jak rozwiazania Jaskowskiego. Nic
dziwnego, ze dedukcja naturalna w stylu Gentzena, tzn. z dowodami w for-
mie drzew, jest wykorzystywana przede wszystkim w pracach teoretycznych
z zakresu teorii dowodu. Natomiast dowody linearne w stylu Jaskowskiego
doczekaly sie ogromnej ilosci wariantow w literaturze podrecznikowej, gdzie
wykorzystuje sie dedukcje naturalna jako praktyczne narzedzie konstruk-
cji dowodoéw. Dziwi natomiast fakt, Zze zazwyczaj autorzy tych podrecznikow
o Jaskowskim nie wspominaja®.

IV Zawartos¢é i konstrukcja skryptu
WspomnieliSmy na poczatku, ze skrypt Jaskowskiego zastuguje na przy-

pomnienie m.in. ze wzgledu na oryginalnos¢ wyktadu. Najwazniejszym wy-
znacznikiem jego oryginalnosci jest szerokie wykorzystanie wlasnego sys-

4Jeszcze inne, pokrewne rozwiazania w postaci pionowych linii, nawiaséw itp., zostaly po-
tem wprowadzone przez autoréw popularnych podrecznikéw logiki jak Fitch [6] czy Copi [4].

5Wspomnie¢ mozna, Ze istnieja tez wersje dedukcji naturalnej, wywodzace sie od Gentzena,
w ktérych podziat na reguly inferencji i konstrukcji dowodu oraz potrzeba stosowania
graficznych srodkoéw dla wyodrebniania poddowodéw nie sa potrzebne, gdyz reguly de-
finiowane sa nie na formutach, a na tzw. sekwentach.
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temu dedukcji naturalnej jako sposobu prezentacji logiki. Krotko omowimy
jego zawartos¢, wskazujac na te cechy, ktore swiadcza o jego nowatorstwie.

Skrypt sklada sie ze wstepu oraz trzech rozdziatéow. W pieciostronicowym
wstepie podane sa wskazowki bibliograficzne oraz krétkie uwagi o charak-
terze wprowadzajacym: terminologicznym i historycznym. Rozdziat 2 to ob-
szerna prezentacja klasycznej logiki zdan. Autor uzywa beznawiasowej sym-
boliki Lukasiewicza, w ktérej prezentuje zaréwno standardowa logike zdan,
jak i jej wersje z kwantyfikatorami. Po oméwieniu kwestii syntaktycznych
wprowadza reguly dedukcji naturalnej dla spojnikoéw i prezentuje dowody
22 tez. Nastepnie dotacza reguly dla kwantyfikatoréw i dowody kolejnych
11 tez. Ostatnia czes¢ rozdzialu ma charakter metodologiczny i zawiera
charakterystyke semantyczna spéjnikéw oraz dowdd niesprzecznosci, roz-
strzygalnosci i zupetnosci logiki zdan z kwantyfikatorami wraz z dowodami
kolejnych 26 tez. Na uwage zastuguje fakt, ze logika zdan jest konsekwent-
nie scharakteryzowana w terminach dedukcji naturalnej, bez Zadnego od-
niesienia do ujecia aksjomatycznego. Nawet semantyczna charakterystyka
spojnikéw jest wyprowadzona dedukcyjnie na bazie uogélnionego pojecia
rozstrzygalnosci wyrazen. Autor konsekwentnie uzywa w dowodach rezul-
tatéw metalogicznych tej samej metody, zblizonej do zastosowanej przez
Laszl6 Kalmara w dowodzie pelmosci rachunku zdan; w przypadku Jas-
kowskiego ma ona jednak konsekwentnie syntaktyczny charakter. Wpro-
wadzenie kwantyfikatoréw do rachunku zdan jest charakterystyczna cecha
polskiej szkoty logiki przedwojennej (por. np. skrypt Lukasiewicza [37]). Za-
bieg ten umozliwia Jaskowskiemu dowéd zupelnosci (rachunek zdan bez
kwantyfikatoréw nie jest zupelny w tym sensie), z ktérego nastepnie wy-
prowadzony jest dowod pelnosci. Ponadto pozwala na dydaktycznie prost-
sze wprowadzenie regul kwantyfikatorowych, ktére w kolejnym rozdziale sa
uogolnione na rachunek predykatow.

Rozdzial 3 jest bardziej zwiezly i zawiera zasadniczo prezentacje ra-
chunku pierwszego rzedu, cho¢ mozna znaleZ¢ réwniez zarysowane spo-
soby jego poszerzenia na drugi rzad. Warto podkresli¢, ze reguty dla kwan-
tyfikatoréw podane w skrypcie sa odmienne zaréwno od regul podanych
w [13], jak i regul podanych przez Gentzena czy poZzniejszych autorow syste-
mow dedukcji naturalnej. W [13] Jaskowski podat jedynie reguty dla kwan-
tyfikatora ogélnego i to reguly slabsze, charakteryzujace logike inkluzywna.
Reguly podane w skrypcie charakteryzuja logike klasyczna, ale w odmienny
sposob niz w innych systemach. Uwaga ta dotyczy przede wszystkim regut
dla kwantyfikatora szczegétowego, wprowadzonych wczesniej dla zmien-
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nych zdaniowych. Sa one trzy i mozna im zarzuci¢ pewne niedomogi na-
tury teoretycznej. Zamiast jednej reguly eliminacji kwantyfikatora sa dwie
reguly, z ktérych jedna eliminuje go jedynie wtedy, gdy w formule kwanty-
fikowanej nie wystepuje zmienna przykwantyfikatorowa. Druga dla odmiany
wymaga dwoch przestanek, z ktoérych jedna jest ogdlnie skwantyfikowana
implikacja, a druga egzystencjalna kwantyfikacja poprzednika. Nie jest to
wiec rozwiazanie eleganckie, ale za to dydaktycznie latwiejsze do przy-
swojenia dla nauczanych. Standardowe zestawy regul kwantyfikatorowych,
w ktorych dazy sie do adekwatnego ujecia z pomoca pojedynczych re-
gul dotaczania i eliminacji sprawiaja czesto sporo klopotow ze wzgledu
na skomplikowane warunki dodatkowe, ktére ograniczaja bledne inferen-
cje. Zestaw regut podany przez Jaskowskiego pozwala zgrabnie uniknac¢
tych problemoéw. W rozdziale tym mozna znalez¢ rowniez dowody 39 tez,
prezentacje sylogistyki Arystotelesa, identycznosci (scharakteryzowanej
w logice drugiego rzedu) oraz wybranych wlasnosci relacji oraz zagadnienia
(nie)rozstrzygalnosci.

Ostatni rozdzial zawiera zwiezla prezentacje teorii typow, kategorii i an-
tynomii Russella. Ponownie pojawia sie teoria identycznosci jako ilustracja
rozwazan o definicji oraz teoriach aksjomatycznych. Autor ponownie kon-
sekwentnie stosuje dedukcje naturalna jako poreczny sposob prezentacji
omawianych zagadnien. Rozdziat konicza krotkie uwagi o metodologii nauk
empirycznych oparte gtéwnie na pracach Carnapa.

Krétka charakterystyka zawartosci skryptu wskazuje na wszechstronne
uzycie dedukcji naturalnej jako glownej metody prezentacji logiki i zagad-
nien metalogicznych. Wiemy, ze Jaskowski byl wynalazca dedukcji na-
turalnej (cho¢ fakt ten jest czesto niedostrzegany), ale przy okazji warto
wskazaé na jeszcze jeden problem dotyczacy pierwszenstwa. Od kwestii
wynalezienia dedukcji naturalnej nalezy odré6zni¢ problem upowszechnie-
nia tego sposobu prezentacji logiki i dowodéw w nauczaniu. W powszech-
nym przekonaniu pierwszym podrecznikiem, ktory konsekwentnie prezen-
tuje logike w postaci systemow dedukcji naturalnej jest ksiazka Federica
Fitcha “Symbolic Logic” [6] wydana w roku 1952. W podreczniku tym autor
konsekwentnie uzywa systemu, ktory w sensie doboru regut zalezny jest od
ujecia Gentzena, ale w sensie przyjetego sposobu prezentacji dowodow jest
uproszczonym systemem Jaskowskiego, w ktorym zamiast czworobokow
otaczajacych poddowody uzywa sie jedynie pionowych linii z lewej strony
poddowodu. Ten sposob prezentacji dowodow stal sie niezwykle popularny
i powszechnie okreslany jest jako “Fitch-style natural deduction”, chociaz
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sam Fitch w przedmowie wymienia Jaskowskiego jako Zrédlo inspiracji.
Niektorzy twierdza, ze pionierem w upowszechnianiu naturalnej dedukcji
jest Willard Orman Quine, ktéry w “Methods of Logic” [39] wydanym po raz
pierwszy w 1950 r. zaprezentowal swoj wlasny system dedukcji natural-
nej. Jednak w ksiazce Quine’a dedukcja naturalna nie jest systemem jedy-
nym ani nawet podstawowym; jej prezentacja zajmuje zaledwie 20 stron.
Sam Quine jako pioniera stosowania dedukcji naturalnej w nauczaniu lo-
giki wymienia Cooleya i jego podrecznik “Primer of Logic” [3] wydany po
raz pierwszy w roku 1942. Trudno jednak zgodzic¢ sie z opinia Quine’a w tej
kwestii. Cooley wprowadza wprawdzie duza liczbe wtérnych regut inferencji,
ktore bardzo upraszczaja dowody, ale uzywa systemow aksjomatycznych
i nie stosuje zadnych srodkéw w celu zaznaczania zaleZznosci dedukowa-
nych formutl od dodatkowych zatozen, co - jak wyzej zaznaczyliSmy - jest
jednym z definicyjnych kryteriéw uznania danego systemu za system de-
dukcji naturalnej. W skrypcie Jaskowskiego, podobnie jak w podreczniku
Fitcha, dedukcja naturalna jest konsekwentnie stosowanym systemem for-
malnym. Wypada wiec uznaé, ze prezentowany nizej skrypt z 1947 r. jest
pierwszym na Swiecie podrecznikiem logiki nauczanej za pomoca dedukcji
naturalnej. By¢ moze jest to najwazniejszy powod wznowienia tej pracy.

V Zasady redakcji

Podstawowa zasada przyjeta przy redagowaniu skryptu byla zasada jak
najmniejszego ingerowania w tekst oryginalny.

Zachowano strukture skryptu: podzial na rozdzialy, podrozdziatly,
sekcje®.

Poprawiono ortografie i interpunkcje wedtug wspoétczesnych zasad i re-
gul pisowni. Sprostowano takze drobne btedy merytoryczne. W szczegélno-
Sci, w roznych miejscach w nawiasach kwadratowych umieszczono badz
drobne dodatki utatwiajace zrozumienie tekstu, badz rekonstrukcje tekstu
nieczytelnego lub ewidentnie zepsutego podczas przepisywania, np. ,skry-
stalizowany” zamiast ,sformalizowany”, ,edukacyjny” zamiast ,dedukcyjny”
itp.

6Z ta réznica, ze w oryginale jest stala numeracja podrozdzialéw - tacznie 18 - i brak
numeracji sekcji, natomiast w obecnym wydaniu podrozdzialy i sekcje sa numerowane
w obrebie rozdzialow.
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Wprowadzono zmiany o charakterze typograficznym - Jaskowski czesto
postugiwal sie podkresleniami i wersalikami, ktore zostaly konsekwentnie
zastapione czcionka pogrubiona lub kursywa.

Zachowana zostala oryginalna notacja beznawiasowa (tzw. Lukasiewi-
czowska), ale dla wygody czytelnika obznajomionego ze wspotczesnie do-
minujaca notacja dodano przypisy zawierajace translacje przyktadow. W
przypadku wzoroéw zwartych i krétkich transkrypcja jest podana obok w na-
wiasie kwadratowym, a w przypadku dowodéw w przypisie na dole strony.
W paru miejscach przypisy podaja tez drobne uzupeinienia do tekstu (a nie
uzupelnienia w tekscie - te sa, jak wyzej wspominalisSmy, umieszczane w na-
wiasach kwadratowych).

W podawanych dalej transkrypcjach wzoréw zachowujemy te same sym-
bole, ktore stosowal Jaskowski dla zmiennych, tj. p,q,r dla zmiennych
zdaniowych x, y, z dla zmiennych nazwowych, a, b, ..., f, g, h dla zmiennych
predykatowych. Podobnie uzywamy tych samych liter greckich co autor
dla zapisu zmiennych metajezykowych, natomiast dla spéjnikéw zamiast
liter N, K, A, I, E stosujemy symbole —, A, V, —, <, a dla kwantyfikatoréw za-
miast liter TT, ¥ uzywamy V, 4. W dodanych translacjach wzoréw stosujemy
nawiasy w sposob oszczedny, zgodny z konwencjami stosowanymi w wielu
podrecznikach: 1) pomijamy nawiasy zewnetrzne, 2) stale sa uporzadkowane
ze wzgledu na ,sile wiazania” swoich argumentéw: — oraz kwantyfikatory
wiaza najmocniej, natomiast dwuargumentowe spojniki wiaza sltabiej wg
kolejnosci: A, V, —, «. Dla przykladu:

pPAgq—=T1V(s— ~(te q— p)
jest uproszczonym, zgodnie z powyzszymi konwencjami, zapisem formuty:

(pA—(q@) = (rV(s— =(te (g— p))).

Pragne na koniec ztozy¢ podziekowania kilku osobom, bez ktérych po-
mocy nie udaloby sie dokonaé¢ wydania tej ksiazki. Przede wszystkim jestem
bardzo wdzieczny spadkobiercom Profesora Stanistawa Jaskowskiego, Jego
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corce Pani Annie Dziembowskiej oraz synowi Panu Kazimierzowi Jaskow-
skiemu za wyrazenie zgody na wydanie skryptu i zyczliwe stowa zachety.
Wdziecznosé winienem réwniez profesorowi Maxowi Urchsowi, ktéry jako
pierwszy zwrdécil moja uwage na skrypt Jaskowskiego oraz Pani profe-
sor Urszuli Wybraniec-Skardowskiej. Jej zaproszenie do zlozenia artykutu
o Stanistawie Jaskowskim w przygotowanym przez Nia tomie poswieconym
Szkole Lwowsko-Warszawskiej, stalo sie bezposrednim impulsem do pod-
jecia przeze mnie pracy redakcyjnej. Chcialbym podziekowaé¢ za pomoc na
roznych etapach przygotowania edycji profesorowi Andrzejowi Pietruszcza-
kowi oraz profesorom UMK Tomaszowi Jarmuzkowi i Markowi Nasieniew-
skiemu, a przede wszystkim magistrowi Mateuszowi Klonowskiemu za Jego
bezinteresowna pomoc przy sporzadzeniu fotokopii skryptu. Na koniec wiel-
kie podziekowania mojemu wspotpracownikowi doktorowi Michatowi Za-
widzkiemu za czas i wysilek poswigcony na dokonanie ostatecznej redakcji
technicznej tekstu.

Andrzej Indrzejczak
Lodz 2018
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Rozdzial 1

Wstep

1.1. Literatura

Dziedzina wiedzy, ktéra bedziemy sie tu zajmowali, rozwijala sie w szybkim
tempie w ostatnich dziesiecioleciach. W rozwoju tym znaczny jest wktad
uczonych polskich, ktérych badania zjednaly sobie uznanie za granica i wy-
warly wyrazny wptyw. Wyniki badan znajduja sie przewaznie w pracach spe-
cjalnych, w czasopismach logicznych, matematycznych lub filozoficznych,
czesto sa opublikowane w postaci streszczenn. W jezyku polskim brakuje
drukowanego podrecznika, ktéry by ujmowat najwazniejsze wyniki z tego
zakresu. Podam tylko szereg ksiazek, z ktérych czytelnik moze uzupenié
swe wiadomosci. Z ksiazek polskich polecam dla poczatkujacych przede
wszystkim niewielka ksiazeczke, przeznaczona na lekture dodatkowa dla
mlodziezy licealne;j:

- Tarski Alfred, O logice matematycznej i metodzie dedulkcyjnej. Biblio-
teczka matematyczna N 3-4-5, Ksiaznica-Atlas, Lwow-Warszawa.

Ksiazka ta nie zawiera systematycznego wykltadu, lecz moze stuzy¢ jako
cenne uzupelnienie i zbiér zadani. Wobec braku podrecznika studenci uni-
wersytetow korzystali przewaznie ze skryptow. Wymienieg tu:

- Ajdukiewicz Kazimierz, Gtéwne zasady metodologii nauk i logiki formal-
nej. Skrypt autoryzowany zredagowat M. Presburger. Kolo Matematyczno-
-Fizyczne Stuch. Un. Warsz., Warszawa 1928 (Litografia).

- Lukasiewicz Jan, Elementy logiki matematycznej. Skrypt autoryzowany
opracowal M. Presburger. Kolo Matematyczno- -Fizyczne Stuch. Un. Warsz.,
Warszawa 1929 (Litografia).
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Podrecznikiem przeznaczonym w zasadzie dla studentéw wydziatu hu-
manistycznego jest:

- Kotarbinski Tadeusz, Elementy teorii poznania, logiki formalnej i meto-
dologii nauk. Ossolineum, Lwow 1926.

Podrecznik ten zawiera m.in. streszczenie niektérych pogladow Stani-
slawa Lesniewskiego (profesor Uniwersytetu Warszawskiego, zmart
w 1939 r. przed wojna), ktory niestety nie pozostawil dziela drukowanego
o przystepniejszym charakterze.

Oryginalne a odmienne od ,szkoly warszawskiej” poglady zawieraja
ksiazki:

- Chwistek Leon, Granice nauki. Zarys logiki i metodologii naulk Scistych.

Ksiaznica-Atlas, Lwow-Warszawa 1935.

- Sleszyniski Jan, Teoria dowodu. Podtug wyktadéw uniwersyteckich opra-
cowal S. K. Zaremba, Koto Matematyczno-Fizyczne Ucz. Un. Jagiellon-
skiego, Krakéw, Tom I - 1925, Tom II - 1929.

Literatura w jezykach obcych réowniez nie jest obszerna, sposrod przys-
tepniejszych podrecznikéw wymienie:

- Hilbert David und Ackermann W[ilhelm], Grundzuge der Theoretischen
Logik. II Aufl. Springer, Berlin 1938.

+ Carnap Rudolph, Abriss der Logistik. Wien 1929.
Charakter popularyzujacy posiada ciekawa ksiazka:

- Russell Bertrand, Introduction to mathematical philosophy. London1921.
To samo w ttumaczeniu: Einfuhrung in die Mathematische Philosophie. Ins
deutsche ubertreten von E. J. Gumpel und W. Gordon, Drei Masken, Mun-
chen 1923.

Nie znam literatury zagranicznej z okresu wojny 1939-1945.

1.2. Co rozumieé bedziemy przez metodologie

Pisze na tablicy ,1+ 1 = 2”. Jest to pewne twierdzenie spisane w powszech-
nie przyjetym znakowaniu arytmetycznym, pewne zdanie wypowiedziane
w jezyku arytmetyki - jak inaczej mozemy powiedzie¢. Jest to zarazem kon-
kretny, materialny napis na tablicy, o tym napisie mozemy wypowiadac
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rozne zdania, np. ze ten napis sklada sie kolejno z jedynki, plusa, jedynki,
znaku réwnosci i dwojki. Mozemy tez powiedziec: ,Napis ztozony kolejno ze
znakow jedynki, plusa, jedynki, znaku réwnosci i dwojki jest twierdzeniem
arytmetyki”. Tego ostatniego zdania nie zaliczymy do arytmetyki, gdyz aryt-
metyka nie jest nauka o napisach, lecz poucza nas o wlasciwosciach liczb.
Tym niemniej badanie znakéw uzywanych w arytmetyce jest zajmujace i po-
zyteczne, badania takie zaliczamy do metodologii arytmetyki. W arytmetyce
moéwimy o liczbach: jeden, dwa itd. W metodologii o znakach oznaczajacych
te liczby, a wiec o cyfrach: jedynce, dwojce itd. Przedmiotem badan metodo-
logii, takiej jaka tu przedstawiam, sa zdania pewnej nauki, a wiec konkretne
materialne napisy.

Mowiac o znaku, mamy na mysli jeden konkretny napis znajdujacy sie
w okreslonym miejscu. A wiec méwiac o napisie ,, 1 + 1 = 2”, nie mozemy po-
wiedzie¢, ze pierwszy znak tego napisu (jedynka) jest identyczny, tozsamy,
z trzecim znakiem (réwniez jedynka). Przeciez te znaki sa rézne, bo sa na-
pisane w innych miejscach. Powiemy natomiast, ze pierwszy znak jest row-
noksztaltny z trzecim znakiem. Jezeli w jezyku metodologii chcemy poka-
zac, jaki ksztalt ma wyrazenia omawiane, mozemy to uczynic¢, przytaczajac
wyrazenie w cudzyslowie. A wiec mozemy powiedzie¢, ze jedynka jest to
znak ,1”, Ze plus jest to znak ,+” itd. Rozr6znienie pomiedzy identycznoscia
a réwnoksztattnoscia wyrazen, zaréwno jak konsekwentny sposéb uzywa-
nia cudzystowow pochodzi od Lesniewskiego.

Ograniczenie badan do zdan zapisywanych pozwala osiagna¢ matema-
tyczna Scislos¢ wyslowionych twierdzen i dowodow. Watpliwa jest wartos¢
naukowa takich przekonan, pomyslanych sadéw, dopoki nie umiemy ich
wystowi¢. Dopiero przez wypowiedzenie zdann komunikujemy je innym lu-
dziom, poddajemy dowdd kontroli. Zatem pomijamy takie przezycia bada-
cza, ktérych nie umie on wystowié¢. Stanowisko to pociaga wazna konsek-
wencje: kazde zdanie zapisane jest zdaniem ze wzgledu na okreslony jezyk,
wiec badajac zdania, musimy zaja¢ sie rowniez jezykiem, w ktérym sa one
wypowiedziane. Dlatego rozwazania dotyczace jezyka znakowania stanowia
istotna czes¢é metodologii.

1.3. Logika

Logike wyloze w postaci systemoéw [sformalizowanych]. Twierdzenia logiki
bedziemy zapisywali w pewnym znakowaniu (symbolice), czyli w pewnym
jezyku sztucznie utworzonym. Jezykiem metodologii logiki, jezykiem, w kto-
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rym bedziemy moéwili o wyrazeniach systemu logiki, bedzie jezyk zwykly,
potoczny. Odrebne znakowanie dla badanego systemu uniemozliwi nam
pomieszanie wyrazen systemu z wyrazZeniami nalezacymi do jego meto-
dologii.

1.4. Antynomie spowodowane pomieszaniem jezy-
kow

Dlaczego dbamy o to, by jezyk systemu byl rézny od jezyka jego metodolo-
gii. Ot6z odroznienie tych dwoch jezykéw uwalnia nas od niebezpieczenstwa
pewnego rodzaju sprzecznosci, tzw. antynomii, ktére groza w przeciwnym
przypadku. Niebezpieczenstwo grozi m.in. wéwczas, gdy w pewnym zdaniu
mozemy mowic o tym samym zdaniu, co stwierdzimy na nastepujacym przy-
kladzie. Sala, w ktorej sie znajdujemy posiada okreslona nazwe geograficzna,
jest to aula Collegium Minus Uniwersytetu Kopernika w Toruniu. Napisze
na tablicy jedno zdanie: ,,Zdanie napisane na tablicy w auli Collegium Minus
Uniwersytetu Kopernika jest fatszywe”. Przypusémy, ze napisane zdanie
jest prawdziwe. Woéwczas - zgodnie z jego trescia - zdanie napisane na ta-
blicy w tej sali jest falszywe. [Zatem przypuszczenie, jakoby byto zdaniem]
prawdziwym doprowadza nas do sprzecznosci. Wobec tego nalezy przyjac,
ze zdanie to jest falszywe. Ale w tej chwili stwierdziliSmy wtasnie to, co
to zdanie orzeka, a wiec zdanie badane jest prawdziwe. W obu mozliwych
przypadkach: przy zalozeniu prawdziwosci zdania i przy zalozeniu jego fat-
szywosci otrzymaliSmy sprzecznos¢, a wiec w kazdym razie otrzymujemy
falsz. Rozumowanie powyzZsze jest pewna modyfikacja antynomii kltamcy
sformulowanej juz w starozytnosci przez Eubulidesa. W zdaniu napisanym
na tablicy wystepuja terminy geograficzne: , Torur”, ,,Collegium Minus” i wy-
razy: ,zdanie”, ,fatszywe”, ktore sthuza do opisywania wlasnosci wyrazen,
a wiec naleze¢ moga tylko do jezyka metodologii nauki. Przyklad ten wy-
kazuje, na jakie trudnosci napotykamy przy usitlowaniu stworzenia jezyka
jednolitego dla wszystkich nauk.

Doktadne rozroznienie jezyka systemu i jezyka metodologii jest radykal-
nym sposobem unikniecia tego typu antynomii.

1.5. Uwagi historyczne

Poniewaz historia logiki nie jest gléwnym tematem niniejszych wyktadéw,
bede ograniczatl wiadomosci historyczne do niezbednego minimum. Uwagi
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historyczne polegac¢ beda przewaznie na zaznaczeniu, ktoéry z autorow pierw-
szy rozwiazal (lub postawil) najwazniejsze z zagadnien, o ktérych mowa.
Uwagi te umieszczam po rzeczowym wykltadzie odpowiedniego materiatu,
aby nie przerywac toku rozumowania. Badania, ktére tu zaliczyliSmy do me-
todologii uprawiane byty od dawna, wchodzity one w sklad logiki. W badaniu
sprzecznosci lubowali sie starozytni Grecy, wspomniana antynomia Eubu-
lidesa miata w oryginale posta¢ zdania: ,Epimenides Kretericzyk powiedzial,
ze wszyscy Kretericzycy ktamia”. W tej postaci nie jest zreszta antynomia
w Scistym tego wyrazu znaczeniu, bo nie doprowadza do sprzecznosci, przy-
puszczenie, ze zdanie ,,Wszyscy Kretericzycy ktamiq” jest falszywe. Z przy-
puszczenia tego wynika jedynie, ze pewien kretericzyk mowi prawde, ale
stad nie wynika, by Epimenides méwil prawde. Nazwa antynomii zapozy-
czona jest z prawoznawstwa, oznacza tam sprzecznosc¢ praw.

Pierwszy pomyst jezyka symbolicznego, umyslnie dla celéow logiki zbu-
dowanego pochodzi od Leibniza (wiek XVII). Wlasciwym tworca logiki sym-
bolicznej byt Boole, przywiazywat on wielka wage do wyboru jezyka. Pisat
np. ,Jezyk jest narzedziem ludzkiego rozumu, a nie jest srodkiem do wy-
razania mysli” (Laws of thought, r. 1854). Metodologie matematyki dopro-
wadzili do wysokiego poziomu przede wszystkim Hilbert i jego uczniowie -
w ostatnich dziesiecioleciach, uprawiajac ja pod nazwa [metamatematyki].
Ogolnie Hilbert nazywa metasystemem wzgledem pewnego systemu to, co
my nazywamy metodologia tego systemu (za Prof. Ajdukiewiczem, Lukasie-
wiczem, Tarskim).

Chwistek podjal probe stworzenia jednolitego systemu logiki i metodo-
logii logiki o wspdlnym jezyku. W tytule uzywam nazwy ,logika matema-
tyczna” dla zaznaczenia kierunku, ktory bedzie reprezentowany. W tym sa-
mym celu uzywa sie tez nazwy ,logistyka”, ,logika symboliczna”. Odmienne
stanowisko w wielu zagadnieniach zajmuje logika tzw. filozoficzna lub tra-
dycyjna. Stawia sobie za zadanie [, Ze] ma wykrywac¢ prawa myslenia, a wiec
pewne czynnosci psychiczne. Nie ogranicza sie do badania zdan, lecz mowi
o sadach, choéby pomyslanych tylko.






Rozdzial 2

Rachunek zdan

Uwaga terminologiczna. Rachunek zdan nosi réwniez nazwe teorii deduk-
cjil. Ta ostatnia nazwa nie jest szczesliwie dobrana, gdyz nasuwa przypusz-
czenie jakoby teoria ta zawierata caloksztalt praw rozumowania dedukcyj-
nego. Tak nie jest, w teorii dedukcji nie umiemy sformutowac wielu prostych
i podstawowych praw logicznych, ktore daja sie wystowi¢ dopiero w jezyku
bogatszym, niz jezyk rachunku zdan.

2.1. Wyrazenia sensowne rachunku zdan

2.1.1. Pojecie sensownosci

Kazde zdanie sklada sie z jednego lub kilku wyrazéw okreslonego jezyka.
W jezyku symbolicznym sztucznie zbudowanym wyrazy maja zwykle po-
sta¢ jednego znaku, takimi sa cyfry, plus, znak réwnosci itd. w arytmetyce.
Nie wystarczy jednak zapisa¢ szereg wyrazoéw, aby otrzymac zdanie. Nie
jest zdaniem arytmetyki ,2+ =”, ani zdaniem geografii ,,Wista Warszawa
lezy nad’. O wyrazeniach tych nie powiemy, Ze sa prawdziwe, ani ze sa
falszywe, lecz tylko to, ze nie posiadaja zadnego sensu, czyli sa niesen-
sowne (bezsensowne). O tym jak laczy¢ wyrazy, aby otrzymaé¢ zdanie da-
nego jezyka poucza czes¢ gramatyki noszaca nazwe sktadni. Szczegotowe
przepisy sktadni, reguly sensownosci - daja nam odpowiedZ na pytanie,
jakie wyrazenia sa zdaniami tego jezyka. Niektore sposrod zdan mozemy
uwazac¢ za prawdziwe, inne uwazamy za falszywe, lecz réwnoczesnie to jest
obojetne przy formutowaniu regut sensownosci. Przyktady zdan arytmetyki:

!Taka nazwa zostala wprowadzone przez Russella i Whiteheada w Principia Mathematica,
po II wojnie Swiatowej raczej wyszta z uzycia.

9
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2+2=4" ,2+2 =5 zdan geografii: ,,Warszawa lezy nad Wista”, ,Stolica
Polski lezy nad wielka rzeka”, ,,£6dz lezy nad Wistq”.

W algebrze mowimy, ze ,2x + 1” jest funkcja zmiennej ,x”, gdyz wyra-
zenie to podporzadkowuje kazdej liczbie, ktora podstawimy za argument
X~ pewna liczbe - wartosé funkcji ,2x + 1”. Uogdlniajac pojecie funkcji,
powiemy, ze wyrazenie ,x + 1 = 2” jest réwniez funkcja zmiennej ,.x”, gdyz
przyporzadkowuje kazdej liczbie, ktéra podstawimy za ,x” pewne zdanie
(prawdziwe lub falszywe), ktére bedziemy uwazali za warto$é funkcji przy
tym podstawieniu. A wiec jedynke zamiast ,x” otrzymujemy zdanie praw-
dziwe: ,1 + 1 = 2” - jako wartos¢ tej funkcji, przy innych podstawieniach,
na przyklad przy podstawieniu zera - zdanie fatszywe: ,0+ 1 = 2”. Poniewaz
funkcja ,x+1 = 2” przybiera zdania jako wartosci, wiec nazywac ja bedziemy
funkcja zdaniowa, a dlatego, ze za argument jej podstawiamy liczby - doda-
jemy blizsze okreslenie: funkcja zdaniowa o jednym argumencie liczbowym.

Znamy sposoby budowy zdan ztozonych, tzn. otrzymywanych przez po-
laczenia innych zdan za pomoca pewnych wyrazéw. Z podanych przykta-
dowo zdan mozemy utworzy¢ nastepujace zdanie ztozone: ,Jezeli Warszawa
lezy nad Wislq, to stolica Polski lezy nad wielka rzekq”, ,Nieprawda, ze
Lodz lezy nad Wista”, ,Warszawa lezy nad Wista i nieprawda, ze Lodz lezy
nad Wista”, ,2+ 2 = 4 lub 2 + 2 = 5”. Uwazajmy litery male pe, male
ku za zmienne zdaniowe, tj. zmienne ktdre reprezentuja (zastepuja) zdania
i utworzmy wyrazenia: ,Jezelip, to q”, ,p i q”, ,p lub q”. Wyrazenia te nie sa
zdaniami jezyka polskiego. Jezeli jednak zastapimy w nich zmienne ,,p”, ,,q”
przez zdania, to otrzymamy zdanie ztozone. Pozostaniemy wiec w zgodzie ze
znanym z matematyki pojeciem funkcji, gdy powiemy, ze wyrazenie ,Jezeli
p, to q” jest funkcja zdaniowa o dwoch argumentach zdaniowych. Podobnie
»Nieprawda, ze p” jest funkcja zdaniowa o jednym argumencie zdaniowym.

Wiemy z algebry, ze réwnanie ,x + 1 = 2” posiada rozwiazanie. MoZemy
te okolicznosé wystowi¢ w postaci zdania, ktore daje sie w algebrze udowod-
nié: ,Istnieje takie x ze x + 1 = 2”, Podobnie mozna udowodni¢ w algebrze,
ze réwnanie to nie posiada innych rozwiazan, niz liczba jeden. Wystowic
to mozemy w postaci zdania: ,,Przy wszelkim x jezelix + 1 = 2, tox = 1”.
Wyrazenie ,,przy wszelkim” nazywamy kwantyfikatorem ogélnym, ,przy
pewnym” kwantyfikatorem szczegotowym. W przyktadach powyzszych sto-
sowalisSmy kwantyfikatory do zmiennych liczbowych. Mozemy postugiwacé
sie kwantyfikatorami rowniez w odniesieniu do zmiennych zdaniowych,
mianowicie poprzedza¢ funkcje zdaniowe takimi zwrotami jak ,przy pew-
nym p”, ,przy wszelkim p”. Kwantyfikatoréw nie uwazamy za znaki funkcji,
zmiennej nastepujacej bezposrednio po kwantyfikatorze nie nazywamy ar-
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gumentem. Za argument funkcji mozemy bowiem podstawi¢ pewna inna
funkcje, na przyklad w funkcji ,,q lub p” za argument ,,p” podstawi¢ ,jezeli p,
to r’, a otrzymamy funkcje zdaniowa - w tym przypadku trzech argumen-
tow: ,q lub jezeli p to . Natomiast jezeli wstawimy ,jezeli p, to r” zamiast
»P” W wyrazeniu ,,przy wszelkim p”, to otrzymamy wyrazenie niezrozumiate,
niemogace wchodzi¢ w sklad zadnego wyrazenia sensownego: ,,przy wszel-
kim jezeli p, to .

2.1.2. Znakowanie beznawiasowe Lukasiewicza

Zmiennymi zdaniowym sa male litery ,,p”, ,,q”, ,r”, ,s” oraz litery tych ksztat-
tow ze wskaznikami u dotu: ,p;”, ,po” itd. Funkcje zdaniowe o argumentach
zdaniowych zapisywane sa symbolicznie wedlug schematu nastepujacego:
na poczatku zapisujemy znak funkcji, czyli funktor, po nim nastepuje je-
den lub dwa argumenty - argumentéw tych nie ujmujemy w nawiasy ani
nie oddzielamy ich przecinkiem. Funktorem o jednym argumencie jest znak
»N” [1], funktorami o dwéch argumentach znaki: ,A”, ,C”, ,E”, ,K” [odpo-
wiednio: V, —, <>, A]. Pod znaki te podkladamy pewne znaczenie intuicyjne,
ktoére uwidoczni¢ mozemy przez podanie sposobu odczytywania funkcji zbu-
dowanych przy ich pomocy.

Negacje, zaprzeczenie zdania ,Np” [-p] najprosciej byloby czyta¢ jako
»nie p”, jak to czynimy w jezyku potocznym w pewnych przypadkach np. ,nie
grzmi’. Lepiej czyta¢ ,nieprawda, ze p”, gdyz w jezyku polskim przeczenie
»nie” odnoszace sie do catego zdania umieszcza sie przewaznie wewnatrz
zdania np. ,,L6dz nie lezy nad Wista’. Zdanie ,Nie £6dz lezy nad Wista” jest
niezrozumiate.

JAPq” [p V ql mozna czytaé¢ jako: ,p lub q”. Aby zblizy¢é sposéb czyta-
nia do symboliki uzytej, dobrze umiesci¢ jakis wyraz na poczatku czyta-
nego wyrazenia, a wiec powiedzie¢: ,badz p lub q”. Sens wyrazenia naj-
dokladniej oddaje takie odczytanie: ,zachodzi co najmniej jeden sposréd
dwdch nastepujacych przypadkow: p, q”. Funkcje ,Apq” nazywa Lukasie-
wicz alternatywa, nazywaja ja rowniez dysjunkcja. Dawniejsza nazwa tej
funkcji jest suma logiczna, a zdarza sie tez nazwa iloczyn logiczny (Hilbert).
Argumenty alternatywy nazywamy skladnikami.

~Cpq” [p — ql czyta sie jako: ,jezeli p, to q” lub krocej: ,jezeli p, q”. Przy
zbiegu wiekszej ilosci funkcji czyta¢ ja mozna tak: ,,p implikuje q”, ,,p pociaga
za sobq q”. Funkcje ,Cpq” nazywamy implikacja lub okresem warunkowym,
pierwszy jej argument poprzednikiem, drugi nastepnikiem.
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~EDPq” [p < gl czyta sie: ,wtedy i tylkkco wtedy p gdy q”, ,,p jest warunkiem
koniecznym i dostatecznym na to, by q”, ,nastepujace dwa zdania sa sobie
réwnowazne: p, q”. Funkcje te nazywamy réwnowaznoscia (ekwiwalencja),
jej argumenty - stronami: lewa i prawa.

~Kpq” [p A gl czyta sie: ,p iq”, a takze ,zarazem p i q”, ,oba nastepujqce
zdania sa prawdziwe: p, q”. Funkcje te nazywamy koniunkcja, starsza
nazwa jest iloczyn logiczny (Hilbert nazywa ja suma logiczna). Argumenty
nazywamy czynnikami.

Duze pi greckie ,I1” [V] jest kwantyfikatorem ogélnym, tzn. ,IIp” [Vp]
nalezy czyta¢ ,przy wszelkim p”, duze sigma ,2” [d] jest kwantyfikatorem
szczegotowym, tzn. ,Xp” [dpl] czytamy: ,przy pewnym p” lub ,istnieje takie
p, ze...”.

2.1.3. Reguly sensownosci

Przez odpowiednie uzycie kilku zmiennych, funktoréw i kwantyfikatorow
mozemy tworzy¢ coraz bardziej skomplikowane wyrazenia sensowne. Oto
reguly sensownosci rachunku zdan [podane przez Lukasiewicza], reguly te
stanowia sktadnie systemu.

2

Regula I. Wyrazenie zlozone z jednej z liter ,p”, ,,q”, ,7”, ,S” lub z jednej

z tych liter ze wskazZnikiem - jest wyrazeniem sensownym.

Regula II. Wyrazenie zlozone kolejno ze znaku ,,N” i wyrazenia sensow-
nego jest wyrazeniem sensownym [WyrazZenie zloZone z — i wyrazenia sen-
sownego].

Reguta III. Wyrazenie zlozone kolejno z jednego ze znakow ,A”, ,,C”, E”,
»K” z wyrazenia sensownego i z drugiego wyrazenia sensownego - jest wy-
razeniem sensownym [Wyrazenie ztozone z jednego ze znakéw V, —, &, A
postawionego pomiedzy dwoma wyrazeniami sensownymil.

Regula IV. Wyrazenie zlozone kolejno z jednego ze znakéw LII7, 2”7 [Wy-
razenie zlozone z jednego ze znakéw V,d], z jednego ze znakéw: ,p”, ,q”,
I, »8” bez wskaznika lub ze wskaZnikiem i z wyrazenia sensownego - jest
wyrazeniem sensownym.

W sformutowanych czterech regutach méwiliSmy jedynie o ksztaltach,
ktore winny posiada¢ wyrazenia nazywane sensownymi w rachunku zdan.
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Reguly takie nazywamy strukturalnymi (zamiast nazwy ,regula” uzywa sie
réwniez nazwy ,dyrektywa”)?.

2.1.4. Przyklady wyrazen sensownych
Reguly sensownosci pozwalaja przyjac za sensowne wyrazenia nastepujace:
1) p (na mocy reguly I);
2) q (jw.);
3) Np [-p] (na mocy reguly I1i II);
4) CNpq [-p — ql.

Wyrazenie (4) sktada sie z ,C”, wyrazenia ,,Np” i wyrazenia ,q". ,Np”
jest réownoksztaltne z wyrazeniem (3), ktérego sensownos¢ okazalisSmy. La-
two widzie¢, ze wyrazenie rownoksztaltne z wyraZzeniem sensownym jest
sensowne, gdyz przy dowodzie sensownosci bierzemy pod uwage jedynie
ksztalty pewnych czesci danego wyrazenia. A wiec wyrazenie (4) sktada sie
z ,C”, z wyrazenia sensownego réwnoksztaltnego z wyrazeniem (3) i wyra-
zenia sensownego rownoksztaltnego z wyrazeniem (1). Jest wiec sensowne
na mocy reguty III. W ten sposéb dla okazania sensownosci pewnego wyra-
zenia powotywac sie [musimy] na wczesniej wykazana sensownos¢ innych
wyrazen:

5) Kpq [p A gl (reguta III wobec sensownosci wyrazen 1, 2);
6) AKpgp [p A qV pl (reguta III, sensownos¢ wyrazen 5, 1);
7) CAKpgpCNpq [p A qV p — (-p — g)] (regula III, sensownos¢ 6, 4).

Wyrazenie (7) jest na tyle skomplikowane, ze przy braku wprawy mozna
w pierwszej chwili nie zrozumie¢ jego budowy. Zadanie to mozna sobie
ulatwi¢, zakreslajac lub ujmujac w nawiasy niektore wyrazenia sensowne
w sklad jego wchodzace. A wiec budowa wyrazenia (7) staje sie jasna, jezeli
dopiszemy nawiasy w sposob nastepujacy:

C(A((Kpq)p) C(Np)Q) [((p A @ V p) = (=p) — 9)°]

2W podawanych dalej transkrypcjach wzoréw bedziemy stosowa¢ nawiasy w sposéb
oszczedny, zgodnie z uwagami podanymi we wstepie, dotyczacymi zasad redakcji.

3Por. ten zapis z zapisem tej samej formuly w punkcie 7, w ktérym uwzgledniliémy kon-
wencje dotyczace pomijania nawiasow.
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Nawiasy nie sa tutaj znakami rachunku zdan, maja one ten sam charak-
ter, co dopiski marginesowe. Nie méwimy o nich w regulach sensownosci.
Mozna ich uzywagé, jesli chcemy ulatwi¢ zrozumienie bardziej skompliko-
wanych wyrazen. Dalsze przyklady wyrazen sensownych:

8) IlgKpq [Vp(p A g (reguta IV, sensownos¢ wyrazenia 5);

9) CllgKpqKpq [Vq(p A @ — p A gl (regula 111, sensownosé wyrazen 8, 5).

2.1.5. Rozpoznawanie wyrazen sensownych

Reguly sensownosci pozwalaja okazac, ze wyrazenia sa sensowne. W taki
sposob mozna dowodzi¢, ze pewne wyrazenie nie jest sensowne, tzn., zZe
przez stosowanie regul sensownosci dowolna, cho¢by najwieksza ilos¢ razy
nie przyjmiemy tego wyrazenia za sensowne. Latwo zauwazyc, ze nie jest
sensowne zadne wyrazenie, ktore zawiera jakis znak niebedacy wyrazem
naszego jezyka, tzn. niewymieniony w zZadnej z regutl sensownosci. Za-
uwazmy, ze w regutach sensownosci [wystepuja tylko] zmienne zdaniowe,
funktor jednoargumentowy ,N”, funktory dwuargumentowe ,A” ,C” ,E” ,K”
i kwantyfikatory ,II” i ,X”. Znaki te sa to wyrazy tego rachunku zdan, kto-
rym bedziemy sie zajmowali. Jezeli jakieS wyrazenie zawiera znak, ktory
nie jest wyrazem tego jezyka, to nie potrafimy wykazaé¢ jego sensownosci,
opierajac sie na podanych tu regutach, wyrazenie takie nie jest sensowne w
podanym tutaj jezyku rachunku zdan. Jak przeprowadzi¢ Scislejszy dowod
niesensownosci takiego wyrazenia. Podam dowod prostego twierdzenia, aby
unaoczni¢ nam metode, ktéra bedziemy niejednokrotnie stosowali w dal-
szym ciagu. Dowodzimy, ze: Kazde wyrazenie sensowne rachunku zdan
sklada sie jedynie z wyrazéw teorii dedukcji.

Dowdd: Sensownosé kazdego wyrazenia sensownego musi by¢ uznana
na mocy jednej z regul sensownosci. Jezeli nie jest to reguta I, to do uznania
sensownosci wyrazenia potrzeba, by uznana byla juz wczesniej sensownoscé
pewnych innych wyrazen. Nazwijmy je przestankami. Np. (4) i (6) sa przes.
dla (7). Powiemy, ze wlasnos¢ skladania sie jedynie z wyrazéw wymienio-
nych w regulach jest wlasnoscia dziedziczna ze wzgledu na te regutly, jezeli
wlasnosé ta przystuguje kazdemu wyrazeniu uznanemu za sensowne na
mocy jednej z regul i przestanek posiadajacych te wlasnos¢. A wiec, ze wia-
snos¢ ta przechodzi z przeslanek na wyrazenia przyjmowane za sensowne,
podobnie jak pewne cechy przechodza z rodzicow na dzieci i dlatego nosza
nazwe dziedzicznych. W rozwazanym przypadku [jezeli cos] jest uznane za
sensowne na mocy reguly I, to sklada si¢ jedynie z jednej zmiennej, a wiec
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z wyrazu omawianego jezyka. Przeslanek w tym wypadku nie ma. Jezeli
wyrazenie dotaczone jest na mocy reguly II, to sktada sie¢ z wyrazu ,N”
i przestanki. Skoro ta przestanka sklada sie jedynie z wyrazéw, to i cale
wyrazenie sklada sie jedynie z wyrazéw. Zupeilnie podobnie rozpatrujemy
przypadki, w ktorych wyrazenie zostalo uznane za sensowne na mocy regut
III ub IV. [Stwierdzamy, ze analizowane wyrazenie sklada] sie z pewnych
wyrazow i przestanek, ze przestanki zawieraja jedynie wyrazy omawianego
jezyka, wiec otrzymane wyrazenie zawiera rowniez jedynie takie wyrazy. Mo-
zemy dalej stwierdzi¢ ogélnie, ze kazda wlasnos¢ dziedziczna wzgledem re-
gul sensownosci przystuguje wszystkim wyrazeniom sensownym. Albowiem
stosujac reguly sensownosci, musielibySmy moc otrzymac jakies wyrazenie
sensowne jako pierwsze z posrod wyrazen, nieposiadajacych tej wlasnosci,
a takiego otrzymac nie mozemy. Ta wlasnos¢, zatem - jako dziedziczna -
przenosi sie na wszystkie wyrazenia sensowne. [ ]

Podobnie okazaé mozemy, ze pewne inne wlasnosci sa dziedziczne wzgle-
dem regul sensownosci i dlatego przystuguja wszystkim wyrazeniom sen-
sownym.

Dla ich wystowienia przypomnimy, ze dwa znaki uwazamy za rézne, je-
zeli znajduja sie w ré6znych miejscach. Jezeli liczymy znaki pewnego rodzaju,
to nalezy osobno liczy¢ rézne znaki, choéby byly réwnoksztattne. A wiec
wyrazenie (4) CNpp [-p — p] zawiera ogétem cztery znaki, w tym dwie
zmienne - obie ksztaltu ,p”. Przenoszac na grunt naszych badan pojecie
»Cczesci”, bedziemy te czes¢ rozumieli w ten sposob, ze czeScia wyrazenia
jest pewne wyrazenie zawarte w poprzednim. Na przyklad (4) posiada czes¢
rownoksztaltna z wyrazeniem (3) ,Np”, samo wyrazenie mozna tez uwazac
za jego wlasna czes¢, mowimy jednak wtedy, ze jest to czesS¢ niewlasciwa.
Mozemy teraz wyslowic:

Twierdzenie (o warunku koniecznym i dostatecznym sen-
sownosci wyrazen): Wtedy i tylko wtedy pewne wyrazenie jest
wyrazeniem sensownym, gdy zarazem (I) wyrazenie to sklada sie
wylacznie ze zmiennych zdaniowych, funktoréw jednoargumen-
towych i dwuargumentowych i kwantyfikatorow (II) wyrazenie
to zawiera wiecej zmiennych niz funktoréw i kwantyfikatoréw
lacznie i (Il) zadna poczatkowa wlasciwa czes¢ wyrazenia nie
zawiera wiecej zmiennych niz funktoréw dwuargumentowych
i kwantyfikatoréw tacznie i (IV) po kazdym kwantyfikatorze bez-
posrednio nastepuje zmienna.
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Wtasnosci wyrazen opisane w warunkach (I)-(IV) sa dziedziczne wzgle-
dem regut sensownosci, wobec tego przystuguja wszystkim wyrazeniom
sensownym. DowiedliSmy tego juz dla warunku (I), odpowiednie dowody
dla pozostalych warunkéw pominiemy, gdyz nie nastreczaja trudnosci za-
sadniczych. Nieco dtuzszy jest dowod dziedzicznosci wlasnosci (III), wymaga
bowiem rozpatrywania szeregu przypadkow.

W jaki sposéb mozemy dowies¢, ze wyrazenie spelniajace warunki (I)-
(IV) jest wyrazeniem sensownym, tzn. daje sie otrzymac¢ za pomoca regut
sensownosci. Zauwazmy, ze kazde wyrazenie sklada sie ze skonczonej ilosci
znakow, gdyby wiec istnialy wyrazenia spetniajace warunki (I)-(IV) a niesen-
sowne, to wsrod nich istniatoby (co najmniej jedno) najkrétsze, a wigc takie,
ze kazda jego czes¢ wlasciwa spelnialaby twierdzenie. Okazemy jednak, zZe
to jest niemozliwe. Rozpatrzmy w tym celu szereg przypadkow zaleznych od
tego, jaki znak wystepowalby na pierwszym miejscu w tym wyrazeniu.

Przypadek 1) Pierwszym znakiem jest zmienna. Wtedy z warunku (III)
wynika, Ze wyrazenie to jest sama zmienna i jest sensowne na mocy reguly I.

Przypadek 2) Pierwszym znakiem wyrazenia jest funktor jednoargumen-
towy, a wiec ,N”, czesS¢ tego wyrazenia otrzymana przez opuszczenie poczat-
kowego ,,N” spelnia warunki (I)-(IV), a ze jest to czes¢ wlasciwa najkrotszego
wyrazenia niespelniajacego twierdzenia, wiec spelnia twierdzenie i jest wy-
razeniem sensownym. Ale wyrazenie otrzymane z wyrazenia sensownego
przez poprzedzenie go znakiem ,N” jest wyrazeniem sensownym na mocy

reguly IL.

Przypadek 3) Pierwszym znakiem wyrazenia jest pewien funktor dwuar-
gumentowy.

Opierajac sie na warunkach (I)-(IV) i przeprowadzajac szczegétowe obli-
czenia, mozna okazaé, ze po tym funktorze dwuargumentowym, nastgpowac
musza dwa wyrazZenia, ktére spelniaja warunki (I)-(IV), a wiec sa sensowne.
Wobec tego wyrazenie jest sensowne na mocy reguly III. Podobnie w przy-
padku 4), w ktérym pierwszym znakiem jest kwantyfikator, mozemy oka-
zaé, ze po kwantyfikatorze tym nastepuje zmienna i wyrazenie sensowne,
a wiec wyrazenie jest sensowne na mocy reguly (IV). Poniewaz zas pierw-
szym znakiem wyrazenia spelniajacego warunek (I) moze by¢ tylko badz
zmienna, lub funktor jednoargumentowy, lub funktor dwuargumentowy,
lub kwantyfikator, wiec wyczerpaliSmy wszystkie mozliwe przypadki. Nie
istnieje zatem najkrotsze wyrazenie niespelniajace twierdzenia i kazde wy-
razenie spelniajace warunki (I)-(IV) jest wyrazeniem sensownym.
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Twierdzenie to mozemy zastosowac do praktycznego sprawdzania sen-
sownosci wyrazen. Warunki (I) i (IV) mozna sprawdzi¢ z latwoscia, spraw-
dzanie zas, czy wyrazenie speilnia warunki (II) i (III) wymaga obliczenia
réznicy pomiedzy iloscia funktoréw dwuargumentowych i kwantyfikatorow
a iloscia zmiennych. Po kazdym znaku badanego wyrazenia zanotujmy,
o ile wiecej funktorow dwuargumentowych i kwantyfikatoréw niz zmien-
nych wystepuje liczac od poczatku wyrazenia do miejsca, w ktérym notu-
jemy. Na przyktad:

Op_l, OC1A2K3p2q1pOC1N1pOp_1, 0A1K2plq0p—1
OA1K2p1qO, 0A1K2p1q0p—1p—2! OAlqu_lKop_l.

Dopisane przy znakach liczby zwiekszaja sie o 1 przy przejsciu przez funktor
dwuargumentowy lub kwantyfikator, zmniejszajac sie o 1 przy przejsciu
przez zmienna, pozostaja bez zmiany przy przejSciu przez znak negacji.
Przed wyrazeniem stawiamy znak O. Latwo zauwazy¢, ze warunki (II) i (III)
sa spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy liczba —1 wystepuje tylko raz jeden
na kornicu wyrazenia. A wiec wsrod podanych tu przykltadéw sensowne sa
trzy [pierwsze] wyrazenia, niesensowne trzy dalsze.

2.1.6. Jednoznacznos¢ znakowania beznawiasowego

Z twierdzenia o warunku koniecznym i dostatecznym sensownosci wynika
twierdzenie:

Jezeli pewne wyrazenia sensowne posiadaja wspolny pierwszy znak,
to sa identyczne. Istotnie z przepiséw sprawdzania sensownosci wynika,
ze oba te wyrazenia musza mie¢ wspolny znak ostatni, bo po tym znaku
wypada obliczana przy sprawdzaniu réznica réwna —1. Z udowodnionego
twierdzenia wynika, Ze przy beznawiasowym zapisywaniu funkcji kazdy ar-
gument jest jednoznacznie okreslony. To znaczy, Ze istnieje tylko jedno wy-
razenie do ktérego odnosi sie dany znak przeczenia ,N” - jest to wyrazZenie
sensowne, ktérego pierwszy znak nastepuje bezposrednio po tym ,N”. Po-
dobnie nie ma watpliwosci co do tego, ktore wyrazenia sa argumentami
funktoréw dwuargumentowych, np. istnieje tylko jedna para wyrazen taka,
ze wyrazenia te sa: pierwsze poprzednikiem, drugie nastepnikiem okresu
warunkowego zaczynajacego sie od danego znaku ,C”. Jednoznacznosc¢
znakowania beznawiasowego Lukasiewicza zawdzieczamy konsekwentnie
przeprowadzonej zasadzie, ze funktory umieszczone sa przed argumentami.
Przy wyrazach jezyka potocznego moga zachodzi¢ pod tym wzgledem dwu-
znacznosci. Jezeli powiemy: ,,p lub q i 7, to moze znaczy¢ zaré6wno ,,ApKqr”
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[pbVgATr - czyli ,plub (qir) jak tez: ,KApqgr” [(pV q A 1l czyli ,(p lub
g) i . Dwuznacznosci unikniemy jezeli funkcje tego rodzaju wypowiadac
bedziemy w taki spos6b, aby na poczatku wyrazenia umiesci¢ wyraz, ktory
zaznacza, ze w tym miejscu zaczyna sie alternatywa, czy koniunkcja. Od-
rézniamy wtedy: ,bqdz p lub zarazem q i r’ od ,zarazem badz p lub q i r”.
Powszechnie uzywane spojniki (,lub”, ,i’) pomiedzy argumentami mozna
przy tym zachowacé, bo przyczyni¢ sie moga do zwiekszenia przejrzystosci
wyrazen. A wiec zapewnimy sobie jednoznacznosé wyrazen, jezeli bedziemy
mowili: ,badz p lub q”, ,jezelip, to q”, ,,wtedy i tylko wtedy p gdy q”, ,zarazem
piq.

Oczywiscie jezyk potoczny bedziemy stosowac¢ nie do zmiennych zda-
niowych, ktérych tu uzywam, aby zwiekszy¢ ogdélnosé rozwazan, lecz do
konkretnych zdan lub funkcji zdaniowych.

2.2. Reguly wnioskowania i twierdzenia rachunku
zdan bez kwantyfikatorow

Od autora: Podobnie, jak przy wyborze znakowania, tak samo przy wyborze
regul wnioskowania korzystamy z pewnej swobody, gdyz rézne uklady regut
i aksjomatoéw doprowadzaja do tych samych twierdzen.

Podany tutaj uktad regul zostat sformulowany przeze mnie i ogloszony
w tlumaczeniu pt. ,On the rules of suppositions in formal logic”, (Stu-
dia Logica Nr 1. Warszawa 1934 r.). Celem tej pracy byto sformalizowa-
nie metod wnioskowania uzywanych w praktyce dowodéw matematycz-
nych, a przez to zmniejszenia [rozpietosci] pomiedzy praktyka a teoriami
logicznymi. Stawiajac sobie ten sam cel obecnie, zdecydowalem sie temat
wyktadu elementarnego ujaé¢ tak, jak to czynie ponizej. Nadmieniam, ze
podobna metode opracowat niezaleznie G. Gentzen i oglosil jednoczesnie ze
mna.

2.2.1. Praktyka dowod6éw matematycznych

Oprocz znanych nam juz spojnikow przyzdaniowych i kwantyfikatorow spo-
tykamy w dowodach matematycznych pewne inne wyrazy o charakterze
logicznym. Wystepuja one w takich zwrotach, jak ,zaktadam, ze”, ,przypu-
$émy, ze”. Po zalozeniu nastepuje szereg jego konsekwencji, tzn. zdan, ktore
warunkowo tylko przyjmujemy za prawdziwe, mianowicie pod warunkiem,
ze prawdziwym jest zalozenie. Jezeli na przyktad chce dowies¢, ze rownanie



2.2. Reguly wnioskowania i twierdzenia rachunku zdan. . . 19

2x + 1 = 3 nie posiada innych rozwiazan, niz x = 1, to moge to uczynié jak
nastepuje: Zaktadam, ze 2x+1 = 3. Na mocy znanych twierdzen otrzymu-
jemy konsekwencje zatozenia. (2x + 1) — 1 = 3 — 1 (przez odjecie 1 od obu
stron rownania). 2x = 2 (redukcja na mocy praw dodawania i odejmowania)
x = 1 (podzielenie obu stron przez 2). Na tym zakornczyliSmy konsekwencje
zalozenia i zapisujemy zdanie, ktére zawiera rezultat dowodu, mianowi-
cie. Jezeli 2x+1=3, to x=1. Zdanie to mozemy juz zaliczy¢ do twierdzen,
jego prawdziwos¢ nie jest uwarunkowana Zzadnymi zatozeniami - poza pew-
nikami algebry. W bardziej zlozonych dowodach stosujemy kilka zalozen
i czyniac dalsze zalozenia, czesto pozostawiamy w mocy zalozenia poprzed-
nie. Odro6zniamy woéwczas poszczegolne uktady zalozen.

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ w rachunku zdan. Za-
miast zmiennych liczbowych beda wystepowaly zmienne zdaniowe. Oto
przyklad. Zalozymy, ze p (nazwijmy to zatozenie 1). Pozostawiajac zaloze-
nie 1 w mocy zatézmy, ze jezeli p, to q (zalozenie 2). Konsekwencja zalozen
1 i 2: q; zakonczylismy konsekwencje zatozenia 2. Przy zatozeniu 1 dodat-
kowe zalozenie 2 doprowadzilo do konsekwencji g, mozemy wiec przyjac
jako konsekwencje zatozenia 1. Jezeli p, to jezeli (jezeli p, to q), to q. W zna-
kowaniu CpCCpqq [p — (p — q) — g)l.

2.2.2. Znakowanie zalozeniowe

Aby dowody tego rodzaju moéc zapisa¢ symbolicznie, musimy znakowanie
tak uzupemié, aby uwidoczni¢, ktore wyrazenia sa zatozeniami, a ktoére ich
konsekwencjami. Kazde zalozenie poprzedzimy znakiem otwarcia obszaru
zalozeniowego, tj. nawiasem klamrowym lezacym, konsekwencje zalozenia
wypisywa¢ bedziemy ponizej zalozenia. Po ostatniej konsekwencji kazdego
zalozenia umiescimy znak zamkniecia obszaru, nawias klamrowy lezacy
zwrocony w strone przeciwna, ktory bedzie kasowal ostatni znak otwarcia.
A wiec podane przyktady zapisaé¢ nalezy tak:

1) 2x+1-3
2x+1)-1=3-1
2x =2
x=1

——
C2x+1=3x=1
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2) p

—
Cpq
q
N——
CCpqq

‘W—/AL
CpCCpqq

Uzywajac znakow otwarcia i zamkniecia obszaréow zalozenia, mozemy
na podstawie ksztaltow dokonanych napiséw rozpoznaé, ktére wyrazenia
naleza do obszaru danego zalozenia.

Sformutujemy strukturalne reguly wnioskowania, tj. reguly opisujace
jedynie ksztatty wyrazen dotaczonych - Scislej biorac stosunki pomiedzy
ksztaltami tych wyrazen a ksztaltami przestanek - tj. wyrazen wczesniej
przyjetych, z ktérych korzystamy przy wnioskowaniu. Wyrazenia przyjmo-
wane na mocy regut bedziemy zapisywali w odrebnych wierszach. Zbior ta-
kich wyrazen nazwiemy dowodem, o nowo przyjetym wyrazeniu powiemy,
ze zostalo dotaczone do dowodu. Przez dolaczenie wyrazenia przechodzimy
od jednego stadium do nastepnego.

Zalozeniem (hipoteza) nazywamy wyrazenie zapisane w dowodzie w wier-
szu bezposrednio nastepujacym po znaku otwarcia obszaru zatozeniowego.
Badajac ilosé i kolejnos¢ znakow otwarcia i zamkniecia obszaréow zatoze-
niowych, mozemy rozpoznac, ktore wyrazenia sa wazne w danym stadium
dowodu.

2.2.3. Reguly przyjmowania zalozen

Zauwazylismy, ze w dowodach matematycznych czynimy dowolne zaloze-
nia, lecz majace okreslony sens w uzywanym jezyku. Odpowiednia regute
strukturalna wystowimy jak nastepuje:

4 /—/‘

1) 2x+1-3
2x+1)-1=3-1
2x=2
x=1
N——

2x+1=3—->x=1
—_
2) p
—

p—q
q
N——
b9 —q
N———————

p—op—q9—9g
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Reguta Z. Do dowodu wolno dotaczy¢ znak otwarcia obszaru zalozenio-
wego i wyrazenie sensowne.

2.2.4. Reguly implikacyjne

Wyrazenie postaci ,jezeli p to ¢ uwazmy za dowiedzione, w przypadku,
w ktérym zatozenie ,p” doprowadzitlo nas do konsekwencji ,,q”. Ten sposob
wnioskowania ujmujemy w postac¢ nastepujaca:

C1) Regula tworzenia (dowodzenia) implikacji: Jezeli ,p” jest ostatnim
waznym zatoZeniem i ,q” jest wyrazeniem waznym w dowodzie, to wolno
do dowodu dolaczy¢ znak zamkniecia obszaru i wyrazenie ztozone kolejno
za znaku implikacji, wyrazenia réwnoksztaltnego z ,p” i wyrazenia réwno-
ksztaltnego z ,q”.

Jezeli wiemy, ze ,jezeli p to q” i przekonamy sie, ze ,p” [to ,q” jest teZ praw-
dziwe i] w zastosowaniu do przyjetego tutaj znakowania mamy:

C2) Regula odrywania implikacyjnego. Jezeli w dowodzie wazne jest wy-
razenie ,p” i wyrazenie zlozone kolejno ze znaku implikacji, wyrazenia row-
noksztaltnego z ,,p” i z pewnego wyrazenia ,,q”, to wolno dotaczy¢ do dowodu
wyrazenie rownoksztattne z ,q”.

2.2.5. Reguly koniunkcji

Jezeli przyjete jest zdanie ,p i g”, to oczywisScie przyja¢ wypada prawdziwos¢é
obu zdan: zdania ,,p” i zdania ,q". Jezeli zas oba te zdania sa prawdziwe,
to prawdziwa jest ich koniunkcja. Te dwie proste wlasciwosci koniunkcji
wykorzystujemy w regutach wnioskowania:

K1) Reguta symplifikacji koniunkcyjnej. Jezeli w dowodzie wazne jest wy-
razenie ztozone ze znaku koniunkcji, z wyrazenia sensownego ,p” i wyraze-
nia sensownego ,,q”, to wolno dotaczy¢ do dowodu wyrazenie réwnoksztaltne
z ,p” 1 wyrazenie rownoksztattne z ,,q”.

K2) Regula tworzenia koniunkcji. Jezeli wazne sa wyrazenia sensowne
P71 ,q”, to wolno dotaczy¢ do dowodu wyrazenie zlozone ze znaku ko-
niunkcji, wyrazenia réwnoksztattnego z ,p” i wyraZzenia réwnoksztattnego

»
z ”q *
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2.2.6. Reguly alternatywy

Jak juz wspominaliSmy alternatywe ,badZ p, lub q” rozumiemy w spo-
s6b niewykluczajacy jednoczesnej prawdziwosci zdan ,p” i ,q”. Do tego,
by alternatywe taka przyjac za prawdziwa wystarczy okazaé, Ze co najmniej
jedno ze zdan ,p”, ,q” jest prawdziwe. Mozna to wyslowi¢ w postaci reguly:

Al) Reguta symplifikacji alternatywnej. Jezeli w dowodzie wazne jest wy-
razenie ,p”, to wolno dolaczy¢ do dowodu (1) wyrazenie ztozone ze znaku
alternatywy, wyrazenia réwnoksztattnego z ,p” i pewnego wyrazenia sen-
sownego i (2) wyrazenie zlozone ze znaku alternatywy, wyrazenia sensow-
nego i wyrazenia réwnoksztaltnego z ,,p”.

Zdarza sie, ze dla dowodu twierdzenia musimy rozwazy¢ dwa przypadki ,,p”,
»q" . Jezeli stwierdzimy, Ze co najmniej jeden sposrod tych przypadkéw musi
zachodzi€ i ze jakies zdanie ,r” w obydwu przypadkach jest stuszne, wow-
czas uwazamy ,r” za dowiedzione. Tego rodzaju wnioskowanie odpowiada
temu, co w logice tradycyjnej nosi nazwe prawa dylematu. Odpowiednia
regute wnioskowania wystowimy jak nastepuje.

A2) Reguta dylematu. Jezeli w dowodzie wazne sa wyrazenia (1) zloZzone
ze znaku alternatywy, z wyrazenia sensownego ,p” i wyrazenia sensow-
nego ,q”, (2) ztozone ze znaku implikacji, wyrazenia rownoksztattnego z ,p”
i z pewnego wyrazZenia sensownego ,r”, (3) zlozone ze znaku implikacji,
wyrazenia rownoksztattnego z ,,q” i z wyrazenia réwnoksztattnego z ,r”, to
wolno dolaczy¢ do dowodu wyrazenie réwnoksztattne z ,r”.

2.2.7. Reguly ré6wnowaznosci

Roéwnowaznosci ,,wtedy i tylko wtedy p, gdy q” mozna dowiesé w ten sposob,
ze okazemy prawdziwos¢ dwoch implikacji. Pierwszej ,jezeli p, to q” i drugiej
Jezeli g, to p”. Odpowiednikiem tego sposobu dowodzenia jest:

E1) Regula tworzenia (dowodzenia) réwnowaznosci. Jezeli w dowodzie
wazne sa wyrazenia (1) ztoZone ze znaku implikacji, z wyrazenia sensow-
nego ,,p” i wyrazenia sensownego ,,q”, (2) ztozone ze znaku implikacji, wyra-
zenia réwnoksztaltnego z ,q” i z wyrazenia réwnoksztattnego z ,,p”, to wolno
dotaczy¢ do dowodu wyrazenie zlozone ze znaku réwnowaznosci, z wyraze-
nia réwnoksztattnego z ,p” i z ,,q”.

Jezeli zas sie zdarzy, ze obowiazuje réwnowaznos¢ ,wtedy i tylko wtedy
p, gdy q’, to wystarczy stwierdzi¢ prawdziwos¢ jednej z dwoch stron tej
rownowaznosci na to, by druga strone¢ moéc uznac za prawdziwa. A wiec:
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E2) Regula odrywania rownowaznosciowego. Jezeli w dowodzie waznym
jest wyrazenie zlozone kolejno ze znaku réwnowaznosci, wyrazenia sensow-
nego ,p” i wyrazenia sensownego ,,q”, (1) jeZzeli wazne jest ponadto wyraze-
nie réwnoksztaltne z ,p”, to wolno dolaczy¢ do dowodu wyrazenie réwno-
ksztaltne z ,,q” i (1) jezeli wazne jest wyrazenie réwnoksztattne z ,,q”, to wolno
dotaczy¢ do dowodu wyrazenie rownoksztattne z ,p”.

2.2.8. Reguly negacyjne (sprzecznosci)

Znanym jest sposob dowodzenia przez sprowadzenie do sprzeczosci (dowod
niewprost, apagogiczny). Mianowicie twierdzenie uwazamy za dowiedzione,
jezeli przy zatozeniu, Ze jest falszywe, a wiec przy zatozeniu ,nieprawda, ze
p” otrzymamy sprzecznosc.

N) Regula sprzecznosci. Jezeli ostatnie wazne zalozenie sktada sie ze
znaku negacji i wyrazenia sensownego ,p”, i w dowodzie wazne sa (1) wy-
razenie ,q” i (2) wyrazenie zloZone ze znaku negacji i wyrazenia réwno-
ksztaltnego z ,,q”, to do dowodu wolno dotaczy¢ znak zamkniecia obszaru
i wyrazenie réwnoksztaltne z ,p”.

2.2.9. Twierdzenia

p (zalozenie 1 Z)
zalozenie 1 na mocy reguty
T1 Cpp (na mocy reguly C1, za zalozenie i konsekwencje

przyjelismy p)°

Twierdzenie 1 posiada nazwe implikacyjnego prawa tozsamosci.

“p (zalozenie 1)
—
q (zatozenie 2)
C
aP (konsekwencja zatozenia 1 otrzymana na mocy reg. C1
przez przyjecie zatozenia 2 za zalozenie i zalozenia 1 za
konsekwencje)
T2 CpCqp (reguta C1)®
°  pop
6 ’T (zalozenie 1)
—
q (zalozenie 2)



24

Rozdziat 2

T2 otrzymaliSmy dzieki temu, Ze przyjecie dodatkowego zatozenia 2 prze-
rwalo waznosc¢ zalozenia 1. Sens intuicyjny T2 mozna uczynic jasniejszym,
gdyby je przeczytac tak:

Jezeli p, to jezeli q, to p pozostaje prawdziwym’.

—

Kpq (zal. 1)
P (reg. K1)
T3 CKpgp (reg. C1)
—
Kpq (zal. 1)
4 (reg. K1)
T4 CKpqq’
“p (zalozenie 1)
Apq (reguta Al)
T5 CpApq
“p (zalozenie)
A
qap (reguta Al)
T6 CpAqp®
a-p (konsekwencja zalozenia 1 otrzymana na mocy reg. Cl przez
przyjecie zalozenia 2 za zalozenie i zaloZenia 1 za konsekwencje)
T2 p—>(@—p) (reguta Cl)
7 m (zal. 1)
P (reg. K1)
3 pAq—p (reg. C1)
PAG (zat. 1)
1 (reg. K1)
T4 pAq—q
8 "}T (zalozenie 1)
pVq (reguta Al)
5 p—>pVgq
’? (zalozenie)
avep (reguta Al)
T6 p—>qVp
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Twierdzenia T2, T3, T4, T5, T6 posiadaja wszystkie podobny charakter.
Nazywaja sie prawami symplifikacji, a wiec upraszczania, cho¢ ta nazwa jest
usprawiedliwiona tylko dla symplifikacji koniunkcyjnej, a wiec dla twier-
dzen T3 i T4. Nazwe te zastosowalem do regut wnioskowania K1 i Al, gdyz
reguly te sa odpowiednikami twierdzen T3-T6.

“p (zatozenie 1)
“q (zalozenie 2)
Kpq (reguta K2)
CgK;
aspq (reguta C1)
T7 CpCpKpq (reguta C1)
Cpr (zalozenie 1)
Cqr (zalozenie 2)
Apq (zalozenie 3)
\r/_/ (regula A2)
CApqr
Pq (reguta C1)
CCqrCApqr
qreApq (reguta C1)

T8 CCprCCqrCApgr (reguta c1)®

T8 jest to prawo dylematu.

—

NNp (zatozenie 1)

9 ? (zalozenie 1)
"? (zalozenie 2)

w (reguta K2)

w (reguta C1)

T7 p—>(pP—>pAg (reguta C1)
}’T_)Mr (zalozenie 1)
{]"/_T} (zalozenie 2)
m (zalozenie 3)

N (regula A2)

w (reguta C1)

@—nN—->p@VvVg—-rn (reguta C1)

8 (p—>nN—->(@g—>nN—>(pEPVvg—on) (reguta C1)
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—
Np (zalozenie 2)
——
P (na mocy reguty N, gdyz zatozenie 2 [daje] sprzecznosc
z zalozeniem 1)
T9 CNNpp (reg. C1)
“p (zalozenie 1)
NNNp (zalozenie 2)
—
NNp (zalozenie 3)
Np s . ok
(na mocy reguty N, wobec sprzecznosci zatozen 3 i 2)
NN, - . -
p (reguta N wobec sprzecznosci pomiedzy zalozeniem
1 a ostatnia konsekwencja zalozenia 2)
T10 CpNNp (reguta C1)
T11 EpNNp (na mocy reg. E1 zastosowanej do T9, T10)!°

T11 jest to prawo podwdjnego przeczenia, T9 i T10 - stabsze, implika-
cyjne postaci tego prawa.

T12 Epp [p < pl

T12 - ré6wnowaznosciowe prawo toZsamosci otrzymuje sie na mocy reguly
E1, przy czym twierdzenie T1 wystepuje jednoczesnie jako pierwsza i druga

przestanka.
10 e (zalozenie 1)
—
-p (zalozenie 2)
N——
L (na mocy reguly N, gdyz zalozenie 2 [daje] sprzecznos¢ z zato-
zeniem 1)
™ ——p—p (reg. C1)
“p (zalozenie 1)
=—=>p (zalozenie 2)
—
-p (zatozenie 3)
——
P (na mocy reguly N, wobec sprzecznosci zatozen 3 i 2)
7P (reguta N wobec sprzecznosci pomiedzy zatoZzeniem 1 a ostatnia
konsekwencja zalozenia 2)
T10 p— ——p (reguta C1)
T11 p < —p (na mocy reg. E1 zastosowanej do T9, T10)
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—
Epq
—
p
q

——

Cpq
N——

T13 CEpqCpq

—
Epq
—

q
p
~——

Cap
N——

T14 CEpqCqgp

(zalozenie 1)
(zalozenie 2)

(na mocy reguty E2 - odrywania, wobec tego, ze zalo-
zenie 2 jest rownoksztaltne z lewa strona réwnowaz-
nosci przyjetej za zatozenie 1)

(reg. C1)
(reg. C1)
(zalozenie 1)
(zalozenie 2)

(na mocy reguty E2, poniewaz zalozenie 2 jest réwno-
ksztaltne z prawa strona rownowaznosci przyjetej za
zalozenie 1)

(reg. C1)
(reg. C1)!!

Czytelnik sam udowodni prawo tautologii T15 i T16 i prawa przemien-
nosci alternatywy i koniunkcji T17, T18. Tautologia znaczy tyle, co powto-
rzenie tego, co bylo juz uprzednio powiedziane.

T15 EAppp [pV p < pl

T16 EKppp [p A p < pl

11

—
bp<dq
—
p
q
——

pP—4q
———

T13 pe g —>P—49
—
bp<q
—
q
p
——

q—p
———

T4 pe g —(@—p

(zalozenie 1)
(zalozenie 2)

(na mocy reguly E2 - odrywania, wobec tego, Ze zatoze-
nie 2 jest réwnoksztaltne z lewa strona réwnowaznosci
przyjetej za zalozenie 1)

(reg. C1)

(reg. C1)

(zalozenie 1)
(zalozenie 2)

(na mocy reguly E2, poniewaz zatozenie 2 jest réwno-
ksztaltne z prawa strona rownowaznosci przyjetej za
zaltozenie 1)

(reg. C1)

(reg. C1)
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T17 EApgAqp [pV q < qV pl

T18 EKpgKqp [pAp < g A pl

NNKpNp (zalozenie 1)
—_— .
NKpNp (zalozenie 2)
~——
KpNp (na mocy reguty N - wobec sprzecznosci zalozen 1 i 2)
p (reguta K1)
N
P (reguta K1)
T19 NKpNp (na mocy reguly N - wobec sprzecznosci ostatnich
dwoch konsekwencji zalozenia 1)
NApNp (zatozenie 1)
Np (zatozenie 2)
ApNp (reguta Al symplifikacji alternatywy wobec zatozenia
2)
p (reguta N - wobec sprzecznosci zachodzacej pomiedzy
zalozeniem 1 a ostatnia konsekwencja zatozenia 2)
ApNp (reguta symplifikacji alternatywnej Al)
T20 ApNp (reguta N - wobec sprzecznosci pomiedzy zalozeniem
1 a jego ostatnia konsekwencja)'?
12 ,——|—-(p /\_—|p)\ (zatozenie 1)
—_———
—(p A —p) (zalozenie 2)
|
pPA-p (na mocy reguly N - wobec sprzecznosci zatozen 1 i 2)
p (reguta K1)
P (reguta K1)
T19 —(pA —p) (na mocy reguly N - wobec sprzecznosci ostatnich dwéch
konsekwencji zalozenia 1)
(zalozenie 1)
=(pV -p)
’:F (zaloZenie 2)
pV-p (reguta Al symplifikacji alternatywy wobec zalozenia 2)
p (reguta N - wobec sprzecznosci zachodzacej pomiedzy zato-
zeniem 1 a ostatnia konsekwencja zatoZenia 2)
) . i .
pv~p (reguta symplifikacji alternatywnej A1)
T20 pV —p (reguta N - wobec sprzecznosci pomiedzy zalozeniem 1 a jego

ostatnia konsekwencja)
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Twierdzenie T19 nosi nazwe prawa sprzecznosci, T20 prawa wylaczonego
srodka. Przeprowadzimy dowod twierdzen mniej oczywistych.

—
Np

q
——

Cpq
——
T21 CNpCpq

(zalozenie 1)
(zalozenie 2)
(zalozenie 3)

(zalozenia 1 i 2 sa sprzeczne. Przyjecie dodatkowego
zalozenia nie usuwa tej sprzecznosci, bo w obszarze
zalozenia 3 oba sprzeczne zalozenia sa wazne. Mo-
zemy wiec zastosowac regule sprzecznosci, ktora daje
nam q)

(na mocy reguty N, wobec sprzecznosci zatozen 1 i 2)
(reguta C1)
(reguta cnts

Twierdzenie to mozna swobodnie odczytaé jako: zdanie fatszywe implikuje

kazde zdanie.

(reguta C2 - oderwanie od T21 bedacego implikacja
o poprzedniku rownoksztattnym z zalozeniem 2)

(reguta C2 - oderwanie od zalozenia 1)

(reguta N - wobec sprzecznosci zalozenia 2 jego
ostatnia konsekwencja)

(zatozenia 1 i 2 sa sprzeczne. Przyjecie dodatkowego zato-
Zenia nie usuwa tej sprzecznosci, bo w obszarze zalozenia
3 oba sprzeczne zatozenia sa wazne. Mozemy wiec zastoso-
wac regule sprzecznosci, ktéra daje nam q)

(na mocy reguly N, wobec sprzecznosci zatozen 1 i 2)

CCpgp (zalozenie 1)
Np (zalozenie 2)
Cpq
p
——
p
——
13 "_? (zatozenie 1)
? (zalozenie 2)
”_’MT (zalozenie 3)
——
q
——
b—4q (reguta C1)

21 -p—>(p—9g

(reguta C1)
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T22 CCCpqpp (reguta C1)*

Twierdzenie to nosi nazwe prawa redukcji Peirce’a. Nie znajduje zastosowa-
nia, lecz jest ciekawe jako przyklad twierdzenia prostego, a dos¢ dalekiego
od intuicji, od poczucia oczywistosci. Czytelnik zechce je odczytac.

2.3. Rachunek zdan z kwantyfikatorami

2.3.1. Uwagi wstepne

Jak dowodzimy w algebrze twierdzen zaczynajacych sie od kwantyfikatora
ogolnego tj. od stow ,przy wszelkim”? WeZzmy wzor na réznice kwadratow
dwoch liczb, a wiec twierdzenie, ktére nalezy wystowi¢ doktadnie tak ,,Przy
wszelkich x, y, x> — y? = (x+y)-(x—y)”. Mozna dowies¢ tego twierdzenia jak
nastepuje: WeZmy dowolne x, y. Stosujac twierdzenia, ktére przyjmujemy
jako znane, obliczamy kolejno:

(x+y) - (x-yY=x-(x-y+y - x-y=x>-xy+yx—y> =x" -

wiec:
-y =(x+y - (x-y).

Poniewaz ostatnia zapisana réwnos¢ wyprowadzona zostata dla dowolnych
X, Y, o ktérych nic nie zakladamy, wiec przyjmujemy twierdzenie ,Przy
wszelkich x, y, x> — y? = (x + y) - (x — y)” za udowodnione. Jezeli weZmiemy
dwie liczby, np. 5 i 2, i chcemy okazaé¢, ze 52 — 22 = (5 + 2) - (5 — 2),
to mozemy powtoérzy¢ caly tok dowodu, zastepujac x przez 5, a y przez
2. Wszystkie przejscia pozostaja poprawne. Istnieje jednak krétszy sposob
okazania stusznosci ostatniej rownosci, mianowicie skorzystac¢ z twierdze-
nia ogolnego i zastosowaé podstawienie, to znaczy powiedzie¢ tak ,skoro
przy wszelkich x, y, x> —y? = (x+y)-(x—y)”, to takze ,5%>-22 = (5+2)-(5-2)".

( ) (zalozenie 1)
p—4qg—p

"_/,F (zalozenie 2)
p—q (reguta C2 - oderwanie od 721 bedacego implikacja o po-
przedniku réwnoksztaltnym z zalozeniem 2)
\Fz,, (reguta C2 - oderwanie od zalozenia 1)
\12—/ (reguta N - wobec sprzecznosci zalozenia 2 z jego ostatnia

konsekwencja)
22 (p—=q@Q—=p —p (reguta C1)



2.3. Rachunek zdan z kwantyfikatorami 31

Tak samo mozna postapi¢ dla liczb 3 i 7, 153 i 212 itd. Dzieki temu, ze
przeprowadziliSmy jeden dowdd na zmiennych, oszczedzamy koniecznosci
przeprowadzania wielu dowodéw dla poszczegélnych liczb. Zauwazmy, Ze
stosowaliSmy przy tym dwie reguly wnioskowania: pierwsza pozwolila po-
przedzi¢ kwantyfikatorami ,przy wszelkich x, y” pewne wyrazenie, ktore
bylo wazne dla dowolnych x, y, a wiec nie bylo konsekwencja zadnego za-
lozenia dotyczacego x lub y, nazwiemy te regule generalizacja. Druga to
regula podstawiania, na mocy tej reguty moglibysmy opusci¢ ,,przy wszel-
kiich x, y” i zastapi¢ we wzorze zmienne x i y ukltadami cyfr. Zamiast cyfr ,5”,
»2” moglibySmy podstawi¢ pewne wyrazenie zawierajace zmienne takie jak
np. ,3x”, ,2x”, otrzymalibysmy wtedy ,(3x)? — (2x)? = (3x + 2x) - (3x — 2x)”".
Stosowanie reguly podstawiania wymaga jednak pewnych dodatkowych za-
strzezenn. Mozna bowiem udowodni¢ ,Przy wszelkich a, b, jezeli przy wszel-
kich x zachodzi ax + b = 0 to a = 0”. Dla dowodu wystarczy zatozy¢: przy
wszelkich x, ax + b = 0.

Podstawiajac O za x, otrzymujemy b = O, podstawiajac 1 za x, mozemy
nastepnie wywnioskowaé¢ a = 0. GdybySmy w udowodnionym twierdzeniu
podstawili ,,1” za ,,a”, ,—x” za ,b”, otrzymalibysmy ,jezeli przy wszelkich x za-
chodzil-x+(—x) = 0 to 1 = 0”. Jest to falsz, gdyz wiemy, ze ,Przy wszelkich
x, 1 - x4+ (=x) = 0, a mimo to nieprawda, ze ,,1 = 0”. Jezeli zastanowimy sie
nad zrédiem bledu, to dostrzezemy, ze za ,,b” podstawiliSmy wyrazenie ,,—x”
zawierajace zmienna ,x”, a zmienna tego ksztattu wystepuje w kwantyfika-
torze ,,Przy wszelkim x”. O zmiennych ,x” wystepujacych w wyrazeniu ,,Przy
wszelkim x zachodzi ax + b = 0” powiemy, ze sa zwiazane z poczatkowym
kwantyfikatorem. Jezeli podstawiliSmy ,—x” za ,b”, to ,,b” przeszlo w wyra-
zenie zawierajace pewna zmienna zwiazana. Otz tego rodzaju podstawie-
nia nie sa prawidlowe. Oprécz zmiennych zwiazanych z kwantyfikatorami
wystepuja we wzorach innego rodzaju zmienne zwiazane. Jezeli chcemy za-
pisa¢ sume pewnej ilosci sktadnikéw o dos¢ regularnej postaci, to mozemy
to uczyni¢ w sposob skrécony, uzywajac znaku sumy - sigma. Mianowicie
sume , 12 + 2% + 3% + 4%” mozemy zapisa¢ jako ,%;_, k*”. Znak sigma nie jest
tu znakiem funkcji, ani litera k nie jest argumentem, gdyz po podstawieniu
jakiejkolwiek liczby za ,k” wyrazenie traci sens, otrzymujac np. ,,Z§:132”
- wyrazenie pozbawione sensu. Znak ,k” w tym zastosowaniu nazywamy
w praktyce matematycznej wskaznikiem biezacym, zgodnie z terminologia
logiczna wypada mu nadaé nazwe zmiennej zwiazanej. Kwantyfikator po-
siada pewne wlasnosci analogiczne do znaku sigma, tym tez sie ttumaczy
uzycie litery sigma na oznaczenie kwantyfikatora szczegétowego. Przy sto-
sowaniu podstawieri we wzorach zawierajacych znak sigma nalezy réwniez
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uwazac¢ by wyrazenie [, ktére] podstawiamy za pewna zmienna nie zawie-
ralo zmiennych zwiazanych z tym znakiem, tj. wskaznikéw biezacych. Np.
mozna bez trudu obliczyé, ze stusznym jest zdanie ,Przy wszelkim n za-
chodzi 1 + Zizo(k2 +n) = Zizl(k + n)”, gdyz obie strony réwne sa 6 + 3n.
Gdybysmy chcieli zastosowac to twierdzenie do przypadku n = I, tj. pod-
stawi¢ ,k” za ,n”, otrzymalibysmy fatsz: ,1 + Zizo(k2 + k) = Zizl(k + k),
gdyz w ostatniej rownosci po obliczeniu lewa strona daje 9, prawa 12.

Skoro w rachunku zdan uzywamy kwantyfikatoréw, musimy odréznié
w kazdym wyrazeniu zmienne zdaniowe zwiazane i wolne, czyli niezwiazane.
W wyrazeniu ztoZonym z kwantyfikatora (ogolnego lub szczegétowego) z pew-
nej zmiennej o i wyrazenia sensownego f3, zmienna o i wszystkie zmienne
z nia réwnoksztaltne sa zmiennymi zwigzanymi. A wiec np. zmienne ,p”
w wyrazeniu LIIpCpqg” [Vp(p — ¢)], natomiast w wyrazeniu ,CpllpCpg”
[p — Vplp — gl pierwsza zmienna ksztaltu ,p” jest zmienna wolna, po-
zostale zmienne tego ksztaltu sa zwiazane. Mowiac o zwiazaniu zmiennych,
nalezy sie wyrazaé¢ ,zmienna jest zwiazana w pewnym wyrazeniu, np.
w wyrazeniu o. Zaleznie od tego jakie przyjmiemy o, zmienna moze by¢
wolna lub zwiazana w a. Np. jezeli za a przyjmiemy cate wyrazenie ,,JIpCpq”
[Vp(p — g)l, to drugie w nim wystepujace ,,p” jest zmienna zwiazana w o.
Natomiast to samo ,p” jest zmienna wolna w wyrazeniu bedacym czeScia
wyrazenia a. Mianowicie czescia ksztattu ,,Cpq” [p — ql. Oczywiscie kazda
zmienna jest zmienna wolna w wyrazeniu sensownym ztoZonym z tej jednej
zmiennej. Dokladniej mozemy powiedzie¢, ze:

Wtedy i tylko wtedy a jest zmienna zwiazana w wyrazeniu sen-
sownym f3, gdy zmienna o wystepuje w takim wyrazeniu sensow-
nym y zawartym w wyrazeniu f3, Ze y sktada sie z kwantyfikatora,
zmiennej rownoksztaltnej z a i pewnego wyrazenia sensownego.

2.3.2. Podstawienie prawidlowe za zmienna zdaniowa

Oznaczmy przez aff/y wyrazenie otrzymane z wyrazenia o w taki sposab,
ze zamiast wszystkich zmiennych ksztattu § wolnych w a piszemy wyra-
zenie ksztaltu y. Znaki innego ksztaltu, a takze zmienne zwiazane ksztaltu
B, jezeli takie w o wystepuja, pozostaja bez zmiany. A wiec (Cllppp)p/Kpq
[(Vpp — plp/p A ql - czyli podstawienie ,Kpq” [p A ql za ,p” w wyraze-
niu ,Cllppp” [Vpp — pl bedzie to ,CllppKpq” [Vpp — p A ql, gdyz jedynie
ostatnie ,p” byto zmienna wolna. Podstawienie afj/y nazywamy prawidlo-
wym podstawieniem za zmienna zdaniowa jezeli zarazem (1) § jest zmienna
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zdaniowa, (2) y jest wyrazeniem sensownym i (3) kazda zmienna wolna
W Yy pozostaje zmienna wolna w calym wyrazeniu af /y.

2.3.3. Reguly operowania kwantyfikatorem ogélnym

IT11) Regula generalizacji (dolaczania kwantyfikatora ogélnego). Jezeli
w dowodzie wazne jest wyrazenie o, to wolno dotaczyé do dowodu wyrazenie
ztozone kolejno (1) z kwantyfikatora ogélnego ,II” (2) zmiennej zdaniowej
nieré6wnoksztaltnej z Zadna zmienna wolna [zaloZenia] waznego w dowodzie
i (3) z wyrazenia réwnoksztattnego z a!5.

II2) Regula podstawiania. Jezeli w dowodzie wazne jest wyrazenie zlto-
zone z kwantyfikatora ogélnego, zmiennej zdaniowej § i wyrazenia a, to
wolno dotaczy¢é do dowodu kazde prawidlowe podstawienie za zmienna
zdaniowa af/y.

2.3.4. Reguly operowania kwantyfikatorem szczegélowym

>1) Reguta kwantyfikatora szczegélowego. Jezeli w dowodzie wazne jest
prawidlowe podstawienie af/y, to wolno dolaczy¢ do dowodu wyrazenie
[ztozone z] kwantyfikatora szczegétowego, zmiennej zdaniowej § i wyrazenia
sensownego o.
Przyklad analogicznego wnioskowania w matematyce: Skoro a+(b—a) = b,
to mozemy wywnioskowaé: Istnieje takie x, ze a+x = b. Tutaj ,a+(b—a) = b”
jest podstawieniem x/b —aw ,a+ x = b”.

¥2) Reguta rozdziatu kwantyfikatora ogélnego z zamiana [na dwa] szcze-
gotowe. Jezeli w dowodzie wazne sa wyrazenia (1) ztoZone z kwantyfikatora
ogolnego, ze zmiennej zdaniowej a, ze znaku implikacji, z wyrazenia sen-
sownego f3 i wyrazenia sensownego Y, (2) zlozone z kwantyfikatora szczego-
lowego, ze zmiennej réwnoksztattnej z o i z wyrazenia réwnoksztattnego z 3,
to do dowodu wolno dotaczyé wyrazenie ztozone z kwantyfikatora szczego-
lowego, zmiennej rownoksztaltnej z o i z wyrazenia rownoksztattnego z y.

23) Regula opuszczania kwantyfikatora szczegétowego. Jezeli w dowo-
dzie wazne jest wyrazenie ztoZone z kwantyfikatora szczegétowego, zmienne;j
wolnej réwnoksztaltnej z a i wyrazenia f3, nie zawierajacego [zmiennej o]

I%Thodzi tu o te zalozenia, ktére sa wazne w tej dziedzinie, w ktérej wystepuje kwantyfiko-
wane wyrazenie. W szczegolnosci mozna skwantyfikowac¢ ogélnie dowolna zmienna w tezie,
czyli wyrazeniu uniwersalnie waznym.
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to do dowodu wolno dotaczyé¢ wyrazenie rownoksztattne z 3. Istotnie, skoro
kwantyfikator poczatkowy nie wiaze zadnej zmiennej, to jest on zbyteczny.

2.3.5. Twierdzenia

T23 TIpEpNNp
—
IIpg

q
——

T24 Cllpqq

—
q

IIpq
N——

T25 Cqllpgq

T26 Eqllpq

——
NNIIpp

EllppNNIIpp
lpp

NIlpp
————

T27 Nllpp
T28 Xpp

T29 IIpCpApq

(na mocy reguly II1 - wobec tw. T'11)

(zalozenie 1)

((z zalozenia 1 na mocy reguly 112 podstawienie
(@p/p=q

(reguta C1)

(zalozenie 1)

(reguta IT1 - wobec zatozenia 1)

(reguta C1)

(reguta E1)

(zalozenie 1)

(reg. 112, podstawienie w T23 p/IIpp)

(reg. E2)

(reg. 112, podstawienie w ostatniej konsekwencji
(p)p/NIpp)

(reg. sprzecznosci)

(reg. X1 wobec tego, ze T1 jest podstawieniem
(p)r/Cpp)

(reg. I11 wobec T5)16

1923 VYp(p & ——p)

¥pq

vYpq

T25 q— Ypq

T26 q < Vpq
——

¥pp & —~=Vpp
¥pp

(na mocy reguly TT1 - wobec tw. T11)

(zalozenie 1)

(z zalozenia 1 na mocy reguly 12 podstawienie (q)p/p = q)
(reguta C1)

(zalozenie 1)

(reguta 11 - wobec zalozenia 1)

(reguta C1)
(reguta E1)

(zalozenie 1)
(reg. T12, podstawienie w T23 p/VYpp)
(reg. E2)
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Przyklady zastosowania reguly X2

T30 XpApq (reg. 22 - wobec T29 i T28)
Ypq (zalozenie 1)
4 (reguta X3)
T31 CXpqq (reguta C2)
“q (zalozenie 1)
z
Pq (reguta X1)
T32 CqgXpq (reguta C1)
T33 EqXpq (reguta E1 wobec T31, T32)!7

Zgodnie z regulami sensownosci uwazamy za sensowne wyrazenie takie, jak
SJUpq’IYpdl, ,2pq” [pql, zawierajace kwantyfikatory, ktére nie wiaza zad-
nych zmiennych w wyrazeniu pokwantyfikatorowym. T26 i T33 wyjasniaja
nam, ze takie kwantyfikatory daja sie dodawac¢ i opuszczaé, sa one nie-
istotne. Szczegolnym przypadkiem prawidtowego podstawienia jest podsta-
wienie tozsamych p/p. Zastosowanie reguly podstawiania do tego przy-
padku pozwala opuszczaé¢ umieszczony na poczatku kwantyfikator ogélny
wraz z nastepujaca po nim zmienna zdaniowa.

Okazemy jeszcze, ze w definicji podstawiania prawidlowego aff/y istot-
nym jest warunek, ktory glosi, ze kazda zmienna wolna w y musi pozo-

ovVpp (reg. T12, podstawienie w ostatniej konsekwencji (p)p/—Ypp)
T27 —Vpp (reg. sprzecznosci)
T28 dpp (reg. 21 wobec tego, ze Tl jest podstawieniem (p)p/p — p)
T29 Vp(p—> pV g (reg. TT1 wobec T5)
1730 dp(pV q (reg. X2 - wobec T29 i T28)
— . s
Jpq (zalozenie 1)
4 (reguta X3)
T31 dpq — q (reguta C2)
e q D (zalozenie 1)
E|
Pq (reguta X1)
T32 q— dpq (reguta C1)

T33 q < dpq (reguta E1 wobec T31, T32)
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sta¢ zmienna wolna w calym wyrazeniu. Gdyby tego warunku nie bylo, to
w twierdzeniu

T25a’ IIqCqllpq [Vq(q — Ypg)

(otrzymanym z T25 przez generalizacje), mozna by podstawi¢ g/p co daloby
Cpllpp [p — VYppl. Dalej mielibysmy twierdzenie: IIpCpIlpp [Vp(p — VYppll,
ktére po podstawieniu p/Cpp [p/p — p] daje CCppllpp [(p — p) — Yppl
i wreszcie wobec T1 - na mocy reguly odrywania mielibysmy Ilpp [Vppl,
twierdzenie sprzeczne z T27. A wiec przeoczenie warunku (3) w definicji
podstawiania prawidlowego prowadzi do sprzecznosci.

2.4. Zupelnosé rachunku zdan

2.4.1. Regula wtérna podstawiania

W dowodzie T27 wyprowadziliSmy konsekwencje: EIlppNNIlpp [Vpp <
——=Vppl. Wyrazenie to mozna dowieS¢ w obszarze twierdzen. Dowdd jego
przedstawia sie jak nastepuje: mamy twierdzenie

T11 EpNNp [p <> ——p]
Stosujac do T'11 regule generalizacji, otrzymaliSmy:
T23 IIpEpNNp [Vp(p < ——p)]

Podstawiajac do T23 p/Ipp [przy zastosowaniu [12], otrzymujemy twier-
dzenie:

EIlppNNIlpp [Vpp < ==V pp]

Zauwazmy, ze z kazdym innym twierdzeniem mozna postapi¢ podob-
nie jak postapiliSmy z twierdzeniem T11, to znaczy najpierw poprzedzic¢
je kwantyfikatorem i zmienna ,IIp”, nastepnie zastosowaé¢ podstawienie
p/Tpp [p/Yppl. A wiec z twierdzenia T2 mozemy otrzymaé ClIppCqllpp
[Vpp — (g — Vpp)l, z T20 - AllppNIlpp [Vpp V —=Vpp] itd. Latwo zauwa-
Zy¢, ze zamiast podstawi¢ p/IIpp, mozna podstawi¢ w dowolne twierdzenie
a za p jakiekolwiek wyrazenie sensowne 3, a otrzymamy twierdzenie, jezeli
tylko ap/p jest podstawieniem prawidlowym. W ten spos6b okazujemy, ze
rachunek zdan posiada nastepujaca wlasnosé:

Jezeli wyrazenie a jest twierdzeniem rachunku zdan i ap/ jest
prawidtowym podstawieniem, to postugujac sie przyjetymi re-
gutami wnioskowania mozna otrzymac twierdzenie ap/p.
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(Méwimy tu wyraZnie o twierdzeniach, a wiec o wyrazeniach zapisa-
nych w obszarze twierdzen, a nie w obszarach zalozen.) Jak wiemy, zda-
nia opisujace wlasnosci systemu nazywamy twierdzeniami metodologii tego
systemu. Twierdzenia metodologii, ktore glosza, Zze mozna postugujac si¢ re-
gutami wnioskowania - udowodnié¢ twierdzenia takiego, a takiego ksztaltu,
nazywamy regulami wtérnymi. Jezeli bowiem a jest twierdzeniem rachun-
ku zdan, to kazde prawidlowe podstawienie tego twierdzenia mozemy przy-
ja¢ za twierdzenie, powolujac sie na udowodnione twierdzenie metodolo-
giczne, tak jak na regule wnioskowania. Udowodniona wtérna regute pod-
stawiania, mozemy uogdlni¢ na przypadek podstawiania jednoczesnego za
wieksza ilos¢ zmiennych.

Przez prawidlowe podstawienie za kilka zmiennych op;/B;p2/B, - - -
rozumie¢ bedziemy wyrazenie otrzymane z o przez zastapienie pewnych
zmiennych ksztaltu p; przez wyrazenie 3;, zmiennych ksztattu p, przez
wyrazenie 5 itd. - przy zachowaniu dwoéch warunkoéw: (1) wszystkie wy-
razenia f3; sa wyrazeniami sensownymi, (2) kazda zmienna wolna w f3; po-
zostaje po podstawieniu zmienna wolna. Zmienne zwiazane p;, ps... jezeli
w o wystepowaly, pozostaja bez zmiany.

Twierdzenie metodologiczne (regula wtérna podstawiania
za zmienne wolne w twierdzeniach): Jezeli a jest twierdze-
niem i ap; /B p2/Bs... jest podstawieniem prawidlowym za kilka
zmiennych, to mozna udowodnié¢ twierdzenie ap; /B;pz2/By... 5.

Udowodniona reguta wtérna rézni sie od reguly podstawiania [[T2] przy-
jetej przez nas za pierwotna tym, Ze odnosi sie jedynie do twierdzen, nie
mozna jej stosowac¢ do konsekwencji zatozen jak to czynimy z regula pier-
wotna. Stosujac regute wtorna podstawiania, mozemy otrzymac np. z twier-
dzenia T17 twierdzenie: EArNrANrr [r V =-r < =r VvV r, z T21
- CNIlppCIlppNCqq [-Vpp — (Vpp — —(q — q)] itd. Czytelnik zechce do-
wies¢ tych twierdzen, nie uzywajac wtornej reguly podstawiania.

2.4.2. Wyrazenia rozstrzygalne

O wyrazeniu sensownym o powiemy, ze jest wyrazeniem rozstrzygalnym
w pewnym obszarze (tzn. w obszarze pewnych zatozen lub w obszarze twier-
dzen), jezeli badZ wyrazenie rownoksztaltne z o, badz zaprzeczenie wyraze-

1%aréwno w sformutowaniu reguly, jak i w poprzedzajacym komentarzu wystepuje tylko
metazmienna 3 bez indeks6w, jednak jest jasne, ze omawiana regula jest wazna bez ogra-
niczenia do podstawiania takiego samego wyrazenia za rézne zmienne.



38 Rozdziat 2

nia réwnoksztaltnego z o mozna otrzymac¢ jako wyrazenie wazne w tym
obszarze.

Inaczej mowiac, jezeli a jest rozstrzygalne przy zatozeniach to na pytanie
»,Czy tak lub nie” umiemy odpowiedzie¢ ,tak” lub ,nie”.

Na przyklad z dowodu twierdzenia T21 widzimy, ze przy zalozeniu ,,Np”
rozstrzygalne jest ,Cpq”, odpowiedZ jest twierdzaca. Z tego samego powodu
wnosimy, ze przy zatozeniach sprzecznych ,p” i ,Np” kazde wyrazenie sen-
sowne jest rozstrzygalne, gdyz podobnie jak dowiedliSmy ,q”, mozna do-
wies¢ dowolnego wyrazenia sensownego. W szczegolnosci mozna dowiesé
»Nq”, a wiec przy zalozeniach sprzecznych moga istnie¢ dwie sprzeczne od-
powiedzi, zaréwno ,,Tak”, jak i ,Nie”.

Jak widac z definicji, wsrod wyrazen rozstrzygalnych mozemy wyréznic
wyrazenia rozstrzygalne pozytywnie, tj. wyrazenia, ktore daja sie udowod-
nié, i wyrazenia rozstrzygalne negatywnie, tj. takie, ktorych zaprzeczenia
daja sie udowodnic.

Podstawowe znaczenie dla badan nad rachunkiem zdan posiada naste-
pujace

Twierdzenie metodologiczne: Kazde wyrazenie sensowne jest
rozstrzygalne w obszarze, w ktérym rozstrzygalne sa wszystkie
jego zmienne wolne.

Przygotujemy sie do dowodu tego twierdzenia. Nazwijmy krotko wyra-
zenia rozstrzygalne pozytywnie - wyrazeniami jedynkowymi, natomiast wy-
razenia rozstrzygalne negatywnie - wyrazeniami zerowymi w danym obsza-
rze. Nazwijmy tez dla zwiezlosci wlasnoscia R [warunek stwierdzajacy, ze
dane wyrazenie jest rozstrzygalne w kazdym obszarze, w ktérym sa rozstrzy-
galne jego zmienne wolne. Zauwazmy, Ze gdy wlasnosc¢ R zachodzi trywial-
nie dla dowolnej zmiennej'®], gdyz zawiera jedna zmienna wolna i ta jest
rozstrzygalna, to znaczy, ze cale wyrazenie jest rozstrzygalne. Korzystajac ze
sformulowanego w paragrafie 1 pojecia dziedzicznosci, mozemy powiedziec:
wlasnosé R jest dziedziczna wzgledem 1 reguly sensownosci.

2.4.3. Macierz implikacji

Przypominam twierdzenia T2 CpCqp,T21 CNpCpq [p — (@ = p) i -p —
(p — g, udowodnimy T34.

¥rekst oryginalny jest w tym miejscu nieczytelny, w stopce strony mamy odwotanie do
erraty, ktorej, przynajmniej w egzemplarzu z biblioteki UMK, nie ma.
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“p (zal. 1)
Nq (zat. 2)
NNCpq (zal. 3]
Cpq (wobec T23)
a4 (oderwanie, sprzecznos¢ z zal. 2)
NC L.
P4 (reg. sprzecznosci)
CNgNC
4vtpq (reg. C1)
T34 CpCNgNCpq (reg. C1)2°

WeZmy pod uwage obszar, w ktérym rozstrzygalne sa dwa wyrazenia: a, f3.
Moga zajs¢ cztery przypadki:

Przypadek 1) a jest jedynkowa, 3 jest rowniez jedynkowa. Caf} jest wtedy
jedynkowe, bo mozemy je udowodni¢ w rozwazanym obszarze jak nastepuje:

B (daje sie udowodni¢ jako jedynkowe)
CBCap (podstawienie w T2 p/Bq/a na mocy wzmocnionej, wtor-
nej reguly podstawiania)
Cof (na mocy reguly odrywania)?!
Przypadek 2) a jest jedynkowe,  zerowe. W rozwazanym obszarze sa
wtedy wazne wyrazenia:

a
20 “p (zal. 1)
= (zal. 2)
——
——(p— g (zatl. 3)
p—q (wobec T23)
"y (oderwanie, sprzecznos¢ z zat. 2)
-(p—qg -
p—4q (reg. sprzecznosci)
-q— ~(p—q (reg. C1)
S
T34 p— (=g — —(p— q) (reg. C1)
21 P (daje sie udowodnié¢ jako jedynkowe)
B-o(x—p) (podstawienie w T2 p/fq/x na mocy wzmocnionej, wtornej re-

guly podstawiania)
x—p (na mocy reguly odrywania)
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NB

CaCNBNCaf (podstawienie w T34)
CNBNCaf (odrywanie)

NCof (odrywanie) 22

A wiec Caf jest zerowe.
Przypadek 3) a jest zerowe, B - jedynkowe i

Przypadek 4) a jest zerowe i - zerowe rozpatrzymy jednoczesnie. W obu
przypadkach mamy

No

CNaCaf (podstawienie w T21)

Cap (przez odrywanie)23
A wiec:

Jezeli o jedynkowe, f jedynkowe, to Cof jedynkowe;

Jezeli a jedynkowe, [ zerowe, to Cof} zerowe;
Jezeli a zerowe, B jedynkowe, to Caf jedynkowe;
Jezeli a zerowe, B zerowe, to Caf jedynkowe.

Zapiszemy te wyniki w postaci tabeli nastepujacej:

cl1o
1110
0\11

Tabele tej postaci nazywamy macierza funktora ,,C” (tabela interpretacyjna,
matryca).
Udowodnionym zostat:

22 [0 8
-B
a— (- = =(x—> p)  (podstawienie w T34)
=B = =l — ) (odrywanie)
(e = B) (odrywanie)
23 X
- - (¢ — P) (podstawienie w T21)

x—p (przez odrywanie)



2.4. Zupelnos¢ rachunku zdan 41

Lemat: W kazdym obszarze - jezeli a i  sa rozstrzygalne, to Caf3
jest rozstrzygalne.
2.4.4. Macierze innych funktoréw

Aby znalez¢ macierze innych funktoréw, udowodnimy dalsze twierdzenia
rachunku zdan, i powolamy sie na pewne wczesniej udowodnione.

Np (zat. 1)
NNqu (zal. 2]
Kpq (wobec T23)
P (reg. K1)
NK,;
P4 (reg. N)
T35 CNpNKpq (reg. C1)%*

Analogicznie mozna udowodni¢ T36

T36 CNgNKpq [-q — —(p A q)]

Npo (zat. 1)
Ng (zat. 2)
m (zal. 3)
Apq (T23)
Cpq (oderwanie od T21 wobec zal. 1)
Cqq (podstawienie p/q w T1)
" (reg. A2)
w (reg. N)
# T (zal. 1)
iy (zal. 2)
pPAq (wobec T23)
= (reg. K1)
Zlpna (reg. N)

T35 —=p— =(pA g (reg. C1)
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CNgNA
aNApq (reg. C1)
T37 CNpCNgNApq (reg. Cc1)%®
“p (zal. 1)
“q (zat. 2)
Cqgp (oderwanie od T2 wobec zal. 1)
Cpq (T2 p/qq/p + oderwanie z zal. 2)
Epq (reg. E1)
CqE
qtpq (reg. C1)
T38 CpCqEpq (reg. C1)26
“p (zat. 1)
Ngq (zal. 2)
NNEpq (zat. 3)
Epq (T23 p/Epq oderwanie)
» Ty (zat. 1)
= (zat. 2)
_|_|(p \Vi q] [zal. 3]
pVgq (1T23)
p—q (oderwanie od T21 wobec zatl. 1)
q—4q (podstawienie p/q w T1)
g (reg. A2)
=(pVqg (reg. N)
- = V
qg—-(pVag (reg. C1)
137 —p— (=g — =(pV qg) (reg. C1)
26 ? (zat. 1)
g (zat. 2)
q—p (oderwanie od T2 wobec zal. 1)
p—q (T2 p/qq/p + oderwanie z zat. 2)
w (reg. E1)
q—(peq (reg. C1)

138 p—(g— (p < q)

(reg. C1)
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q
~——

NEpq
N——

CNgNEpq
| —

T39 CpCNgNEpq

(reg. E2)
(reg. N)
(reg. C1)
(reg. C1)%7

Analogicznie dowodzimy T40:

T40 CNpCgqNEpq [-p — (@ — —(p < @)l

—
Np
—
Ng
Cpq
Cqp
Epq
N——

CNqEpq
|-

T41 CNpCNgEpq

(zal. 1)

(zal. 2)

(T21)

(T21 p/qq/p)
(reg. E1)
(reg. C1)
(reg. C1)8

27 —

p
—
-q
——
—=(p e q)
p<g
q
N——
(p < g
———
—q— -(peqg
S

T39 p— (=g — —(p < q)

28 —

T41 -p— (—ng— (p < q)

(zal. 1)

(zal. 2)

(zal. 3)

(123 p/p < q oderwanie)
(reg. E2)

(reg. N)

(reg. C1)

(reg. C1)

(zal. 1)
zal. 2)
T21)

T21 p/qq/p)

(
(
(
(reg. E1)

(reg. C1)
(reg. C1)
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Przypomnijmy twierdzenia: T5 CpApq, T6 CpAqp, T7 CpCqKpq [p — pV q,
p—qVp p— (@— pA gl Opierajac sie na tych twierdzeniach, mozemy
okazaé, ze jezeli rozstrzygalne sa a i B to rozstrzygalne sa: Kaf, Aaf, Eaf,
przy czym to ostatnie wyrazenie jest jedynkowe lub zerowe w zaleznosci od
tego czy a i B sa jedynkowe czy zerowe. Jezeli rozwazamy cztery przypadki:
1) a i B jedynkowe, 2) a jedynkowe, 3 zerowe, 3) a zerowe, [ jedynkowe, 4)
a i f zerowe, to wyniki mozemy uja¢ w postaci macierzy, podobnie, jak to
uczyniliSmy dla implikacji.

K|10|A|[10|E|10
1[10[1]11|1]10
0/00|0|10|0]|01

A wiec np. zero znajdujace sie¢ w drugiej kolumnie pierwszego wiersza
macierzy dla E wskazuje, ze przy a jedynkowym i 3 zerowym, Eaf jest
zerowe. Istotnie w obszarze, w ktérym o jest jedynkowe i § zerowe, mo-
zemy otrzymac¢ wyrazenia: a, Nf i zastosowa¢ dwukrotnie odrywanie od
CaCNBNEap [ — (=3 = =(x < 3))] bedacego podstawieniem T39, a otrzy-
mujemy NEof [-(x < )]. Dla negacji macierz ma postac:

:F

0
1

o

Wystarczy bowiem zbadaé¢ dwa przypadki. Jezeli o jest jedynkowe, tzn.
mamy w [danym] obszarze a, to stosujac odpowiednie podstawienie w T10
otrzymujemy ColNNa [¢x — ——«], a wiec i NNa [-—«], czyli Na jest zerowe.
Jezeli a jest zerowe, to mamy Na, czyli Na jest jedynkowe. Wiec udowodni-
liSmy

Lemat: Jezeli a i B sa rozstrzygalne w pewnym obszarze, to
w tym obszarze rozstrzygalne sa: Kaf, Aaf, Eaf, Na.

WeZmy teraz o i § posiadajace wlasnosé R tzn. rozstrzygalne w kazdym
obszarze, w ktérym sa rozstrzygalne ich zmienne wolne, i utwérzmy z nich
wyrazenia sensowne y na mocy 3-ej reguly sensownosci: Caf, Kaf, Aap,
Eoap. Twierdze, ze otrzymane nowe wyrazenia sensowne posiadaja wlasnosé
R. Niech bedzie dany obszar, w ktérym rozstrzygalne sa wszystkie zmienne
wolne wyrazenia y. Zmienne wolne wyrazen a i § sa zmiennymi wolnymi
wyrazenia y, rozstrzygalne sa zatem a i f. Udowodnione lematy 1 i 2 méwia
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nam, ze y sa rowniez rozstrzygalne. A wiec wyrazenia [te] posiadaja wila-
snos¢ R. Podobnie okazujemy, ze jezeli a posiada wlasnos¢ R, to posiada
ja réwniez wyrazenie Na na mocy 2-ej reguly sensownosci. W ten sposéb
udowodniliSmy: wlasnos¢ R jest dziedziczna wzgledem regul sensownosci
213.

2.4.5. Rozstrzygalnosé wyrazen z kwantyfikatorem ogélnym

CpNq (zal. 1)
“q (zat. 2)
NNp (zal. 3]

p (wobec T9)

N .
q (reguta odrywania)
Nj
p (reg. N)
CgN]
a\p (reg. C1)
T42 CCpNqCqNp (reg. C1)%°

Niech a posiada wlasnos¢ R. Okaze, ze te sama wlasnos¢ posiada wyra-
zenie IIpa. Wezmy pod uwage dowolny obszar, w ktorym sa rozstrzygalne
wszystkie zmienne [wolne] wyrazenia Ilpa [Vpa], tzn. wazne sa w obszarze
wyrazenia majace ksztalt tych zmiennych lub ich zaprzeczen. Potaczymy
te wyrazenia znakami koniunkcji - otrzymamy wyrazenie, ktére nazwiemy
B. Jezeli np. zmienne g, r byly rozstrzygniete pozytywnie, a zmienna s, ne-
gatywnie, to wyrazeniem 3 jest KqKrNs [g A (r A —s)]. B bedzie tez wazna
w obszarze reguly tworzenia koniunkcji. Z uwagi na regute odrywania - na
to, aby IIpa [Vpx] bylo rozstrzygalne w rozwazanym obszarze, wystarczy

S (zat. 1)
g (zal. 2)
e (zal. 3)
p (wobec T9)
Qf’, (reguta odrywania)
2 (reg. N)
izt (reg. C1)

T42 (p— —q) = (@ — —p) (reg. C1)



46 Rozdziat 2

mie¢ jedno z dwéch twierdzen: CRIIpa [ — VYp«x] lub CANIIpa [3 — —Vpal.
Wystarczy wiec, by IIpa [Vpa] bylo rozstrzygalne w obszarze zatozenia f.
Jest to obszar, w ktérym rozstrzygalne sa wszystkie zmienne wolne wyra-
zenia a z wyjatkiem zmiennej p i zalozenie §§ nie zawiera zmiennej ksztaltu
p. Okazemy, ze IIpa [Vp«] jest istotnie rozstrzygalne.

Utworzymy dwa nowe obszary - pierwszy w ten sposob, ze dodatkowo
zalozymy p, drugi (po zamknieciu pierwszego) przez zalozenie dodatkowe
Np [-pl. W kazdym z tych obszaréw rozstrzygalne sa wszystkie zmienne
wolne w o, a wiec i samo a jest rozstrzygalne, czyli mozna otrzymac a
lub Na [-«]. Na mocy reguly C1 mozemy wobec tego otrzymaé¢ w obszarze
zalozenia 3 jedno z dwoch wyrazen: Cpa [p — «] lub CpNa [p — —«], a takze
jedno z dwoch wyrazen: CNpa [-p — «] lub CNpNa [-p — —«]. Zbadamy
trzy przypadki: 1) otrzymujemy zaréwno Cpa [p — «], jak i CNpa. [-p — «f,
2) otrzymujemy CpNa [p — —«] , 3) otrzymujemy CNpNa [-p — —«].

Prowadzimy wtedy dowody wedlug nastepujacych wzorow:

Przypadek 1) w obszarze zalozenia § mamy

Cpa

CNpo

a (na mocy reguly dylematu A2 wobec twierdzenia T20)
IIpa (reguta generalizacji)>°

a wiec IIpa [Vpa] jest rozstrzygalne jedynkowo.

Przypadek 2) mamy

CpNa
NNTIpa (zalozenie)
IIpa (wobec T23)
a (podstawienie p/p)
Np (T42 /o dwukrotne odrywanie)
IIpNp (reg. generalizacji)
NN N
P (podstawienie p/Np)
30 P&
—|p - X
o (na mocy reguly dylematu A2 wobec twierdzenia T20)

Vpo (reguta generalizacji)
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NIIpo (reg. N)3!

podobnie w przypadku 3) otrzymujemy NIIpa [-Vp«x], a wiec w obu przy-
padkach 2) i 3) IIpa [Vpa] jest rozstrzygalne negatywnie, tj. zerowe.

A wiec jezeli a posiada wlasnosé R, to Ilpa [Vpa] posiada réwniez wia-
snos¢ R. Podobne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla kwantyfikatora
szczegotowego, dochodzimy do nastepujacego wniosku:

Wlasnosé R jest wlasnoscia dziedziczna wzgledem 4-tej reguly sensow-
nosci.

2.4.6. Rozstrzygalnos¢ wyrazen z kwantyfikatorem szczegoélo-

wym

Odpowiedni dowod dla wyrazenia Xpa [dpa] prowadzimy podobnie jak dla
wyrazenia zaczynajacego sie od kwantyfikatora ogélnego, rozpatrujemy jed-
nak trzy przypadki nieco odmienne:

1) zaré6wno przy dodatkowym zalozeniu ,p, jak i ,Np” [-p] wyrazenie a
jest rozstrzygalne negatywnie, tzn. jest zerowe,

2) przy dodatkowym zalozeniu ,,p” wyrazenie a jest jedynkowe,
3) przy dodatkowym zatozeniu ,Np” [-p] wyrazenie a jest jedynkowe.

W pierwszym przypadku Xpa [dp«] jest zerowe, w drugim i trzecim - jedyn-
kowe. Jezeli czytelnik zechce ten dowod zrekonstruowac, moze skorzystac
z nastepujacych schematéw dowodu w kazdym z przypadkow:

1) w obszarze zalozenia mamy:

CpNa
CNpNao
Na (reg. dylematu wobec T20)
31 p— =X
——V¥pa (zatozenie
Vpx (wobec T23)
o4 (podstawienie p/p)
-p (T42 q/o dwukrotne odrywanie)
Vp-p (reg. generalizacji)
:B, (podstawienie p/-p)

-Vpo (reg. N)
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Callpp

IIpCallpp
—_—
NNXpo
Xpo.

Ypllpp

IIpp
N——

NXpa

(T21)

(generalizacja)
(zatozenie)

(T23)

(reg. rozdzialu X2)
(reg. opuszczania 23)

(reg. sprzecznosci N wobec T27)32

2) w obszarze zalozenia mamy:

Cpa
IIpCpa
Xpo

(reg. generalizacji)
(reg. rozdzialu X2 wobec T28)33

3) Udowodnimy pomocnicze twierdzenie T43:

T43 XpNp [dp—pl

(reguta X1 wobec T27, ktore jest wynikiem podstawie-
nia p/Ipp [p/¥ppl w wyrazeniu Np [-p])

W obszarze zalozenia mamy:

CNpo
IIpCNpa (generalizacja)
Xpo (reg. rozdziatu X2 wobec T43)34
32 P X
ﬁp — X
o (reg. dylematu wobec T20)
o — Vpp (T21)
Vplx — VYpp) (generalizacja)
——3po (zatozenie)
dpax (T23)
dpVpp (reg. rozdzialu £2)
Y .
pp (reg. opuszczania L3)
—dpx (reg. sprzecznosci N wobec T27)
33 P&
Vpp — o) (reg. generalizacji)
dpx (reg. rozdziatu X2 wobec T28)

34 p— X
Vp(=p — «)
dpx

(generalizacja)
(reg. rozdziatu X2 wobec T43)
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2.4.7. Zupelnos$é rachunku zdan

Okazalismy, ze wlasnos¢ R jest dziedziczna wzgledem wszystkich regut sen-
sownosci, to znaczy, ze tworzac dluzsze wyrazenia sensowne otrzyma¢ mo-
zemy tylko wyrazenia posiadajace te wtasnos¢. Wiasnosé R przystuguje za-
tem wszystkim bez wyjatku wyrazeniom sensownym rachunku zdan. Wy-
powiadamy:

Twierdzenie metodologiczne: Wszelkie wyrazenia sensowne ra-
chunku zdan sa rozstrzygalne w kazdym obszarze, w ktérym
rozstrzygalne sa wszystkie zmienne wolne wyrazenia.

Zastosujemy to twierdzenie do wyrazen sensownych, ktére nie zawieraja
zadnej zmiennej wolnej, jak np. ,JIpCpNp” [Vp(p — —p)l, ,IIpllqCpq” [VpVq
(p — q)]. Poniewaz wyrazenia te nie posiadaja zadnej zmiennej wolnej, wiec
o kazdym obszarze mozemy powiedziec, ze sa w nim rozstrzygalne wszystkie
zmienne wolne tych wyrazen, w szczegélnosci mozemy to powiedzie¢ o ob-
szarze twierdzen. Otrzymujemy podstawowe twierdzenie, ktére nazywamy
twierdzeniem o zupelnosci rachunku zdan (w jednym ze znaczen, ktore
mozna nada¢ wyrazowi “zupeinosé,):

Jezeli a jest wyrazeniem sensownym rachunku zdan nie zawierajacym
zmiennych wolnych, to mozna udowodni¢ jedno z nastepujacych
twierdzen: twierdzenie o lub twierdzenie Na [—«].

2.4.8. Obliczanie wartosci wyrazen

[Rozwazmy] pewien obszar, w ktérym sa wazne wyrazenia ,p” i ,,q”. O tym,
ze w tym obszarze udowodni¢ mozna wyrazenia ,,CNgNp” [-q — —p] prze-
konamy sie, korzystajac z macierzy implikacji i negacji. Istotnie w obszarze
tym obie zmienne ,p” i ,q” sa rozstrzygalne pozytywnie, a wiec jedynkowe.
Wobec tego wyrazenia ,Np” [-pl i ,NG” [~q] sa wyrazeniami zerowymi - zgod-
nie z macierza negacji. Macierz implikacji wskazuje nam, ze zbudowana
z nich implikacja ,CNgNp” [~q — —p] jest wyrazeniem jedynkowym, tzn., ze
daje sie w rozwazanym obszarze udowodnic.

Rozumowanie to mozemy przeprowadzi¢ dla innego wyrazenia, ktore
otrzymalismy z wyrazenia badanego przez zastapienie zmiennych ,p” i ,,q”
jakimkolwiek wyrazeniem jedynkowym.

Niech znak ,1” oznacza nam dowiedlne wyrazenie jedynkowe, znak ,0”
- wyrazenie zerowe, znak réwnosci o = § niech znaczy, ze oba wyrazenia



50 Rozdziat 2

a i B sa jednoczesnie jedynkowe lub jednoczesnie zerowe, tzn. réwne co do
wartosci. Na mocy definicji macierzy mozemy obliczyc¢:

CNIN1=C00=1[-1—->-1=0—->0=1].

W tak skrocony sposob okazaliSmy, ze jedynkowym jest wyrazenie ,,CNgNp”
[-g — —pl w obszarach, w ktérych ,p” i ,q” sa jedynkowe.
Podobnie mozemy obliczy¢:

C{COO}K10}=C10=0[0—>0) —>1A0=1—0=0]
A{C10HCO1}=A01=1[1>0VO0—>1)=0V1=1]

I tak dalej. Sledzac dowéd rozstrzygalnosci wyrazen z kwantyfikatorami,
mozemy ustali¢ podobny spos6b rachunkowego ich rozstrzygania. Miano-
wicie wyrazenie IIpa [Vp«] jest rozstrzygalne pozytywnie, czyli jedynkowo,
w kazdym obszarze D posiadajacym te wlasnosc¢, ze a jest jedynkowe w obu
obszarach otrzymanych z obszaru D przez dodatkowe zatozenia: zalozenie
»,p” 1 zaltozenie ,Np” [-p]. Oznaczmy przez ap/1 wyrazenie otrzymane z o
przez podstawienie 1 za wolne zmienne ,p”, przez [axp/0] wyrazenie otrzy-
mane z o przez podstawienie O za wolne zmienne ,p”. Wtedy wystarczy
[, by] jednoczesnie ap/1 i ap/0 byly jedynkowe, na to, by Ilpa [Ypx] byly
jedynkowe. Podobnie wystarczy, by badz ap/1, badz ap/0 byly zerowe aby
IIpa [Vp«a] bylo tez zerowe. Poréwnywajac otrzymane wyniki z macierzami
koniunkcji, mozemy zapisa¢ wzor ogolny na wartosé wyrazenia z kwanty-
fikatorem ogélnym:

IIpo = Kap/lap/0 [¥Vpo = ap/1 A ap/0]

Podobnie mozemy wprowadzi¢ wzor na wartos¢ wyrazenia z kwanty-
fikatorem szczegétowym:

Ypa = Aop/lop/0 [Apx = ap/1 V ap/0]

Przyklady:

IpClp = K{C11}{C10} = K10 = 0
Vpl>p=(1—>1)A(l—>0=1A0=0]

COIlpp = COK10=C00=1[0 >Ypp=0—>1A0=0—0=1]

YpClp = A{C11}{C10} = A10 = 1
@Apl->pP=1->1)VvV(1—>0=1v0=1]
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Jezeli weZmiemy pod uwage jakies wyrazenie sensowne nie zawierajace
zadnej zmiennej wolnej, np. wyrazenie ,NIIpCpNp” [-Vp(p — —p)], to wyra-
zenie takie otrzymuje w rachunku jedna okreslona wartosé, w tym przykta-
dzie:

NIIpCpNp = NK{C1N1}{CONO} = NK{C10}{CO1} = NKO1 = NO = 1
[=VYp(p — —p) =-((1 = =1) A (0 — —0)) =
(120 A0—>1)==(00A1)=-0=1]

Jezeli wynikiem obliczania jest jeden, to wyrazenie to daje sie udowodnic
jako twierdzenie.
Podobnie mozna obliczy¢:

[pllqCpKpq = NpK{CpKp1H{CpKpO} =
KK{C1K11}{C1K10}K{COKO1}{COKO00}=KK10K11=K01=0
[VpValp > pA@ =Vpllp > pAD)A(P—>pAO) =
(1>1ADAL>1A0)A(O—>0ALAO—>OAQ)=
(1AOA(LAL)=0A1=0]

takze:

[IpCIlqCqpp = HIpCK{C1p}{COp}p =
K{CK{C11}{CO1}1}{CK{C10}{C00}0} = 1

[Vp(Vqlg— p) > p) =Yp((1 > P A0 — p) — p) =
(Q->1DA0—>1)>1DA(1 >0A0—>0 —0)=1]

WeZmy teraz pod uwage dowolne wyrazenie sensowne, ktére moze za-
wiera¢ pewne zmienne wolne i otrzymuje wartos¢ 1 przy wszelkich zero-
jedynkowych podstawieniach za te zmienne, takim jest np. wyrazenie
»CCpqCNgNp” [([p — q — (—q — —p)l, co mozna sprawdzi¢. Wyrazenie
takie mozna poprzedzi¢ tyloma kwantyfikatorami ogélnymi, Ze otrzymane
wyrazenie ,IIplIqCCpqCNgNp” [VpVq((lp — q) — (—g — —p))] nie bedzie juz
zawierato zmiennych wolnych, wartoscia tego wyrazenia bedzie 1, a wiec
bedzie ono twierdzeniem. Stosujac regule podstawiania, mozemy opuscic
poczatkowe kwantyfikatory i otrzymamy w tym przyktadzie ,,CCpqCNgNp”
[(p = @ — (g — —p)] - jako twierdzenie.

Mamy wiec

Twierdzenie metodologiczne: Jezeli przy wszelkich podstawie-
niach zer i jedynek za zmienne wolne w wyrazeniu o otrzymu-
jemy wartos¢ 1, to wyrazenie o daje sie udowodnic¢ jako twier-

dzenie systemu®®.

3Yest to twierdzenie o penosci.
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2.5. Niesprzecznos¢ rachunku zdan

Twierdzeniem o niesprzecznosci rachunku zdan nazywamy (w jednym z uzy-
wanych znaczen wyrazu “niesprzecznosc¢,) nastepujace

Twierdzenie metodologiczne: Jezeli a jest twierdzeniem ra-
chunku zdan, to stosujac w dowolny sposéb przyjete reguly
wnioskowania, nie otrzymamy twierdzenia postaci No [-«].

Korzystajac z poznanego sposobu obliczania wartosci wyrazen przy da-
nych podstawieniach wartosci 1 i O za zmienne, mozemy sformutowac
nastepujaca wlasnosé, ktéra nazwiemy witasnoscia W wyrazenia o: Wy-
razenia o otrzymuja wartos¢ 1 przy wszelkich takich zero-jedynkowych
podstawieniach, ktére wartos¢ 1 [nadaja] wszystkim zalozeniom waznym
w obszarze, do ktorego a nalezy. Wtasnos¢ ta przystuguje kazdemu wyraze-
niu, ktére mozna dotaczy¢ do dowodu, aby to wykazaé, wystarczy przeko-
nac sie, ze wlasnosc ta jest dziedziczna wzgledem regut wnioskowania, tzn.
nie mozemy dotaczy¢ [do] dowodu pierwszego wyrazenia nieposiadajacego
wlasnosci W. Inaczej mowiac, jezeli tylko wszystkie wczesniejsze dotaczone
wyrazenia i przestanki posiadaja wlasnosé W, to i [kolejne dotaczone] wyra-
Zenia te sama wlasnosé posiadaja. Dowod dziedzicznosci przeprowadzimy
przyktadowo dla dwoch regul wnioskowania.

1) Dziedzicznos¢ wzgledem reguly odrywania implikacyjnego C2:

Dowdd: W dowodzie mamy wazne wyrazenia ksztattu a, Cap [ — (],
dotaczamy f.
WeZmy dowolne podstawienie zer i jedynek za zmienne, byle takie, Ze wszyst-
kie wazne zalozZenia otrzymuja wartosé 1. a i Caf} otrzymuja réwniez wartosé
1, gdyz posiadaja wlasnosé jako wyrazenia wczesniej do dowodu dotaczone.
Wobec tego  réwniez musi mie¢ wartosé¢ 1, bo gdyby miato wartosé O, to
Cof miatoby wartos¢ C10 = O. [

2) Dziedzicznosé wzgledem reguly sprzecznosci N:

Dowdd: Dowodd dziedzicznosci wzgledem reguly sprzecznosci N jest
nieco bardziej skomplikowany. Skoro w dowodzie wazne sa dwa wyrazenia
[sprzeczne] posiadajace wlasnosé¢ W, to nie istnieje Zadne podstawienie,
ktore datoby wartos¢ jeden jednoczesnie wszystkim waznym zalozeniom.
Gdyby bowiem takie podstawienie istnialo, musiatlyby oba sprzeczne wy-
razenia mie¢ wartos¢ 1, co jest niemozliwe z uwagi na budowe macierzy
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negacji. Stosujemy regule sprzecznosci, przeto ostatnie wazne zatozenie za-
czyna sie od negacji, powiemy, ze ma posta¢ No [-«]. Regula sprzecznosci
pozwala nam zamknac obszar tego zatozenia i dotaczy¢ a. WeZmy pod uwage
dowolne zero-jedynkowe podstawienie, ktore nadaje wartos¢ 1 wszystkim
zalozeniom waznym po zamknieciu obszaru zatozenia Na. Wiemy, ze pod-
stawienie to nie daje wartosci 1 zalozeniu No, wobec tego musi nadaé¢ war-
tos¢ 1 wyrazeniu a, tj. wyrazeniu dotaczonemu do dowodu. A wiec wyraze-
nie [to] posiada wlasnosé W i wlasnos¢ [ta] jest dziedziczna wzgledem reguly
Sprzecznosci. [ |

W podobny sposéb dowodzimy, ze wlasnosé W jest dziedziczna wzgledem
wszystkich regul wnioskowania, a wiec przysthuguje wszystkim wyrazeniom
dotaczanym do dowodéw, oczywisScie nie wylaczajac twierdzen. Twierdzenia
sa zapisane w obszarze, w ktorym nie sa wazne zadne zalozenia, wiec maja
wartosc¢ 1 przy wszelkich podstawieniach zero-jedynkowych i nie moze sie
zdazy¢, by jedno z twierdzen bylo zaprzeczeniem drugiego, bo wtedy jedno
z nich musialoby przybra¢ wartosé¢ O przy pewnym podstawieniu. Widzimy,
ze sprawdzenie za pomoca macierzy zero-jedynkowej zawsze daje odpowiedzZ
na pytanie, czy pewne wyrazenie a daje sie udowodni¢ jako twierdzenie ra-
chunku zdan. OdpowiedZ jest twierdzaca wtedy i tylko wtedy, gdy wyraze-
nie to otrzymuje wartos¢ 1 przy wszelkich podstawieniach jedynek i zer za
zmienne wolne.

Wartosé 1 i O mozemy rozumieé¢ jako prawdziwosé i falszywosé zda-
nia. Poniewaz mamy do czynienia z dwoma wartosciami, wiec mowimy, ze
przedstawiony tutaj system jest dwuwartosciowym rachunkiem zdan. Kto
przyjmuje reguly wnioskowania takie, jak tu podalismy, ten uzywa dwu-
wartosciowego rachunku zdan. Jezeli chcemy wykazac, ze jakies wyrazenie
sensowne w matematyce, nie moze by¢ twierdzeniem, np. x + y = x — y, to
wystarczy podaé¢ chociaz jeden kontrprzyklad, to znaczy taki uktad liczb,
dla ktérego to domniemane twierdzenie jest falszywe, np. 2 — 1 = 3, zatem
rozneod 2 — 1 = 1.

Podobnie w rachunku zdan. Aby wykaza¢, ze ,CCpqCNpNq” [(p — q) —
(wp — —g)] nie jest twierdzeniem rachunku zdan, wystarczy znaleZ¢ dwa
zdania, ktore podstawione za ,,p”, ,,q” daja zdanie falszywe. Wystarczy przyjac
za ,p” jakiekolwiek zdanie falszywe, np. ,Snieg jest czarny’, ,2X2 = 57, za ,,q”
jakiekolwiek zdanie prawdziwe: ,Snieg jest biaty”, ,2 X 2 = 4”, a otrzymamy
jako wynik podstawiania zdanie falszywe mianowicie okres warunkowy,
ktorego poprzednikiem jest: ,Jezeli $nieg jest czarny, to $nieg jest biaty” -
a wiec zdanie prawdziwe, a nastepnikiem zdanie falszywe: ,Jezeli $nieg nie
Jjest czarny, to $nieg nie jest biaty”.
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Jezeli przy sprawdzaniu zero-jedynkowym wyrazZenie otrzymuje wartosé
zero przy pewnym podstawieniu za zmienne, to nie jest ogélnie prawdziwe.
Wystarczy mianowicie podstawi¢ zamiast jedynki dowolne zdanie praw-
dziwe, np. ,Snieg jest biaty”, zamiast zera - dowolne zdanie fatszywe, cho-
ciazby: ,Snieg jest czarny’.

2.6. Dalsze twierdzenia rachunku zdan. Zastosowa-
nie twierdzen rachunku zdan

W dowodach matematycznych w algebrze, czy w geometrii najczesSciej wnio-
skujemy zgodnie z podanymi tu regutami wnioskowania - oczywiscie na-
lezy przy tym uwzgledni¢ inne ksztalty wyrazen sensownych. Tym niem-
niej czesto sie zdarza, Ze korzystamy z pewnych twierdzen rachunku zdan.
A wiec takie praktyczne zastosowanie znalez¢é moga znane nam juz twier-
dzenia:

T11 EpNNp [p < ——p] (prawo podwoéjnego przeczenia),
T20 ApNp [pV —pl (prawo wylaczonego srodka),
T21 CNpCpq [-p — (p — 9)l,

T42 CCpNqCqgNp [(p — —q) — (g — —p)] (jedna z postaci prawa kontra-
pozycji).

Dalsze twierdzenia znajdujace zastosowanie podam bez dowodu, gdyz
dowdd mozna zastapi¢ sprawdzeniem zero-jedynkowym. NajczesSciej stoso-
wane najpowszechniej znane jest prawo kontrapozycji:

T44 ECpqCNgNp [(p — @) © (=g — —p)]

Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze w nastepniku T44 ,q” wystepuje wcze-
$niej, a zmienna ,p” poZniej. Przestawienie tych zmiennych prowadzi do
btednego pojmowania kontrapozycji.

T45 CCpqCCqrCpr [(p — q) — ((g = 1D — (p — )l (prawo sylogizmu).
Roézne sformutowania prawa sprzecznosci:
T46 CCNppp [(=p — p) = pl

T47 CCpqCCpNgNp [(p — q) — (p — —q) — —p)]
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T48 CCNpqCCNpNgp [(=p — @) — (-p — —q) — p)]

Specjalne znaczenie maja twierdzenia, ktére ustalaja réwnowaznosé
pomiedzy funkcja a wyrazeniem, ktore nie zawiera znaku tej funkcji. Row-
nowaznos¢ taka moze stuzy¢ za definicje, np. implikacji za pomoca ,N” i ,&
(T49) lub za pomoca znakéw ,N” i ,K” (T50)

T49 ECpgANpgq[p — q< —pV dl

T50 ECpgNKpNq [p — q < =(p A =q)]

T51 EEpgAKpgKNpNq [(p < q) < pA gV —p A —q]
T52 EKpgNCpNq [p A q & —(p — —q)]

T53 EApqCNpq [pV q < —p — (]

Czytelnik zechce poréwnacé twierdzenia T49-T53 z macierzami. Jezeli
twierdzenie ma posta¢ Epy [@ < ], to przy kazdym podstawieniu zero-
jedynkowym, oba wyrazenia ¢ i y musza mieé¢ réwne wartosci. Nastepujace
dwa twierdzenia nosza nazwe praw dwoistosci de Morgana:

T54 ENKpgANpNq [-(p A q) < —=pV —q]
T55 ENApgKNpNq [-(pV q) < —=p A =q]

Ciekawe sa twierdzenia T56-T58, ktére na pewne podobienistwa wska-
zuja pomiedzy alternatywa i koniunkcja z jednej strony a dodawaniem
i mnozeniem - z drugiej strony. Réwnowaznos¢ odpowiada wtedy réwno-
Sci.

T56 EApAqrAApqgrpV (Vv n < (pV @ V 1l (prawo tacznosci alternatywy)
T57 EKpKqrKKpqr [pA (@A D < (p A g) A 1] (prawo tacznosci koniunkcji)

T58 EKpAqrAKpgKpr [pA(gV 1) < (pAq V (p Al (prawo rozdzielnosci
koniunkcji wzgledem

alternatywy)
Odpowiednikami arytmetycznymi tych praw sa:

x+({y+2z)=Kx+y +zx(yz) = (xy)z,x(y + z) = xy + xz

Podobnie prawa przemiennosci T17,T18 maja swoje odpowiedniki
w arytmetyce. Jednak nie wszystkie twierdzenia rachunku zdan posiadaja
prawdziwe odpowiedniki przy tej interpretacji, np. weZzmy prawo rozdziel-
nosci alternatywy wzgledem koniunkcji:
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T59 EApKqrKApgApr [pV (@AD < (pV @ A (pV 1l

Jego odpowiednik arytmetyczny jest fatszywy w ogélnym przypadku.

2.7. Uwagi historyczne i poré6wnawcze

2.7.1. Logika zdan w starozytnosci i w sredniowieczu

W historii logiki interesujemy sie przede wszystkim tym, kto i jak pewne
prawa logiczne formulowal, opisywat. W szczegélnosci ciekawym jest usta-
li¢, kto pierwszy opisal pewne prawo. ,,Ojciec logiki” - Arystoteles nie zaj-
mowal sie logika zdan, dopiero p6Zniejsi od niego stoicy, zwtaszcza Chryzyp
(wiek III przed Chr.). Uzywali oni sp6jnikéw miedzyzdaniowych w znaczeniu
zasadniczo zgodnym z tym, w jakim my ich uzywamy. Jedynie zamiast al-
ternatywy postugiwali sie dysjunkcja wylaczajaca: ,albo p albo q”, ktora jest
falszywa w przypadku, w ktérym zaréwno p jak i q sa prawdziwe. Dysjunk-
cja wylaczajaca jest zaprzeczeniem rownowaznosci. Stoicy umieli okreslac
wartos¢ (prawde lub falszywosé) funkcji zdaniowej w zaleznosci od warto-
Sci argumentow i to w sposéb pokrywajacy sie z nasza definicja za pomoca
dwuwartosciowej macierzy. Odpowiednia funkcja pochodzi od Filona z Me-
gary, ktory moze by¢ uwazany za tworce logiki dwuwartosciowej. Dwuwar-
tosciowa logika spotykala sie ze sprzeciwem i byla tematem ozywionych
Sporow juz w starozytnosci.

W wiekach srednich logike zdan uprawiali scholastycy, znajdujemy tu
rowniez logike zdann dwuwartosciowa. Np. Albert Wielki (wiek XIII) wy-
powiada twierdzenie, ktore w naszym znakowaniu nalezy zapisac jako:
CKpNpq [p A =p — q] (por. T21), i podaje przykltad: ,Sokrates jest i So-
krates nie jest, a wiec kij stoi w kacie”. Przykltad ten jest widocznie dany
w tym celu, aby wykazaé¢, ze zwiazek rzeczowy pomiedzy poprzednikiem
a nastepnikiem nie jest koniecznym warunkiem prawidlowosci implikacji.

2.7.2. Matematyczna logika zdan

Pierwszym, ktéry ujat logike zdani w posta¢ symboliczna, rachunkowa, byt
Boole. Logike Boole’a nazywamy algebra logiki, gdyz uzyl on znakowania
algebraicznego: alternatywe zdan zapisywat tak, jak w algebrze zapisujemy
sume, a wiec ,,p + q”, koniunkcje jak iloczyn ,,p.q” (por. uwagi do twierdzen
T56-T58). Istotnie r6znym od rachunku zdan Boole’a jest system Fregego,
oparty o dwie dokladnie sformulowane reguly wnioskowania: regute pod-
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stawiania i regute odrywania implikacyjnego. Zerojedynkowe sprawdzanie
pochodzi od Schrédera.

Obecnie rozpowszechnione sa aksjomatyczne systemy rachunku zdan.
Regulami wnioskowania sa: reguta podstawiania (w takim sformulowaniu,
w jakim podatem ja w paragrafie 2.4.1. na stronie 36 - jako regute wtérna),
regula odrywania implikacyjnego i dwie reguly operowania kwantyfikato-
rami. Bardzo prostym jest uklad aksjomatow Lukasiewicza:

CCpqCCqrCpr [p—>q@—>(g—>nN—> (-1l (T49
CCNppp [(=p— p) — pl (T46)
CpCNpq [p— (=p — gl (podobna do T21)

Oproécz tutaj przyjetego znakowania beznawiasowego Lukasiewicza, sa
w uzyciu znakowania 1) Peano i Russella, 2) Hilberta. W pierwszym sposrod
tych znakowan nawiasy sa zastapione kropkami. Funktory i kwantyfikatory
oznaczane s3a jak nastepuje:

Lukasiewicz Cpq Apq Kpq Epgq Np Ilp Xp
Peano, Russell p>q pVqg pg p=q ~p (p dp
Hilbert p—q pvqgq pAq p~q p (p) Ep

Oprocz systemow dwuwartosciowego rachunku zdan sformalizowane
zostaly inne systemy. Takimi sa systemy: Lukasiewicza, Lewisa, Kolmo-
gorowa, Heytinga3®.

Podany wyzej uklad aksjomatéw Lukasiewicza jest jednak aksjomatyka
dwuwartosciowego rachunku zdan.

3Chodzi tu o wielowartosciowe logiki Lukasiewicza, modalne logiki Lewisa oraz logike
intuicjonistyczna w wydaniu Kolmogorowa lub - bardziej popularnym - Heytinga.






Rozdzial 3

Rachunek Predykatow

3.1. Wyrazenia sensowne

3.1.1. Nawiazanie do jezyka potocznego

Najprostsze zdania logiki matematycznej nie nalezace do logiki zdan sa
wzorowane na zdaniach takich jak: 1) "Sokrates nauczat, 2) ,,Wista ptynie”,
3) ,Ten kawatek kredy bieleje”. Mozna w nich wyrézni¢ podmiot i orzeczenia.
Podmiotem w zdaniach (1) i (2) jest imie wlasne - czlowieka czy przedmiotu
martwego, w zdaniu (3) podmiotem jest wyrazenie zloZone oznaczajace je-
den tylko przedmiot, ,ten kawatek kredy’. Wybierzmy litery ,x”, ,y”, ,z”
jako zmienne, ktore beda reprezentowaly imiona wilasne, tak jak litery ,p”,
»q, »I” reprezentuja zdania. Tego rodzaju zmienne nazywamy zmiennymi
indywidualnymi, gdyz imiona wlasne oznaczaja pojedyncze indywidua (po
polsku mozna by réwniez powiedzie¢: osobniki). Uzywajac zmiennych indy-
widualnych, mozemy napisac: ,x naucza”, ,x bieleje”, ,,y ptynie”, tj. wyraze-
nia ktoére staja sie zdaniami (prawdziwymi lub falszywymi), gdy za zmienne
podstawimy indywidua'. Sa to funkcje zdaniowe, ktérych argumenty sa
zmiennymi indywidualnymi. Znakami funkcji sa orzeczenia: ,naucza”, ,bie-
leje”, ,ptynie”.

Wprowadzamy zmienne, ktére beda reprezentowaly takie orzeczenia (pre-
dykaty), beda to litery: ,a”, ,b”, ,c”. Jezeli w matematyce chcemy zapisac
W sposob ogdlny funkcje o jednym argumencie, to piszemy np. ,f(x)”, na-
wias zaznacza, ze ,f” jest znakiem funkcji, funktorem, ,x” - argumentem.
Analogicznie nalezatoby taczyé zmienne predykatowe ,,a” ze zmiennymi in-
dywidualnymi ,x” jako funkcje: ,,a(x)”. Przenoszac na grunt rachunku pre-

'To znaczy ich nazwy.

59



60 Rozdziat 3

dykatow beznawiasowe znakowanie Lukasiewicza, bedziemy opuszczaé na-
wiasy, a wiec pisa¢ ,,ax”. Nalezy jednak rozumie¢, ze ,,a” jest znakiem funk-
¢ji, ,x” argumentem, podobnie jak w wyrazeniu ,,Np” litera ,N” jest znakiem
funkcji, ,,p” - argumentem.

Oprocz imion wlasnych uzywamy w jezyku potocznym nazw ogélnych,
a wiec takich rzeczownikéw jak: ,nauczyciel’, ,Polak”, i przymiotnikow:
Lbiaty”, ,ptynny” itp. Nazwy te mozemy laczy¢ z imionami wlasnymi w zda-
niach za pomoca wyrazu ,jest”:

(4) ,Sokrates byt nauczycielem” (5) ,,Wista jest ptynna”, (6) ,,Ten kawatek
kredy jest biaty”.

Zdania takie nazywamy jednostkowymi. Ot6Z mozna - (W pewnym przy-
blizeniu) przyjac¢, ze zdanie (6) wyraza wlasnie to samo, co zdanie (3) tylko
pod inna postacia gramatyczna. Podobnie zdania (1) i (4) oraz zdania (2) i (5).
Jeszcze wyrazniej wystepuje moznosc¢ takiej zamiany w zdaniu: ,.x choruje”
na ,x jest chory”.

W jezyku symbolicznym, celowo, sztucznie utworzonym, unikamy syno-
nimoéw, tj. réznych wyrazen na oznaczenie tej samej rzeczy, dlatego ograni-
czamy sie do jednej. W wykladzie niniejszym - idac za Russellem i Hilber-
tem, wybierzemy pierwsza forme czasownikowa bez wyrazu ,jest”. Niektorzy
autorowie jak Lukasiewicz, Lesniewski (za tradycja Arystotelesa) wybieraja
posta¢ druga i nie rozpatruja rachunku predykatéw, lecz rachunek nazw.

W matematyce uzywa sie jeszcze jednego wyrazenia, ktore jak to czyni
np. Chwistek, mozna uwaza¢ za synonimiczne ze zdaniem jednostkowym.
Jezeli powiemy: ,Punkt a nalezy do zbioru (miejsca geometrycznego) purk-
tow réwno odlegtych od punktéw b i c”, znaczy to tyle, co ,a jest punktem
réwno odlegtym od punktéw b, c”. Ogolnie: ,x jest elementem zbioru a” daje
sie zastapi¢ przez zdanie tego samego rodzaju, ktére tu rozpatrywalisSmy,
mianowicie ,,ax”.

Jak czytaé ,ax”? Wyrazenie to posiada posta¢ taka: ,x naucza”’, ,x cho-
ruje”, wiec najlepiej jest czytac¢ ,x a-uje”. Uwidoczni sie w ten sposoéb, ze
zmienna ,a” reprezentuje czasownik. Jest to sposéb czytania dos¢ odlegly
od dotychczasowych przyzwyczajen choé¢ uzywany byl (w pewnych nieco
innych zastosowaniach) przez Lesniewskiego. Bedziemy blizsi zwyczajow
jezykowych, jezeli sposob czytania dostosujemy do drugiej mozliwej inter-
pretacji tych zdan, mianowicie jako zdan jednostkowych: ,x jest a”. Ist-
nieje mozliwos¢ czytania czysto matematycznego, formalnego, bez nadawa-
nia zdaniu postaci gramatycznej, a wiec po prostu ,a od x”, tak jak ,f(x)”
czytamy: ,f od x”. Mozna wreszcie czytac: ,.x posiada wlasnoscé a”.
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»S0krates nauczat Platona”, ,Wista ptynie pod Toruniem” - to sa przy-
klady zdan zawierajacych dwa imiona wlasne. Mozna przedstawic¢ je w po-
staci: ,x nauczat y”, ,x ptynie pod y”. Czasownik ,nauczat’ jest tu znakiem
funkcji o dwéch argumentach ,x”, ,y”, podobnie wyrazenie ,ptynie pod”.
Aby pozosta¢ w zgodzie z wytycznymi przyjetego znakowania winniSmy pi-
sa¢ ten znak funkcji na poczatku, a wiec ogolny schemat tych zdan bedzie
to: ,fxy” - i chociaz nie piszemy nawiaséw, to jednak pamietamy, ze ,f” jest
znakiem funkcji, a ,x” i ,,y” sa dwoma argumentami tej funkcji. Wartoscia
funkcji jest zdanie. Hilbert uzywa tu terminéw zaczerpnietych ze zwyklej
gramatyki, mianowicie mowi, Ze znak funkcji jest orzeczeniem, a argumenty
sa podmiotami. Predykaty dwuargumentowe (dwupodmiotowe) nazywamy
stosunkami. Podobnie mozemy rozwazac¢ zdania zawierajace wieksza ilos¢
podmiotéw niz dwa.

3.1.2. Reguly sensownosci

Okreslimy strukturalnie wyrazenia sensowne rachunku predykatow. Przez
zmienne indywidualne rozumiemy litery ,x, y, z” (w razie potrzeby ze wskaz-
nikami). Wsro6d zmiennych predykatywnych (orzeczeniowych) odrézniamy
rozne typy - w zaleznosci od tego, ile argumentoéw powinno po danej zmien-
nej nastepowac. W [wyktadzie] niniejszym wystarcza nam zmienne predyka-
tywne o jednym argumencie. Beda to litery ,a, b, ¢”, oraz zmienne o dwéch
argumentach - beda to litery ,g, h, i”. Jezeli brakuje liter - mozemy je zaopa-
trzy¢ wskaZnikami. Wyrazenia sensowne rachunku zdan pozostaja wyraze-
niami sensownymi rachunku predykatéow, utrzymujemy bowiem w mocy
wszystkie cztery reguly sensownosci rachunku zdan. Nowa bedzie:

Regula V sensownosci: Wyrazenie zlozone ze zmiennej predykatywnej
i odpowiedniej ilosci zmiennych indywidualnych jest wyrazeniem sensow-
nym.

To znaczy, ze sensowne sa wyrazenia ,ax”, ,bx”, ,by”, .fxy”’, .fxx”, ,gyx”,
»g2zz” itd.
Regutle sensownosci IV wzmocnimy do nastepujacej postaci:

IVa Wyrazenie zlozone z kwantyfikatora ogolnego lub szczegétowego, z ja-
kiejkolwiek zmiennej i z wyrazenia sensownego jest wyrazeniem sensow-
nym.

Sensownymi sa wyrazenia ,,[1xp” [Vxpl, ,IIxfxx” [V xfxx, ,JIxCaxax” [V x{ax —
ax], JIxEaxay” [Vx{iax < ay)l. Do zrozumienia, jak nalezy czyta¢ pewne
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wyrazenia dluzsze, dobrze jest uzy¢ nawiaséw, choc¢ teoretycznie sa one
zbyteczne.

»ClllaC(ax)(ay) {CN(bx)N(by)}” [Valax — ay) — (—wbx — —by)]

Aby rozpoznaé¢ wyrazenie sensowne nalezy (1) sprawdzi¢, czy po kaz-
dym predykacie nastepuje wlasciwa iloS¢ zmiennych indywidualnych (2)
zastosowac znane sprawdzanie sensownosci wyrazen rachunku zdan, liczac
kazda zmienna predykatywna tak jak zmienna zdaniowa (dodatnie jeden).

3.2. Reguly wnioskowania i twierdzenia dla predyka-
tow jednoargumentowych

3.2.1. Reguly wnioskowania

Utrzymujemy w mocy wszystkie reguly wnioskowania rachunku zdan. Wy-
powiemy pewne reguly dodatkowe, ktore zasadniczo beda przystosowaniem
regul kwantyfikatorowych do nowowprowadzonych typow zmiennych. Nie-
ktore z nich pozostaja bez istotnej zmiany, nalezy tylko zastapi¢ wyrazy
y»zZmienna zdaniowa” przez ,zmienna dowolnego typu”. Takimi sa: regula
generalizacji (II1), reguta rozdziatu kwantyfikatora ogélnego z zamiana na
dwa szczegolowe [(X2) oraz regula odlaczania] (X3). Jezeli chodzi o pozo-
state reguly kwantyfikatorowe: podstawiania (II2) i dotaczania kwantyfi-
katora szczegotowego (X1), to nalezy odpowiednio wyjasni¢, co rozumiemy
przez prawidlowe podstawianie za zmienne nowych typéw. Jezeli § jest
zmienna indywidualna, o wyrazeniem sensownym, to powiem, ze aff/y jest
podstawieniem prawidtowym wtedy, gdy i tylko wtedy, gdy y jest zmienna
indywidualna wolna w af /. Biorac pod uwage to znaczenie stéw ,podsta-
wienie prawidlowe” - przenosimy reguly I112,X1 na zmienne indywidualne
bez innych zmian. Regule podstawiania za zmienne predykatywne wysto-
wimy pozniej.

3.2.2. Twierdzenia

e (zalozenie 1)
ITyax N
y (generalizacja 1)

T1 CaxIlyax?

2 —— . .
ax (zalozenie 1)
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Zauwazmy, Ze mozemy otrzymaé¢ - na mocy reguly generalizacji - dalsze
twierdzenie:

IIxCaxIlyax [Vx(ax — Yyax)]

Nie mozemy jednak zastosowac¢ reguly podstawiania w taki sposob,
by za ,x” podstawi¢ ,y”, gdyz koncowa zmienna ,x” - wolna w wyrazeniu
»CaxIlyax” [ax — Yyax] przesztaby w zmienna zwiazana ,,y”, a wiec podsta-
wienie takie nie byloby prawidlowe. Mianowicie otrzymalibysmy: ,,Cayllyay”
[ay — Yyay] - ,Jezeli y posiada wtasnosé a, to wszelkie y posiada wtasnosé

a’, co jest oczywiscie niestuszne.

m (zatozenie 1)
TIxax (symplifikacja K1)
IIxbx (symplifikacja K1)
ax (podstawienie x/x)
bx (podstawienie x/x)
Kaxbx (reguta K2)
w (generalizacja)

T2 C{KIlxaxIIxbx}{I1xKaxbx} (reguta C1)3
m (zatozenie 1)
Kaxbx (podstawienie x/x)
ax (symplifikacja K1)
bx (symplifikacja K1)

Yyax (generalizacja 1)

Tl ax— Yyax

——
Vxax A\ Yxbx

(zalozenie 1)

Vxax (symplifikacja K1)
Vxbx (symplifikacja K1)
ax (podstawienie x/x)
bx (podstawienie x/x)
ax A bx (reguta K2)
Yx{ax A bx (generalizacja)

T2 Vxax A Yxbx — ¥Yx(ax A bx) (reguta C1)
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IIxax

IIxbx

KlIIxaxIlxbx
T3 C{IIxKaxbx}{ KIIxaxIIxbx}
T4 E{lIxKaxbx}{ KIIxaxIIxbx}

Jest to prawo rozdzielnosci kwantyfikatora ogélnego wzgledem koniunkcji.

——
IIxCaxbx

—
IIxax

Caxbx

bx

IIxbx

N——
CllxaxIIxbx
e ———

T5 C{IIxCaxbx}{ CIlxaxIIxbx}

—

Yx{ax A bx)

ax A\ bx

ax

bx

Y xax

VY xbx

Vxax A Yxbx

N—————
T3 Vx{ax A bx) — Yxax A ¥Yxbx
T4 Vx{ax A bx) & Yxax A Yxbx

—_——
Yx{ax — bx)

—
VY xax

(generalizacja)
(generalizacja)
(reguta K2)
(reguta C1)
(reguta E1)*

(zalozenie 1)
(zalozenie 2)
(podstawienie x/x)
(podstawienie x/x)
(odrywanie C2)

(generalizacja)

(reguta C1)

(reguta C 1)°

(zalozenie 1)
(podstawienie x/x)
(symplifikacja K1)
(symplifikacja K1)
(generalizacja)
(generalizacja)
(reguta K2)
(reguta C1)

(reguta E1)

(zalozenie 1)

(zalozenie 2)

Rozdziat 3
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Prawo rozdzielnosci kwantyfikatora ogélnego wzgledem implikacji. Twier-
dzenia tego nie mozemy wzmocni¢ do postaci réwnowaznosci, tzn. zmie-
niajac poczatkowe ,C” na ,,E”, otrzymamy wyrazenie, ktére nie jest ogolnie
prawdziwe. Ro6wnowaznosc¢ taka staje sie jednak prawdziwa w przypadku,
w ktérym poprzednik ,ax” zastepujemy wyrazeniem niezawierajacym ,x”,
a wiec [np.] zmienna zdaniowa ,p”. Wykazemy to, dowodzac T8. Wzorujac
sie na dowodzie T5, czytelnik dowiedzie T6:

T6 C{IIxCpax}{Cpllxax} [Vx(p — ax — (p — Yxax)]

Cpllxax (zatozenie 1)
p (zalozenie 2)
TIxax (odrywanie)
o (podstawienie x/x)
Cpax (reguta C1)
IIxCpax . .
. P (generalizacja)
T7 C{Cpllxax}{IIxCpax} (reguta C1)

T8 E{IIxCpax}{Cpllxax}

(regula E 1)

ax (podstawienie x/x)
ax — bx (podstawienie x/x)
bx (odrywanie C2)
&c/b-x/ (generalizacja)
Yxax = ¥xbx (reguta C1)
T5 Yx{ax — bx) — (Yxax — Yxbx) (reguta C1)
p — Yxax (zalozenie 1)
p (zalozenie 2)
Y xax (odrywanie)
X (podstawienie x/x)
p— ax (reguta C1)

Yx{p — ax
e e

T7 (p = Yxax) — Vx(p — ax
T8 Vx(p — ax < p — Yxax

(generalizacja)
(reguta C1)
(reguta E1)
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Podobny charakter maja twierdzenia, ktérych dowody pomijam.
T9 C{IIxEaxbx}{EllxaxIIxbx} [Vx(ax < bx) — (Yxax < Yxbx)]

Prawo rozdzielnosci kwantyfikatora ogolnego wzgledem réwnowaznosci.
T10 C{AllxaxIIxbx}{IIxAaxbx} [VxaxV ¥Yxbx — Yx{axV bx)]

Odwrocenie tego twierdzenia jest bledne.

T11 E{llxApaxH{Apllxax} [Vx{(pV ax) < p V Yxax]

Thxax (zalozenie 1)
ay (podstawienie x/y)
Iya .
yay (generalizacja)
T12 CllxaxITyay (reguta C1)7

Podobnie mozna okazaé: Cllyayllxax [VYyay — Vxax], reguta E1 daje nam
wobec tego:

T13 EllxaxIlyay [Vxax < Yyay]

Sens twierdzenia T13 mozna wypowiedzie¢ swobodnie w taki sposob:
Dob6ér oznaczenia ,,x” czy ,y” na zmienna zwiazana w wyrazeniu jest rzecza
obojetna.

—— . .
TIxax (zalozenie 1)
X (podstawienie x/y)
T14 C{Ilxax}ax (reguta C1)8
R (zalozenie 1)
7 VXE (zalozenie 1)
ay (podstawienie x/y)
Yyai o
yay (generalizacja)
T12 VYxax — Yyay (reguta C1)
8 @ (zalozenie 1)
X (podstawienie x/y)

T14 VYxax — ax (reguta C1)
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NNTIxNax (zalozenie 2)
IIxNax (twierdzenie T23 rachunku zdan)
Nax, (podstawienie x/x)
w (reg. N - wobec sprzecznosci ostatniej konse-

kwencji z zalozeniem 1)
CaxNIIxNax (reguta C1)
T15 TxCaxNIIxNax (reg. generalizacji)®

(Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ktére ,.x” sa zwiazane z ktérym kwantyfikato-
rem)

—— . .
¥ xax (zalozenie)
ExNTIxNax (reguta X2 wobec twier. T15)
w (reguta X3)
T16 CXxaxNIIxNax (reguta C1)!°
—— . .
Txax (zalozenie)
ax (podstawienie x/x)
Zxax (reguta X1 x/x)
T17 CllxaxIxax (reguta C1)!!
9 e (zalozenie 1)
LV x—ax (zatozenie 2)
Vx—ax (twierdzenie T23 rachunku zdan)
9 (podstawienie x/x)
;Vx/—ix (reg. N - wobec sprzecznosci ostatniej konsekwencji z za-
tozeniem 1)
ax — ~VYx-ax (reguta C1)
T15 Vx(ax — =Vx-ax) (reg. generalizacji)
10 ST (zatozenie)
Ax—~Vx-ax (reguta X2 wobec twier. T15)
w (reguta £3)
T16 dAxax — —Vx—ax (reguta C1)
11 Vxax (zalozenie)

ax (podstawienie x/x)
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Twierdzenie to wraz z T14 mozna uwazaé¢ za symboliczne sformutowanie
prawa, znanego w logice tradycyjnej pod nazwa ,dictum de omni’: Cokolwiek
jest wazne dla wszystkich, jest wazne dla niektérych (T'17) i dla poszczegol-
nych.

N xax (zalozenie 1)
NNax (zalozenie 2)
ax (twierdzenie T23 rachunku zdan)
Z\xg_;g (reguta X1 x/x)
Nax (reg. sprzecznosci)
IxNax (reg. generalizacji)
T18 C{NXIxax}{IIxNax} (reg. C1)'2

Stosujac twierdzenie rachunku zdan: ,,CCNpqCNgp” [(-p — q) — (—q — p)l,
mozemy otrzymac:

T19 CNIIxNaxXxax [-Vx-ax — dxax]
T20 E{Xxax}{NIIxNax} [dxax < =Vx—ax] wobec T161i T19.

4

Twierdzenie to pozwala zastapi¢ kwantyfikator szczegélowy przed ,ax’
kwantyfikatorem ogélnym pomiedzy dwoma negacjami. Sens T20 staje sie
jasnym, gdy go odczytac. Mozna dowies¢ podobnych twierdzen:

T20a E{NXxaxHIIxNax} [-dxax < Yx—ax]

T20b E{NIlxax}{XxNax} [~V xax < dx—ax]

Jxax (reguta X1 x/x)
T17 Yxax — dxax (reguta C1)
9 —_— . N
1 xax (zalozenie 1)
o) (zalozenie 2)
ax (twierdzenie T23 rachunku zdan)
Jxax (reguta L1 x/X)
—ax (reg. sprzecznosci)
Yxoax (reg. generalizacji)

T18 —-dxax — Yx-ax (reg. C1)
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Twierdzenie T20b moéwi, ze na to, by zdanie ogélnie kwantyfikowane
IIxax [Vxax] bylo falszywe, potrzeba i wystarcza, by istnial co najmniej
kontrprzyktad, tzn. takie x, ze dla tego indywiduum x falszywym jest ,ax”.
T20a i T20b sa to prawa przemiennosci negacji z kwantyfikatorami, przy
takiej przemianie zamienia sie kwantyfikator ogélny na szczegétowy i prze-
ciwnie.

3.2.3. Podstawienie funkcyjne

W jaki sposob stosujemy podstawianie za funkcje w matematyce? WeZmy
jako przyktad nastepujace twierdzenie: Przy wszelkim f jezeli f(x) jest funic-
¢ja ciagta zmiennej x i przy pewnych x, xe, f(x1) < 0 i f(x») > O, to przy
pewnym xs mamy: f(xs) # 0. Podstawiamy za f(x) pewna funkcje, np.
x3 — 2, otrzymujemy: Jezeli x> — 2 jest funkcja ciagta zmiennej x i przy
pewnych x;, xy :xf’ -2<0 ixg — 2 > 0, to przy pewnym xs mamy: xg’ -2 #
0. Widzimy, Ze podstawiajac, zastepowaliSmy nie sam znak ,f”, lecz cale
wyrazenia ,f(x)”, .f(x1)”, f (%), .f(x3)” pewnymi innymi, ktére sie miedzy
soba [r6znia] ksztalttem zmiennych ,x”, ,x;” itd. Podobnie przy podstawianiu
za funkcje zdaniowa ,,a” zastepujemy cale wyrazenie ,ax” itd. Do twierdzenia
T13 - reguta generalizacji, otrzymamy

T13a IaE{llxax}{Ilyay} [Va(Vxax < Yyay)l

Twierdzenie to mozemy zastosowa¢ w matematyce na przyktad w taki
sposob, ze za ,ax” podstawiamy ,x — x = 0”. Wtedy zamiast ,ay” nalezy
napisac ,y — y = 0”. Otrzymamy:

E{llx(x — x = O}{Ily(y —y = 0)} [Yx{x— x = 0) & Yyly — y = 0)]

tj. wtedy i tylko wtedy przy wszelkim x zachodzi x — x = 0, gdy przy wszel-
kim y zachodzi y — y = 0. Podobnie jezeli zechcemy zamiast ,ax” pod-
stawi¢ ,bx”, to zamiast ,ay” musimy pisaé¢ ,by”. Widzimy oznaczenie dla
podstawienia funkcyjnego, w ktérym zaznaczamy, jak zastepujemy wyraze-
nia sensowne: T13 ax/bx, ay/by jest EIlxbxI1yby [Yxbx < Yyby]. Podobnie
przez "T13 ax/Caxbx, ay/Cayby” rozumie¢ bedziemy EIlxCaxbxIlyCayby
[Vx(ax — bx) & Yylay — by)l. Kiedy podstawienie o}, /v;.Bs/Va, ---s Bn/Vn
uznamy za prawidlowe podstawienie funkcyjne za predykat jednoargu-
mentowy ¢@? Wtedy i tylko wtedy gdy spetnione sa jednoczes$nie nastepujace
warunki:

1) Wolne zmienne ¢ wystepuja w a jedynie jako pierwsze znaki w wyra-
zeniach sensownych f,, 35, ... zamiast ktérych wystepuja w o odpowiednio
wyrazenia sensowne y;, Yo, ...Vp-
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2) Kazda zmienna wolna w v; jest badZ zmienna wolna w o, badZ jest
rownoksztattna z argumentem f.

3) Kazde vy, rozni sie od dowolnego [3;] co najwyzej tym, Ze w wyrazeniu
V; znajduja sie zmienne wolne réwnoksztaltne z argumentem f; na tych
miejscach, na ktérych w wyrazeniach y; wystepuja zmienne wolne réwno-
ksztaltne z argumentem f;.

Warunku 3) nie spelnia podstawienie:
T13a ax/IIxCaxbx, ay/IxCayby.
Podstawienie takie daloby wyrazenie:
E{lIxITxCaxbx{ITyIlIxCaybx} [VxVx(ax — bx) < Yy¥Vx(iay — bx]

Tutaj wyrazenia ,JIxCaxbx” roznia sie jedna litera, ale w jednym z nich
ta litera jest zmienna zwiazana, a w drugim wolna. Regutle 112 podstawiania
funkcyjnego za predykat sformulujemy tak:

Jezeli w dowodzie jest wazne wyrazenie Ilga, gdzie ¢ jest zmienna
predykatywna i 8§ jest prawidlowym podstawieniem funkcyjnym
za zmienna ¢ w wyrazeniu a, to wolno dotaczy¢ a/6 do dowodu.

Odpowiednio reguta dolaczania kwantyfikatora szczegélowego X1 brzmi:

Jezeli a jest wyrazeniem sensownym, @ jest zmienna predykatywna
i wazne w dowodzie jest § bedace prawidlowym podstawieniem
funkcyjnym za ¢ w wyrazeniu [«], to wolno dotaczy¢ do dowodu
wyrazenie X@o..

W definicji podstawiania prawidlowego nie zastrzegaliSmy, ze wyraze-
nie y podstawiane np. za ,ax” musi zawiera¢ zmienna wolna ksztattu ,x”.
Podobnie w matematyce stala [uznajemy] za szczegélny przypadek funkcji,
a twierdzenia prawdziwe dla wszystkich funkcji f(x) pozostaja prawdziwe
dla funkcji spelniajacej state: f(x) = 1.

Poprawne wiec sa nastepujace dowody:

m (zalozenie 1)

ITaax (T25 rachunku zdan)

p (podstawienie ax/p)
Np (podstawienie ax/Np)

——
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T21 NIlaax (na mocy reg. sprzecznosci)
IIxCpp (reg. generalizacji zastosowana do T1 rachunku zdan)
T22 Yallxax (na mocy reg. dotaczania kwantyfikatora szczegéto-
wego, gdyz podstawiania ax/Cpp w wyrazeniu IIxax
daja IIxCpp)'®

3.2.4. Prawa identycznosci

Podamy kilka praw dotyczacych wyrazenia ,JlaEaxay” [Va(ax < ay)], ktore
mozna przeczytac jako: ,x posiada wszystkie te same wtasnosci co y” lub
jako ,x jest tym samym przedmiotem co y”, czy wreszcie ,x jest identyczne
z y”. Tak pojeta identycznosé jest powszechnie zwana identycznoscia Leib-
niza. Niedawno Wilkosz znalazl te sama definicje identycznosci u sw. Toma-
sza z Akwinu (wiek XIII). Dla unikniecia nieporozumien zwracam uwage na
to, ze identycznos¢ jest wystowiona w terminach systemu, nie metodologii
systemu, nie jest ona zwiazkiem pomiedzy literami ,.x” i ,y”, ktére oczywiscie
sa rozne i roznego ksztaltu. Jezeli identycznosc jest zdaniem prawdziwym,
to znaczy, ze x i y mimo réznych ksztaltéw oznaczaja ten sam przedmiot.
Zasadnicze wlasnosci identycznosci wyrazaja twierdzenia T23, T24, T25:

Eaxax (podstawienie p/ax w twierdzeniu rachunku zdan T12)
T23 IlaEaxax [Yalax <> ax)] (na mocy reguly generalizacji)

Prawo zwrotnosci: x jest identyczne z x

—

[laEaxay (zatozenie 1)
Eaxay (podstawienie ax/ax, ay/ay)
Eayax (na mocy twierdzenia rachunku zdan:
CEpqEqp)
13 Vawx (zatozenie 1)

Yaax (725 rachunku zdan)
p (podstawienie ax/p)
P (podstawienie ax/-p)

T21 =Vaax (na mocy reg. sprzecznosci)
Vx(p — p) (reg. generalizacji zastosowana do T1 rachunku zdar)

T22 FJaVxax (na mocy reg. dolaczania kwantyfikatora szczegétowego, gdyz

podstawiania ax/p — p w wyrazeniu Yxax daja Yx{p — p))
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IlaEayax
~——

T24 C{llaEaxay){IlaEayax}'*

(reguta generalizacji)

Prawo symetrii: jezeli x jest identyczne z y, to y jest identyczne z x.

KllaEaxayllaEayaz
IlaEaxay

EllaEaxazllaEayaz

IlaEayaz
IlaEaxaz
N —’

T25 CK{[laEaxay}{llaEayaz}{IlaEaxaz}'>

(zalozenie 1)

(na mocy reg. symplifikacji)

(podstawienie funk-
cyjne: ax/TlaEaxaz,
ay/IlaEayaz)

(symplifikacja zat. 1)
(reg. odrywania)

Jest to prawo przechodniosci: Dwa przedmioty identyczne z trzecim sa

miedzy soba identyczne.

3.2.5. Pojecie ilosci

Yxbx [dxbx] mozna rozumieé jako: istnieje takie x, ze bx, lub co na jedno
wychodzi: istnieje co najmniej jedno takie x, ze bx. Jak rozumie¢ wyrazenie:

YxXyKKbxby{NTlaEaxay} [Axdy(bx A by A =Va(ax < ay))]

14 m (zalozenie 1)
ax & ay (podstawienie ax/ax, ay/ay)
ay < ax (na mocy twierdzenia rachunku zdan: (p <
q — (g < p))

Yalay & ax)
———

T24 VYalax < ay) — Yalay « ax)

Yalax & ay) AValay < az)
Valax & ay)
Yalax & az) « Yalay < az)

Yalay < az)
Ya(lax < az)
———

T25 Yalax < ay) A Valay & az) = Yalax < az)

(reguta generalizacji)

(zatozenie 1)

(na mocy reg. symplifikacji)
(podstawienie funkcyjne:
ax/Nalax & az), ay/Nalay <
az))

(symplifikacja zat. 1)

(reg. odrywania)
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Dostownie: ,Istnieja takie x, y, Ze: bx, by i x jest ré6zne od y”. Swobod-
niej mozna powiedzie¢: ,Istnieja co najmniej dwa przedmioty spetniajace
predykat b czy tez posiadajace wlasnosé b”.

Nasz prosty jezyk symboliczny pozwala wypowiedzie¢ jeszcze inne wy-
razenia, mianowicie: ,Co najwyzej dwa przedmioty spelniaja predykat b”,
czyli: ,Przy wszelkich x, y, z, jezeli bx i by i bz, to badZ x = y lub x = z lub
y = z”, w znakowaniu:

IIxIyllzC{ KKbxbybz}AA{IlaEaxay}{IlaEaxaz}{I1laEayaz}
[VxVyYz(bx A by A bz — Yalax & ay) V Valax < az) V Valay < az))]

Jezeli polaczymy koniunkcja dwa wyrazenia, z ktorych jedno orzeka,
ze co najmniej a drugie, Ze co najwyzej dwa przedmioty posiadaja te sama
wlasnosé b, to otrzymamy wyrazenie, ktore glosi, ze te wlasnosé spetniaja
dokladnie dwa przedmioty, ani mniej, ani wiecej. To samo umiemy uczy-
ni¢ dla kazdej liczby naturalnej, jak 3, 15, 1000, tylko wyrazenia beda coraz
dhuzsze. Czytelnik zechce wypowiedziec: ,Przez dwa rézne punkty przecho-
dzi doktadnie jedna prosta”, nie uzywajac liczebnikéow ,dwa”, ,jeden”, tylko
zmienne reprezentujace punkty i proste, oraz kwantyfikator.

3.3. Reguly i twierdzenia dotyczace stosunkow

3.3.1. Reguly wnioskowania

Dla zmiennych predykatywnych o dwdéch argumentach pozostaja w mocy
wszystkie reguly wnioskowania, z zastrzezeniem wszakze, zZe pojecie prawi-
dlowego podstawienia funkcyjnego musi by¢ na nowo zdefiniowane. Defini-
cja takiego podstawienia w calej ogélnosci bylaby dos¢ skomplikowana. Dla-
tego zdefiniujemy szczegdlny przypadek podstawiania prawidlowego, przy-
padek, w ktorym predykat ¢, za ktory podstawiamy, wystepuje kilka razy,
lecz zawsze bedzie mu towarzyszyl rownoksztaltny zespot argumentéw. De-
finicja, ktéra tu podam przenosi sie bez istotnych zmian na predykaty
o wiekszej ilosci argumentow niz dwa. Podstawienie afi/y = 8 jest wtedy
i tylko wtedy prawidlowym podstawieniem za zmienny predykat ¢, gdy jed-
noczesnie:

(1) wolne zmienne ¢ wystepuja w o jedynie jako pierwsze znaki w wyra-
zeniach sensownych 3, zamiast ktorych w wyrazeniu 8 wystepuja wyrazenia
sensowne y.
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(2) kazda zmienna wolna w y jest badZ wolna zmienna w 8 lub tez jest
rownoksztattna pewnemu argumentowi wyrazenia f.

3.3.2. Twierdzenia

m (zatozenie 1)
Iyfxy (podstawienie x/x)
Sy (podstawienie y/y)
TIxfxy (generalizacja)
Hylxfxy (generalizacja)

T26 C{IIxITyfiy}{ITyllxfiy}'®

Jest to prawo przemiennosci kwantyfikatorow ogélnych. Mozna tez dowiesé
prawa przemiennosci kwantyfikatoréw szczegétowych T27.

T27 C{EIxZyfylZyZxfay} [xdyfy — Jydxpayl

(zalozenie 1)
ExIlyfxy

Hyfxy (zatozenie 2)

Sy (podstawienie y/y)
C{Iyfxylfxy (reguta C1)
Xxfxy (reg. X2 rozdzialu wobec zalozenia 1)
ITyXx N

yXxfxy (generalizacja)

T28 C{EZxHypayl{yZxfiy}’?

O Uvupy (zatozenie 1)
Yufxy (podstawienie x/x)
Py (podstawienie y/y)
Vxfxy (generalizacja)
YyVx .
w (generalizacja)

T26 VYxVyfxy — YyVxfy

17 IV yfy (zatozenie 1)
Yypay (zalozenie 2)
Sy (podstawienie y/y)

Yyfxy — fxy (reguta C1)
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Jest to prawo przemiennosci kwantyfikatora ogélnego ze szczegétowym.
Obowiazuje ono tylko w jedna strone, twierdzenie odwrotne wzgledem T28
nie jest ogdlnie prawdziwe, bo np. dla wszelkiej liczby y istnieje liczba
x od niej wieksza, a wiec spelniajaca x > y, mimo to nie istnieje liczba
najwieksza, tj. nie istnieje takie x, ktére by przy wszelkich y spetniato x > y.

3.3.3. Pewne wlasnosci szczegélne stosunkow

W matematyce duze znaczenie posiadaja stosunki o pewnych wtasnosciach
szczegotowych. Sa to przede wszystkim trzy wlasnosci, ktore posiada iden-
tycznos¢: przechodniosé, symetria, zwrotnosc.
Przechodnim nazywamy stosunek f, ktory spelnia warunek:
NxIyllzC{Kfxyfyzlfxz [VxVyVYz(fxy A fyz — fxz)f]
Symetrycznym - stosunek f spelniajacy:
Xy Chyfyx [VxVy(hy — fyxl
Zwrotnym jest stosunek spelniajacy:

TIxfxx [Vxfrxd,

tzn. taki, ze kazdy przedmiot pozostaje w tym stosunku do siebie.

Przyklady przechodnich stosunkow: przystawanie figur geometrycznych,
x < y.

Stosunki symetryczne: przystawanie figur, prostopadto$¢ prostych (je-
zeli alb, to bla)

Axfxy (reg. X2 rozdzialu wobec zalozenia 1)
Yydx o
yAxpy (generalizacja)

T28 AxVyfxy — Yydxfxy
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Stosunki zwrotne: przystawanie figur.

Stosunki jednoczesnie przechodnie, zwrotne, symetryczne nazywaja niekto-
rzy rownowaznosciami (nie miesza¢ z ta sama nazwa dla znaku ,E”).

Kazda réwnowaznos¢ ustala pewien podzial przedmiotéw na klasy nie ma-
jace elementow wspolnych.

Asymetrycznym (przeciwsymetrycznym) nazywamy stosunek speinia-
jacy

IxITyCixyNfyx [VxVy(fxy — —fyxl

Na przyklad: x<y,y=x-1.

Asymetria - w tym znaczeniu, to co$ wiecej, niz zaprzeczenie symetrii, tzn.
niz warunek:

NTIzIyCxyfyx [=VxVy(fxy — fyx].
Z asymetrii wynika przeciwzwrotnoscé: IIxNfxx [Vx—fxx].

Dziedzina stosunku f nazywamy zbidr wszystkich tych przedmiotow,
ktére pozostaja w stosunku f do jednego co najmniej przedmiotu.
Jezeli przez ,ax” bedziemy rozumieli: ,x jest elementem zbioru a”, to po-
wiemy, Zze a jest dziedzina stosunku f wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
IxE{axHZyfy} [Vxdax < dyfxy)l. Przeciwdziedzina jest zbior
wszystkich tych y-ow, do ktérych co najmniej jeden przedmiot pozostaje
w stosunku f, a wiec przeciwdziedzine b stosunku f mozna okresli¢ wyra-
zeniem: ITyEbyXxfxy [Vylby < dxfxy)]l. Wreszcie przedmioty, ktére naleza
do dziedziny lub do przeciwdziedziny, zaliczamy do pola stosunkéw. Je-
zeli za fxy obierzemy: ,x jest mezem y” to dziedzina jest zbior wszystkich
mezow, przeciwdziedzina zbior wszystkich zZon, polem - zbiér wszystkich
ludzi Zonatych lub zameznych.
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3.4. Metodologia rachunku predykatow

3.4.1. Wtérne reguly wnioskowania
Mozna udowodnié¢ nastepujaca wtérna regule zastepowania:

Twierdzenie metodologiczne: Jezeli mamy twierdzenie Eaf
[x & B] i w obszarze D wazne jest wyrazenie y zawierajace o,
to w obszarze D mozna otrzymac kazde wyrazenie sensowne [8]
rozniace si€ od y tylko tym, ze zamiast wszystkich lub niektorych
wyrazen ksztattu a wystepujacych wy, w wyrazeniu 8 wystepuja
wyrazenia . Z twierdzenia T13 przez generalizacje otrzymujemy
twierdzenie:

ITaElxaxIlyay [V a(Vxax < Yyay)]

Latwo sprawdzi¢, ze mozna dowies¢ kazdego twierdzenia, ktore rozni-
loby sie od T'13 tylko tym, ze zamiast ,,y” i ,x” uzyto innego ksztaltu zmien-
nych indywidualnych. Mozna sprecyzowaé¢, co mamy na mysli, mowiac, ze
jakies dwa wyrazenia rdéznia sie jedynie oznaczeniami zmiennych zwiaza-
nych. Nalezy przez to rozumiec¢, ze zmienne znajdujace si¢ na odpowiadaja-
cych sobie miejscach musza by¢ zwiazane z odpowiadajacymi sobie kwan-
tyfikatorami. Stosujac wtérna regule zastepowania i wychodzac z twierdze-
nia T13, mozna udowodni¢ wtérna regule zmiany oznaczen zmiennych
zwiazanych:

Jezeli a jest wyrazeniem waznym w pewnym obszarze D i 3 r6zni
sie od a tylko oznaczeniem zmiennych zwiazanych, to w tym
obszarze D mozna otrzymac wyrazenie f.

Ta regula wtérna zachowuje swa moc dla zmiennych wszelkich typéw,
tzn. réwniez dla zmiennych zdaniowych i predykatywnych.

Przyklady: mozna otrzymac twierdzenia:
CllxaxXyay [Vxax — dyay] (z twierdzenia T17)
E{Zyay{{NIlzNaz} [dyay < —-Vz-az] (z T20)
C{llaEaxay}{I1bEbybx} [Yalax < ay) — Yb(by < bx)] (z T24)

To samo prawo obowiazuje dla zmiennych zwiazanych we wzorach ma-
tematycznych, wiemy [na] przyktad, ze:

[Se] [Se]
X0 = X2 0n.
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3.4.2. Zagadnienie rozstrzygalnosci

Jak mozna wykazaé, ze jakies wyrazenie rachunku predykatéw nie moze
by¢ twierdzeniem, Ze nie jest ogélnie wazne dla wszelkich predykatéw. Ot6z
na to, by wykazac, ze jakies wyrazenie nie moze by¢ przyjete jako twierdze-
nie, wystarczy wykazaé jego falszywos¢ na jednym chociazby przyktadzie.

WeZmy: ,CExaxIIxax” [dxax — Vxax - ,jezeli przy pewnym x: ax, to
przy wszelkim x: ax”. Latwo dobrac¢ kontrprzyklad: wystarczy wziac za ,,ax”
- ,x jest kawatkiem kredy”. Przy pewnym x istotnie, x jest kawatkiem kredy,
nie wynika stad jednak, by przy wszelkim x, x bylo kawatkiem kredy. Po-
dobnie przy pewnym x: x jest liczba parzysta, a jednak nieprawda, Ze przy
wszelkim x, x jest liczba parzysta. Dla rachunku zdan potrafiliSmy podaé
metode sprawdzania zero-jedynkowa, ktéra pozwala dla kazdego wyraze-
nia nie dajacego sie udowodni¢ znaleZz¢ kontrprzykiad. Czy jest mozliwa
podobna metoda dla rachunku predykatow?

Ot6z metody, ktora by dziatata dla rachunku predykatow w catej jego
rozciaglosci, dotychczas nie znamy, a nawet jest rzecza watpliwa, czy me-
toda taka jest w ogole mozliwa. Jest to tzw. zagadnienie rozstrzygalnosci
rachunku predykatow. Istnieja metody, ktére rozwiazuja to zagadnienie dla
tylko pewnych przypadkéw szczegélnych. Poniewaz w rachunku predyka-
tow mamy zmienne indywidualne, wiec musimy przede wszystkim okresli¢
jakie przedmioty bedziemy dobierali w przykladach. Musimy ustali¢ do-
kladnie, co bedziemy rozumieli przez powiedzenie: ,przy wszelkim x”. Mia-
nowicie przyjmujemy, Ze zmienna x moze przyjmowac jako wartosci jedynie
imiona przedmiotéw nalezacych do pewnego zbioru.

3.4.3. Interpretacja w przestrzeniach skoficzonych

Mamy rézne geometrie: geometrie ptaszczyzny, czyli planimetrie, geometrie
przestrzeni tréjwymiarowej, czyli stereometrie. Pewne twierdzenia sa wspoélne
obu tym geometriom, pewne inne sa odrebne dla kazdej z nich, na przykilad:
jezeli mamy prosta i punkt na niej lezacy, to w przestrzeni nieskonczenie
wiele [prostych przecina te prosta w tym punkcie]. Twierdzenia planime-
trii sa to twierdzenia geometrii, ktére by obowiazywaly, gdyby swiat byt
plaszczyzna. Mowimy [, ze] plaszczyzna jest przestrzenia dla planimetrii.
Podobnie mozemy rozpatrywac rachunek predykatow jakiegos zbioru skon-
czonego, ktéry nazwiemy przestrzenia. Powiemy [wtedy], ze interpretujemy
rachunek predykatéw w przestrzeni skonczonej.
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WeZmy pod uwage przestrzen zlozona z 3 przedmiotéw, nazwijmy te
przedmioty: X, Y, Z. Sa to imiona wilasne 3 indywiduéw. Zdania takie jak -
~aX”, ,aY”, ,aZ”, ,bZ” maja sens w tej interpretacji, ,a”, ,b” sa jak zwykle
zmiennymi predykatywnymi. ,,Przy wszelkim x” bedzie znaczy¢ tyle co ,przy
wartosciach X, Y, Z zmiennej x” lub ,dlax = X idlax =Y idlax = 2.
Sxax” [Vxax] mozemy wiec interpretowaé jako: ,KK(aX)(aY)(aZ)” [aX A
aY A aZ).

Interpretacje dowolnego wyrazenia sensownego otrzymamy, [eliminujac]
z niego kwantyfikatory, tzn. zastepujac wszedzie kwantyfikatory ogélne
przez wyrazenia bedace koniunkcja trzech podstawien tzn. zastepujac ,,IIxa”
[Vxo] przez ,KK{ox/XHox/YHax/Z} [ax/X A ax/Y A ax/Z], a kwantyfika-
tory szczegotowe przez alternatywe tych samych cztonéw, a wiec ,Xxa” [x«]
przez ,AA{ox/X{ax/YHox/Z} [ax/XV ox/YV ax/Z]. W ten sposob kazde
wyrazenie sensowne zawierajace [n] wolnych zmiennych indywidualnych
przechodzi w pewne wyrazenie, w ktérym wystepuja jedynie stale funktory
rachunku zdan, zmienne predykatywne, imiona wlasne przedmiotéw prze-
strzeni, a wiec:

SIxCaxbx” [Vx{ax — bx)] przechodzi w:
KK{CaXbX}{CaYbY }{CaZbZ}”
[(aX — bX) A (aY — bY) A (aZ — bZ)]

»2XfPoc” [Axfxx] przechodzi w:
SAAXXWYY HZZY
UXXV fYYV fZZ]

Przy interpretacji wyrazenia takie jak ,ax” przechodza w wyrazenia zlo-
zone ze zmiennej predykatywnej i jednej z wielkich liter X, Y, Z”.

Jezeli mamy tylko 3 przedmioty, to mozemy utworzy¢ tylko skoniczona
ilo$¢ réznych predykatow jednoargumentowych, mianowicie osiem. Inaczej
mowiac, mozemy utworzy¢ z tych tylko 8 istotnie ré6znych wiasnosci. Kazdy
z predykatow jest okreslony przez to, Zze podajemy, czy staje sie on praw-
dziwym czy falszywym dla danej wartosci argumentu. A wiec wyczerpu-
jemy wszystkie predykaty przez podanie nastepujacych mozliwych wartosci
ukladow 1 (prawda) i O (falsz), ktore przybieraja dla X, Y, Z. Kazda z osmiu
kolumn odpowiada innemu predykatowi.

podstawienie Wartosci
X 11110000
Y 11001100
VA 10101010
predykat 12345678
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Aby sie przekonaé, czy wyrazenie jest prawdziwe dla wszystkich pre-
dykatow ,a”, trzeba podstawi¢ kolejno wszystkie 8 predykatow za ,a”. Ale
latwo sie przekonaé, ze to wychodzi na jedno [co podstawi¢ jedynki i zera]
tak, jak gdybysmy mieli zamiast aX, aY, aZ trzy zmienne zdaniowe réznych
ksztattow. Jezeli przy wszystkich podstawieniach zer i jedynek za predy-
katy otrzymamy 1, [to wyraZenie jest spelnione] w przestrzeni o tej ilosci
przedmiotéw, jezeli przy choc¢by jednym podstawieniu otrzymamy zero, to
wyrazenie nie jest w takiej przestrzeni spetnione.

A wiec wyrazenie: CExaxIIxax [dxax — Vxax] interpretuje sie w prze-
strzeni o 2 przedmiotach jako: C{AaXaYH{KaXaY} [aXV aY — aX A aY].
Podstawiajac: aX/1,aY/0 otrzymujemy CA10K10 = C10 = 0 [1V 0O —
1A0=1—-0=0].

Wynik sprawdzenia jest negatywny, wyrazenie nie jest spetnione. Nato-
miast w przestrzeni zlozonej z jednego tylko przedmiotu X to samo wyra-
zenie jest spelnione, mianowicie interpretacja jego w tej przestrzeni daje:
CaXaX [aX — aX], a wiec podstawienie prawa tozsamosci, ktére daje jed-
nos¢ przy podstawieniach zero-jedynkowych. Ogélnie nalezy sprawdzac tak,
jak gdyby otrzymane po wyrugowaniu kwantyfikatoréw réznoksztattne wy-
razenia: aX, bX, bY, fXX, fXY itd. byly zmiennymi zdaniowymi r6znych ksztat-
tow.

W ten sposob okresliliSmy spos6b sprawdzania pewnych wyrazen sen-
sownych mianowicie, w ktorych wszystkie zmienne predykatywne sa wolne.
Wyrazenia takie posiadaja nazwe wyrazen sensownych wezszego rachunku
predykatow. Kwantyfikatory wystepujace w tych wyrazeniach wiaza jedynie
zmienne indywidualne, np. ,IIx”, ,I1y”, a nie ma takich kwantyfikatoréw,
jak: JIIa”, ,IIb”, ,Zf”.

Jezeli ograniczymy sie do wyrazen wezszego rachunku predykatow za-
wierajacych jedynie predykaty jednoczlonowe (jednoargumentowe), to bliz-
sze badanie wykazuje, ze sprawdzanie w pewnych przestrzeniach skon-
czonych pozwala nam odpowiedzie¢ na pytanie, czy wyrazZenie to daje sie
udowodnic¢ jako twierdzenie rachunku predykatow, czy tez nie. Stosuje sie
tu mianowicie twierdzenie Lowenheima-Bachmanna, ktére w zastosowaniu
do naszego ujecia tematu nalezy [wystowic] jak nastepuje:

Twierdzenie (Lowenheim-Bachmann): Jezeli o jest wyraze-
niem sensownym wezszego rachunku predykatéw i o zawiera je-
dynie predykaty jednoczlonowe n roéznych ksztattow, to o wtedy
i tylko wtedy daje sie udowodni¢ jako twierdzenie, gdy jest spet-
nione w przestrzeni o 2" przedmiotach.
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A wiec na to, by sie przekonaé¢, czy mozna dowies¢ wyrazenia zawieraja-
cego predykaty jednego ksztaltu ,,a” - wystarczy zbadac to wyrazenie w prze-
strzeni o 2 przedmiotach, dla wyrazenia o predykatach ,a”, ,b” wystarczy
przestrzen o 22 czyli 4 przedmiotach, przy predykatach trzech ksztattow:
~a’, ,b”, ,c” wystarczy 8 przedmiotow itd.

Wystarczy wiec sprawdzi¢ nastepujace wyrazenia w przestrzeni o 4 przed-
miotach, aby sie przekonad¢, Ze sa twierdzeniami:

T29 E{XxAaxbx}A{Zxax}{Zxbx} [Ax{axV bx) < dxaxV dxbx]
T30 E{XxCaxbx}C{IIxax}{Zxbx} [Ax(ax — bx) < Yxax — dxbx]

Twierdzen tych mozemy rowniez dowiesé, korzystajac z reguly wtérnej
zastepowania. Oprzeé¢ sie mozemy na prawie rozdzielnosci kwantyfikatora
ogolnego wzgledem koniunkcji (T4) i na twierdzeniu T20 rachunku predy-
katéw. Skorzystaé przy tym mozna z twierdzen de Morgana i T49 rachunku
zdan. Wnioskiem z T30 jest T31.

T31 XxCaxIlxax [Ax{ax — Yxax)]

Histnieje takie x, ze jezeli to x spetnia ax, to przy wszelkim x mamy

2

ax-.

Metoda interpretacji w przestrzeniach skoriczonych zawodzi z chwila,
gdy przejdziemy do predykatéw dwuargumentowych. Istnieja wowczas wy-
razenia, ktére sa spelnione we wszelkiej przestrzeni [skoriczonej], a mimo
to nie sg twierdzeniami.

Takim jest wyrazenie:

NKK{TIxIIyIl zCKfxyfyzfxz{ TIxNocH{H I xZy fxy}
[=(VxXVyVz(fxy A fyz — fxz) A Vx—fix A Vadyfxy)]

Pierwsze sposrod wyrazen ujetych w nawiasy mowi, ze stosunek f jest
przechodni, drugie, Ze jest przeciwzwrotny, trzecie, ze kazdy przedmiot na-
lezy do dziedziny tego stosunku. Cale wyrazenie stwierdza, ze stosunek
f nie posiada tych trzech wlasnosci jednoczesnie. Nie jest ono ogélnie praw-
dziwe, bo mozna dobrac¢ kontrprzykiady w pewnej przestrzeni nieskornczo-
nej. WeZmy jako przestrzen liczby (chociazby liczby catkowite), jako fxy sto-
sunek mniejszosci x < y. Stosunek mniejszosci jest zarazem przechodni,
przeciwzwrotny, a przy tym dla kazdego x istnieje liczba y wieksza od x. Przy
tym [rozwazane] wyrazenie jest spelnione w kazdej przestrzeni skoriczonej,
bo gdy zatozymy jego falszywosé, to wyniknie istnienie nieskonczenie wielu
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indywiduéw. WeZzmy bowiem dowolne indywiduum x; . Istnieje takie y, ozna-
czamy je xo, Ze fx1xs. Poniewaz nie [zachodzi] fx;x;, wiec xp jest ré6zne od
X1 . Istnieje jeszcze takie x3, ze fxox3. Wobec tego na mocy przechodniosci:
Jx1x3 i na mocy przeciwzwrotnosci mozemy wywnioskowac, ze xs3 jest rézne
zaréwno od xi, jak i od xp. To rozumowanie mozemy powtarza¢ dowolnie
[dtugo], okazuje sie, Ze ilekolwiek mamy indywiduow x, xs, . . ., X, Zawsze
istnieje rozne od nich indywiduum x4 1.

A wiec indywiduoéw jest nieskoniczenie wiele. O wyraZeniu spelnionym we
wszystkich przestrzeniach skorniczonych i nieskoniczonych powiemy, zZe jest
ogdlnie wazne. Jezeli jest spelnione w jednej chociaz przestrzeni nazwiemy
je realizowalnym. Odpowiednich poje¢ uzywat juz Lowenheim, a Herbrand
nadat im bardziej sprecyzowane znaczenie, ktérego trzymalem sie w wy-
kladzie przestrzeni skonczonych. Herbrand okazal, ze kazde ogélnie wazne
wyrazenie wezszego rachunku predykatow daje sie otrzymac jako twierdze-
nie.

3.5. Rachunek nazw (sylogistyka)

3.5.1. Uwagi historyczne

Najstarsza czescia logiki jest rachunek nazw. Scislej biorac jego czesé, ktoéra
nazywamy teoria sylogizmow kategorycznych, a ktéra pochodzi od Arysto-
telesa ze Stagiry, z wieku IV-go przed narodzeniem Chryst. Naleza tu pewne
twierdzenia opisujace zwiazki pomiedzy zdaniami tzw. kategorycznymi, tj.
majacymi jedna z czterech postaci nastepujacych:

»Wszelkie a jest b”,
»Pewne a jest b”,
,Zadne a nie jest b”,

»<Pewne a nie jest b”.

Twierdzenia te sprowadzaja Peano, Russell i niektérzy inni do twierdzen
rachunku predykatéow. Mowitem, ze ,ax” mozna rozumiec¢ jako: ,x jest a”.
Poniewaz ,Wszelkie a jest b” znaczy tyle, co ,Cokolwiek jest a, jest b”, wiec
mozna uwazac, ze ,Wszelkie a jest b” daje sie zapisa¢ w naszej symbo-
lice jako: ,IIxCaxbx” [Vx{ax — bx)]. Podobnie ,Pewne a jest b” zapiszemy
jako: ,2xKaxbx” [dx{ax A bx)]. Dokonujemy przez to pewnego przeksztalce-
nia formalnego w stosunku do jezyka zwyklego. Zamiast uzywaé nazw (np.
rzeczownikow) uzywamy wlasciwie czasownikow. A wiec zdanie:
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»Wszelki nauczyciel jest pracownikiem”
sprowadzamy do zdania:
»Przy wszellkim x jezeli x naucza, to x pracuje”.

Nie dla kazdego rzeczownika mozemy w jezyku polskim utworzy¢ odpo-
wiedni czasownik, dlatego (niezupelnie Scisle) bedziemy czyta¢ ,IIxCaxbx”
[Vx(ax — bx)] jako: ,,Wszelkie a jest b”. Przy badaniu twierdzen w postaci po-
danej przez Arystotelesa i jego nastepcow nasuwaja sie trudnosci wywotane
tym, ze w logice tradycyjnej nie brano pod uwage nazw pustych, nazw nie
dajacych sie orzec prawdziwie o zadnym istniejacym przedmiocie, a wiec
wcentaur’, kwadratowe koto” itd. W logice matematycznej nie mozemy -
bez bardzo istotnego jej znieksztalcenia - unikna¢ predykatéow, ktére by nie
byly prawdziwe dla zadnego indywiduum. W mysl regut wnioskowania mo-
zemy za ,ax” podstawi¢ ,KpNp” [p A —p] - wyrazenie stale falszywe. Mozna
zreszta podstawi¢ za ,ax” wyrazenie: ,KKpNpax” [p A =p A ax] - wiec majace
juz wyraznie posta¢ funkcji o argumencie ,x”, a przy tym dla wszelkiego
x falszywe. Ot6z w tradycyjnej logice nazw wypowiada sie m.in. twierdze-
nie: ,Jezeli kazde a jest b, to pewne a jest b”. Odpowiednik tego twierdzenia
w postaci:

C{IIxCaxbx}{XxKaxbx} [V x(ax — bx) — dAx{ax A bx)]

nie jest ogdlnie prawdziwy; falszywos$¢ jego mozna wykazaé, przyjmujac za
»a” predykat pusty, falszywy przy wszelkim x. Przy takim podstawieniu - bez
wzgledu na ,b” - poprzednik ,IIxCaxbx” [Vx{(ax — bx)] jest prawdziwy, nato-
miast nastepnik ,>XxKaxbx” [Ax{axA bx)] jest falszywy. Aby utrzymac¢ w mocy
tego rodzaju twierdzenia klasyczne, mozna przyja¢ nieco inne rozumienie
zdania ,Kazde a jest b”, mianowicie: ,K{IIxCaxbx}{Xxax}” [Vxlax — bx) A
dxax]. Wtedy jednak wystepuja trudnosci przy innych twierdzeniach. Nie-
ktorzy wreszcie logicy matematyczni mowia wprost, ze sylogistyka Arysto-
telesa zawiera pewne twierdzenia btedne. W naszym wyktadzie unikniemy
btedoéw, poprzedzajac twierdzenia dodatkowymi poprzednikami, gdzie to
jest potrzebne. Lesniewski proponowat uzywac w jezyku codziennym ,,Kazde
a jest b” w znaczeniu drugim, silniejszym, to znaczy: ,Colkolwiek jest a to
Jjest b i pewne a istnieje”. Natomiast znaczenie slabsze ,Cokolwiek jest a,
Jjest b” bez zastrzezenia egzystencjalnego wyrazi¢ stowami: ,Wszelkie a jest
b”.

3.5.2. Zdanie ogolne i szczegolowe, twierdzace i przeczace

Aby nawiazac¢ do tradycji, bedziemy nazywali:
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1) zdaniem ogdélnym twierdzacym: ,IIxCaxbx” [Vx{iax — bx)] - ,Wszelkie
a jest b”;

2) zdaniem szczegétowym twiedzacym: ,XxKaxbx” [dx(ax A bx] - ,Pewne
a jest b”;

3) zdaniem ogélnym przeczacym: ,IIxCaxNbx” [Yx{ax — —bx)] - ,Zadne
a nie jest b”;

4) zdaniem szczegélowym przeczacym: ,XxKaxNbx” [Ax{(axA—bx)] - ,,Pewne
a nie jest b”.

W logice tradycyjnej przyjetym bylo oznacza¢ zdania twierdzace samo-
gloskami z tacinskiego wyrazu ,affirmo”. Mianowicie ,a” jest znakiem zdania
twierdzacego ogoélnego, ,i” znakiem zdania twierdzacego szczegotowego. Po-
dobnie korzystajac z samogltosek wyrazu: ,nego”, ,e” byto znakiem zdania
ogdlnego przeczacego, ,,0” znakiem zdania szczegétowego przeczacego.

Wymienione w powyzszym podziale zdania w logice tradycyjnej nosza
nazwe zdan kategorycznych. Podmiot i orzeczenie nazywaja sie terminami.

3.5.3. Prawa kwadratu logicznego

Twierdzenia bedziemy podawali bez dowodu. Czytelnik moze badZ dowies¢
ich, korzystajac z regut wnioskowania lub tez sprawdzajac je w przestrzeni
4 przedmiotéw (ilos¢ ta wystarczy, poniewaz mamy tu tylko zmienne 2 réz-
nych ksztaltow).

Prawa sprzecznosci T32, T33 stwierdzaja rownowaznos¢ zdania szcze-
gotowego przeczacego z zaprzeczeniem zdania ogélnego twierdzacego i row-
nowaznos¢ zdania ogélnego przeczacego z zaprzeczeniem zdania szczegolo-
wego twierdzacego.

T32 E{NIIxCaxbx}{XxKaxNbx} [-¥Yx(ax — bx) < dAx{ax A =bx)]
T33 E{NXxKaxbx}{IIxCaxNbx} [-dx(ax A bx) < Yx{ax — —bx)]

T34 wyraza prawo podrzednosci (subalternacji); ze zdania ogdlnego
twierdzacego wynika zdanie szczegotowe twierdzace, jezeli podmiot nie jest
nazwa pusta. To ostatnie zastrzezenie nalezy dodaé¢, aby otrzymaé zdanie
ogolne prawdziwe. Odpowiednie prawo dla zdan przeczacych otrzymujemy,
podstawiajac w T34bx/Nbx.

T34 C{Xxax}C{IIxCaxbx}{XxKaxbx}
[Axax — (Yx(ax — bx) — Ax{ax A bx)]
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T35 nazwiemy prawem przeciwienstwa, T36 - prawem podprzeciwien-
stwa.

T35 C{EZxax}C{IIxCaxbx}{NIIxCaxNbx}
[Axax — (Vx{ax — bx) = =VYx{(ax — —bx))]

T36 C{Exax}A{ZxKaxbx}{XxKaxNbx}
[Axax — Ax{ax A bx) V Ax(ax A =bx))]

T35 glosi, ze zdanie ogdlne twierdzace nie moze by¢ prawdziwe jednocze-
$nie ze zdaniem og6lnie przeczacym, T36, Ze jedno ze zdan szczegélowych
- twierdzace lub przeczace jest prawdziwe.

Oba te twierdzenia w ich symbolicznym ujeciu wymagaly dodatkowego
warunku: jezeli a (podmiot) nie jest nazwa pusta. W logice tradycyjnej
zestawia sie prawa wyrazone w twierdzeniach T32-T36 w pewien przej-
rzysty schemat, zwany kwadratem logicznym. Cztery zdania kategoryczne
zapisujemy w narozach kwadratu, na bokach i przekatnych piszemy nazwe
stosunku zachodzacego pomiedzy zdaniami, ktére odcinek taczy.

przeciwienstwo
aP S
podrzednosé sprzecznoscé podrzednosé

IZEN

podprzeciwieristwo

S

eP

oP

Sylogizmy kategoryczne mowia, jakie zdanie kategoryczne mozna otrzy-
mac jako wniosek (conclusio) z dwoch innych zdan kategorycznych - prze-
slanek (premissae). Jednym z terminoéw przestanki pierwszej (tzw. wiekszej)
jest orzeczenie wniosku, jednym z terminéw przestanki drugiej (mniejszej),
jest podmiot wniosku. Pozostate terminy - jeden przestanki wiekszej i je-
den mniejszej sa rownoksztaltne, nazywaja sie terminem Srednim (terminus
medius). Aby otrzyma¢é twierdzenie rachunku predykatéw, nalezy niektore
sylogizmy poprzedzi¢ warunkiem egzystencjalnym, stwierdzajacym, ze pe-
wien termin nie jest nazwa pusta. Ograniczamy sie tutaj do podania trzech
sylogizmow.
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T37 CK{IIxCaxbx}{IIxCcxaxH{IIxCcxbx}
[Vx(ax — bx) A ¥Yx(cx = ax) — Yx{cx — bx]
- sylogizm Barbara: Jezeli wszelkie a jest b i wszelkie c jest a, to
wszelkie c jest b.

T38 CK{IIxCaxNbx}{IIxCcxax}{IIxCcxNbx} [Vx{iax — —bx) A Vx(cx = ax) —
Yx(cx — —bx)]
- sylogizm Celarent: Jezeli zadne a nie jest b i wszelkie c jest a, to
zadne c nie jest b.

T39 C{Xxax}CK{IIxCaxbx}{IIxCaxcx}{XxKcxbx}
[dxax — (Vx{ax — bx) A Vx(ax — cx — dx(cx A bx))]
- poprzedzony warunkiem egzystencjalnym (jezeli istnieje pewne a)
sylogizm Darapti: Jezeli wszelkie a jest b i wszelkie a jest c, to pewne
c jest b.

Jezeli w T39 pominiemy poczatkowy znak implikacji wraz z poprzednikiem
»2Xxax”, to otrzymujemy wyrazenie falszywe, o czym mozna sie przekonad,
sprawdzajac to wyrazenie w przestrzeni ztoZonej choc¢by z jednego przed-
miotu i podstawiajac za a, b, ¢ predykaty puste, tzn. podstawiajac wartos¢
0 jednoczesnie za aX, bX, cX. Kazdy sylogizm posiada swoja nazwe, a nazwy
sa tak dobrane, ze:

1) pierwsza samogloska nazwy jest a, e, i, o - zaleznie od tego jakim
zdaniem jest przeslanka wieksza (przypominam: a - ogélnie twierdzace, i -
szczegotowe twierdzace, e - ogolne przeczace, o - szczegolowe przeczace),

2) druga samogloska wskazuje, jakim zdaniem jest przestanka mniejsza,

3) trzecia samogloska charakteryzuje wniosek, np. w sylogizmie Ferio -
przeslanka [wigksza] jest zdaniem ogélnym przeczacym, przestanka mniej-
sza zdaniem szczegolowym twierdzacym. Prosze to sprawdzi¢ dla podanych
sylogizméw: Barbara, Celarent, Darapti.

Poniewaz w sylogizmie wystepuja zmienne predykaty trzech ksztaltow,
wiec jak wiemy kazdy sylogizm wystarczy sprawdzi¢ w przestrzeni ztoZonej
z 23 = 8 przedmiotéw, na to, aby sie przekona¢ czy twierdzeniem jest, czy
tez nie. Podobnego sposobu wykazywania, ze pewne sylogizmy sa btedne,
uzywano znacznie dawniej. Mianowicie, aby wykaza¢ np. btednosc¢:

CK{XxKaxbx}{XxKcxax}{XxKcxbx}
[Ax(ax A bx) A Ax(ex A ax) — Ax{cx A bx]
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(Jezeli pewne a jest b i pewne c jest a, to [pewne] c jest b) mozna przed-
stawi¢ przedmioty a, b, c jako punkty lezace wewnatrz kot:

)€

Z rysunku widag, ze istotnie kota a, b maja punkty wewnetrzne wspolne,
podobnie kola ¢, a. Mimo to nie istnieja wspélne punkty koét c, b. Przy po-
mocy metody sprawdzania, ktérej tu uzywamy, mozna wykaza¢ blednosé
rozwazanego wyrazenia juz w przestrzeni zlozonej z dwoch przedmiotow,
mianowicie oznaczajac te przedmioty X, Y, wystarczy podstawi¢:

aX/1,aY/1,bX/1,bY/0,cX/0,cY/1






Rozdzial 4

Zastosowania Logiki
Matematycznej

4.1. Systemy dedukcyjne

4.1.1. Ogodlne wlasnosci systemu dedukcyjnego sformalizowa-
nego

PoznaliSmy dwie teorie logiczne: rachunek zdan i rachunek predykatow,
obydwie w postaci sformalizowanego systemu dedukcyjnego. To znaczy, ze
(1) za twierdzenia uznaliSmy pewne napisy i (2) uznanie twierdzenn odby-
walo sie na mocy regutl wnioskowania strukturalnych, tj. takich, w ktérych
mowiliSmy jedynie o tym, jakiego ksztaltu napisy wolno uznaé za twier-
dzenia. Te dwa warunki wlasnie wystarcza do tego, aby zbior twierdzen
moc uwazacé za sformalizowany system dedukcyjny. Nadanie takiej wia-
$nie postaci pewnej teorii nazywamy jej formalizacja. Z chwila, gdy mamy
system dedukcyjny sformalizowany, mozemy wyprowadzi¢ twierdzenia, nie
odwotlujac sie do ich intuicyjnego znaczenia, praca przy wnioskowaniu spro-
wadza sie do poréwnywania ksztaltow pewnych napiséw, do stwierdzenia
ich réwnoksztattnosci. PoznaliSmy szereg korzysci wyplywajacych z for-
malizacji. OsiagneliSmy Scistos¢ i zwieztoS¢ zapisywanych twierdzen, nie
krepowalismy sie zwyczajami jezyka potocznego, ani jego wlasnosciami sty-
listycznymi. Wreszcie dzieki dokladnemu wystowieniu strukturalnych regut
wnioskowania moglismy dowies¢é twierdzenn metodologicznych. OkazalisSmy,
ze pewnych wyrazen nie mozemy udowodnic¢, a dla pewnej obszernej klasy
wyrazen umieliSmy podac¢ sposéb ich rozstrzygania, tzn. zbadania, czy wy-
razenie daje sie udowodnic¢ jako twierdzenie czy tez nie.

89
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Oczywiscie mozna utworzy¢ wiele innych systemoéw sformalizowanych.
Nie wszystkie sa zajmujace, nie wszystkie sa formalna postacia jakiejs teo-
rii naukowej. Wystarczy bowiem wypowiedzie¢ jakiekolwiek strukturalne
reguly uznawania pewnych napiséw za twierdzenia, na to, by te twierdze-
nia tworzyly sformalizowany system dedukcyjny. Nas interesuja oczywiscie
te systemy dedukcyjne, ktére sa sformalizowaniem pewnej teorii naukowe;j.
Jakie teorie wchodza tu w gre, jakie [nauki] mozna przedstawi¢ w postaci
systemu dedukcyjnego?

Otoz systemy dedukcyjne zaliczamy tradycyjnie do logiki lub do mate-
matyki. Czym sie rozni logika od matematyki?

System rachunku predykatéw otrzymaliSmy w ten sposob, Ze pozosta-
wiliSmy w mocy wszystkie reguly wnioskowania rachunku zdan, a ponadto
przyjeliSmy w mocy nowe reguly, ktore pozwolily otrzymac szereg twierdzen
obcych juz rachunkowi zdan. Tzn., Ze w rachunku predykatéw mozemy
otrzymac wszystkie twierdzenia rachunku zdan, a ponadto pewne inne.
Wobec takiej sytuacji mowimy, ze rachunek zdan jest systemem logicz-
nie wczesniejszym od rachunku predykatéow, ktdry jest systemem poz-
niejszym.

Jezeli chcemy scharakteryzowaé¢ réznice miedzy logika a matematyka,
to przede wszystkim trzeba podkresli¢, ze systemy logiczne sa wczesniej-
sze od system6w matematycznych. Jezeli nawet w matematyce nie wypo-
wiadamy twierdzen logicznych, np. twierdzen rachunku zdan, to jednak
korzystamy z logicznych wyrazow (,jezel?”, ,lub”) i z logicznych regut wnio-
skowania. Dokladna granice pomiedzy logika a matematyka trudno jest
przeprowadzié¢, jakkolwiek te granice nakreslamy, zawsze bedzie miata cha-
rakter umowny, w pewnej mierze dowolny. Mozna zreszta uwazac, ze logika
w jej sformalizowanej postaci, a wiec dzisiajsza logika matematyczna, jest
jednym z dzialéw matematyki. W kazdym razie matematyka wraz z logika
wziete lacznie odrézniaja sie wyraznie od innych nauk tym wtasnie, ze
tworza systemy dedukcyjne. Méwimy, Ze sa to nauki dedukcyjne.

W matematyce réwniez mozemy odro6zni¢ dzialy wczesniejsze (zwane po-
tocznie nizszymi) i péZniejsze (wyzsze). Rachunek rézniczkowy jest pézniej-
szy wzgledem arytmetyki, bo uzywamy w nim znakéw plus, minus i korzy-
stamy z twierdzen arytmetycznych, ktére pozostaja w mocy. Poznane przez
nas systemy rachunku zdan i rachunku predykatéw byly przedstawione
w taki sposob, Ze przed wyslowieniem regut wnioskowania poznaliSmy re-
guly sensownosci, a z pojecia wyrazenia sensownego korzystaliSmy przy for-
mulowaniu regut wnioskowania. Ale reguly sensownosci wyznaczaly same
przez sie pewien pomocniczy system dedukcyjny. Wszystkie wyrazenia sen-
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sowne mozna uwazac za twierdzenia pewnego sformalizowanego systemu
dedukcyjnego w tym sensie, w jakim tu system dedukcyjny pojmujemy,
gdyz reguly sesnownosci sa strukturalne. Podobnie we wszystkich sys-
temach dedukcyjnych logiczno-matematycznych oprocz wiasciwych twier-
dzen systemu ustala sie znakowanie, jezyk systemu podaje sie w reguly
SENnsownosci.

Na ogét w systemach po6zniejszych mamy wieksze bogactwo jezyka (zna-
kow), np. kazde wyrazenie sensowne rachunku zdan jest wyrazeniem sen-
sownym rachunku predykatow, ale nie przeciwnie: istnieja sensowne [wy-
razenia] w rachunku predykatéw (chociazby ”ax,,), ktore [nie] sa sensowne
w rachunku zdan. Zbadamy nieco blizej, w jaki spos6b mozemy otrzymac
systemy pézZniejsze, opierajac sie na podanych tutaj zatoZzeniowych syste-
mach logicznych.

4.1.2. Typy logiczne

W gramatyce jezyka zwyklego dzielimy wyrazy na czesci mowy: rzeczowniki,
czasowniki, itd. Jezeli zmienimy w zdaniu, wyrazeniu sensownym, pewien
wyraz na inny nalezacy do tej samej czeSci mowy zdanie moze przestac
by¢ prawdziwym, lecz pozostanie sensownym. Skoro zaréwno ,czyta”’, jak
i ,pisze” sa czasownikami, to przez zmiane tych czasownikéw otrzymamy
ze zdania ,Jan czyta” zdanie ,Jan pisze”, ktére moze by¢ prawdziwe lub
falszywe, lecz na pewno jest zrozumiate, jest sensowne. Gdybysmy jednak
zmienili czasownik na rzeczownik, otrzymalibySmy np. ,Jan Jan” - wyraze-
nie niesensowne, niezrozumiale, nie bedace ani prawdziwym, ani falszy-
wym. W jezyku symbolicznym, ktory poznaliSmy, mamy rowniez pewna
ilos¢ czesci mowy. Te czesci mowy jezyka symbolicznego nazywaja sie ty-
pami logicznymi (Lesniewski uzywa nazwy ,kategorie semantyczne”). Nie-
ktére wsréd nich sa to state lub zmienne znaki funkcji, poznaliSmy np.:
~,C”, K, ,A”, ,E” - sa to znaki takich funkcji, ktérych wartoscia jest zdanie,
i ktore posiadaja dwa argumenty zdaniowe.

Wszystkie sa one jednego typu logicznego, jezeli zastapimy np. znak ,,C”
w jakims wyrazeniu sensownym przez znak ,A”, to wyrazenie nie przestanie
by¢ sensownym. Wiemy réwniez, ze jezeli w jakims wyrazeniu sensownym
zastapimy jakas sensowna jego czes¢ innym wyrazeniem sensownym [tej
samej kategorii], to cale wyraZenie pozostanie sensowne, np. zastepujac
w ,CCpqr” [(p — q) — 1] czes¢ sensowna ,,Cpq” [p — gl wyrazeniem sensow-
nym ,,AKpqCrs” [pAqV (r — s)] otrzymamy ,,CAKpqCrsr” [pAqV (r — s) — r1l.
Dlatego powiemy, ze wszystkie wyrazenia sensowne posiadaja ten sam typ
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logiczny, typ zdania, ktéry oznaczamy litera ,,z”. Ten sam typ posiadaja oczy-
wiscie zmienne zdaniowe, ktére przeciez sa wyrazeniami sensownymi. Inny
typ logiczny posiadaja zmienne indywidualne. MoéwiliSmy, Ze reprezentuja
one imiona wilasne. Nie jest rzecza konieczna, by tak wlasnie rozumiec te
zmienne, nie bedziemy blizej w te sprawe wnikali.

Istotna jest rzecza, Ze procz zmiennych zdaniowych mieliSmy do czynie-
nia jeszcze z jednym typem zmiennych, ktére nie sa znakami funkcji. Typ
ten nazwiemy typem indywiduéw, zaznaczamy go przez ,i’. Poza tym mie-
liSmy do czynienia z pewnymi typami funktoréw, tj. znakéw funkcji. Typ
funktora mozemy (za prof. Ajdukiewiczem) przedstawi¢ w postaci utamka,
w ktoérym na miejscu mianownika piszemy typy argumentéw, a na miejscu
licznika typ wartosci funkcji. A wiec typ znaku przeczenia ,N” zapiszemy
jako z/z, bo jest to znak funkcji, ktérej argumentem jest zdanie np. ,,p”,
a przy wlasciwym doborze argumentu cate wyrazenie, tj. funkcja ,,Np” po-
siada typ logiczny zdania; wartoscia funkcji ,,Np” moze by¢ tylko zdanie. M6-
wimy, ze znak negacji ma typ funktora zdaniowego (lub ,zdaniotworczego”)
0 jednym argumencie zdaniowym. Inne znane nam typy: ,,C”, ,A”, itd. sa
to funktory zdaniowe o dwoch argumentach zdaniowych, typ ten mozna
zapisac jako: z/z, z. Predykaty sa to funktory zdaniotwércze o jednym lub
kilku argumentach indywidualnych, naleza zatem do réznych typoéw lo-
gicznych w zaleznosci od ilosci argumentéw. Predykaty jednoargumentowe
oznaczane przez nas literami ,a”, ,b”, ,¢” posiadaja typ logiczny: z/i, pre-
dykaty dwuargumentowe, czyli stosunki ,.f”, ,g”, ... maja typ z/i, i.

W jezykach poézniejszych systemow logicznych i matematycznych wys-
tepuja znaki (zmienne lub stale) posiadajace inne typy logiczne, wyzsze
w stosunku do poznanych dotychczas. W réznych systemach formalnych
przyjmowane sa rozne zasady podzialu wyrazen na typy logiczne. Pierw-
sza teoria typoéw pochodzi od Russella. Tutaj podatem teorie, wedlug ktorej
typy logiczne zupeklie odpowiadaja gramatycznym czesciom mowy - taka
koncepcje wypowiedzial pierwszy Chwistek. W zasadzie zgadzal sie z nia
Lesniewski (kategorie semantyczne), cho¢ u Lesniewskiego brakuje typu
indywiduum, a kategorie zaczynaja sie od nazw jako kategorii najnizszej.

4.1.3. Antynomia Russella

Wskaze jeszcze na niebezpieczenstwo, na jakie jesteSmy narazeni, jezeli nie
przestrzegamy typow logicznych. UmowiliSmy sie, ze w ,,ax” zmienna ,x”
reprezentuje imie wlasne, zmienna ,a” orzeczenie, a wiec catos¢ ,,ax” moze
po podstawieniach przejs¢ na przykltad w zdanie ,Jan naucza”. Gdybysmy



4.1. Systemy dedukcyjne 93

zamiast ,x” podstawili réwnieZ orzeczenie ,naucza”’, otrzymalibySmy wyra-
zenie nie majace sensu ,,naucza naucza’. Ale przypuscmy, ze budujemy sys-
tem sformalizowany, w ktérym nie wprowadzamy rozréznieni dotyczacych
typu zmiennych. Dla osiagniecia jednoznacznosci trzeba wtedy wprowadzic¢
nawiasy, ktore wskaza, gdzie znajduje sig funktor, a gdzie argument. A wiec
zamiast ,ax” piszemy ,a(x)”. Nawias ten moglibySmy opuszczaé bez obawy
dwuznacznosci dopoki funktor i argument nie mogly mie¢ tego samego
ksztaltu. Skoro jednak mamy nie przestrzega¢ typow logicznych, a wiec
wyrazenie ,a(a)” uznamy za sensowne, trzeba uzywaé nawiasow.

»a(a)” mozemy przeczytac jako ,, Wtasnosé przystuguje sama sobie”. W je-
zyku potocznym nie znajdujemy w tym zwrocie nic nieprawidtowego, nie-
znanego. JesteSmy bowiem przyzwyczajeni do uzywania rzeczownika ,wia-
snosc¢”, czy tez ,cecha” na rowni z takimi rzeczownikami jak ,Jan”, czy
»S0krates”. Sokratesowi moga przystugiwa¢ pewne cechy: jest madry, wy-
soki, itd. Podobnie wlasnosciom przystuguja z kolei pewne wlasnosci np. to,
ze dana wlasnosc¢ przystuguje wiecej niz dwoém przedmiotom. Niewatpliwie
istnieje wiecej niz dwie takie wlasnosci, ktére przystuguja wiecej niz dwoém
przedmiotom. Takimi wlasnosciami sa chociazby wlasnosci ,by¢ bialym”,
»,by¢ czarnym”, ,by¢ czerwonym”. A wiec - sklonni jesteSmy powiedzie¢ -
wlasnos¢ przystugiwania wiekszej ilosci przedmiotéw niz dwom, jest wias-
noscia, ktéra przystuguje sama sobie. Oznaczmy przez ,a(b)” wlasnosé
polegajaca na tym, ze b nie jest wlasnoscia przystugujaca samej sobie.
A wiec: przy wszelkim b wtedy i tylko wtedy a(b), gdy nieprawda, ze b(b).
Zbadamy, co wyniknie z zalozenia, ze wlasnosc¢ taka istnieje.

—r—— . .
TIbEa(b)Nb(b) (zalozenie 1)
Ea(a)Na(a) (w zalozeniu 1 podstawiliSmy b/a)
ﬁ;{d} (zatozenie 2 - przypuszczamy, ze wlasnosc a nie
przystuguje sama sobie)
a(a) (odrywanie)
a(a) (wobec sprzecznosci, do ktérej nas doprowadzito
zal. 2)
N_av(_@ (odrywanie)®
R R — . .
1 Vb(a[b} PN ﬁb(b)) [Zalozenle 1)
ala) & —ala) (w zatozeniu 1 podstawiliSmy b/a)
Sala) (zalozenie 2 - przypuszczamy, Ze wlasnos¢ a nie przystu-

guje sama sobie)
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A wiec zalozenie 1 doprowadzito nas do sprzecznosci. Te sprzecznosé do-
stalibysSmy, gdybysmy zamiast zalozenia 1 przyjeli podwoéjne zaprzeczenie
tego zalozenia. Wobec tego na mocy reguly sprzecznosci otrzymac¢ mozemy
twierdzenie:

NIIbEa(b)Nb(b) [=¥b(a(b) <> —b(b))]

Nie pozostalo nam nic innego, jak stwierdzi¢, Ze opisana w zalozeniu
1 wlasnos¢ a nie istnieje. A jednak umiemy ja okresli¢, jezeli nie rozroz-
niamy typow. I tego umiemy w sposob formalny dowiesé. Ostatnie twier-
dzenie zawiera zmienna wolna ,,a”. Mozemy zastosowac regule generalizacji,
a nastepnie podstawianie funkcyjne za te zmienna. Skoro twierdzenie jest
shuszne dla wszystkich wlasnosci a przedmiotu b, to jest tez stuszne dla
wlasnosci polegajacej na tym, ze b nie jest wlasnoscia przystugujaca samej
sobie, a wiec przy podstawieniu a(b)/Nb(b). Otrzymamy twierdzenia:

ITIaNTIbEa(b)Nb(b) [VYa—-Vb(a(b) « —b(b))] (reguta generalizacji)
NIIbENb(b)Nb(b) [=Yb(=b(b) <> =b(b))] (podstawienie a(b)/Nb(b))

To ostatnie twierdzenie jest rownie bledne. Wezmy prawo tozsamosci
Epp, przez podstawienie p/Nb(b) otrzymujemy ENb(b)Nb(b) [-b(b) < —b(b)],
a przez zastosowanie reguly generalizacji:

IIbENDb(b)Nb(b) [V b(—=b(b) < —b(b))]

a wiec sprzecznos¢ w obszarze twierdzen.

Podane tutaj rozumowanie jest w swej istocie antynomia, ktéra wy-
kryt Russell, wykazujac sprzecznosc¢ nie tylko teorii mnogosci Cantora,
ale takze sformalizowanego w sposéb doskonaty systemu Fregego. Scislej
biorac w antynomii Russella moéwi sie o zbiorach, ktére nie sa wlasnymi
elementami. Aby otrzymaé to sformulowanie, wystarczy czytac¢ ,a(x)” jako
»X jest elementem zbioru a”. Wtedy ,,Nb(b)” znaczy tyle, co ,b nie jest ele-
mentem zbioru b”. I tu réwniez jezyk potoczny jest instrumentm, ktéry nie
ostrzega nas przed bezsensem Kkryjacym sie w zwrocie: , b jest elementem
zbioru b”. ,zbior” jest rzeczownikiem, w zwrocie ,.x jest elementem zbioru a”
podstawiamy rzeczowniki na miejsce obu zmiennych.

ala)
——

a(a) (wobec sprzecznosci, do ktérej nas doprowadzito zal. 2)

—ala) (odrywanie)

(odrywanie)
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Nie czujemy, ze rownoksztaltne wyrazy nie moga sensownie wystepowac
jednoczesnie na obu miejscach. Przewaznie sktonni jesteSmy do hipostazy
jezykowej, tj. do uwierzenia, Ze istnieja jakies przedmioty bedace zbiorami
czy wlasnosciami, skoro istnieja odpowiednie rzeczowniki.

4.1.4. Definicje

PoznaliSmy trzy prawa identycznosci (T23-25), mozna wyprowadzi¢ wiele
innych. W twierdzeniach tych wystepuja wyrazenia ,IlaEaxay”, ,JlaEayaz”
[Valax & ay), Yalay < az)], ktére znacza tyle, co w jezyku zwyklym ,x jest
identyczne z y”, ,y jestidentyczne z z”. (Identycznos¢ rozumiemy tak, jak To-
masz z Akwinu i Leibniz). Wyrazenia symboliczne sa w tym wypadku niezbyt
krotkie. WidzieliSmy, Ze przy pomocy identycznosci mozemy wypowiedzie¢
wyrazenia, ktére rozumiemy jako: ,Dwa przedmioty posiadaja wlasnosé a’
itd. W wyrazeniach takich kilkakrotnie wystepuje identycznos¢, dlatego sa
one juz nieprzyjemnie dlugie. Niewatpliwie byloby ze wzgledéw praktycz-
nych pozyteczne wprowadzi¢ jakies krotsze oznaczenie dla identycznosci,
by zamiast pisaé ,JJlaEaxay” [Valax <> ay)], moc zapisywaé wyrazenia krot-
sze, np. ,x = y”, czy tez - konsekwentnie umieszczajac funktor na poczatku
- ,ixy”. Aby mie¢ prawo uzywac takiego skrotu, trzeba w takiej czy innej
postaci wprowadzi¢ definicje. Definicje sa bardzo réznie przez réznych auto-
row traktowane. A wiec niektorzy - jak Russell, Hilbert - uwazaja wyrazenia
zdefinowane jedynie jako skroty, jako wyrazenia, ktore ze wzgledéw prak-
tycznych zapisaliSmy nie tak, jak powinniSmy byli zapisa¢. Sama definicja
jest notatka ré6zna zupeilnie co do charakteru od twierdzenn. W systemach
tych definicje sa teoretycznie zbedne, mozna by ich nie wprowadzac.

Jezeli uzywamy regut zalozeniowych, to nie wprowadzajac osobnej
reguly definiowania - mozemy zapisa¢ definicje jako zalozenia.
Przypominam, Ze ,i” jest zmienna predykatywna o 2 argumentach. Aby
otrzymaé¢ wszystkie twierdzenia dla identycznosci oznaczonej przez ,,ixy”
wystarczy zatozyé, ze przy wszelkich x, y wyrazenie to jest rownowazne
wyrazeniu JlaEaxay” [Valax < ay)] . Przyjmiemy wiec zalozenie, ktére na-
zywa¢é bedziemy definicja identycznosci.

TIxXITyE{ixy{ T aEaxay) (zalozenie 1 definicja identycznosci)
E{iboc{ITIaEaxax) (podstawienia x/x, y/x)
ixx (zwrotnosé - otrzymana przez odrywa-

nie wobec T23)
ixy (zalozenie 2)
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E{ixy{IlaEaxay} (podstawienie x/x, y/y)
IlaEaxay (odrywanie)
IlaEayax (odrywanie od T24)
Eliyx}{IlaEayax} (otrzym. z zaloz. 1 przez podstawianie)
Eﬁ, (odrywanie)
Cixyiyx (symetrycznosé i - na mocy reguty C1)2

Podobnie mozna wyprowadzi¢ w obszarze zalozenia 1 prawo przechodniosci
stosunku i, mianowicie:

CK{ixyl{iyzl{ixz} [ixy A iyz — ixz]

Mozna okaza¢ bedzie to twierdzenie metodologii, ze jakiekolwiek wez-
miemy twierdzenia dotyczace identycznosci zapisanej w postaci ,IlaEaxay”
[Valax < ay)] [wzglednie przy innych oznaczeniach zmiennych], to odpo-
wiednik tego twierdzenia dla ,ixy” daje sie otrzymac jako konsekwencja
zalozenia 1. Ale i przeciwnie. Jezeli w obszarze zaloZenia 1 otrzymamy
pewne konsekwencje o, to wyraza ono prawo, ktérego odpowiednik daje
sie otrzymac. Odpowiednik ten jest wynikiem podstawienia ixy/IlaEaxay
lixy/Yalax < ay)] w wyrazeniu a.

Szczegblne znaczenie posiada przypadek, w ktérym konsekwencja o nie
zawiera znaku zdefiniowanego ,i”. Rozpatrzmy ten przypadek dokladniej.
Mamy

IxITyE{ixy{IlaEaxay} (zatozenie - definicja)
Q'ﬁ_/ (konsekwencja

niezawierajaca ,,i”)

: Yx7y(ixy © Yalax < ay)) (zatozenie 1 definicja identycznosci)
ixx & Yalax & ax) (podstawienia x/x, y/x)
xx (zwrotnosé - otrzymana przez odrywanie wo-
bec T23)

"ix? (zatozenie 2)
ixy & Yalax & ay) (podstawienie x/x, y/y)
Valax < ay) (odrywanie)
Valay < ax) (odrywanie od T24)
iyx & Yalay < ax (otrzym. z zaloz. 1 przez podstawianie)
ﬂ (odrywanie)

xy — yx (symetrycznosé i - na mocy reguly C1)
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C{lIxITyE{ixy{IlaEaxay}}a (na mocy reg. C1)

ITiC{IIxIyE{ixy}{IlaEaxay}}a (generalizacja)

C{IIxITyE{IlaEaxay{IlaEaxay}}a (podstawienie funkcyjne:
ixy/IaEaxay)®

Poprzednik ostatniego twierdzenia mozemy otrzymac z prawa tozsamosci:
IIxIMyE{llaEaxay{IlaEaxay} [VxVy(Valax & ay) « Yalax & ay))]

wreszcie na mocy reguly odrywania otrzymujemy twierdzenia postaci: a.

Okazalismy, ze jezeli pewna konsekwencja zatozenia 1 nie zawiera znaku
»1, to daje sie otrzymac jako twierdzenie. Te wlasnos¢ zalozenia 1 mozemy
wypowiedzie¢ w takiej postaci: definicja identycznosci zapisana jako zato-
zenie 1 nie jest definicja twoércza. To znaczy, ze jezeli pominiemy wyrazenia,
ktore zawieraja termin zdefiniowany przyjecie tej definicji nie zwieksza za-
sobu wyrazen uznanych, waznych.

RozpatrzyliSmy tu bardzo prosty przyktad definicji, przyktad, w ktérym
definiowany byl stosunek. Jezeli przejdziemy do jezyka, w ktérym istnieja
zmienne wyzszych typéw, to mozemy podobnie definiowa¢ terminy bardziej
zlozone, na przyklad taki, ktory orzeka, ze predykat b jest spelniony przez
taka, a nie inna ilo§¢ przedmiotéw. Niech ,U” bedzie znakiem typu z/z/i to
znaczy funktorem zdaniowym, ktérego argument jest predykatem jednoar-
gumentowym, a zatem ,,U(b)” jest sensowne.

W obszarze definicji identycznosci zakladamy dodatkowo definicje ,,U”:

IIbEU (b)) K{ZxbxH{I1xI1yC[Kbxby]ixy}
[VbU(b) <> dxbx A VxVy(bx A by — ixy)]

U(b) znaczy: istnieje dokladnie jeden przedmiot posiadajacy wtasnosé
b.

Mozna doktadnie strukturalnie okresli¢, kiedy nalezy uzywac zatozenie
za definicje. Tutaj chciatem tylko okazaé, ze postugujac sie regutami zato-
zeniowymi, umiemy bez pomocy odrebnej reguly definiowania osiagnac cel
definicji, mianowicie wprowadzi¢ skrécone sposoby zapisywania wyrazen.

3 Vx¥ylixy & Yalax < ay)) (zalozenie - definicja)

x

—_ (konsekwencja niezawierajaca
1)

Yx¥ylixy & Yalax  ay)) — o (na mocy reg. C1)

Yi(VxVylixy < Yalax & ay)) = «) (generalizacja)

VxVy(Valax & ay) & Yalax < ay)) — « (podstawienie funkcyjne:

ixy/Valax < ay))



98 Rozdzial 4

4.1.5. Aksjomaty

Pewne systemy tworzymy w ten sposob, ze do twierdzen logiki dotaczamy
pewne aksjomaty (pewniki), czyli wyrazenia uznane za prawdziwe bez do-
wodu. Interesuje nas w tej chwili przypadek, w ktérym nie wzmacniamy
przy tym regul wnioskowania. Woéwczas aksjomaty mozemy przyjac za za-
lozenia, a konsekwencje zalozen beda to twierdzenia nowego systemu. Na
przyklad identycznos¢é - mozemy wprowadzi¢ na drodze aksjomatycznej,
przyjmujac jako zatozenia nastepujace aksjomaty:

Txiee (zalozenie 1)
MallxITyC{ixy}{ Caxay} (zatozenie 2)*

W obszarze tych zalozenn mozemy otrzymaé¢ konsekwencje:
IIxIMyE{ixy}{llaEaxay} [YxVylixy & Yalax < ay))]

réwnoksztaltna z definicja identycznosci, wobec czego mozemy otrzymac
réwniez wszystkie konsekwencje definicji. Jakakolwiek mamy konsekwencje
o zatozen 112, to na mocy reguly C1, tworzenia implikacji mozemy otrzymac
pewne twierdzenie logiczne, ktore bedzie posiadato budowe nastepujaca:

C{aksjomat 1}{C{aksjomat 2}a [aksjomat 1 — (aksjomat 2 — )]

Wsréd zmiennych wystepujacych w zatozeniach 1 i 2 zmiennymi wol-
nymi sa tylko zmienne ,i”. W obszarze zalozen tych znak ,i” znaczy wilasci-
wie zawsze to samo, dopoki nie wychodzimy poza obszar, znak ten zacho-
wuje sie jak znak staly. Zauwazmy, Ze réznica pomiedzy znakiem statym
a zmienna jest rzecza do pewnego stopnia umowna. Jezeli rozpatrujemy
funkcje liniowa (np. réwnanie prostej) y = ax + b, to méwimy, Ze zmien-
nymi sa ,x”, ,y”, natomiast stalymi sa ,a”, ,b”. Tymczasem w pewnych
dalszych rozwazaniach nieraz wychodzi na jaw, ze ,a”, ,b” posiadaja cha-
rakter zmiennych, Zze mozna za ,a”, ,b” podstawi¢ pewne wyrazenia bardziej
zlozone.

Uwagi ogélne. Za klasyczne, dotychczas powszechne w podrecznikach
mozna przyjac¢ nastepujace ujecie teorii systeméw dedukcyjnych:

1) Budujac pewien system dedukcyjny, mowimy, jakie systemy uwazamy
za wezesniejsze tzn. jakich systemoéw twierdzenia pozostawiamy w mocy.

—

Ui (zalozenie 1)

Ya¥xVylixy — (ax — ay)) (zatoZenie 2)



4.1. Systemy dedukcyjne 99

2) Podajemy aksjomaty (pewniki), tj. uznajemy pewne wyrazenia za ogol-
nie wazne bez dowodu. Na oznaczenie zarowno aksjomatu, jak i twierdze-
nia uzywa sie wyrazu ,teza”. Niekiedy zamiast skoniczonej ilosci aksjoma-
tow przyjmujemy takich wyrazen nieskonczenie wiele, nie méwimy wtedy,
ze tworza one uklad aksjomatéw, lecz ze tworza baze nieskorniczona. Uktad
aksjomatow nazywamy réwniez baza, mianowicie baza skoriczona systemu.

3) W aksjomatach lub ogélniej w wyrazeniach nalezacych do bazy wyste-
powac moga zmienne, tj. znaki za ktére mozemy podstawia¢ pewne wyraze-
nia mimo iz nie w kazdym systemie sa one zwiazane kwantyfikatorem ogol-
nym, niekiedy takze inne zmienne zwiazane, wreszcie pewne znaki stale,
do ktorych nie mozemy stosowaé¢ reguly podstawiania. State wystepujace
w aksjomatach nazywamy terminami pierwotnymi systemu, znaczenie
ich, sens intuicyjny, jest wyjasniony przez aksjomaty.

4) Wreszcie okreslone sa reguly wnioskowania systemu. Wsréd regut
wnioskowania moze znajdowacé sie taka czy inna regula definiowania, je-
zeli taka istnieje, to przy pomocy terminéw pierwotnych mozemy definiowac
inne stale terminy systemu.

Ten ustalony porzadek psuja przede wszystkim systemy nieposiadajace
aksjomatow, jak poznane systemy zalozeniowe.

Zreszta aksjomatyke mozemy zawsze zastapi¢ specjalna regula gloszaca,
ze takie wyrazenia (tu nalezy opisa¢ ksztalt aksjomatéw) mozna dotaczy¢
do dowodu jako twierdzenia. Nie zawsze system musi mie¢ terminy pier-
wotne niebedace stalymi znakami systemu wczesniejszego, na ktorym sie
opiera. Najciekawszym niespodziewanym na to przykladem jest arytmetyka
w ujeciu Fregego i Russella.

4.1.6. Arytmetyka

Jezeli rozpoczniemy od rachunku zdan i przechodzimy do coraz pézniej-
szych systemow, to pierwszym systemem, ktory niewatpliwie zastuguje na
nazwe systemu matematycznego, a nie logicznego, jest arytmetyka.
Przez arytmetyke liczb naturalnych (wraz z zerem) bede rozumial system,
w ktérym wystepuja zmienne liczbowe, tzn. takie zmienne, za ktére mozna
podstawi¢ state liczby: O, 1, 2 itd. Oprocz liczb terminami stalymi sa: znak
dodawania, znak mnozenia, znak rownosci itd. Ze wzgledu na uzycie zmien-
nych arytmetyka w tym rozumieniu przypomina algebre szkolna. Twierdze-
nia, ktére mozna w niej wypowiadaé przy uzyciu kwantyfikatoréw, naleza
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czesto do dzialu matematyki zwanego teoria liczb. Arytmetyke mozna oprzec
na rozmaitych uktadach aksjomatow.

Peano podal prosty uktad aksjomatéw z terminami pierwotnymi. Cie-
kwszy jest inny sposéb ugruntowania arytmetyki. Mianowicie Frege odkryl,
ze terminy arytmetyczne daja sie zdefiniowaé za pomoca terminéw logicz-
nych. WidzieliSmy, ze w rachunku predykatéw umiemy wypowiedzie¢ takie
zdanie, jak: ,dokladnie dwa przedmioty posiadaja wlasnos¢ b”. Wyrazenie
takie mozemy zapisa¢ w postaci ,2(b)”, gdzie ,,2” jest funktorem zdaniowym
o jednym argumencie predykatywnym, Scislej typ znaku ,,2” mozna okresli¢
wzorem z/z/1.

Blizsze badanie ukazuje, Ze tak zdefiniowane ,,2” mozna uwazac za liczbe
dwa zdefiniowana w jezyku logicznym.

Podobnie - w tym samym typie logicznym - mozemy zdefiniowac¢ wszyst-
kie liczby naturalne. Wreszcie mozemy zdefiniowaé ogdlnie, co rozumiec
bedziemy przez liczbe naturalna, co przez ich sume, iloczyn itd. Przy tych
definicjach wyniknie pewna ilos¢ twierdzen bez pomocy zadnego aksjomatu,
beda to wiec twierdzenia Scisle logiczne. Nie otrzymamy jednak wszystkich
twierdzen, dopoki nie przyjmiemy pewnego aksjomatu.

Poniewaz sens kazdego wyrazu (znaku) arytmetycznego daje sie wyra-
zi¢ w wyrazach logicznych (definicje wlasnie tak ten sens wyrazaja), wiec
wszelki aksjomat sformulowaany za pomoca znakéw arytmetyki posiada
okreslony sens logiczny. Aksjomat, ktéry wystarczy przyjac, aby otrzymac
arytmetyke liczb naturalnych posiada sens bardzo prosty. Mianowicie jest
to aksjomat stwierdzajacy, ze istnieje nieskonczenie wiele przedmiotow. Ak-
sjomat ten (sformulowany przez Russella) nosi nazwe aksjomatu nieskon-
czonosci.

Zdefiniowanie terminéw arytmetyki za pomoca terminéw logiki jest wia-
$nie Scislejszym ujeciem tego samego sposobu, ktérego uzywamy, uczac
dzieci [klas] poczatkowych. Zaczynamy od liczenia przedmiotéw, od liczb
mianowanych. Umiemy dalej sprowadzi¢ pojecie dodawania do pewnego
dolaczania przedmiotéw, podobnie wyjasniamy, na czym polega mnozenie.

Zasadnicze znaczenie dla metodologii arytmetyki posiada wynik Goédla
z roku 1931. Godel okazal, ze arytmetyki liczb naturalnych ze znakami
dodawania i mnozenia nie mozna zaksjomatyzowa¢ w sposéb zupelny. Ja-
kikolwiek weZzmiemy uklad aksjomatow, zawsze bedzie istnialo wyrazenie,
ktérego nie potrafimy dowies¢ na gruncie tej aksjomatyki, ani tez wykazac
jego btednosci. I to przy wszelkich strukturalnych regutach wnioskowania.
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4.2. Zastosowanie do metodologii nauk empirycz-
nych

4.2.1. Uwagi ogélne

W wyktadzie dotychczasowym, dopoki mowiliSmy o metodologii nauk de-
dukcyjnych, mieliSmy do czynienia z materialem dokladnie zbadanym, opra-
cowanym. Inaczej rzecz sie ma z metodologia nauk empirycznych, przyrod-
niczych. Aczkolwiek logicy matematyczni stawiaja sobie za zadanie opra-
cowa¢ metodologie nauk empirycznych tak samo pojeta, jak to uczynili
z metodologia nauk dedukcyjnych, to jednak program ich w tym zakre-
sie nie zostal dotychczas zrealizowany. Dlatego nalezy raczej mowic jeszcze
o zagadnieniach, niZ o wynikach w tej dziedzinie. Tym niemniej dobrze jest
poznac terminologie, ktora sie wytwarza i ktora pozwala z wieksza ScistosScia
te zagadnienia omawiac.

Zagadnieniami tymi zajmuje si¢ m.in. grupa zlozona z przedstawicieli
roznych nauk zaréwno specjalnych, jak i filozoficznych znana pod nazwa
»Szkoly wiederiskej”, a nazywajaca swoj kierunek badan: ,filozofia naukowa”,
sJednoscia nauki” - ,unity of science”, wreszcie ,,pozytywizmem logicznym”.
Wyktad swoj opre przede wszystkim na pracy czotowego logistyka tej szkoty
Carnapa pt. ,Testability and meaning” z czasopisma ,,Philosophy of Science”
tom 3 i 4 (1936-37). Poza tym przytocze opinie za artykulem Poznan-
skiego ,Analiza operacyjna pojec¢ fizyki” z ,Przegladu Filozoficznego”, tom
35 (r. 1932), w ktérym autor referuje m.in. charakterystyczne poglady fizy-
kow N.R. Campbella i P.W. Bridgmana.

Carnap oczywiscie wyraznie odréznia jezyk badanej nauki od jezyka jej
metodologii. Na gruncie metodologii moéwi tylko o zdaniach nalezacych do
pewnej nauki, o ich czesciach, a wiec wyrazach. Odréznia przy tym wy-
razy logiczne i wyrazy specjalne uzywane w badanej nauce. Jako wyrazéw
logicznych uzywa znanych nam wyrazéw w rachunku predykatéw [orzecze-
nia, czyli] (predykaty, spéjniki przyzdaniowe, kwantyfikatory). Predykaty
oznacza innymi literami, a wiec P(x), Q(x) itd.

4.2.2. Zdania sprawozdawcze

W naukach empirycznych, doswiadczalnych mamy pewne zdania, ktére
przyjmujemy bez blizszego uzasadnienia podobnie jak w naukach dedukcyj-
nych bez dowodu uznajemy aksjomaty. Sa to zdania, o ktérych prawdziwo-
Sci przekonaliSmy sie naocznie, ktore zawieraja sprawozdania z obserwacji.
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Carnap nazywa takie zdania ,basic sentences” (por. wyraz ,baza” na ozna-
czenie zbioru aksjomatoéw), lub po niemiecku ,Protokollsitze”. W jezyku
polskim przyjela sie nazwa zdania ,sprawozdawcze”.

Nasuwaja sie rézne mozliwosci formutowania zdan sprawozdawczych,
mozliwe jest uzycie zasadniczo dwéch réznych jezykow: jezyka fizykalnego
i jezyka psychologicznego (i to w kilku odmianach).

W jezyku fizykalnym, czyli jezyku rzeczy, méwimy o przedmiotach ob-
serwowanych: np. ,roztwor X zabarwil sie na czerwono”, ,pret wprowadzony
do ognia rozzarzy! si¢”, ,gwiazda przeszta przez skrzyzowanie nici pajeczych
teleskopu”.

W jezyku psychologicznym nalezalo by powiedzi¢ raczej tak: ,widzia-
lem (obserwator O widzial) czerwona barwe roztworu”, ,widzialem blask
rozzarzonego preta”, ,widzialem swiatlo gwiazdy na skrzyzowaniu nici paje-
czych”. Méwiac w jezyku psychologicznym, wymieniamy obserwatora, wy-
powiadamy, ze doznal on takich a takich spostrzezen. Wiadomo, Ze niektore
obserwacje polegaja na - w pewnym stopniu - dowolnej ocenie obserwatora
(np. odczytanie wskazan z doktadnoscia do 1/10 podziatki, ocena barw).
Istnieja tzw. poprawki osobiste obserwatoréw, np. jezeli w chwili przejscia
gwiazdy przez ni¢ pajecza, obserwator wykazuje odpowiedni ruch (noto-
wanie) przez mechanizm zegarowy, to rézni obserwatorzy wykazuja state
roznice miedzy znalezionymi czasami, czynia mniej lub wiecej staly znany
btad, ktéry mozna usunaé¢, wprowadzajac poprawke osobista.

Carnap wypowiada sie jednak za formulowaniem zdan sprawozdaw-
czych w jezyku fizykalnym, osobe obserwatora wymienia w jezyku meto-
dologii. Zdanie w jezyku fizykalnym jest prostsze, takich zdann uzywamy
w praktyce. Poza tym logicy niechetnie operuja terminami psychologicz-
nymi, np. wiemy, ze [eliminuja] z logiki wyrazy psychologiczne: sad, pojecie,
a zastepuja je przez: zdania, wyraz. Jest to antypsychologizm logiczny.

4.2.3. Obserwacja i eksperyment

W pracy swojej Carnap przedstawia zdania proste badanych nauk w po-
staci ogélnej ,P(a)” ,Q(b)” itd., gdzie ,a”, ,b” - zmienne indywidualne -
reprezentuja punktochwile, ,P”, ,Q” predykaty (orzeczenia) opisujace to
co sie w punkcie i chwili ,a” dzieje. Zdanie Q(b) naleZy rozumieé¢: Punkt
czaso-przestrzenny b posiada wlasnosé Q. Wsrad orzeczen szczegdlna role
odgrywaja orzeczenia obserwowane i realizowane.

Orzeczenie P nazywa sie obserwowalnym (observable predicate) dla
pewnej osoby O, jezeli dla odpowiednich argumentow b i w odpowiednich
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warunkach C jest zdolna przy pomocy obserwacji rozstrzygnac¢ zdanie P(b)
tzn. uznaé¢ badz P(b), badZ nie-P(b), (prosze poréwnac definicje wyraze-
nia rozstrzygalnego w logice). A wiec obserwowalnym jest orzeczenie ,b jest
Swiecace” w odniesieniu do punktéw b, na ktére moze obserwator spoj-
rzec. Istotnie wystarczy zdrowemu i przytomnemu obserwatorowi spojrzec
na punkt b, aby stwierdzi¢, czy jest on punktem $wiecacym, czy nie. Przy
pomocy orzeczen obserwowalnych opisujemy wyniki obserwacji.

Orzeczenie P nazywa sie realizowalnym (dajacym sie urzeczywistnic, re-
alizable) dla osoby O, jezeli dla odpowiedniego argumentu b i w odpowied-
nich warunkach C, osoba O jest zdolna uczyni¢ zdanie P(b) prawdziwym,
tzn. nadaé¢ punktowi b wtasnosé P.

Poniewaz umiemy przesunac¢ koniec przewodnika elektrycznego do pun-
ktu b, wiec umiemy uczyni¢ prawdziwym zdanie: ,Koniec przewodnika elek-
trycznego znajduje sie w punkcie b”. Jezeli w poblizu punktu b znajduje sie
inny koniec przewodnika elektrycznego, to tym samym umiemy uczynié
prawdziwym zdanie: dwa konce przewodnikéw elektrycznych znajduja sie
blisko siebie.

Jezeli przy tym konice przewodnikoéw sa polaczone z przeciwnymi biegu-
nami maszyny elektrycznej, to pomiedzy nimi przebiegnie iskra.

Zapiszemy dwa zdania sprawozdawcze: 1) Przewodnik II zostal zblizony
do przewodnika I, 2) Pomiedzy przewodnikami btysnelo swiatlo. Zdanie 1)
jest realizowalnym, jest prawdziwym, bo swiadomie je takim uczyniliSmy.
Zdanie 2) jest tylko obserwowalnym. Takie polaczenie zdan zawierajacych
orzeczenia realizowalne i obserwowalne dostarcza sprawozdania z tego, co
tradycyjnie nazywa sie eksperymentem.

4.2.4. Potwierdzanie i wyprébowanie

Oprocz zdan sprawozdawczych wypowiadamy wiele innych zdan. Opis to-
row planet czy tez prawa termodynamiki sa czym$ odmiennym od opisu
poszczegdlnych doswiadczen. Zdania sprawozdawcze przyjmujemy dlatego,
ze ich prawdziwos¢ zostala naocznie przez nas stwierdzona. Dlaczego uzna-
jemy inne jeszcze zdania, ktére nazywamy prawami przyrodniczymi? Czy sa
one pewne tak jak pewnymi byly prawa matematyczne czy logiczne z chwila
przyjecia regut wnioskowania? Ot6z prawa przyrodnicze nie posiadaja tego
stopnia pewnosci. Nigdy nie wiadomo, czy dalsze doswiadczenia nie obala
prawa. Dlatego bezpieczniej nie mowi¢, ze prawa przyrodnicze sa dowie-
dzione, tylko, ze prawa sa sprawdzane przez doswiadczenia. Carnap propo-
nuje usunac i ten termin ,sprawdzanie” (verification), gdyz zupelne spraw-
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dzenie, przekonanie sie czy prawo jest prawdziwe, (poréwnaj np. sprawdza-
nie zero-jedynkowe) nie jest mozliwe. Mozliwe jest tylko stale postepujace
potwierdzenie (confirmation) i wyprobowanie (testing) tych praw. W zwiaz-
ku z rozréznieniem tych dwoéch pojec rozroznia sie tez zdania potwierdzalne
(confirmable) i wyprobowalne (testable).

Zdania potwierdzalne sa to zdania, ktérych [sprawdzanie sprowadza]
sie do potwierdzania pewnej klasy predykatow obserwowalnych. Moéwiac
swobodniej: potwierdzanie dokonywuje sie przez obserwacje. A wiec prawa
ruchu planet sa potwierdzalne, gdyz potwierdzaja je wylacznie obserwacje,
stosowanie eksperymentow, a wiec uzycie predykatéow realizowalnych jest
tutaj zbyteczne. Przeciwnie rzecz si¢ ma, jezeli powiemy, ze ciala spadaja w
prozni zgodnie ze wzorem s = 3 /2q2. Prawo to wyprobowujemy za pomoca
eksperymentéw, np. pozwolimy spada¢ swobodnie wielu cialom w prozni
i zanotujemy czas, w ktérym przebywaja pewna droge. Podobnie wyprébo-
wujemy zdanie, Ze miedzy zblizonymi do siebie koncowkami maszyny elek-
trycznej przebiegaja iskry. Uzywamy predykatow przy tym realizowalnych.

4.2.5. Definicje operacyjne

W jaki sposob wprowadzamy do nauk empirycznych pewne nowe wyrazy,
w jaki spos6b wyjasniamy ich znaczenie. Przytocze tu, za cytowana praca
Poznarniskiego, glosy fizykéw, ktorzy wykazuja, ze znaczenie wyrazow na-
lezy pojmowac nieco inaczej, niz to dotychczas na ogét czynimy, traktujac
odrebnie kazdy wyraz tak, jakim go w jezyku potocznym spotykamy. Po-
znanski twierdzi, ze powstaly ,realne przeszkody, ktére stanely na dro-
dze dalszemu postepowaniu nauki w postaci trudnosci pojeciowych” (z na-
szego punktu widzenia lepiej powiedzie¢ ,trudnosci jezykowych”). I przyta-
cza Campbella, ktéry wyjasnia, ze np. na pytanie ,co to jest elektrycznos¢”
nie mozna daé¢ odpowiedzi, bo to pytanie nie posiada sensu. ,Pytanie po-
zostaje jedynie pod wplywem mysli, ze zdania mozna rozklada¢ na czesci,
z ktoérych kazda ma samoistne znaczenie, a w szczegolnosci, ze kazdy wyraz,
ktory gramatycznie jest nazwa, moze by¢ podmiotem jakiego$S sensownego
twierdzenia o postaci podmiotowo-orzecznikowej”, a wiec np. Ze elektrycz-
nosc jest to a to. Dlatego nie nalezy definiowa¢ np. ,dlugosci” jako pojecia
samoistnego, a zdefiniowa¢ mozna tylko, kiedy mamy prawo powiedzi¢:

»dlugos¢ przedmiotu P [wynosi] A cm”. Przez to ostatnie zdanie zrozu-
miemy tyle: ,dzieki wykonaniu zespotu przepisanych operacji na przedmio-
cie P przy pomocy przyrzadow mierniczych otrzymamy liczbe A cm”.
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Poglad ten nosi nazwe ,pogladu operacyjnego”. Pojecie jest rownoznacz-
ne z odpowiednim zespotem operacyjnym (Bridgman). ,Zastuga Einsteina
jest zastosowanie po raz pierwszy idei, ze trescia pojecia fizycznego jest ze-
spot operacji pomiarowych”. W zwiazku z tym, jezeli bierzemy pod uwage
dhugosci mierzone odmiennymi metodami: sztaba miernicza lub optycz-
nie, tj. teodolitem, to mamy do czynienia z zasadniczo odmiennymi wiel-
kosciami: dlugoscia dotykowa o dlugoscia optyczna. Wyraz ,dlugosé” jest
wieloznaczny, jezeli nie odrézniamy tych znaczen, to mozemy dojs$¢ do btedu
np. w zastosowaniu do zjawisk w skali bardzo wielkiej lub bardzo male;j.

Czy ,poglad operacyjny” jest brany pod uwage przez Carnapa? Niewat-
pliwie tak. Od dawna znanym byl fakt, ze uzywanie rzeczownikow tzw.
abstrakcyjnych, prowadzi nieSwiadomie do traktowania ich na réwni z na-
zwami rzeczy i do znacznego zamieszania pojec. Dlatego Carnap w swojej
metodologii nauk empirycznych wyznacza posta¢ predykatéow, a wiec cza-
sownikow, wszystkim terminom z wyjatkiem argumentow indywidualnych,
ktore reprezentuja punkty czasowo-przestrzenne. By¢é moze, Ze lepiej by
bylo przyjaé, ze zmienne indywidualne reprezentuja konkretne przedmioty
(w pewnym okresie czasu). Carnap wyznaje poglad operacyjny, jesli cho-
dzi o sposob wprowadzania (okreslenia) nowych predykatéow. Ot6z wediug
metodologii jego wprowadza sie predykaty przez podanie ,test-chain” tj. tan-
cucha prob, ktore nalezy wykonywaé, aby méc orzec dany predykat. ,Lan-
cuch prob” Carnapa jest to wlasnie ,zesp6t opracji”. Predykat, ktory jest
badZ obserwowalny lub tez wprowadzony przez taricuch prob, nazywa sie
wyprébowalnym (testable). Jako jedna z naczelnych tez pozytywizmu Car-
nap wymienia zapatrywanie, Ze caly jezyk nauki sprowadza sie do terminéw
danych zmystowych lub terminow spostrzezonych:

»,Osoba w miejscu przestrzenno-czasowym b ma spostrzezenie rodzaju P”.

4.2.6. Opis i hipoteza

Ta ostatnia teza pozytywizmu wypowiadana byla dawniej w postaci naste-
pujacej: Nauka winna ograniczac sie do opisu zjawisk, a powstrzymywac sie
od ich wyjasniania. Wyjasnianie odbywa sie przez hipoteze. Wyraz ,hipo-
teza” bywa uzywany rowniez na oznaczenia wszelkiego zdania niezupelnie
pewnego, w tym sensie kazde prawo przyrodnicze byloby hipoteza. Wyja-
$niamy tu wezZsze znaczenie tego stowa. Zdawna ludzie wiedzieli, Ze pewne
choroby sa zarazliwe, Ze zachorowanie nastepuje po zetknigciu sig z chorym.
Zjawisko to wyjasnila hipoteza, Ze istnieje jakas zaraza, ktéra przenosi sie
z chorego na zdrowego. Poki nie znano mikroskopu termin ,zaraza” nie byt,
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jakby Carnap powiedzial, obserwowalnym, ani nawet wyprébowalnym. Nie
bylo moznosci orzec o jakims przedmiocie: ,to jest zaraza”. A wiec wyjasnie-
nie zawieralo pewien termin niewyprébowalny, wykraczalo poza opis zja-
wisk, bylo hipoteza. Z chwila wynalazku mikroskopu sytuacja zmienita sie.
Okazalo sie, ze ,zaraza” sklada sig z istot zywych, mozna bylo juz o pewnych
przedmiotach (bakteriach) orzec: ,to jest zaraza”. To samo zdanie przestalo
by¢ hipoteza wyjasniajaca, weszto w sklad opisu przyrody. Wyjasniania za-
rzucatl juz w XVIII w. D’Alembert, jeden z tworcow Encyklopedii Francuskiej,
hasto ,zupelnego i najprostszego opisu” wysunat Kirchoff, fizyk XIX w.

Przedstawiona tu teza pozytywizmu moze budzi¢ watpliwosci. Hipotezy
wydaja sie pozyteczne i pobudzaja do odkry¢. Jednak sama zasada odroz-
niania hipotez wyjasniajacych od praw opisowych posiada bezsprzeczna
wartos¢ metodologiczna.

W metodologii nauk dedukcyjnych takiej, jaka tu poznaliSmy, nie uzy-
walisSmy zwrotow normatywnych, rozkazujacych:

y,halezy postepowac tak a tak”,
a tylko:

Jezeli postapimy tak, a tak, to ...np. rozstrzygniemy takie a takie
wyrazenie”.

Dlatego i w metodologii nauk empirycznych mozna nie uzywac nakazéw lub
zakazow, a wystarczy przedstawic, jak wygladac¢ bedzie nauka bez hipotez.

4.2.7. Zagadnienia

Nauka empiryczna, jaka Carnap w swojej metodologii opisuje, rézni sie
oczywiscie pod wzgledem formy znacznie od stanu, w jakim obecnie te nauki
sie znajduja.

Czy powstanie jezyk sztucznie dla tych nauk utworzony na wzor jezyka
symbolicznego matematyki o celowo budowanej sktadni? Czy nauki te beda
sformalizowane?

Widzimy, Ze formalizacja ogromnie zwieksza stopien Scistosci nie tylko
samej nauki, lecz i jej metodologii. Nawet tak mgliste pojecie jak znana
yzasada ekonomii myslenia” (Mach) moze zyska¢ sformulowanie matema-
tycznie dokladne. W jezyku symbolicznym mozemy dokladnie liczy¢ wyrazy,
mozemy zupelnie obiektywnie sprawdzié¢, ktére sposrod dwoch zdan jest
krétsze, ktora z dwoch teorii jest prostsza, przy takim czy innym pojmowa-
niu prostoty, mozliwosci zastosowan nie daja sie z gory przewidziec.



Summary

Stanistaw Jaskowski is one of the late representant of Polish Lvov-Warsaw
School. He was an outstanding logician and mathematician first of all
known as one of the founders of modern systems of natural deduction
(ND). His other achievements belong mainly to investigations on nonclas-
sical logics (e.g. invention of inclusive and discussive logics), decidability
results, foundations of geometry.

In fact, ND systems were constructed independently by two logicians;
the second was Gerhard Gentzen. Jaskowski presented his system in 1934
as the first volume of the series Stubpia Locica initiated by J. Lukasiewicz.
It is a matter of coincidence that at the same year Gentzen started to pu-
blish his Habilitationschrift which appeared in two parts in Mathematische
Zeitschrift.

In this volume we present a new, critical edition of Jaskowski’s lecture
notes published originally in 1947. They appeared originally in mimeogra-
phed form, under the title ,Elements of Mathematical Logic and Methodo-
logy of Deductive Sciences” in Polish. This small book (105 pages long) is
of great importance since Jaskowski decided to apply in it his (modified)
natural deduction system. It is perhaps the first logic textbook where natu-
ral deduction is uniformly used as a method for presentation of logic. It is
used from the beginning for proving theorems of logic without any reference
to axiomatic systems. Moreover, it is applied also in proofs of metalogical
results and even truth-functional semantics is introduced via analysis of
ND proofs of selected theses. It is also worth noting that a system described
in the notes is significantly different from his original system introduced in
1934. ND system presented in lecture notes covers:

1) classical propositional logic;
2) propositional logic with quantifiers;

3) classical first-order logic;
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4) theory of identity in the second order language.

The most important changes in his later approach to ND are the follo-
wing:

1. Richer language. Jaskowski introduced A, V, <« and 31 as primitive
constants and defined introduction and elimination rules for all of them.

2. Omission of nonclassical logics. Only classical logic is presented in
lecture notes. In particular, instead of inclusive logic there is a set of rules
characterising classical quantifiers. Moreover, the rules are generalised for
second order variables and theory of identity is expressed in the extended
language.

3. Different style of layout for proofs. Instead of labels expressing de-
pendence of formulae on undischarged assumptions he is using graphical
means for separation of subproofs.

Our claim that Jaskowski’s lecture notes are perhaps the first uniform
textbook application of ND requires some justification. Quine in ,Methods
of Logic” (1950) claims that the first textbook applying ND is due to Cooley
and was printed in 1942, then reprinted in 1946. In fact, Cooley’s ,Primer
of Logic” applies numerous inference rules throughtout the book, however
it may be disputable if it is genuine ND system. Conditional proofs based on
additional assumptions are only described on pp. 126-140 but not used as
the main form of presentation of logic. Moreover, Cooley did not apply any
devices for separating subproofs and a rule for elimination of existential
quantifier is stated without sufficient restrictions. Hence in our opinion it
cannot be treated as a correct system of ND. In Quine’s ,Methods of Logic”
from 1950, ND is also introduced only in three sections as an illustration
rather, not as the main proof system. It seems that the first well known text-
book which consequently applies ND is ,,Symbolic Logic” of Fitch, published
in 1952, 5 years after Jaskowski’s lecture notes.
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