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WSTEP

W procesie komunikacji jezykowej wypowiadamy pewne wyrazenia, zwroty,
zdania. Aby wlasciwie zrozumie¢ intencje rozméwcy, musimy czesto bra¢ pod
uwage nie tylko tre$¢ i ksztalt wypowiedzi, ale takze jej kontekst, czas, miejsce,
itd. Kiedy wiec przydarza si¢ nam mylnie rozumie¢ czyja$ wypowiedz, moze by¢
to spowodowane metnym jej sformutowaniem, moze réwniez by¢ nastepstwem
naszej ignorancji. U podstaw takiego stanu rzeczy tkwi¢ moze bagatelizowanie
roli, jaka odgrywa w wypowiedzi wspomniana otoczka jezykowa. Dodatkowe
komplikacje pojawia si¢ wowczas, gdy struktura zdania, a nawet pojedyncze wy-
razenia, obarczone s3 wieloznacznoscia.

Na szczescie, sprzyja nam rozwdj logiki wspolczesnej. Z powodzeniem pro-
wadzi si¢ badania, wykorzystujac wspdlczesng aparature pojeciowa. Znane s3 juz
konstrukcje logiczne, w ktérych analizuje si¢ pojecie sprzeczno$ci. Takimi wla-
$nie konstrukcjami sg systemy logiki parakonsystentne;.

Niestety, trudno w jezyku polskim znalez¢ odpowiednik anglojezycznego
terminu paraconsistent logic. Aby odda¢ wlasciwe znaczenie przymiotnika pa-
raconsistent, nalezatoby postuzy¢ sie zbitka stéw polskich. Tak powstal rodzimy
zwrot logiki tolerujqce sprzecznosc.

Za autora terminu paraconsistent (logic) uznaje si¢ peruwianskiego filozofa
Francisco Mir6 Quesada Cantuariasa. W artykule pochodzacym z 1992 roku da
Costa wspominal:

[ ... ] napisatem do Miré Quesady, ktdry przyjat nowa logike z wielkim entuzjazmem,
proszac go o wymyslenie dla niej nazwy. Pamietam jego odpowiedz, jakby to bylo
wezoraj. Podal trzy propozycje: nowa logike mozna by nazwaé metakonsystentna,
ultrakonsystentna lub parakonsystentng [w terminologii anglojezycznej: metacon-
sistent, ultraconsistent, paraconsistent — JC]. Skomentowal nastepnie wszystkie trzy pro-
pozycje, stwierdzajac, iz z jego punktu widzenia, wybralby ostatnia z wymienionych.
Termin parakonsystentna brzmial wspaniale. Zaczalem wiec go stosowad, sugerujac
innym [...], aby uczynili to samo. Dwa lub trzy miesiace pdZniej, stat si¢ cud. Termin
rozprzestrzenit sie po calym $wiecie. Nowy termin zaczeto stosowaé we wszystkich
oérodkach badawczych, bezposrednio lub posrednio zwiazanych z logika, od potkuli
pélnocnej do poludniowej. Przypuszczam, ze w dziejach nauki (a na pewno w dzie-
jach logiki) niewiele razy mialo miejsce co§ podobnego [...]".

! Da Costa, N.C.A., Béziau, J.Y., Bueno, O. (1995a), Paraconsistent Logic in a Histo-
rical Perspective, ,Logique et Analyse”, 150-151-152,s. 118.
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Po raz pierwszy termin paraconsistent logic pojawit sie oficjalnie w 1976 roku
na Trzecim Kongresie Latynoamerykanskim po$wigconym logice matematycz-
nej (Brazylia, Campinas). Od tego czasu jest powszechnie uzywany na okreslenie
logik tolerujacych sprzeczno$é. Logika parakonsystentna jest przykladem logiki
nieklasyczne;.

Co wyrdznia logike parakonsystentng sposrdd innych logik nieklasycznych?
Prébujac odpowiedzie¢ na to pytanie, przyjmijmy, ze w danym jezyku formalnym
] obecny jest, oprocz innych symboli, spdjnik negacji. Oznaczmy ten spéjnik sym-
bolem ,~”. Litera F oznaczmy zbiér wszystkich wyrazen sensownych (w skrécie:
formut) jezyka J, tj. wyrazen zbudowanych zgodnie z nastepujacymi zasadami:

(1) Kazda zmienna zdaniowa, tj. p Py Py -, itd,, jest formula.

Zbiér zmiennych zdaniowych, w skrécie var, jest zbiorem niepustym i przeliczal-
nym. Ze wzgledu na wygodeg i przejrzysto$c zapisu, zamiast p , p,, p,, ..., bedzie-
my zazwyczaj pisac p, q, 1, ... etc.

(2) Jezeli o jest formuly, to ~ o jest formula.

Spojnik negacji jest funktorem jednoargumentowym. W § 2.5 mowa bedzie takze
o spojniku asercji. W § 5.3 pojawia sie dwa dodatkowe spo6jniki jednoargumento-
we: niesprzecznosci i sprzecznosci. W pewnych fragmentach ksigzki pojawia sie row-
niez intensjonalne funktory modalne, przede wszystkich symbol mozliwosci ¢.

(3) Jesli ot i B sa formulami, to wyrazenia ot — B, o A B, a0 v B oraz o <> B
réwniez s formutami.

Do spojnikéw dwuargumentowych nalezy wiec implikacja ,—”, koniunkcja ,A”,
alternatywa ,v” i réwnowazno$¢ ,<>”. Spojnik rownowaznodci jest definiowalny za
pomoca implikacji oraz koniunkgji: o <> 3 := (ot = B) A (B — o). Dlatego bedzie
on zazwyczaj pomijany, podczas prezentacji poszczegdlnych systeméw logicznych.
Przez system rozumie¢ bedziemy dowolny podzbidr zbioru wszystkich formul.

Male litery alfabetu greckiego o, 3,7, 9, ... pelnia funkcje tzw. metazmiennych.
Metazmienne wystepuja w schematach formut. Dzigki metazmiennym i schema-
tom formul zbyteczna stanie si¢ reguta podstawiania. Duze litery alfabetu grec-
kiegoI', A, E, Z, ... beda z kolei pelni¢ funkcje zbioréw formul.

Definicja 0.1. Przez logike okreslong na zbiorze formul F, rozumiemy dowolng
relacje binarng |— C 2F x F (gdzie 2"jest zbiorem wszystkich podzbioréw zbio-
ru F), spelniajaca nastepujace warunki, dla dowolnych a, f € ForazI', A C F:

(1)jeslioc € T,to T f—a
(2)jediT —ail c Ajto A~
(3)jesli (T |—OcorazAu{0L} |—B), tol, A I—B
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Pojecie logiki utozsamione jest zatem z pojeciem relacji konsekwencji. Relacja kon-
sekwencji moze spelniac jeszcze inne warunki np. finitarnosci oraz strukturalnosci.

Zdefiniujemy teraz dwa kluczowe pojecia. W tym celu zal6zmy, ze S jest sys-
temem formalnym (systemem dedukcyjnym, teoria dedukcyjng).

Definicja 0.2. Powiemy, ze S jest systemem sprzecznym, o ile istnieje formuta oL wy-
razona w jezyku systemu S, taka, ze zaréwno o jak i ~ @, s3 jednoczesnie tezami S.

Definicja 0.3. Powiemy, ze S jest systemem przepelnionym (trywialnym), o ile
kazda formula systemu S jest jego teza.

Kiedy logika, lezaca u podstaw systemu S jest logika klasyczna (a scislej, S jest
teoria tej logiki), wéwczas S jest systemem przepelnionym wtedy i tylko wtedy,
gdy S jest systemem sprzecznym. Systemy przepelnione nie maja Zadnego zna-
czenia praktycznego. Kazde zdanie sformulowane w jezyku takiego systemu jest
jego twierdzeniem. Logiki parakonsystentne, jak przekonamy si¢ niebawem, tole-
rujq sprzecznos¢, co wcale nie oznacza, ze sa konstrukcjami trywialnymi.

Niewiele jest konstrukeji logicznych, w ktorych sprzecznosé¢ tolerowana jest
w doslownym tego slowa znaczeniu. Z reguly po prostu nie dopuszcza sig, zeby
pewna formula wraz z jej negacja byly jednoczeénie twierdzeniami danej logiki.
Jeslijuz to ma miejsce, sa to formuly specjalnego typu. Za wzor takich formaliza-
cji uchodzi logika antynomii Asenjo i Tamburino, logika dialektyczna Routleya
i Meyera, czy tez systemy V2 i V3 Arrudy’.

Wiekszos¢ systemow logiki parakonsystentnej toleruje sprzecznos¢ nie dlate-
go, ze mozliwe jest w nich wspdlistnienie dwoch zdan, z ktérych jedno jest zaprze-
czeniem drugiego, lecz dlatego, iz z pary zdan o, ~o nie wyprowadzimy dowolnego
zdania [3. Akceptacja sprzecznosci rodzi bowiem problemy natury metodologicz-
nej (np. komplikacje w dowodzie twierdzenia o adekwaciji). Systemy logiki para-
konsystentnej to zatem formalizmy, w ktérych odrzuca si¢ mozliwos¢ ich trywiali-
zacji za sprawg pary formutl sprzecznych. Oznacza to tyle tylko, iz akceptacja formut
sprzecznych: o, ~ 0., nie pociaga za sobg akceptacji dowolnej formuly 3.

Przytoczona charakterystyka wydaje sie zbyt ogoélnikowa. Istnieje wiele
systemo6w logicznych, w ktérych para formut sprzecznych nie implikuje przepel-
nienia, a mimo to, systemy te maja niewiele wspdlnego z idea parakonsystencji.
Przykladem takiego systemu jest cho¢by pochodzaca z 1949 roku logika nonsen-
su Halldéna (inspirowana logika Boczwara), niektére systemy logiki relewantnej
lub logiki koneksyjnej’.

2 Zob. §§ 2.2,2.7,2.8.

3 Por. §§ 2.3, 3.3. Zob. Halldén, S. (1949), The Logic of Nonsense, Uppsala Uni-
versitets arsskrift, 9, Uppsala; Boczwar, D.A. (1938), Ob odnom tréhznacnom iscislé-
nii i égo priménénii x analizu paradoksov klassicéskogo rassirennogo funkcjonat'nogo
iscislénia, ,Matematiceskij sbornik”, 4, s. 287-308; Dunn, J. M., Restall, G. (2002),
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Prezentowana ksiazka jest pierwsza monografia w jezyku polskim catkowi-
cie po$wigcona logikom tolerujacym sprzeczno$¢*. Przedstawiane tu systemy lo-
giczne charakteryzowane s na dwa zasadnicze sposoby: aksjomatyczny i seman-
tyczny. W wersji aksjomatycznej okreélimy pewien podzbidr zbioru wszystkich
formul, zwany zbiorem aksjomatéw, oraz ustalimy zbiér regut wnioskowania.
W tym drugim przypadku bedzie to na ogét zbiér jednoelementowy. Jedyna nie-
aksjomatyczna regula inferencji bedzie bowiem reguta odrywania. W wariancie
semantycznym okreslimy z kolei sposéb rozumienia poszczegélnych spojnikow
logicznych. Skorzystamy gléwnie z tzw. semantyki waluacyjne;j.

Formalizmy, z zalozenia, stuza za pewnego rodzaju ilustracje dla rozwazan
filozoficznych nad naturq logiki parakonsystentnej. I tak, w rozdziale pierw-
szym oméwimy zalozenia filozoficzne, ktére stanowily fundament systemoéw
logiki tolerujacej sprzecznos¢. Dokonamy ogélnej charakterystyki logiki para-
konsystentnej. Wskazemy kryteria, dzigki ktérym bedziemy w stanie — do pew-
nego stopnia — rozstrzygna¢, czy dany system mozna nazwaé parakonsystent-
nym, czy tez nie.

Rozdzial drugi po$wiecony bedzie prekursorom logiki parakonsystentnej.
Przyjrzymy si¢ pierwszym, naszym zdaniem najwazniejszym, systemom logiki
tolerujacej sprzeczno$¢. Omoéwimy takze koncepcje formalno-logiczne, ktére
cho¢ bezposrednio nie byly zwigzane z ideg logiki parakonsystentnej, to jednak
stanowily zrédlo inspiracji dla jej tworcow.

W rozdziale trzecim dokonamy prezentacji hierarchii systeméw logiki para-
konsystentnej w oparciu o tzw. kryterium ilosciowe. Kryterium to sprowadza si¢ de
facto do okreslenia liczby formut, niezbednych do trywializacji danego systemu.
W klasycznym rachunku zdan, logice intuicjonistycznej, systemach logiki modal-
nej itp. wystarczaja dwie takie formuty: a, ~o.. Wigksza ich liczba, np. o, ~o, ~~0,
~~~Ql, ~~~~0, jest redukowalna do dwoch. W przypadku prezentowanej hie-
rarchii podobna redukcja nie bedzie mozliwa. Trywializacja kolejnych systemow
hierarchii dokona sie za sprawa wigkszej ilo$ci formut.

Relevance Logic, [w:] Gabbay, D.M., Guenthner, F. (red.), Handbook of Philosophical
Logic, 6, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht-Boston-London, s. 1-128; McCall,
S. (2012), A History of Connexivity, [w:] Gabbay, D.M., Pelletier J., Woods, J. (red.),
Handbook of the History of Logic, 11, Logic: A History of its Central Concepts, Elsevier,
Amsterdam, s. 415-449.

* W jezyku polskim istnieja nieliczne publikacje ksiazkowe, ktorych fragmenty poswie-
cono prezentacji wybranych systeméw logiki parakonsystentnej, np. Pietryga, A. (2004),
Status zasady sprzecznosci w Swietle logiki wspdlczesnej, Aureus, Krakéw; Nasieniewski,
M. (2008), Wprowadzenie do logik adaptywnych, Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu
im. Mikotaja Kopernika, Torun.
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W rozdziale czwartym zaproponujemy hierarchie systemoéw logiki parakon-
systentnej, w ktérych decydujaca role odgrywa tzw. kryterium jakosciowe. Kryte-
rium jakos$ciowe sprowadza sie do okreslenia stopnia ztozonosci formul, trywiali-
zujacych dany system. Uzaleznione jest wiec nie od iloéci formul trywializujacych
dany system, lecz od ich ksztaltu.

Rozdziat piaty zawiera analize systemow logiki parakonsystentnej, spelnia-
jacych tzw. kryterium mieszane. Kryterium mieszane, podobnie jak wczesniej
wzmiankowane kryteria, jest bezposrednio zwigzane z pojeciem trywializacji.
Aby przepelni¢ dany system wymagana jest, oprocz pary formul: o, ~a, jeszcze
jedna, dodatkowa formula. To formula specjalnego typu, posiadajaca odpowied-
ni ksztalt. Dla systemu C, da Costy bedzie to na przyklad prawo niesprzecznosci,
~(a A ~at), dla systemoéw LFI bedzie to formuta o poprzedzona jednoargumen-
towym spdjnikiem ,0”.

Wksiazce przyjeto standardowa notacje logiczna. Jakiekolwiek odstepstwo
od tej zasady zostanie zasygnalizowane w formie osobnego komentarza. Przez
termin formuta bedziemy rozumie¢ zaréwno poszczegélne, poprawnie zbudo-
wane, wyrazenia jezyka danego systemu, np. p — ¢, jakischematy tych wyrazen
np. o = B (tzw. metaformuly). Z kontekstu bedzie wiadomo, o ktére ze zna-
czen stowa formuta chodzi. Podobna uwaga dotyczy pojecia aksjomat oraz pra-
wo logiczne. W tekscie pojawi sie wiele praw logicznych i regut wnioskowania.
Zazwyczaj maja one swoje nazwy i oznaczenia. Dla ulatwienia lektury zamiesz-
czamy ponizej liste najwazniejszych praw i regul, wykorzystanych w rozprawie.

L. Prawa logiczne

(1) aksjomaty pozytywnej czesé logiki Hilberta:

HD)oa—>(Pp—>a) prawo poprzedzania
(symplifikaciji)

H2)(a—>P—>7)>(a—>B)> (a—>7)) prawo sylogizmu
Fregego

H3)a—> (B> (anP)) prawo dolaczania
koniunkeji

(H4) (anB)—> a prawo pochtaniania
dla koniunkcji

(HS) (w AB)—> B prawo pochtaniania
dla koniunkcji

(H6) oo — (o v B) prawo pochlaniania
dla alternatywy

H7))o—> (Bva) prawo pochtaniania

dla alternatywy
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H8) (a > v) > ((B—>7) > (v p)—>7))

prawo dodawania
poprzednikow

(2) prawa implikacji intuicjonistycznej (implikacyjnej czeéci pozytywnej

logiki Hilberta):
(pt) o > @
(ps) (> B) > ((B—>7) > (a—>7))

(pk) (a > (B —=>7) > B> (aa—>7))
(psk) (o > (. = B)) = (a0 > B)

prawo tozsamosci

prawo sylogizmu
(hipotetycznego)

prawo komutacji

prawo skracania

(3) aksjomaty uklasyczniajgce implikacje intuicjonistyczna:

(pP) (0 > B) > a) > o
(pD) o v (@ —> B)
(4) prawa zawierajace spéjnik negaciji:

(pK) (0 > B) > ((a > ~p) > ~a)

®) (a—>~B)>B—>~a)
(pn) ~ (@A~ )

(nn) ~~o — a
(nn) o —>~~a

(tnd) oo v ~ o

(tnd)™ o v ~* o

(efg) o = (~ o — B)
(efg)" (A ~a)—>P

PO (~a—>a) > a

prawo Peirce’a

prawo Dummetta

prawo
Kolmogorowa

prawo Johanssona

prawo
niesprzecznosci

prawo podwdjnej
negacji (mocne

prawo podwdjnej
negacji (stabe)
prawo wylaczonego
érodka (tertium non
datur)

prawo wylaczonego
$rodka z tzw. silng
negacja

prawo przepelnienia

prawo przepelnienia
(koniunkeyjno-
-implikacyjne)
prawo Claviusa
(mocne)
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(PC) (v > ~a) > ~a prawo Claviusa
(stabe)

oslabione wersje prawa przepelnienia:

(efg)f a > (~a—>(~~a—> .. (~fa—>p).)) k=2
(¢fg)° oa = (o = (~ o —> B))
(F1)~a > (~~a—B)

(F1)f ~*a— (~a—B),k>1

(F2) (0 > B) > (~ (@ = p) > 7))

(F2)f ~1 (o= B) = (~* (a > B) > 7)), k=1
oslabione wersje praw podwdjnej negacji:

(mn)k ~*o —> ~*2qa, k>3

(nn)™* ~*2 g, — ~*a, k>3

() ~~ (00— B) = (0 > p)

(nn) > (0= B) > ~~(a—>p)

oslabione wersje praw Claviusa:

(pC)” (~ (@ = B) > (e —> B)) > (. —> B)

(PCO)~ (0> B) >~ (o> B)) > ~(a—>P)

prawa de Morgana:

(dMa) ~ (o AB) > (~a v ~P)

(dMa) (~ o v ~B) > ~ (A B)

(dMb) ~ (o v B) > (~a A ~P)

(dMb)" (~ oA ~B) > ~(a v B)

prawa logiki koneksyjnej:

(tB) (a > ~PB) > ~(aa—>P) teza Boecjusza
(pierwsza)

(tB) (v = B) > ~ (o > ~B) teza Boecjusza
(druga)

(tA) ~(~ o —> o) teza Arystotelesa
(pierwsza)

13
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(tA) ~ (o0 > ~ a) teza Arystotelesa
(druga)

pozostalte prawa:

(if) ~ (@ > ) > (a >~ B)

(dd)” (0= B) > (¥ = 8)) > (((a > P) >~ (v > 8)) > ~(a—P))

(pkr) (0= B) > (~ B > ~a)

(F3))~a—>~(a—>a)

(F4) (~a—>~B) > (~ra—>~~B)>a)

(F4)> (~X>Y) > ((~X>~Y)>X),gdzieX=a—> B, Y=y >3
(FS)~(a>~~a)—>a

(F6)~ (oo > B) > a

(E6)' ~ (a > B)—>~P

F)a—>~(aa—>~a)

(F8) (o > B) > ~ (o A~ PB).

II. Reguly wnioskowania

(RO)o,a > B/ P regula odrywania

(EFQ o, ~a /B regula ex falso
quodlibet

(DK) o, B/ a AP regula dolgczania
koniunkgji

(SyDa—>B,p—>y/a—y regula sylogizmu

modyfikacje reguly ex falso quodlibet:

(EFQ)" a,~ o/ B,oileo & var
(EFQ" o —>~~a,a,~o /B
(EFQ)°~(aAn~a), o, ~a /P
(EFQ)™ a™, o, ~ o / P.
(BFQtav~a,~(av~a)/p.

II1. Zbiory aksjomatow:

(AC ) 0, oile a jest aksjomatem systemu C_ da Costy
(AC ), oile o jest aksjomatem systemu C
(AH") a, o ile o jest aksjomatem pozytywnej czeéci logiki Hilberta.



RozpziAr 1

LOGIKA PARAKONSYSTENTNA
ZALOZENIA FILOZOFICZNE

Logika parakonsystentna nie pojawila sie znikad, nie byla tez dzielem przy-
padku. Pojawila si¢ w nastepstwie pewnej refleksji filozoficznej, poswieconej
pojeciom sprzecznosci i trywializacji. Z syntaktycznego punktu widzenia, kazda
teoria matematyczna jest dozwolona, o ile nie jest trywialna. Dewize te okresla sig
mianem zasady tolerancji w matematyce. Podstawe filozoficzng zasady tolerancji
odnajdziemy w idei pluralizmu logicznego Carnapa'.

1.1. Kryteria

Pojecia sprzecznosé i przepelnienie zwiazane s z wlasnosciami relacji konsekwen-
cji i konkretnymi prawami logicznymi. Dlatego tez posrod kryteriéw, jakie powinna
spetnia¢ logika parakonsystentna, wymieniane sa na ogét dwa podstawowe warunki:

(1) sprzeczno$¢ nie implikuje przepelnienia
(2) prawo niesprzecznosci, (pn) ~ (p A ~ p), nie jest twierdzeniem.

Prawo niesprzecznosci traktowano dotychczas jako prawo bezwzglednie
konieczne, stanowiace fundament naszego myslenia. Badania Lukasiewicza i da
Costy, podwazyly ten fundament.

Wprawdzie juz Heraklit podwazal znaczenie zasady sprzecznosci, mozna jednak sa-
dzi¢, iz szedl zbyt daleko twierdzac, ze ‘spér (tu: sprzeczno$c) jest ojcem wszystkiego:
Zalety idei parakonsystentnosci jest umiar; sprzecznos¢ nie jest tu eliminowana za
wszelka cene, ale tez, dzieki zrezygnowaniu z zasady przepelniania, nie staje si¢ czym$
powszechnym. Odpowiada to strukturze ludzkich przekonan: trudno byloby chyba
znalez¢ czlowieka o przekonaniach catkowicie spojnych, ale tez, z drugiej strony, nie-
latwo spotka¢ kogos, kto zgodzilby sie, ze z powodu jakiej$ lokalnej, nieraz zupelnie
niewaznej sprzecznosci, jego wiedza o $wiecie jest zupelnie bezwartosciowa’.

! Zob. Carnap, R. (1949), The Logical Syntax of Language, Routledge & Kegan Paul,
London, s. 51-52. Zasade tolerancji w matematyce wyznawal m.in. jeden z twoércoéw
logiki parakonsystentnej, Newton C.A. da Costa.

2 Urchs, M., Nasieniewski, M., Kwiatkowski, S. (1997), Klasyczny rachunek zdan. Wyklad
i zadania. Skrypt dla studentow pierwszego roku, Uniwersytet im. M. Kopernika, Torurj, s. 21.



16 Rozdzial 1

Co wiecej, pojawienie si¢ sprzecznosci w komunikacji miedzyludzkiej moze mie¢
podstawy w samym jezyku. Niezaleznie bowiem, czy lapsusy natury terminolo-
gicznej posiadaja wymiar czysto humorystyczny: ,A w gazecie napisali, ze zginat
pudel podpalany. Aaa... jakby mnie tak podpalali, tez bym uciekl™, artystyczny:
»Wiec przybadz ijezeli chcesz mi co zarzuci¢, Zarzué¢ mi rece na szyje™, dramatycz-
ny: ,Dzieci pogryzly psy”, czy tez przybiora forme sofizmatéw: ,Czy to, co zostato
napisane, napisal kto§? Otoz zostalo napisane, ze ty siedzisz, ale teraz jest to falszy-
we; bylo jednak prawdziwe wtedy, gdy bylo pisane; a wigc réwnocze$nie zostata
napisana prawda i falsz”, wskazuja na niestychane bogactwo znaczeniowe wyrazen
jezyka naturalnego. Jakie s przyczyny btedow jezykowych? Tworcy logiki parakon-
systentnej nie odpowiadaja przewaznie na tak postawione pytanie. Koncentruja si¢
nie na przyczynach, lecz co najwyzej na skutkach opisanego stanu rzeczy.

Zaplecza ideologicznego dla logik tolerujacych sprzeczno$¢ poszukuje sig
nierzadko wsrdd filozoféw, ktérym nie obce byly rozwazania nad naturg sprzecz-
nosci. Wymienia si¢ wowczas Heraklita, Hegla, Marksa, Meinonga, Wittgen-
steina lub dialeteistéw®. Na uwage zastuguje takze filozofia jak gdyby (niem. die
Philosophie des Als Ob) Hansa Vaihingera.

Filozofia jak gdyby przyjmuje za punkt wyjscia nastepujace zatozenie: Swiat
jest realny, wszystko inne jest fikcja. Pojecia, terminy, struktury, klasyfikacje, de-
finicje itp. wszystko to jest wytworem umystu ludzkiego i jako takie nie znajduje
realnego odbicia w $wiecie rzeczy i zjawisk. Juz same uzyte w tym miejscu poje-
cia: rzecz, zjawisko s niczym innym jak $wiadomie stworzonymi fikcjami, kto-
re okazujg si¢ niezastapione w opisie $wiata, opisie badan naukowych, doznan
religijnych czy w zyciu codziennym. Vaihinger ukut termin fikcja na okreslenie
przekonan, o ktérych wiemy, ze nie s3 prawdziwe, lecz okazuja si¢ z pewnych
wzgledow, np. naukowych, korzystne. Uzywamy ich jak gdyby byly one prawdzi-
we, 0 ile przynosza nam korzys¢ poznawcza. Musimy jednak pamieta¢, ze granica
miedzy prawda a falszem jest ptynna, albowiem wszystko, co postrzegamy ma
charakter subiektywny: Subjektives ist fiktiv; Fiktives ist falsch; Falsches ist Irrtum

3 Bohdan Smolen, Szeptanka.

* Leopold Staff, Do Muzy.

S Arystoteles (1978), O dowodach sofistycznych, [w:] Arystoteles, Topiki. O dowo-
dach sofistycznych, PWN, Warszawa, s. 292.

¢ Zob. da Costa, N.C.A., Béziau, ].Y.,, Bueno (1995a), Paraconsistent Logic in
a Historical Perspective, ,Logique et Analyse”, 150-151-152, s. 111-125; Sylvan, R.
(1980), Exploring Meinong's Jungle and Beyond: An Investigation of Noneism and the Theory
of Items. Department of Philosophy Monograph Series 3, Research School of Social
Sciences, Australian National University, Canberra; Priest, G. (2007), Paraconsistency
and Dialetheism, [w:] Gabbay, D., Woods, J. (red.), Handbook of the History of Logic, 8,
The Many Valued and Nonmonotonic Turn in Logic, Elsevier, Amsterdam-Oxford,
s. 129-204; Wang, W. (2011), Against Classical Dialetheism, ,Frontiers of Philosophy in
China”, 6/3, s. 492-500.
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— pisal Vaihinger’. Jesli postrzeganie sprzeczno$ci ma charakter subiektywny, to
tym samym nosi znamiona fikcji. To za$, co fikcyjne, jest obarczone bledem.

Dotykamy w tym miejscu do$¢ istotnego problemu. Problem zwiazany jest
z formalno-logicznym opisem sprzecznosci. Z syntaktycznego punktu widzenia
sprzeczno$¢ wyrazana jest zwykle za posrednictwem spojnika negacji. W tra-
dycyjnym sformulowaniu, negacja zdania prawdziwego winna by¢ zdaniem fal-
szywym, negacja zdania falszywego — zdaniem prawdziwym. Zdania oL i ~ o sa
zdaniami sprzecznymi. Sprzecznosci za$ nie moga by¢ prawdziwe®. Jesli zatem
prawdziwe jest zdanie 0., to negacja tego zdania nie moze by¢ prawdziwa. Jesli
falszywe jest zdanie o, to negacja tego zdania nie moze by¢ falszywa. Nasuwa sie
watpliwos¢é: Czy spojnik ,~, obecny w jezyku systeméw logiki parakonsystent-
nej, mozna w ogole uznac za negacje? Odpowiedz nie jest jednoznaczna. Uzalez-
niona jest od przyjetych zatozen filozoficznych. Przyjmujac bowiem, iz zdania o,
~ o s3 jednocze$nie prawdziwe, stwierdzamy jedynie, ze zdania te sa podprzeciw-
ne. Nie ma wowczas mowy o zadnej sprzecznosci. Tak pojeta negacja wyraza co
najwyzej pojecie podprzeciwienistwa, a nie pojecie sprzecznosci.

Sytuacje komplikuje dodatkowo fakt, iz w standardowym podejsciu logicznym
pojecie sprzeczno$ci zwigzane jest nierozerwalnie z pojeciem przepelnienia (try-
wializacji). Sprzecznoé¢ implikuje przepelnienie. Sprzeczno$¢ trywializuje logike.
Logika parakonsystentna jest nietrywialng konstrukcja formalng, w ktérej sprzecz-
no$¢ jest lub, przynajmniej potencjalnie, moze by¢ akceptowana. Wspominajac
o nietrywialnosci logiki parakonsystentnej mamy rzecz jasna na mysli Definicje 0.3.

Niech F oznacza zbior wszystkich formul jezyka J, za$ |— bedzie (seman-
tyczna lub syntaktyczng) relacja konsekwencji okreslona na zbiorze F.

Definicja 1.1.1. Powiemy, ze logika (F, I—) jest logika parakonsystentna, o ile
{o, ~ a} H— B, dla pewnych o, B € F.

Podana definicja ma bardzo ogélny charakter, totez nietrudno wskaza¢ tzw.
przypadki graniczne, ktérych analiza przysporzy niemalo klopotéw interpreta-
cyjnych. Zaliczymy do nich nastepujace sytuacje:

(1) z pary formut sprzecznych nie wynika dowolna formuta f, tylko jej negacja,
ti. {a, ~ a} H— B, dla pewnych o, B € F, ale {a, ~ ot} |— ~ B, dla dowolnych o,
BeF

(2) istnieje formuta (rodzaj falsum), z ktérej wynika dowolne zdanie, np.

{~(av~a)} |— B, dla dowolnych a, B € F

7 Vaihinger, H. (1922), Die Philosophie des Als Ob, Verlag von Felix Meiner, Leipzig,
s. 193.

$ Takie stanowisko reprezentowal np. Hartley Slater. Zob. Slater, B.H. (1995), Pa-
raconsistent Logics?, ,Journal of Philosophical Logic”, 24/4, s. 451-454.
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(3) istnieja zbiory formul, z ktérych wynika dowolne zdanie, np. {o,
~a} H— B, dlapewnych o, B € F,ale {~ (. A~ @), o, ~0} |— B3, dla dowolnych
o, €F.

Warunek pierwszy spelnia tzw. logika minimalna Johanssona wraz z pre-
zentowanym w § 2.4 systemem Kolmogorowa. Nie spelnia natomiast zaden ze
znanych, istotnych systeméw logiki parakonsystentnej. Oznacza to, ze termin pa-
rakonsystencja kojarzony jest w wiekszym stopniu ze zbiorem formut, ktére try-
wializuja dany system, anizeli z formula bedaca rezultatem trywializacji. Wazna
jest iloé¢ formul nalezacych do zbioru przestanek, wazny jest takze ich ksztalt.
W oparciu o to spostrzezenie sformulowane zostalo kryterium ilo$ciowe, jako-
$ciowe i mieszane. Proponowane kryteria stanowia punktem odniesienia dla ana-
lizy poszczegdlnych systemow logiki parakonsystentne;.

Warunek drugi przywodzi na my$l klasyczne wlasnosci relacji wynikania.
Z semantycznego punktu widzenia, z falszu wynika dowolne zdanie — jak ma to
miejsce cho¢by w przypadku klasycznego rachunku zdan. Kontrtautologia impli-
kuje dowolna formule. Istnieja systemy logiki parakonsystentnej, w ktorych rela-
cja wynikania posiada t¢ wlasnos¢, tj. istnienia formuly, z ktérej wynika dowolne
zdanie. Nalezy do nich logika dyskusyjna Jaskowskiego®.

Trzeci warunek jest nastepstwem ograniczen nalozonych na relacje wyni-
kania. Para formul o, ~ o, nie trywializuje danego systemu. Standardowe po-
jecie sprzecznosci uleglo wiec pewnym modyfikacjom. Skoro ze sprzecznosci
wynika dowolne zdanie, to {a, ~ o} nie jest zbiorem sprzecznym. Dopiero
rozszerzenie zbioru {a, ~ o} o dodatkowa formule (lub formuly), powodu-
je jego usprzecznienie. Nasuwa sie¢ watpliwos¢: O jaka dodatkowa formute lub
formuly chodzi? Odpowiedz uzalezniona jest od systemu, ktory rozwazamy
oraz kryterium, ktére zamierzamy zastosowac. Jesli w gre wchodzi kryterium
ilosciowe, zmuszeni bedziemy do precyzyjnego okreslenia liczby formut try-
wializujacych system. Formula taka moze by¢ negacja negacji formuly o, ne-
gacja negacji negacji formuly o, negacja negacji negacji negacji formuly o,
itd. Zagadnienie to szerzej oméwimy w § 3.2 na przykladzie B"-systemow
(n > 1). Jesli z kolei mamy na mysli kryterium mieszane, pytanie sprowadza
sie do okreslenia ksztaltu dodatkowej formuly. Dodatkowa formuta moze przy-
bra¢ forme prawa niesprzecznosci, albo np. koniunkcji coraz bardziej zlozo-
nych praw niesprzecznosci. Tak jak to ma miejsce w przypadku C -systemow
da Costy (n>1).

Posréd wielu charakterystyk logiki parakonsystentnej, dwie majg szczegélne
znaczenie. Stanowig one punkt odniesienia dla licznych rozwazan na temat istoty
parakonsystencji. Pierwsza pochodzi z 1948 roku. Jej autorem jest polski logik

® Por. § 2.5, Twierdzenie 2.5.4.
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Stanistaw Jaskowski. Celem Jaskowskiego bylo zbudowanie rachunku logiczne-
go, ktdry spelnialby trzy podstawowe wymogi'®:

(1) powstaly rachunek w zastosowaniu do teorii sprzecznych nie bedzie po-
ciggat ich trywializacji

Dyrektywa stala si¢ pierwowzorem dla definicji 1.1.1. Stanowi, lakonicznie rzecz
ujmujac, istote logik tolerujacych sprzecznosé.

(2) powstaly rachunek ma umozliwi¢ praktyczne wnioskowanie

Postulat, sprowadza si¢ do wymogu, aby rachunek byl dostatecznie bogaty
w zbiér (schematéw) twierdzer. Wspélczeénie okresla sig to mianem postulatu
maksymalnej parakonsystencji''. Niestety, jest kwestia sporna, jak nalezy rozu-
miec¢ zwrot dostatecznie bogaty. Kazde rozstrzygniecie ma charakter arbitralny
i stanowi otwarte pole do interpretacji.

(3) powstaly rachunek logiczny ma posiada¢ uzasadnienie intuicyjne.

Warunek obarczony jest duza doza subiektywizmu. Niemniej, wskazuje na ko-
nieczno$¢ uzasadnienia dokonanego wyboru i powstrzymania si¢ od mnozenia
bytéw logicznych ponad miare.

Druga charakterystyka pochodzi z 1974 roku. Jej autorem jest brazylijski lo-
gik Newton da Costa. Celem da Costy bylo opracowanie hierarchii systeméw,
spelniajacych cztery zasadnicze warunki:

(1) prawo niesprzecznosci nie bedzie twierdzeniem zadnego z systeméw
hierarchii

Istnienie nietrywialnych teorii sprzecznych nie powinno by¢ postrzegane jako ro-
dzaj zagrozenia. Nietrywialne teorie sprzeczne moga by¢ réwnie wartosciowe, co
teorie niesprzeczne. Problematyczny jest co najwyzej formalizm, ktéry lezy u ich
podstaw, a Scilej, niektore jego twierdzenia — w tym zasada niesprzecznosci. Zasa-
de te nalezy wigc odrzucié. Nalezy zbudowac¢ system tudziez hierarchie systeméw,
w ktérych prawo niesprzecznoéci nie bedzie twierdzeniem. Odrzucenie prawa nie-
sprzecznosci stanowi jedno z podstawowych zatozen, ktére maja spelnia¢ postulo-
wane systemy. Dla da Costy ma to wymiar nie tylko logiczno-formalny, ale posiada
réowniez gleboki sens filozoficzny. Jak niebawem sie przekonamy, nie wszystkie sys-
temy logiki parakonsystentnej spelniaja pierwsze kryterium da Costy.

10 Jaskowski, S. (1948), Rachunck zda# dla systeméw dedukcyjnych sprzecznych,
,Studia Societatis Scientiarum Torunesis”, 1/5, s. 57-77.

' Por. Arieli, O., Avon, A., Zamansky, A. (2011), Ideal Paraconsistent Logics, ,Studia
Logica”,99/1-3,s. 32.
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2) z pary formut sprzecznych, tj. o0 i ~ o, nie bedzie mozna w ogdlnosci
(2) z pary przecznych, tj ¢ g
wydedukowaé dowolnej formuly 3

Sprzeczno$¢ nie implikuje trywialno$ci. Otwarty pozostaje wszakze problem, czy
formuly o i ~ a,, to rzeczywiscie para zdan sprzecznych.

(3) jezyk formalny systeméw powinien w fatwy sposdb daé sig rozszerzy¢ do
jezyka pierwszego rzedu (z lub bez identycznosci)

Jezyk klasycznego rachunku zdan jest jezykiem zbyt ubogim, zeby stanowi¢ pod-
stawe formalizacji dla skomplikowanych teorii matematycznych. Potrzebny jest
jezyk o wigkszej mocy ekspresyjnej. Jezyk logiki pierwszego rzedu spelnia, zda-
niem da Costy, to kryterium.

(4) systemy powinny zawiera¢ mozliwie wiele praw i regul inferencji logiki
klasyczne;j.

Odrzucenie praw niesprzecznoéci i przepelnienia nie powinno skutkowa¢ odrzu-
ceniem innych, bezpiecznych praw i regul klasycznego rachunku zdan. Ktére za$
z praw i regul nazwiemy bezpiecznymi, bedzie przede wszystkim nastepstwem
przyjetych zatozen formalno-logicznych'.

1.2. ZASADA EX FALSO QUODLIBET

Sredniowieczna zasada glosi: z falszu wynika wszystko (lac. ex falso sequitur
quodlibet) tudziez: ze sprzecznoéci wynika wszystko (tac. ex contradictione sequitur
quodlibet). W logice tradycyjnej falszywe jest twierdzenie, ze dwa zdania sprzecz-
ne s3 jednocze$nie prawdziwe. Nalezy wiec unika¢ sprzeczno$ci. W XII wieku
Wilhelm z Soissons, korzystajac z zasady ex falso quodlibet, wykazal, co stanie sie,
gdy zignorujemy to ostrzezenie. Zalézmy, ze jednoczesnie prawdziwe s3 zdania
sprzeczne, tj. p i nie-p, wowczas:

(1) Jesli prawdziwe sa zdania p i nie-p, to prawdziwe jest zdanie p.
(2) Zatem zdanie p jest prawdziwe.

(3) Jesli prawdziwe s3 zdania p i nie-p, to prawdziwe jest zdanie nie-p.
(4) Zatem zdanie nie-p jest prawdziwe.

(5) Jesli zdanie p jest prawdziwe, to prawdziwe jest zdanie p lub prawdziwe
jest zdanie g.

"> Prébe szczegdétowego opracowania zagadnienia podjeto w Arieli, O., Avon, A.,
Zamansky, A. (2011), op. cit., s. 31-60.
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(6) Zatem prawdziwe jest zdanie p lub prawdziwe jest zdanie g.

(7) Jesli prawdziwe jest zdanie nie-p, oraz prawdziwe jest zdanie p lub praw-
dziwe jest zdanie g, to prawdziwe jest zdanie q.

(8) Zatem prawdziwe jest zdanie q.

Tak wiec, jesli prawdziwe s3 zdania p i nie-p, to prawdziwe jest zdanie g**.
Ze sprzecznosci wynika dowolne zdanie. Z falszu wynika wszystko.

Z parakonsystentnego punku widzenia, krok (7) dowodu budzi najwigksze
kontrowersje. Poddano go krytyce juz w XV wieku'*. W kroku (7) wykorzystano
bowiem ukryte zalozenie: negacja zdanie prawdziwego jest zdaniem falszywym,
czyli jedli nie-p jest zdaniem prawdziwym, to p jest zdaniem falszywym. Jezeli ak-
ceptujemy to zalozenie, wtedy, zgodnie z prawem modus tollendo ponens (w wersji
z alternatywy), jesli prawdziwe jest zdanie p lub prawdziwe jest zdanie g, oraz
falszywe jest zdanie p, to prawdziwe jest zdanie q. Stad wniosek, iz prawdziwe
jest zdanie g. W systemach logiki parakonsystentnej takie zalozenie zwykle nie
jest akceptowane. Wyjasnimy to, odwolujac sie do definicji klasycznej funkcji
warto$ciowania v. W klasycznym rachunku zdan, posréd postulatéw, ktore spet-
nia funkcja v, widnieje nastepujacy warunek:

(v~) v(~a) = 1 wtw, gdy v(a) = 0.

Zastepujac réwnowazno$¢ metajezykowa wtw, gdy, metajezykowa implikacja je-
zeli ..., to ..., otrzymamy dwa warunki:

(vi~)jezeliv(~a) =1,tov(a) =0

(v2~) jezeliv(~ a) =0, to v(at) = 1.
Najwiecej potencjalnych watpliwoéci budzi warunek (vI~). Odrzuca go da
Costa, odrzucaja tworcy systemow LFI. Niestety, system spelniajacy tylko postu-
lat (v2~) nie ma zbyt wielu waloréw praktycznych'®. Dodaje sie wiec dwa kolejne
(lub tylko jeden) postulaty:

(vi~~)jezeliv(~~a)=1tov(a) =1

(v2~~) jezeliv(~ ~ a) =0, to v(a) = 0.

3 W wersji formalnej dowdd Wilhelma przedstawil m.in. C.I. Lewis. Zob. Martin,
Ch. J. (1986), William’s Machine, ,Journal of Philosophy”, 83/10, s. S6S5.

% Zob. Sylvan, R. (2000), A Preliminary Western History of Sociative Logics,
[w:] Hyde, D., Priest, G. (red.), Sociative Logics and Their Applications: Essays by the Late
Richard Sylvan, Ashgate Publishers, Aldershot.

' Por. Batens, D. (1980), Paraconsistent Extensional Propositional Logics, ,Logique
et Analyse”, 11,s. 3-11.
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Warunki (v2~) i (v1~~) spetniaja np. systemy C __, Ci oraz Cil. Postulaty (v2~),
(vI~~) i (v2~~) spelnia za$ system Cile®.
Mozna zaryzykowa¢ twierdzenie, ze systemy, w ktorych spéjnik negacji charak-
teryzuja postulaty (v2~), (vI~~) i (v2~~), sa systemami logiki parakosystentne;j”.
W logice wspodlczesnej zasade ex falso quodlibet utozsamia sie zazwyczaj z re-
gula wnioskowania:

(EFQ) o, ~ o/ B,

czasem z wlasnoscig relacji konsekwencji:
{a, ~a} I—— f3, dla dowolnych o, B € F,

rzadziej z prawem logicznym:

(efg) oo = (~ o — B).

Regule (EFQ) okreslano mianem reguly Dunsa Szkota, za$ (efq) — prawem
Dunsa Szkota. W 1640 roku wydano Opera Omnia Dunsa Szkota. Posréd pism
znajdowaly sie Komentarze do Analityk Pierwszych (lac. In librum primum Prio-
rum Analyticorum Aristotelis Questions on Prior Analytics quaestiones). W Ko-
mentarzach lakonicznej interpretacji poddano réwniez zasade ex falso quodlibet.
Autentyczno$¢ Komentarzy zostala jednak podwazona w latach trzydziestych
XX wieku przez Golza'®. Prawdziwy autor tego dziela jest nieznany, nieznane-
go autora nazwano Pseudo-Szkotem. W konsekwencji reguta (EFQ) otrzymata
nowg nazwe: Pseudo-Szkota'®. Anonimowego komentatora dziel logicznych
Arystotelesa utozsamia sie czasem z osoba Jana z Kornwalii, ktéry studiowal
w Oksfordzie okoto roku 1300 oraz wykladal teologie w Paryzu od 1310 do
1318 roku®.

Pod koniec wieku XX zasade ex falso quodlibet zaczeto faczy¢ z pojeciem eks-
plozywnosci. Relacje konsekwenciji spelniajaca warunek {a, ~ a} — 3, dla do-

16 Zob. § 5.3.

17" Zob. Tuziak, R. (1996), Paraconsistent Extensions of Positive Logic, ,Bulletin of
the Section of Logic”, 25/1, s. 16.

'8 Zob. Buckner, E. (2015), On the Authenticity of Scotus’s Logical Works, [w:] Hall, A. W,
Klima, G. (red.), Maimonides on God and Duns Scotus on Logic and Metaphysics (t. 12,
Proceedings of the Society for Medieval Logic and Metaphysics), Cambridge Scholars
Publishing, Cambridge, s. 55-56.

19 Zob. Priest, G., Routley, R. (1982), Lessons from Pseudo Scotus, ,Philosophical
Studies”, 42, s. 189-199.

20 Zob. Courtley, W. ]. (1988), Schools and Scholars in Fourteenth-Century England,
Princeton University Press, Princeton, s. 228.



Logika parakonsystentna. Zalozenia filozoficzne 23

wolnych a, B € F, nazwano eksplozywng (ang. explosive)*'. Korzystajac z pojecia
eksplozywno$ci, mozna przeformutowa¢ definicje 1.1.1 do postaci nastepujacej:

Definicja 1.1.1.* Logikg (F, =) nazwiemy parakonsystentng, o ile relacja f— nie
jest eksplozywna.

Zasada ex falso (vel ex contradictione) quodlibet nalezy do kluczowych poje¢
logiki parakonsystenetnej, kluczowych w sensie negatywnym. Logike parakon-
systentna definiujemy bowiem w odniesieniu do zasady, ktérej nie powinna spel-
nia¢. Nie méwimy, jakie pozytywne wlasno$ci ma posiada¢ relacja konsekwencji,
tylko jakich wlasnoéci spelnia¢ nie powinna.

1.3. SZKOLY PARAKONSYSTENC]JI

W czasach starozytnych przynalezno$¢ do danej szkoly filozoficznej wigzata
si¢ z okre§lonymi regutami postgpowania. Uczniowie Pitagorasa byli na przyklad
zobowigzani do dzielenia si¢ swoimi majatkami ze wspoélnota, ktorg tworzyli.
y[---] uczniowie laczyli razem swoje majatki. Przez pie¢ lat zachowywali milcze-
nie, stuchali tylko wykladéw Pitagorasa, ale go nie ogladali az do chwili, gdy sie
wykazali znajomoscia jego nauki. Dopiero od tej pory przychodzili do jego domu
i mogli go widzie¢”**. Domeng za$ Cynikéw byla prostota. ,Cynicy uwazali, ze
trzeba wie$¢ proste zycie, poprzestawaé na skromnych pokarmach i zadowala¢
si¢ jedna tylko szata, gardzi¢ bogactwem, stawa i szlachetnym urodzeniem. Nie-
ktérzy nawet odzywiali sie tylko warzywami, pili zimnga wode i mieszkali w byle
jakich schronieniach [...]”? Do jakiej szkoly filozoficznej cztowiek nalezal, taki
wi6dl zywot. Filozofia nie byla dyscypling stricte akademicka. Byla sposobem,
w jaki pojmuje sie $wiat, w jaki przezywa sie zycie.

W czasach wspoélczesnych przynaleznoéé do danej szkoly oznacza co$ inne-
go, anizeli oznaczato w czasach starozytnej Grecji. Punkt ciezkosci przesuniety
zostal ze sfery praktycznej do sfery teoretycznej. Przynaleznos¢ do danej szkoty
nie wiaze sie juz z obowiazkiem przekazania wlasnego majatku na rzecz szko-
ly, nie wiaze sie takze z koniecznoscia przejscia na diete wegarnska. Ma natomiast
zwiazek z rozwojem naukowym?*. Przy takim rozumieniu szkoly pojawia si¢ po-
trzeba wskazania kryterium przynaleznoéci. Kto i na jakich zasadach przynalezy
do danej szkoty? Opisane trudnosci trafnie wyrazit Ryszard Jadczak:

2 Zob. Carnielli, W.A., Marcos, J. (2001), Ex Contradictione Non Sequitur Quodlibet,
»Proceedings of the IT Annual Conference on Reasoning and Logic”, Bucharest.

2 Laertios, D. (1984), Zywoty i poglady stynnych filozoféw, przet. I. Kroriska, PWN,
Warszawa, s. 468.

2 Ibid., s. 366.

 Por. Tatarkiewiczowie T.1 W. (1979), Wspomnienia, PIW, Warszawa, s. 125.
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Trudno znalez¢ jasne kryterium, ktére pozwoliloby na Iaczenie okreslonej grupy ludzi, pa-
rajacych si¢ nauka, w szkole. Czy dla okreslenia ,szkola” w nauce wystarczy przyjac istnie-
nie mistrza-nauczyciela, ktéry — dzieki swym osiagnieciom badawczym, autorytetowi oraz
pewnym zasadom pracy — skupia wokol siebie jakas liczbe uczniéw-wychowankéw? Czy za
reprezentantéw ,szkoly” mozna uzna¢ wszystkich, ktérzy w pewnym okresie pobierali nauki
u ,mistrza” (zdobywali pod jego kierunkiem stopnie naukowe), czy tez tylko tych, ktérzy
pozostawali z nim w ideowych zwigzkach, czerpali z jego dokonan, realizowali i kontynu-

owali jego program badawczy?*

W opisie szkot parakonsystencji postuzymy si¢ nieco problematycznym,
w czasach powszechnej globalizacji, kryterium geograficznym. Majac $wiado-
mos¢, ze zaproponowany podzial nie jest podziatem zupelnym, a elementy po-
dzialu nie beda, z uwagi na dynamiczny charakter rzeczywistosci, rozlaczne, wy-
réznimy pieé, naszym zdaniem najwazniejszych, szkét logiki parakonsystentnej:

(1) Brazylijska szkola parakonsystencji

Gléwna postacia szkoly jest Newton da Costa. Da Costa odgrywa podob-
na role w logice brazylijskiej jak Kazimierz Twardowski w polskiej logice okresu
mig¢dzywojennego. Przed pojawieniem si¢ da Costy jedynie nieliczni, zaintereso-
wani logika, styszeli o logice brazylijskiej.

Autorem pierwszego brazylijskiego podrecznika do logiki byl urodzony
w 1916 roku w Sao Paulo Vicente Ferreira da Silva. W dziedzinie logiki Ferreira
da Silva byl samoukiem. Studiowal poczatkowo dziela Russella, Whiteheada
i Wittgensteina, skad czerpal inspiracje do badani nad logika matematyczna.
W 1939 roku opublikowal Logike wspétczesng (port. A Légica Moderna), rok
pozniej ukazaly sie jego Elementy logiki matematycznej (port. Elementos de Légica
Matemdtica)?’. Opublikowane ksiazki zyskaly mu grono wielbicieli, do ktérych
m.in. nalezal Newton da Costa. Ferreira da Silva byl asystentem Quine’a, podczas
jego czteromiesiecznego pobytu w Brazylii (rok 1942)%. Redagowal, gléwnie
pod wzgledem jezykowym, portugalskojezyczng ksiazke Quine’a O Sentido da
Nova Légica. W ogdlnym rozrachunku, spotkanie z Quinem zakonczyto sie jed-
nak dla Ferreira da Silvy wielkim rozczarowaniem. Sprowokowato jego gleboka
filozoficzng przemiane. Porzucil swoje zainteresowania logika na rzecz fenome-

2 Jadczak, R. (1990), O tzw. Szkole Lwowsko-Warszawskiej, ,Acta Universitatis
Nicolai Copernici’, Filozofia X1, 197, 5. 23.

2 Por. Tanaka, K. (2003), Three Schools of Paraconsistency, ,Australasian Journal
of Logic”, 1, s. 28-42. Tanaka wymienia trzy gtéwne szkoly: brazylijska, autralijska
i belgijska.

%7 Zob. Teixeira, A. B., Vicente Ferreira da Silva: da légica simbdlica a filosofia da mi-
tologia, Centro de Documentagao do Pensamento Brasileiro, s. 2, URL=<http://www.
cdpb.org.br/vicente ferreira_da_silva_braz_teixeira.pdf> (dostep: 10.03.2017).

8 Zob. Quine, WV. (1997), Mission to Brazil, ,Logique & Analyse”, 157, s. 6.
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nologii i filozofii egzystencjalnej. Ferreira da Silva stat si¢ jednym z pionierow
studiéw nad filozofia Heideggera w Brazylii.

W 1957 roku zawigzala si¢ w Kurytybie nieformalna grupa logiczna. Prze-
wodniczyl jej Newton da Costa. Do grupy nalezala m.in. Ayda I. Arruda, pézniej-
sza wspOlpracownica da Costy, autorka licznych prac z dziedziny logiki parakon-
systentnej. W 1968 roku da Costa przenosi si¢ do Sao Paulo, gdzie w tamtejszym
uniwersytecie (Universidade de Sao Paulo) formuje nowa grupe badawcza, sku-
piona wokot problematyki logik tolerujacych sprzeczno$é. W 1979 roku powstaje
Brazylijskie Stowarzyszenie Logiczne (port. Sociedade Brasileira de Légica), ktére
za cel stawia sobie m.in.: promowanie kurséw, seminariéw i konferencji z zakresu
logiki, upowszechnianie wynikéw prac badawczych oraz stymulowanie wymiany
naukowej*. Z da Costg wspolpracowali tacy logicy brazylijscy jak M.S. de Galle-
go, A.M. Sette, E.H. Alves, I.Urbas oraz I. D’Ottaviano.

Do konca lat osiemdziesigtych XX wieku problematyka badawcza brazylij-
skiej szkoly parakonsystencji ogniskowala si¢ przede wszystkim wokoét C —sys-
teméw da Costy™. W latach dziewigédziesiatych, poglebiono badania nad wy-
korzystania logiki parakonsystentnej w podstawach matematyki*'. Na poczatku
XXI wieku zintensyfikowano badania nad wykorzystaniem logiki parakon-
systentnej w budowie inteligentnych systeméw informatycznych®. W tym sa-
mym czasie pewna popularnos¢ zyskaly rowniez tzw. Logiki Sprzecznosci Formal-
nej (LFI, z ang. Logics of Formal Inconsistency) autorstwa Marcosa, Carnielliego
i Coniglio™.

(2) Polska szkola parakonsystencji

Postacia pierwszoplanowa polskiej szkoly parakonsystencji jest bez wat-
pienia Stanistaw Jaskowski. Jaskowski urodzil si¢ w Warszawie w roku 1906.
W 1924 roku rozpoczat studia matematyczne w Uniwersytecie Warszawskim.
Podczas studiéw uczeszczal na wyklady prowadzone przez Lukasiewicza, Le-
$niewskiego i Tarskiego. W 1932 roku uzyskal stopient doktora na podstawie
dysertacji po$wieconej dedukeji naturalnej. Promotorem doktoratu byt Jan Eu-
kasiewicz. Po zakonczeniu II wojny $wiatowej Jaskowski rozpoczal prace w Uni-
wersytecie im. Mikotaja Kopernika w Toruniu. Z toruiiskim uniwersytetem zwia-

 Zob. D’Ottaviano, LM.L., Carnielli, W.A., Alves E.H. (1996), The Centre for Logic
in Campinas and the Development of Logic in Brazil, ,Logique & Analyse”, 153-154,s. 18.

30 Zob. § 2.6.

31 Zob. Mortensen, Ch. (1990), Models for Inconsistent and Incomplete Differential
Calculus, ,Notre Dame Journal of Formal Logic”, 31, s. 274-285; Mortensen, Ch. (1995),
Inconsistent Mathematics, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

32 Zob. Abe, .M. (2015), Paraconsistent Intelligent-Based Systems: New Trends in the
Applications of Paraconsistency, Intelligent Systems Reference Library, 94, Springer Inter-
national Publishing.

3% Zob.§ 5.3.
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zal sie na kolejne dwadziescia lat zycia. Zmarl w 1965 roku. Spuscizna naukowa
Jaskowskiego jest imponujaca. Obejmowala prace z zakresu dedukeji naturalnej,
logik nieklasycznych — w tym: logiki intuicjonistycznej oraz logik modalnych,
podstaw matematyki, a takze pozycje popularnonaukowe**. Jaskowski byl twoérca
pierwszego w historii logiki parakonsystentnego rachunku logicznego, tzw. logi-
ki dyskusyjnej D2. Prezentacji tego rachunku poswigcamy osobny podrozdzial
ksigzki®s.

Punktem przelomowym dla rozwoju logiki dyskusyjnej stal sie rok 1967.
W Paryzu w tym wlasnie roku spotykaja sie dwaj logicy: Newton C.A. da Co-
sta i dawny uczen Jaskowskiego, Lech Dubikajtis. Od tego momentu datuje si¢
wzajemna ich wspdlpraca na gruncie logiki dyskusyjnej. W Polsce badania nad
systemami logiki dyskusyjnej prowadzono w zasadzie w dwéch osrodkach aka-
demickich: Toruniu i Katowicach, cze$ciowo samodzielnie, czeéciowo zas we
wspolpracy z osrodkami zagranicznymi. Owocem tych badan staly sie pierwsze
aksjomatyzacje systemu logiki dyskusyjnej, wyrazone w jezyku modalnym?.
Réwnolegle z badaniami nad modalng charakterystyka systemu logiki dysku-
syjnej, prowadzono badania nad algebraizacja D2. Pierwsze proby opracowania
semantyki algebraicznej dla systemu D2 pochodza z 1968 roku®’. Najwigkszy
wkiad w rozw¢éj badan nad algebraizacja logiki dyskusyjnej mial niewatpliwie
Jerzy Kotas. Kotas jako pierwszy udowodnil, iz logika Jaskowskiego jest algebra-
izowalna®*®. W 1998 roku zorganizowano w Toruniu sympozjum upamietniajg-
ce piecdziesieciolecie powstania logiki dyskusyjnej*. Gléwnym organizatorem

3% 7Zob. Dubikajtis, L. (1967), Stanistaw Jaskowski, ,Ruch Filozoficzny”, 25/3-4,
s. 187-198; Dubikaijtis, L. (1975), The Life and Works of Stanistaw Jaskowski, ,Studia Lo-
gica’, 34/2,5.109-116.

35 Zob. §2.5.

36 Zob. Kotas, J. (1974), The Axiomatization of S. Jaskowski’s Discussive System, ,Stu-
dia Logica”, 33/2, s. 195-200; Kotas J. (1975), Discussive Sentential Calculus of Jaskowski,
,Studia Logica’, 34/2, s. 149-168; Kotas, ]., da Costa, N.C.A. (1989), Problems of Modal
and Discussive Logics, [w:] Priest, G, Routley, R., Norman, J. (red.), Paraconsistent Logic,
Philosophia, Miinchen-Hamden-Wien, s. 227-244.

37 Zob. da Costa, N.C.A., Dubikajtis, L. (1968), Sur la logique discursive de Jaskow-
ski, ,Bulletin de 'Académie Polonaise des Sciences (Série des sciences math., astr. et
phys.)”, 16/7, . 551-557.

3% Zob. Kotas, J. (1971), On the Algebra of Classes of Formulae Jaskowski’s Discussive
System, ,Studia Logica’, 27, s. 81-90; Kotas, J. (1971), Logical Systems with Implications,
,Studia Logica’, 28, s. 101-116; Kotas, J. (1974), On Quantity of Logical Values in the
Discussive D2 System and in Modular Logic, ,Studia Logica”, 33/3, s. 273-27S; Ciuciu-
ra, J. (201S), Algebraization of Jaskowski's Paraconsistent Logic D2, ,Studies in Logic,
Grammar and Rhetoric”, 42/585,s. 173-193.

3 Zob. Perzanowski, J., Pietruszczak, A. (1999), Preface, ,Logic and Logical Philo-
sophy”, 7, s. 5-6.
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konferencji byl Jerzy Perzanowski*. Badania nad logika dyskusyjna prowadzili
w latach siedemdziesiatych i osiemdziesigtych XX wieku m.in. Tomasz Furma-
nowski, Jerzy Blaszczuk, Wiestaw Dziobiak oraz wspotpracujacy z logikami pol-
skimi Max Urchs*. Badania kontynuuja obecnie: Marek Nasieniewski, Andrzej
Pietruszczak® i Janusz Ciuciura®.

(3) Belgijska szkola parakonsystenciji

Czolowa postacia belgijskiej szkoly parakonsystencji jest Diderik Batens,
wieloletni wyktadowca Uniwersytetu w Gandawie. Batens to autor ponad 150 pu-
blikacji, zaréwno z dziedziny logiki, epistemologii jak i filozofii nauki. Jest po-
mystodawca tzw. logik adaptywnych. Z formalno-logicznego punktu widzenia,
idea logik adaptywnych wiaze sie nierozerwalnie z powstaniem logiki CLuN*.
Pierwsze wzmianki na temat logiki adaptywnej pojawiaja si¢ w pracy Batensa po-
chodzacej z 1989 roku®.

Intuicje i inspiracje filozoficzne, ktére legly u podstaw logik adaptywnych,
zwigzane s3 z niepewnoscia wiedzy na temat przyszlych wydarzen, sprzecznosci
generowanej przez rozne, réwnie wiarygodne zrédla informacji oraz braku abso-

% Zob. Perzanowski, J. (1975), On M-fragments and L-fragments of Normal Modal
Propositional Logics, ,Reports on Mathematical Logic”, S, s. 63-72.

# Zob. Urchs, M. (1986), On Two Systems of Stanistaw Jaskowski, ,,The Journal of
Non-Classical Logic”, 3/1, s. 25-32; Blaszczuk, J.J., Dziobiak, W. (1975a), Remarks on
Perzanowski's Modal System, ,Bulletin of the Section of Logic”, 4/2, s. 57-64; Blaszczuk,
JJ., Dziobiak, W. (1975b), Modal Systems Related to S4n of Sobocitiski, ,Bulletin of the
Section of Logic”, 4/3, s. 103-108; Blaszczuk, J.J., Dziobiak, W. (1976), An Axiomati-
zation of M-counterparts for Some Modal Calculi, ,Reports on Mathematical Logic”, 6,
s. 3-6; Blaszczuk, ].J.,, Dziobiak, W. (1977), Modal Logics Connected with Systems S4n
of Sobociriski, ,Studia Logica’, 36/3, s. 151-164; Furmanowski, T. (1975), Remarks on
Discussive Propositional Calculus, ,Studia Logica’, 34/1, s. 39-43.

# 7Zob. Nasieniewski, M., Pietruszczak, A. (2008), The Weakest Regular Modal Logic
Defining Jaskowski’s Logic D2, ,Bulletin of the Section of Logic”, 37/3-4, s. 197-201;
Nasieniewski, M., Pietruszczak, A. (2009), New Axiomatizations of the Weakest Regular
Modal Logic Defining Jaskowski’s Logic D2, ,Bulletin of the Section of Logic”, 38/1-2,
s. 45-50; Nasieniewski, M., Pietruszczak, A. (2012), On the Weakest Modal Logics
Defining Jaskowski’s Logic D2 and the D2-Consequence, ,Bulletin of the Section of Logic”,
41/3-4,5.215-232.

# Zob. Ciuciura, J. (2004), Labelled Tableaux for D2, ,Bulletin of the Section of
Logic”, 33/4, s. 223-235; Ciuciura, J. (2008), Negations in the Adjunctive Discursive
Logic, ,Bulletin of the Section of Logic”, 37/3-4, s. 143-160; Ciuciura, J. (2013), Non-
Adjunctive Discursive Logic, ,Bulletin of the Section of Logic”, 42/3-4, s. 169-182.

4 Zob.§ 3.1.

# Zob. Batens, D. (1989), Dynamic Dialectical Logics, [w:] Priest, G., Routley, R.,
Norman, J., (red.), Paraconsistent Logic. Essays on the Inconsistent, Philosophia Verlag,
Monachium, s. 187-217.
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lutnej pewnosci, co do przyjetych zalozen. Rozumowania prowadzone w obrebie
logik adaptywnych winny mie¢ zatem charakter dynamiczny. Calkowita rezy-
gnacja z logiki klasycznej nie jest jednak zbyt dobrym pomystem. Owszem, wraz
z jej odrzuceniem pozbedziemy si¢ wielu nieintuicyjnych praw logicznych, ale
utracimy réwniez wiele innych praw, co do ktérych intuicyjnoséci nie mieliby$my
zadnych zastrzezen. Batens zaproponowal nastepujace rozwigzanie. W logikach
adaptywnych uzywane beda dwie relacje konsekwencji: stabsza, zwana logika
dolng (ang. lower limit logic) — funkcje logiki dolnej moze pelnié¢ np. logika CLuN;
oraz silniejsza, zwana logika gérng (ang. upper limit logic) — utozsamiona np. z lo-
gika klasyczna. Oprocz wspomnianych relacji konsekwencji, przyjmuje si¢ do-
datkowo tzw. zbiér formut abnormalnych (ang. abnormalities) — zbior taki moga
tworzy¢ np. wszystkie formuly o postaci o A ~ a; oraz tzw. strategie adaptacyjna,
np. minimalnej abnormalnosci formut*.

(4) Australijska szkola parakonsystenciji

Gléwnym przedstawicielem australijskiej szkoly parakonsystencji jest obec-
nie Graham Priest. Do roku 1996 byl réwniez Richard Sylvan (dawniej Routley).
W duzym uproszczeniu mozna przyjaé, ze jednym z fundamentalnych zatozen
szkoly jest przeswiadczenie, iz w $wiecie obiektywnym sprzeczno$ci istniejg re-
alnie. Stanowisko Priesta nosi miano dialetheizmu. Dialetheia jest pewnym zda-
niem, powiedzmy a,, takim, ze zaréwno o jak i negacja tego zdania s3 jednocze-
$nie prawdziwe. Dialetheizm to za$ przekonanie, ze takie zdania jak dialetheia
naprawde istnieja*’.

(5) Izraelska szkola parakonsystencji

Okreslenie izraelska szkola parakonsystencji moze, na pierwszy rzut oka, wy-
dawa¢ si¢ pewnym naduzyciem. Za wyodrebnieniem jej sposréd innych szkét

4 7Zob. Batens, D. (1999), Inconsistency-adaptive Logics, [w:] Orlowska, E. (red.),
Logic at Work. Essays Dedicated to the Memory of Helena Rasiowa, Physica Verlag
(Springer), Heidelberg-New York; Batens, D. (2000), Minimally Abnormal Models
in Some Adaptive Logics, ,Synthese”, 125, s. 5-18; Batens, D. (2000b), A Survey of
Inconsistency-adaptive Logics, [w:] Batens, D., Mortensen, Ch., Priest G., Van Bendegem,
J.P. (red.), Frontiers of Paraconsistent Logic, Research Studies Press, Baldock, UK; Batens,
D. (2001), A General Characterization of Adaptive Logics, ,Logique et Analyse”, 173-175,
s.45-68; Batens, D. (2004), Extending the Realm of Logic. The Adaptive-Logic Programme,
[w:] Weingartner, P. (red.), Alternative Logics. Do Sciences Need Them?, Springer, Berlin—
Heidelberg. W jezyku polskim dostgpne jest wprowadzanie do logik adaptywnych
autorstwa Marka Nasieniewskiego. Zob. Nasieniewski, M. (2008), op.cit.

7 Zob. Priest, G., Routley, R., Norman, J. (red.) (1989), Paraconsistent Logic: Es-
says on the Inconsistent, Miinchen: Philosophia Verlag, Philosophia, Miinchen-Hamden—
Wien; Priest, G. (1990), Dialectic and Dialetheic, ,Science and Society”, 53, s. 388-415;
Priest, G. (2006), Doubt Truth to Be a Liar, Oxford University Press, Oxford.
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przemawiaja jednakze trzy fundamentalne kwestie: wzgledna jednorodnos¢ te-
matyki, proba systematyzacji systeméw logiki parakonsystentnej oraz wypraco-
wanie nowych metod formalnych. Gléwnym przedstawicielem szkoly jest Aaron
Avron, ktérego zainteresowania badawcze obejmuja zaréwno rozwazania z za-
kresu podstaw matematyki, informatyki, rachunku sekwentéw jak i, rzecz jasna,
logiki parakonsystentne;j*.

Na poczatku XXI wieku Avron opracowal koncepcje tzw. matryc niede-
terministycznych (Nmatryc)®. Idea Nmatryc logicznych zapozyczona zostala
z informatyki, $cislej od automatéw niedeterministycznych. Automat niedeter-
ministyczny jest rodzajem automatu, ktérego dzialania nie da sie do korica prze-
widzie¢* — podobnie w Nmatrycach. W standardowym, deterministycznym po-
dejéciu wartoé¢ logiczna wyrazenia zfozonego jest jednoznacznie okre$lona przez
warto$¢ logiczng podformul. W przypadku Nmatryc wartos¢ logiczna formuly
zlozonej moze by¢ okreslona niedeterministycznie dzigki pewnemu niepustemu
zbiorowi opcji*'. Nmatryce znalazly zastosowanie w semantycznej charakterysty-

ce wielu systemoéw logiki tolerujacej sprzeczno$é™.

“# Zob. Avron, A. (1999), Negation: Two Points of View, [w:] Gabbay, D.,
Wansing, H., (red.), What is Negation?, Applied Logic Series, 13, Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht-Boston, s. 3-22; Avron, A. (2008), S-valued Non-deterministic
Semantics for the Basic Paraconsistent Logic mCi, ,Studies in Logic, Grammar and Rhetoric”,
14,s.127-136.

¥ Zob. Avron, A., Zamansky, A. (2011), Non-Deterministic Semantics for Logical
Systems, [w:] Gabbay, D. M., Guenthner, F. (red.), Handbook of Philosophical Logic, 16,
Springer Publishing Company, s. 227-304.

S0 Zob. Hopcroft, J., Motwani, R., Ullman, J. (2005), Wprowadzenie do teorii
automatow, jezykéw i obliczeri, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa, § 2.3.

S Zob. Avron, A. (2007), Non-deterministic Semantics for Families of Paraconsistent
Logics, [w:] Béziau, J.-Y., Carnielli, W., Gabbay, D.M. (red.), Handbook of Paraconsistency,
Studies in Logic, 9, College Publications, London, s. 285-320.

52 Zob. Avron, A. (2007), Non-deterministic Semantics for Logics with a Consistency
Operator, ,Journal of Approximate Reasoning’, 45, s. 271-287.
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POCZATKI LOGIKI PARAKONSYSTENTNE]

Posréd prekursoréw logiki tolerujacej sprzecznoéé odnajdziemy zaréwno
autoréw, ktoérzy bezposrednio nawiazuja do idei parakonsystencji, jak i takich,
ktorzy explicite nigdy nie wskazywali na konieczno$¢ opracowania systemu umoz-
liwiajacego analize logiczng sprzecznych, lecz nietrywialnych teorii. Nie bylo to
zrédlem motywacji dla prowadzonych przez nich badan. Autorzy ci analizowali
jednak pojecie sprzecznosci oraz podwazali intuicyjno$¢ niektérych praw logiki
klasycznej, w tym — prawa przepelnienia i prawa niesprzecznosci. Do grona tego
typu tworcow naleza chocby: Lukasiewicz, Wasiliew, Ortow, Kolmogorow oraz
Johansson. Inni, tacy jak Jaskowski, da Costa lub Asenjo, znalezli w omawianej
problematyce zrddlo inspiracji dla dalszych badan. Sg twércami rachunkéw lo-
gicznych, ktére stuza — lub potencjalnie mogltyby stuzy¢ — do analizy sprzecznych,
lecz nietrywialnych teorii.

2.1. LUKASIEWICZ I ZASADA NIESPRZECZNOSCI

Zacznijmy od prostego eksperymentu. Przygotujmy trzy wzglednie duze na-
czynia. Pierwsze z naczyn wypelnijmy woda goraca, drugie — zimna, trzecie za$
— woda letnig. Wlbzmy teraz jedna reke, powiedzmy prawa, do naczynia wypel-
nionego woda goraca, lewa — do naczynia z woda zimna. Odczekajmy kilkadzie-
siat sekund, po czym umie$¢my obydwie rece w naczyniu z wodg letnig. Jakie
beda wtedy odczucia zmystowe? Otdz, z jednej strony wydawac sie bedzie, ze
woda w naczyniu jest zimna. To odczucie zapewne przypisane zostanie prawej
rece. Z drugiej natomiast, ze woda w naczyniu jest ciepla. To wrazenie przypi-
szemy bezspornie rece lewej. Woda w naczyniu z woda letnig zdaje si¢ by¢ zatem
cieplaizimnajednoczesnie. Eksperyment, zwany eksperymentem trzech naczyn
(ang. 3-bowls experiment, dosl. eksperyment trzech misek), rozwazal w XVII wie-
ku angielski filozof John Locke'. Pod koniec wieku XX eksperyment doczekal sie
bardziej wspolczesnej, neurobiologicznej interpretacji’.

Postawmy teraz przewrotne pytanie: Czy przytoczony eksperyment pod-
waza zasade niesprzeczno$ci? Zasade niesprzecznoéci mozna sformulowaé na

! Zob. Locke, J. (1690/1999), An Essay Concerning Human Understanding, The
Pennsylvania State University, Pennsylvania, 2.8.21.

? Zob. Tritsch, M.F. (1990), Temperature Sensation: The ‘3-Bowls Experiment’
Revisited, ,Die Naturwissenschaften” (, The Science of Nature”), 77/ 6, s. 288-289.
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wiele sposobdéw. Mozemy moéwi¢ o cechach obiektow. Wowczas positkujemy
sie zazwyczaj tzw. sformulowaniem ontologicznym, ktére brzmi nastgpujaco:
»T0 samo nie moze zarazem przystugiwac i nie przystugiwa¢ temu samemu pod
tym samym wzgledem” lub krécej: ,Niepodobna, azeby cos zarazem bylo i nie
bylo™. Mozna réwniez odwola¢ si¢ do pojecia sadu, gloszac: ,Najpewniejsza to
z wszystkich zasad, ze sady sprzeczne nie s zarazem prawdziwe™. W tym przy-
padku nawigzujemy do tzw. sformulowania logicznego. Termin sformufowanie lo-
giczne nie jest jednak zbyt precyzyjny, poniewaz w sformulowaniu ,Najpewniej-
sza to z wszystkich zasad...” odwolujemy sie do pojecia prawdy. To za$ pojecie ma
charakter metajezykowy. Racje wigc ma Bochenski, nazywajac to sformulowanie
metalogicznym®. Mozemy wreszcie powola¢ si¢ na nasze przekonania, twierdzac,
iz: ,Nikt nie moze wierzy¢, ze to samo jest i nie jest [...]”® Tym razem mamy do
czynienia z tzw. sformutowaniem psychologicznym. Wyodrebnienie trzech Ary-
stotelesowskich sformulowan zasady niesprzecznosci oraz ich analize zawdzig-
czamy bukasiewiczowi.

Jak widzimy, w eksperymencie trzech naczyn, probuje si¢ podwazy¢ zasade
niesprzecznosci w najbardziej dyskusyjnym jej sformulowaniu, tj. wersji psycho-
logicznej (o ile oczywiécie mamy na wzgledzie subiektywne doznania ekspery-
mentatora, a nie dopelniajqce si¢ cechy, przypisane badanemu obiektowi). Stowa
krytyczne na temat zasady niesprzeczno$ci wyrazil juz sam Lukasiewicz, piszac:

Nalezy, moim zdaniem, w koricu odrzuci¢ falszywy, cho¢ rozpowszechniony poglad, ze zasa-
da sprzeczno$ci jest najwyzsza zasada wszelkiego dowodzenia! [ ... ] istnieja zasady prostsze
i oczywistsze niz zasada sprzecznoéci, ktére moga uchodzi¢ za zasady ostatecznie i niedo-
wodliwe. Przede wszystkim nalezy do nich zasada tozsamosci, ktéra glosi: Kazdy przedmiot
posiada ceche, ktéra posiada’.

Wymienienie Lukasiewicza jako jednego z prekursoréw logiki parakon-
systentnej, cho¢ moze budzi¢ kontrowersje, ma jednak swoje uzasadnienie.
Krytykujac Arystotelesowska zasade niesprzecznosci, nieswiadomie wpisal sie
Lukasiewicz w ogdlny nurt rozwazan nad filozoficznymi podstawami logiki pa-
rakonsystentnej®.

? Arystoteles, Metafizyka, I'3, 1005b 19-20, '3, 1005a 22-23. Cyt. za Eukasiewicz, J.
(1910), O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa, Akademia Umiejetnosci, Krakow.

* Arystoteles, op. cit,, '6, 1011b 13-14. Cyt. za ibid.

S Por. Rutkowski, T. (1994), Préba kwestionowania pierwszych zasad: tozsamosci,
niesprzecznosci i wylgczonego srodka, ,Studia Philosophiae Christianae”, 30/2, s. 232.

¢ Arystoteles, op. cit. '6, 1005b 23-26. Cyt. za bukasiewicz, J. (1910), op. cit.

7 Lukasiewicz, J. (1997), Zasada sprzecznosci u Arystotelesa, ,Filozofia Nauki’, 5/1,
5. 161, 153.

$ Zob. da Costa, N.C.A., Béziau, J.Y,, Bueno, O. (1995a), op. cit., s. 111-122;
da Costa, N.C.A., Béziau, ].Y., Bueno, O. (1995b), Aspects of Paraconsistent Logic, , Bulletin
of the IGPL, 3/4, 5. 597-624.
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2.2. LOGIKA UROJONA WASILIEWA

U podstaw intuicji logicznych Wasiliewa tkwi przekonanie, iz nalezy odréz-
ni¢ $wiat realny, rozumiany jako nasz swiat materialny, od §wiata wyobrazonego,
bedacego swiatem naszych mysli. Swiat realny poznajemy dzigki zmystom i do-
swiadczeniu. Swiat ten jest przedmiotem poznania empirycznego. W refleksji
nad poznaniem $wiata realnego mozemy sformulowaé dwa — zdaniem Wasilie-
wa — bardzo wazne fakty. Po pierwsze, doswiadczenie bezposérednie nie daje wy-
starczajacych podstaw do stwierdzenia istnienia sagdoéw negatywnych. Sady nega-
tywne sa wylacznie nastepstwem wnioskowania. Zatézmy bowiem, ze mamy do
czynienia z dwoma zdaniami podmiotowo-orzecznikowymi, typu: S jest P oraz
S jest Q tudziez, ze orzeczniki P oraz Q wykluczaja sie. Jesli na podstawie danych
doswiadczenia stwierdzamy, iz S jest P, wowczas natychmiast wyprowadzamy
wniosek, ze S nie jest Q. Czynimy to na drodze rozumowania, a nie do$wiadcze-
nia empirycznego. Po drugie, istnieja w $wiecie realnym co najmniej takie dwie
cechy, Pi Q, ktdre jednoczesnie nie mogg przystugiwa¢ zadnemu przedmiotowi
z tego $wiata. Na przyklad, Zaden przedmiot S nie moze by¢ jednoczesnie, w tym
samym czasie, calkowicie bialy i calkowicie czarny. W $wiecie realnym istnieja
zatem takie wlasnosci, ktore lacznie nie przystuguja zadnemu przedmiotowi.
Na tym wlasnie spostrzezeniu opiera si¢ w koncepcji Wasiliewa pojecie negacji
i sprzecznoéci. Obydwa pojecia maja charakter wzgledny. Ich sens wiaze sie bez-
posrednio z istnieniem okre$lonej rzeczywistosci, istnieniem $wiata, w ktérym
zyjemy’.

Z drugiej strony, mozna przeciez postulowaé istnienie $wiata, w ktorym
pojecie negacji i sprzecznoéci oraz oparte na nich prawa logiczne beda, przynaj-
mniej z naszej perspektywy, pozbawione sensu. W takim $wiecie istnialyby na
przyklad takie cechy wykluczajace si¢ P i Q, ktére moglyby przystugiwa¢ row-
noczeénie temu samemu przedmiotowi w tym samym czasie. Co wiecej, dane
doswiadczenia moglyby by¢ wyslowione zaréwno w sadach pozytywnych, czy-
li moglibysmy stwierdzi¢ o danym przedmiocie S, ze jest P, jak i negatywnych,
czyli o przedmiocie S mogliby$my powiedzie, ze nie jest P. W tej sytuacji, zda-
niem Wasiliewa, nalezaloby postulowa¢ istnienie trzeciego rodzaju sadéw, tzw.
sadow sprzecznych, ktére przybralyby taka oto forme: S jest i zarazem nie jest P.
Przyjecie sadu sprzecznego skutkuje odrzuceniem prawa niesprzecznosci, rozu-
mianego jako S nie moze by¢ nie-S. A skoro prawo niesprzecznosci uzaleznione
jest od istnienia okre§lonego $wiata, ma zatem charakter wzgledny. Stwierdzenie
tego faktu prowadzi do wniosku, iz prawo niesprzeczno$ci nie nalezy do najwyz-
szych, tj. absolutnie koniecznych, zasad naszego my$lenia. W konsekwencji rodzi
si¢ watpliwo$¢, czy wszystkie prawa logiki maja ten sam charakter, co prawo nie-

® Por. Kwiatkowski, T. (1964), Wasiliewa koncepcja logiki niearystotelesowskiej,
yRuch Filozoficzny”, 22/2-4,5.213.
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sprzecznosci? Czy wszystkie prawa logiki sa wzgledne? Wasiliew daje odpowiedz
przeczaca. Otdz, aby w ogdle méc wnioskowad i wypowiada¢ sady, musimy po-
stulowac istnienie praw absolutnych. Prawa absolutne sa gwarantem logicznosci
naszych wypowiedzi. Taki charakter ma na przyklad prawo: Zaden sqd nie moze
by¢ zarazem prawdziwy i falszywy. Prawo to, zwane przez Wasiliewa prawem ab-
solutnej réznicy prawdy i falszu, ma obowigzywaé we wszystkich systemach lo-
gicznych. Prawo to nie jest jednak jedynym prawem absolutnym. Do grona tego
typu praw zaliczyt Wasiliew réwniez prawo tozsamosci i prawo racji dostateczne;j.
Prawo tozsamosci brzmi: Znaczenie termindéw w sqdzie pozostaje zawsze to samo
(nie zmienia si¢). Wasiliew nazwat to prawo ogélna zasada czynnosci poznaw-
czej sadzenia. Jedli dany system logiczny ma by¢ spdjny, nie mozemy dowolnie
zmienia¢ znaczenia uzytych w nim termindéw. Z kolei, w prawie racji dostatecznej
stwierdzamy, iz kazdy sqd musi by¢ uzasadniony (musi mie¢ swojq racje). Wasiliew
okreslil to prawo jako ogélna zasada czynnosci poznawczej wnioskowania. Prawa
absolutne, stanowiace podstawe kazdego systemu logicznego, nazywa Wasiliew
metalogika. Tak wiec, w sktad kazdego systemu logicznego wchodza dwa rodzaje
praw: wzgledne, ktore obowiazuja tylko w danym systemie logicznym oraz abso-
lutne, czyli te, ktore obowiazuja we wszystkich systemach logicznych.
Wprowadzone przez Wasiliewa rozréznienie moze prowadzi¢ do pewnych
probleméw interpretacyjnych. Z jednej bowiem strony, sady absolutne wydaja
sie mie¢ charakter bardziej ogélny, anizeli sady wzgledne (stad okreslenie ich
mianem metalogiki). Wyglada to tak, jakby sady absolutne opisywaly rzeczywi-
sto$¢ jezykowa, zas sady wzgledne odnosily sie do rzeczywisto$ci pozajezykowe;j.
Wykorzystujac wspolczesng terminologie, moglibysmy powiedzie¢, ze Wasiliew
odroéznil metajezyk od jezyka przedmiotowego. Jezyk przedmiotowy wykorzy-
stuje do opisu $wiata materialnego badz $wiata naszych mysli. Metajezyk stuzy
mu natomiast do opisu jezyka przedmiotowego. Problem polega na tym, ze Wa-
siliew nie uzywa jezyka formalnego do wyrazenia wlasnych intuicji logicznych.
Postulaty formuluje w jezyku naturalnym, totez funkcje metajezyka danego je-
zyka przedmiotowego pelni u Wasiliewa ten sam jezyk, co jezyk przedmiotowy.
Z drugiej strony, pomysly Wasiliewa moga przywodzi¢ na my$] refleksje filo-
zoficzne nad nieintuicyjnoécig niektorych praw logiki klasycznej. Wystarczy, jako
przyktad, wspomnie¢ tu o rozwazaniach na temat wlasnosci implikacji klasycznej.
Niektére implikacyjne prawa logiki klasycznej wydaja sie paradoksalne. Do ich grona
nalezy cho¢by prawo poprzedzania p — (q— p). Jeli akceptujemy p, to akceptujemy
réwniez implikacje g — p. Zauwazmy, ze q jest dowolnym zdaniem. Jesli wiec wypo-
wiemy zdanie: Bolestaw Chrobry byt pierwszym krélem Polski, to na mocy prawa po-
przedzania mozemy stwierdzi¢, iz jesli chmury na niebie sq z waty cukrowej, to Bolestaw
Chrobry byl pierwszym krdlem Polski. Nie ma zadnego zwiazku tre$ciowego miedzy
zdaniami p i g. Co wigcej, zdanie g jest fatszywe. Refleksje te daly impuls do pracy nad
stworzeniem nowych systeméw logicznych, wolnych od opisanych trudnosci inter-
pretacyjnych. Tak powstaly systemy implikacji $cislej oraz systemy logiki relewantnej.
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Podobng analiz¢ mozemy przeprowadzi¢ dla niektorych systeméw logiki para-
konsystentnej, konkretnie tych, ktére spelniaja kryteria Newtona da Costy. Przypo-
mnijmy, da Costa posréd podanych przez siebie kryteriow wymienia nastepujacy
warunek: w systemach logiki tolerujacej sprzecznos¢ prawo ~ (p A ~ p) nie jest
teza. Zauwazmy, ze prawo niesprzecznosci — oryginalnie sformulowane przez Wa-
siliewa w nieco odmienny sposéb — nalezy do grupy praw wzglednych. Nie obowia-
zuje zatem we wszystkich systemach logicznych. Jesli teraz wezmiemy pod uwage
rodzing C —system6w da Costy, widzimy, ze prawo niesprzeczno$ci wraz z prawem
przepelnienia s przykladami praw wzglednych, natomiast cala pozytywna czeé¢
logiki Hilberta, prawo wylaczonego srodka, p v ~ p, oraz jedno z praw podwdjnej
negacji, mianowicie ~ ~ p — p, nalezy do grupy praw absolutnych. W opisanym
wyzej konteksécie, Wasiliew jawi sie jako prekursor logik nieklasycznych, posréd
ktorych logika parakonsystentna zdaje si¢ zajmowac poczesne miejsce.

Idee logiczne Wasiliewa lacza sie Scisle z koncepcja geometrii Lobaczewskie-
go. Geometria Lobaczewskiego stanowi dla nich nieustajace zZrédlo inspiracji.
Odkryty przez Lobaczewskiego niesprzeczny system geometryczny, odmienny
od systemu Euklidesa, zapoczatkowal w XIX wieku rozwéj geometrii. I cho¢ nie-
zaleznie od Lobaczewskiego, podstawy geometrii nieeuklidesowej opracowano
juz na poczatku XIX, to ani Gauss, ani Bolyai nie wywarli na Wasiliewie takiego
wrazenia, jak Eobaczewski'.

Wasiliew, inspirowany odkryciem Lobaczewskiego, okreslit swoja logike
jako niearystotelesowska. Geometria Lobaczewskiego (zwana takze geometria
hiperboliczng oraz geometria siodla) powstala na skutek odrzucenia postulatu
réwnoleglosci, logika urojona Wasiliewa powstata jako efekt odrzucenia jednego
z aksjomatow logiki Arystotelesa — prawa niesprzecznosci. Zdaniem Wasiliewa,
logika Arystotelesa oparta jest na czterech prawach:

(1) prawie niesprzecznosci: S nie moze by¢ zarazem P i nie-P

(2) prawie wylaczonego $rodka: Istnieja tylko dwa jako$ciowo rézne rodzaje
sadow, tj. sady twierdzace i sady przeczace. Parom jakosciowo réznych sqdow przy-
stuguje ta wlasno$¢, ze jeden z nich jest prawdziwy, a drugi fatszywy

(3) prawie tozsamosci: Znaczenie terminéw w sqdzie nie zmienia sig

(4) prawie racji dostatecznej: Kazdy sqd musi miec¢ swojq racje.
Prawa tozsamosci i racji dostatecznej obowiazuja bezwzglednie w kazdym systemie

logicznym. Sa niepodwazalne. Maja charakter bezwzglednie konieczny, absolutny.
Prawa niesprzecznosci i wylaczonego srodka maja za$ charakter wzgledny. Obowig-

1 Por. Suchon, W. (1999), Vasil'iev: What Did He Exactly Do?, ,Logic and Logical
Philosophy”, 7, s. 134; Bazhanow, W.A. (1990), The Fate of One Forgotten Idea: Vasiliev
and his Imaginary Logic, ,Studies in Soviet Thought”, 39, s. 339.
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zuja tylko w niektorych systemach logicznych, takich na przyklad jak logika Ary-
stotelesa. Mozemy wiec je odrzuci¢. Odrzucajac prawo niesprzecznosci, akceptuje-
my tym samym twierdzenie gloszace, iz S moze by¢ zarazem P i nie-P. W rezultacie
otrzymujemy nowy system logiczny, zwany przez Wasiliewa logika urojona. W lo-
gice urojonej, prawo niesprzecznoéci nie obowiazuje. Nie obowiazuje takze prawo
wylaczonego srodka. Wasiliew zastepuje je tzw. prawem wylaczonego czwartego:

Istnieja trzy i tylko trzy rodzaje sadéw: sady twierdzace (S jest P), sady przeczace
(S nie jest P) oraz sady sprzecznosci (S jest i zarazem nie jest P). Jesli jeden z sqdéw
jest prawdziwy, dwa pozostale sq falszywe.

W tym miejscu zarysowuje sie¢ pewne podobienstwo, miedzy logika urojo-
na Wasiliewa a wielowarto$ciow logika Eukasiewicza. Zaréwno w jednym, jak
i drugim przypadku, prawo niesprzecznosci oraz prawo wylaczonego $rodka nie
obowigzuja. Inna jest jednak waga problemu i sposob jego prezentacji. Wielowar-
to$ciowa logika Eukasiewicza spoczywa na solidnych podstawach filozoficznych.
Jej powstanie bylo nastepstwem indeterministycznych pogladéw na $wiat, ktére
zywil bukasiewicz. W 1930 roku pisal:

Moge przyjac bez sprzeciwu, ze moja obecnos¢ w Warszawie w pewnej okreslonej chwili
przyszlego roku, np. w poludnie dnia 21 grudnia, dzisiaj nie jest rozstrzygnieta, ani w sensie
pozytywnym, ani w negatywnym. Jest wigc mozliwe, ale nie konieczne, ze w wymienionej
chwili bede obecny w Warszawie. Przy tym zatozeniu zdanie: Bede w Warszawie w poludnie
dnia 21 grudnia przyszlego roku dzisiaj nie jest ani prawdziwe, ani falszywe. Gdyby bowiem
bylo dzisiaj prawdziwe, to moja przyszla obecno$¢ w Warszawie bylaby konieczna, co sprze-
ciwia si¢ zalozeniu; gdyby za$ dzisiaj bylo falszywe, to moja przyszta obecnos¢ w Warszawie
bytaby niemozliwa, co takze sprzeciwia sie zalozeniu. Omawiane zdanie nie jest wiec dzisiaj
ani prawdziwe, ani falszywe, totez musi mie¢ jakas$ trzecig warto$¢, rézna od 0, czyli od fal-
szuiod 1, czyli od prawdy. Wartos¢ te mozemy oznaczy¢ jako 1/2; jest to mozliwo$¢, ktéra
wystepuje obok falszu i prawdy jako trzecia warto$¢. Rozumowaniu temu zawdziecza swoje
powstanie tréjwarto$ciowy system rachunku zdan''.

Logika Wasiliewa nie jest jednolitym, koherentnym systemem, lecz co naj-
wyzej zbiorem luzno sformulowanych idei. Wasiliew ignoruje fakt, ze sylogistyka
Arystotelesa nie stanowi calego obszaru logiki. Co wigcej, podobienstwa, kto-
rych dopatruje si¢ Wasiliew migdzy rola jaka odgrywaja w logice Arystotelesa
tzw. naczelne zasady mys¢lenia a rola aksjomatéow w geometrii euklidesowej tu-
dziez miedzy logika urojona a geometrig Lobaczewskiego sa nazbyt daleko ida-
ce®. Zilustrujmy to prostym przykladem. W geometrii Lobaczewskiego linie
moga by¢ albo przecinajace sie, albo nieprzecinajace sig, albo zbiezne. Podobna

' Lukasiewicz, J. (1961), O determinizmie, [w:] Lukasiewicz, J., Z zagadnies logiki
i filozofti. Pisma wybrane, wybor J. Stupecki, PWN, Warszawa, s. 153.

"2 Poglady Wasiliewa byly poddawane dyskusji i krytykowane juz za jego zycia.
Zob. Hessen, S.I. (1910), Review of Vasilév 1910, ,Logos”, 2, s. 287-288; Smirnow,
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analogia wystepuje u Wasiliewa. W logice urojonej sady s albo twierdzace, albo
przeczace, albo nieokreslone*.

Z biegiem lat idee Wasiliewa doczekaly sie kilku formalizacji. W 1977 roku Ayda
L. Arruda zaprezentowala trzy systemy logiczne: V1, V2 oraz V3. Litera V, obecna
w nazwie danego systemu, pochodzi od pierwszej litery anglojezycznej transkrypcji
nazwiska Wasiliew, tj. zapisu Vasiliev. Niestety, wykorzystanie kolejnych liczb natu-
ralnych I, 2, 3 na oznaczenie konkretnego systemu moze by¢ nieco mylace. Sugeruje
bowiem, ze mamy do czynienia z systemem bazowym V1, pozostale zas dwa systemy
sa jego rozszerzeniem. O ile przypuszczenie to ma swoje uzasadnienie w przypadku
systemu V2, ktory rzeczywiscie stanowi rozszerzenie systemu V1, o tyle system V3
jest juz integralna konstrukeja, bazujaca na zupelnie odmiennej koncepcji'®.

Istota formalizmu systeméw V1 i V2 opiera si¢ na prostym zabiegu syn-
taktycznym. Definiujemy dwa rdzne zbiory zmiennych zdaniowych. Pierwszy
ze zbioréw to standardowy zbiér zmiennych zdaniowych, znany z klasycznego
rachunku zdan; drugi — to tzw. zbiér zmiennych Wasiliewa. Nakladamy nastep-
nie pewne ograniczenie na zbiér schematéw aksjomatycznych systemu, wska-
zujac, w ktérych z nich zmienne Wasiliewa nie moga wystapi¢. Aby wyjasni¢ to
w bardziej precyzyjny sposob, zdefiniujmy na poczatek jezyk obydwu systemow.
W sklad alfabetu jezyk V1 i V2 wchodza nastepujace elementy:

(1) niepusty i przeliczalny zbiér zmiennych zdaniowych
(2) niepusty i przeliczalny, mozliwie skoriczony zbiér zmiennych Wasiliewa
(3) klasyczne spéjniki zdaniowe: ~, A, v, —
(4) nawiasy
Przez var oznaczmy zbidér zmiennych zdaniowych, przez varV zbiér zmiennych
Wasiliew. Zapis o & varV oznacza, ze . nie jest zmienng Wasiliewa. Pojecie formu-

ly definiujemy standardowo. W sklad zbioru schematéw aksjomatycznych syste-
mu V1 wchodza formuly:

K.A. (1911), Review of Vasil’év 1910, ,Zurnal Ministérstwa. Narodnogo Proswesciefja’,
32,s. 144-154.

"> Wasiliew byl postrzegany przez niektérych badaczy jako prekursor logiki wielo-
wartosciowej. Zob. Rescher, N. (1969), Many-Valued Logic, McGraw-Hill, New York;
Kline, G.L. (1965), N.A. Vasil'ev and the Development of Many-valued Logics, [w:] Tymie-
niecka, AT. (red.), Contributions to Logic and Methodology in Honour of ].M. Bocheriski,
North-Holland Publishing Company, Amsterdam, s. 315-326; Jammer, M. (1974), The
Philosophy of Quantum Mechnics: The Interpretations of QM in Historical Perspective, John
Wiley and Sons, New York.

'+ Zob. Arruda, AL (1977), On Imaginary Logic of N.A. Vasiliev, [w:] Arruda A.L,
da CostaN.C.A., Chuaqui R. (red.), Nonclassical Logics, Model Theory and Computability,
North-Holland, Amsterdam—New York-Oxford, s. 3-24.
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(AH*) 0, o ile o jest aksjomatem pozytywnej czesci logiki Hilberta
(tnd) oo v ~
(efg) o > (~ o — B),oilea & varV.
Jedyna nieaksjomatyczna, pierwotna regula wnioskowania jest reguta odrywania:
(RO)o, 00 > B/ B.

Podana aksjomatyzacja rézni sie tylko w niewielkim stopniu od aksjomaty-
zacji klasycznego rachunku zdan. Na poziomie jezyka wprowadzony zostaje jed-
nak dodatkowy zbiér zmiennych zdaniowych. Kluczowym dla systemu V1 aksjo-
matem staje sie¢ wéwczas (efg)’, w ktérym za o nie mozemy podstawié zmiennej
Wasiliewa. W nastepstwie, reguta ex falso quodlibet ulega pewnej modyfikacji, tj.:

(BFQ)V o, ~ o/ B, oile o & varV.

Oprécz reguly (EFQ)"! modyfikacjom podlegaja tez inne reguly, np.:
R/ ~~a,oile o & varV
R2)"a—>B,oa—>~B/~a,0ilep ¢ varV
RI)"a—>B/~B—>~a,o0ileP g varV
R4 ~a—>~B/P—>a,oileP & varV.

System V1, procz charakterystyki syntaktycznej, otrzymal réwniez charaktery-
styke semantyczng. Niech F, oznacza zbiér formut systemu V1. Funkcje V1-war-

tosciowania v, v: F,, ——> {1,0}, definiuja indukcyjnie nastepujace warunki:
(vI)v(av B)=1 wtw,gdyv(a) =1lubv(B) =1
(v2) v A B) =1 wtw,gdyv(a) =1 orazv(B) = 1
(v3) v(ae —> B) =1 wtw, gdyv(at) =0lubv(p) =1
(gvarV)jeslia & varV,tov(a) =1 wtw, gdyv(~a) =0
(evarV)jesli o € varVorazv(a) =0, tov(~ o) = 1.

Pojecie V1-tautologii definiujemy jako formule, ktdra jest prawdziwa przy do-
wolnym VI-warto$ciowaniu. Zbiér schematéw aksjomatycznych wraz z reguly
odrywania definiuja relacj¢ konsekwencji |_V1'

Twierdzenie 2.2.1. (Arruda 1977) Dla dowolnej o € F, o jest VI-tautologia
wtw, gdy f—,, ot

Jesli teraz wzbogacimy zbidr aksjomatéw systemu V1 o schemat:
(sp) a A~0,0ilea € varV

otrzymamy system V2.



Poczatki logiki parakonsystentnej 39

System V2 jest jedna z tych nielicznych konstrukcji logicznych, w ktérych
explicite wyrazono pojecie sprzecznoéci. W wiekszosci systeméw logiki para-
konsystentnej po prostu odrzuca si¢ prawo przepelnienia, za$ reguta (EFQ) jest
zwykle pusto spelniona. Nie mamy tym samym mozliwosci wyprowadzenia
sprzecznosci z dwdch zdan, z ktérych jedno jest negacja drugiego. Nie posiadamy
bowiem odpowiednich §rodkéw syntaktycznych do wyrazenia sprzecznosci. We
wspomnianych systemach, z uwagi na twierdzenie o przystosowaniu, nie moga
wszak istnie¢ dwie takie formuty, z ktérych pierwsza bylaby negacja drugiej i oby-
dwie bylyby tezami. System V2 daje taka mozliwos¢. W V2 zaréwno o jak i jej
negacja, ~ o, sa jednocze$nie tezami systemu. Dowdd:

(1)aAr~a,oilea € varV (sp)
2) (aA~a) > a (H4)

(3)a (RO), (1), (2).

Analogicznie udowodnimy, ze formuta ~ ot jest teza systemu V2. Dowody beda
poprawne pod jednym wszakze warunkiem: o jest zmienna Wasiliewa. W systemie
V2 regula ex falso quodlibet podlega podobnej, co w V1, modyfikacji, tj.:

(EFQ)" o, ~a./B,oileo & varV.

Pomimo, iz formuly o oraz ~ o s3 wyprowadzalne w V2, to poprawne ich uzycie
w przestankach reguty (EFQ)"” jest niemozliwe. Zaréwno o jak i ~ o naleza bo-
wiem do zbioru zmiennych Wasiliewa. Regula (EFQ) " wraz z aksjomatem (efq)"
nie doprowadza wigc systemu V2 do przepelnienia.

Semantyke systemu V2 uzyskamy, zastepujac znany z V1 warunek:

(evarV) jedlia € varVorazv(a) =0, tov(~ o) = 1,
innym warunkiem, mianowicie:
(evarV) jeslia € varV,tov(a) =v(~a) = 1.

Na uwage zastuguje fakt, ze zmiennym Wasiliewa oraz ich negacjom przypisano
te samg warto$¢ logiczng. Formuly o oraz ~ o sa jednocze$nie prawdziwe.

Podobnie jak w przypadku systemu V1, pojecie V2—tautologii definiujemy
jako formule, ktora jest prawdziwa przy dowolnymV2-wartosciowaniu.

Twierdzenie 2.2.2. (Arruda 1977) Dla dowolnej o € F,, o jest V2—tautologia
wtw, gdy I_m .

5 Por. § 2.7.
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W jezyku obydwu prezentowanych dotychczas systeméw obecne byly dwa
rézne zbiory zmiennych zdaniowych. Konstrukcja systemu V3 opiera si¢ na
odmiennym zalozeniu. Rozszerzamy standardowy jezyk klasycznego rachunku
zdant o nowe, nieklasyczne spdjniki, przyjmujac przy tym pewne ograniczenie:
nowe spdjniki moga wystapi¢ wylacznie w wybranych formutach.

W sklad alfabetu jezyk V3 wchodzg elementy:

(1) niepusty i przeliczalny zbiér zmiennych zdaniowych var

(2) klasyczne spéjniki zdaniowe: ~, A, v, =

(3) symbol nieklasycznej negacji ,—” oraz symbol nieklasycznej koniunkcji ,&”
(4) nawiasy.

Do zbioru formul systemu V3 zaliczymy wyrazenia zbudowane zgodnie z zasadami:

(1) kazda zmienna zdaniowa jest formula

(2) jesli o jest formula, to ~ o tez jest formuly

(3)jeslio i B sa formutami, to ot A B, ot v B, o0 = P oraz o <> 3 s3 formutami

(4) jesli p jest zmienng zdaniows, to — p jest formula

(5) jeslip i g s3 zmiennymi zdaniowymi, to p & q jest formula

(6) zadne inne wyrazenie, poza wymienionymi w punktach (1)-(5), nie jest
formuls.

Zauwazmy, iz uzycie nieklasycznej negacji oraz nieklasycznej koniunkeji ograni-
cza si¢ wylacznie do zmiennych zdaniowych.

Jesli dowolna aksjomatyzacje klasycznego rachunku zdan wzbogacimy o trzy
nastepujace schematy:

(A1) ~p>=pV(p&—p)

(A2) ~—pepv(p&—p)

(A3)' ~(p&—p)<>pVv —p,
otrzymamy aksjomatyzacje systemu V3. Jedyna pierwotna regula wnioskowania
systemu V3 jest regula odrywania (RO) o, o — B / B. Zbiér schematéw aksjo-
matycznych wraz z regula odrywania definiujg relacj¢ konsekwencji |— ..

Niestety, Arruda nie podafa explicite zadnych wskazéwek, co do sposobu
czytania wprowadzonych spdjnikéw. Majac jednak w pamieci rozwazania Wasi-
liewa na temat logiki urojonej, mozna by przyjaé, ze zapis — p nalezy rozumie¢
jako zdanie (sqd) p jest przeczace(y), za$ zapis p & — p jako zdanie (sqd) p & — p
jest sprzeczne(y).

Rozszerzenie klasycznego rachunku zdar o nowe aksjomaty umozliwia wy-
prowadzenie w systemie V3 wielu interesujacych praw, np.:
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(1) ~(pA=p)

2)~(pA(p&=p))

B)~(=pAlp&=p)

(4)—p—>~p

(8)=~pvpv(p&—p)

6) (pA=p)v(pA(p&=p))Vv(mpA(p&=p)) > o
Na szczegdlng uwage zastuguja formuly (5) i (6). W formule (5) mozna dopatry-
wac sie odpowiednika prawa wylaczonego czwartego: zdanie p jest przeczqce lub
twierdzqce lub sprzeczne. Formula (6) powiada, iz pogwalcenie zasady wylaczone-
go czwartego, grozi trywializacja systemu. Jezeli bowiem zdanie p jest jednocze-
$nie twierdzace i przeczace lub twierdzace i sprzeczne lub przeczace i sprzeczne,
to dowolna formutla o jest twierdzeniem systemu V3. Ponadto, zgodnie z pra-
wem wylaczonego czwartego, jesli jeden z sadow jest prawdziwy, dwa pozostale
sa falszywe. Pogwalcenie tej zasady, rowniez winno skutkowa¢ trywializacja V3.
Oprécz wiec (EFQ) w jej klasycznym sformulowaniu, w systemie V3 wyprowa-
dzalne sa reguly:

(EFQ1) p, —p / a, oile p jest zmienng zdaniowa

(EFQ2) p,p & —p / a, oile p jest zmienng zdaniowa

(EFQ3)—p,p & —p/ 0, oile p jest zmienna zdaniows
Regule (EFQ1) wyprowadzimy w V3 dzieki tezie (4) — p — ~ p, prawu przepel-
nienia i regule odrywania. Dowéd dla (EFQ2) jest nastepujacy:

(Dp zal.

2)p&—p zal.

(3) (p & —p)v—p  dolgczanie alternatywy, (2)

(4)—pv(p&—p)  przemiennos¢ alternatywy, (3)

(S)~p (A1), (4),regulac <> B, B/ a

o prawo przepelnienia, (1), (5) i (RO).
Dowdéd dla (EFQ3):

(1)=p zal.

2Q)p&—p zal.

3)=pvp dolgczanie alternatywy, (1)

4)pv—p przemiennos¢ alternatywy, (3)

(5) ~ (r & _‘P) (A3),(4), regula oL <> B, B/ o

o prawo przepelnienia, (2), (5) i (RO).
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Semantyka systemu V3 odbiega nieco od semantyki prezentowanych wczesniej
systeméw. Niech F_ . oznacza zbiér wszystkich formut systemu V3. Funkcje V3-war-
tosciowania v, v: F,,, —> {1,0}, definiujg indukcyjnie nastepujace warunki:

(vI)v(oe v B) =1 wtw, gdyv(a) = 1lubv(B) =1

(v2) v(a A B) =1 wtw, gdyv(a) = 1 orazv(P) = 1

(v3) v(ae = B) =1 wtw, gdy v(a) =0lubv(B) =1

(v4) v(~ o) =1 wtw, gdy v(a) =0

(var) v(p) =1 wtw, gdy v(—p) =v(p & —p) =0

(—war) (= p) =1 wtw, gdy v(p) =v(p & —p) =0

(&var) v(p & = p) =1 wtw, gdy v(p) = v(—p) = 0.

V3-tautologie definiujemy jako formule, ktéra jest prawdziwa przy dowolnym
V3-wartosciowaniu.

Twierdzenie 2.2.3. (Arruda 1977) Dla dowolnej o € F .: a jest V3-tautologia
wtw, gdy f—,, a.

Chociaz zaden z prezentowanych systeméw nie oddaje w pelni idei logiki
Wasiliewa, to wlasnie V3 wydaje sie by¢ im najblizszy. Dzigki wzbogaceniu jezyka
klasycznego rachunku zdan o dwa dodatkowe spojniki, mozliwe stalo si¢ wyraze-
nie przynajmniej niektorych intuicji logicznych Wasiliewa.

2.3. SYSTEM ORLOWA

W roku 1928 ukazuje sie interesujacy artykul Iwana Orlowa. Artykut zawiera
analize syntaktyczna pewnego systemu, ktory uznany zostat za pierwsza w dziejach
formalizacje implikacyjno-negacyjnego fragmentu systemu R logiki relewantnej'.

W logice klasycznej duza role odgrywa spdjnik implikacji materialnej. Sp6j-
nik ten cechuja jednak wlasnosci, ktére uznawane sg przez niektérych logikéow
za paradoksalne!’. Zeby si¢ o tym przekonaé, wystarczy przywotaé takie prawa
logiki klasycznej, jak:

p—>@—>q)
~(@g—>aq)—>p
(pA~p)—q.

16 Zob. Dogen, K. (1992), The First Axiomatization of Relevant Logic, ,Journal of
Philosophical Logic”, 21, s. 339.

17 Zob. np. Mares, E.D. (2012a), Relevance Logic, [w:] Zalta, EN. (red.), The
Stanford Encyclopedia of Philosophy, URL = <https://plato.stanford.edu/archives/
spr2014/entries/logic-relevance/> (dostep: 25.06.2017).
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W podanych przyktadach nie istnieje zadna szczegdlna zaleznos¢ pomiedzy for-
mula wystepujaca w poprzedniku — a formuly wystepujaca w nastepniku glow-
nej implikacji. Przez termin zaleznos¢ rozumiemy tu tzw. postulat minimalnej
relewancji, wymagajacy, aby co najmniej jedna zmienna zdaniowa wystepujaca
w poprzedniku wystepowala takze w nastepniku implikacji'®. Niestety, spetnienie
tego postulatu nie gwarantuje, iz wyrugowane zostana inne paradoksalne prawa
implikacji klasycznej, typu:

p—>(q—p)

p—>(~p—4q)

~(p=>q) > (=)
Potrzebne jest bardziej restrykcyjne kryterium. Kryterium, w ktérym stwierdza
sie na przyklad, ze zbior wszystkich zmiennych zdaniowych nastepnika powinien
zawierac si¢ w zbiorze zmiennych zdaniowych poprzednika implikacji. Postulat
ten spelnia tzw. implikacja analityczna, ktéra opracowal na przelomie lat szes$¢-
dziesiatych i siedemdziesiatych XX wieku Parry”. Wymog ten wydaje sie jednak
nazbyt rygorystyczny. W przypadku jego akceptacji, zmuszeni bedziemy odrzuci¢
wiele praw implikacyjnego fragmentu logiki relewantnej R, w tym nastepujace:

(p—=>q) > (g—>r)>@p—>r)
(r—>q) > ((r—>p)>(—>9q)
(g=>r—>(p—>q9) > (@)

Pierwsza z wymienionych formul pelni funkcje aksjomatu w systemie R
Andersona i Belnapa®. Druga pojawila sie jako jeden z aksjomatéw tzw. rachunku
slabej implikacji. Rachunek slabej implikacji, zaprezentowany w 1951 roku przez
Churcha, jest réownowazny implikacyjnemu fragmentowi systemu R*'. Trzecia
formule, jako jeden z aksjomatéw swojego systemu, wymienia Orlow.

'8 Zob. Mares, E.D., Meyer, R.K. (2001), Relevant Logics, [w:] Goble, L. (red.),
The Blackwell Guide to Philosophical Logic, Blackwell Publishers, Malden, s. 283.

1 Zob Parry, WT. (1968), The Logic of C.I. Lewis, [w:] Schilpp, P.A. (red.),
The Philosophy of C.I. Lewis, Cambridge University Press, Cambridge, s. 115-154; Dunn,
J-M. (1972), A Modification of Parry’s Analytic Implication, ,Notre Dame Journal of
Formal Logic”, 13/2, s. 195-208.

0 Zob. Mares, E.D. (2012b), The Logic R: Supplement to Relevace Logic, [w:] Zalta,
E.N. (red.), The Stanford Encyclopedia of Philosophy, URL = <https://plato.stanford.edu/
entries/logic-relevance/logice.html> (dostep 25.06.2017).

2 Zob. Dunn, J.M,, Restall, G. (2002), Relevance Logic, [w:] Gabbay, D.M.,
Guenthner, F. (red.), Handbook of Philosophical Logic, 6, Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht-Boston-London, s. 1-128.
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W sktad systemu Orlowa wchodza aksjomaty:

(nn) oo > ~~a

(nn) ~~a—a

(F7)a > ~(aa—>~a)

(pkr) (> B) > (~p—>~a)

(pk) (0 > (B =) > (B> (a—7))

(ps) (B—=v) > ((a > B) > (@ —7))
oraz regula odrywania (RO) o, o = B/ B.

Latwo dostrzec, iz system Orlowa czyni zado$¢ tylko pierwszemu z wymie-
nionych postulatéw, tj. postulatowi minimalnej relewancji**. I cho¢ system okrzyk-
niety zostal mianem pierwszej w dziejach formalizacji implikacyjno-negacyjnego
fragmentu systemu R, niektorzy dopatruja sie¢ w nim réwniez pierwszej w historii
aksjomatyzacji systemu logiki parakonsystentnej*. Dzieje sie tak, poniewaz prawo

przepelnienia p — (~ p — q) nie jest wyprowadzalne w systemie Ortowa.
Dowdéd (Alves 1992, s. 20). Rozwazmy matryce:

M= <{1; 2; 0}; {1) 2}) - ~>’

wktdrej {1, 2, 0} pelni funkcje zbioru wartosci logicznych, {1, 2} jest zbiorem war-
to$ci wyréznionych w matrycy .4, spojniki implikacji i negacji definiuja tabelki:

>)[1 2 o (~)
1 1 0 0 1 0
2 1 2 0 2 2
0 1 1 1 0 1

Aksjomaty Orlowa zawsze przyjmuja wartosci wyréznione, regula odrywa-
nia réwniez je dziedziczy. W przypadku prawa przepelnienia tak juz nie jest. Jesli
zmiennej p przypisana zostanie warto$¢ logiczna 2, za§ zmiennej g — warto$¢ lo-
giczna 0, wowczas cala formula p — (~ p — q) przyjmie warto$é 0. Wartos¢ lo-
giczna 0 nie nalezy do zbioru warto$ci wyréznionych w matrycy .. Prawo prze-
pelnienia jest wigc niezalezne wzgledem aksjomatyzacji podanej przez Ortowa.

> Oprécz wspomnianych postulatow, na szczeg6lng uwage zastuguje takze tzw. kry-
terium von Wrighta, Geacha i Smileya. Zob. Anderson, A.R., Belnap, N.D. (1962), Tauto-
logical Enatailments, ,Philosophical Studies”, 13/1-2, s. 9-10.

3 Zob. Alves, EH. (1992), The First Axiomatization of a Paraconsistent Logic,
,Bulletin of the Section of Logic”, 21/1, s. 20.
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Motywacje filozoficzne, ktérymi kierowat sie Ortow, niewiele maja wspdl-
nego z ideg logik parakonsystentnych*. Mimo to, system Orlowa spelnia ogdlny
warunek parakonsystentnosci: z pary formut o, ~ o nie wyprowadzimy dowolne-

go zdania f3.

2.4. SYSTEM KOLMOGOROWA
I LOGIKA MINIMALNA JOHANSSONA

Wymienienie takiego nazwiska jak Kolmogorow, czy tez Johansson, w gronie
prekursoréw logiki parakonsystentnej wydawa¢ sie¢ moze na pierwszy rzut oka
pewnym naduzyciem. Przeciez Kolmogorow i Johansson kojarzeni sa zwykle
z problematyka oscylujaca wokot logiki intuicjonistycznej, a nie z logikami tole-
rujacymi sprzeczno$¢. Wyjasnienia nalezy przede wszystkim upatrywaé w reflek-
sji nad nieintuicyjnoscig niektorych praw logiki. Ot6z, zaréwno Kolmogorow jak
i Johansson poddaja krytyce rzekoma intuicyjno$¢ prawa przepelnienia. Kotmo-
gorow pisal: ,[ ... ] prawo to nie ma i mie¢ nie moze zadnych podstaw intuicyj-
nych, jako ze stwierdza ono cos o konsekwencji czegos niemozliwego: musimy
zaakceptowa¢ g, jesli sad prawdziwy p traktujemy jako falszywy”>. Z kolei Jo-
hansson w jednym ze swoich listéw do Heytinga pisal o koniecznosci odrzucenia
prawa przepelnienia, albowiem ,powiada [ono], iz skoro udowodniono, ze ~p,
wowczas g wynika z p, nawet jeli wezeéniej nie bylo o tym zadnej mowy”*. Pra-
wo przepelnienia jest wiec nieintuicyjne.

Analize formalng rozpoczniemy od systemu Kolmogorowa. W 1925 roku
Kolmogorow opublikowal artykul pt. O zasadzie tertium non datur, w ktérym
zaprezentowal pewien system aksjomatyczny. System sklada si¢ z implikacyjnej
czesci pozytywnej logiki Hilberta:

a—>(Pp—>a)

(o= (a—>p))—>(a—P)
(a=>B—=>71)—>B—>(a—>7)
B->7)—>{(a—>PB)—>(a—>7))

oraz aksjomatu charakteryzujacego syntaktycznie spojnik negacji:

% 7Zob. Dosen, K. (1992), op. cit., s. 341-342.

5 Kolmogorow, A. N. (1925), O zasadzie tertium non datur (w jez. rosyjskim),
»Matematiceskij sbornik”, 32,11, § 4.

% Cyt. za van der Molen, T. (2016), The Johansson/Heyting Letters and the Birth
of Minimal Logic, s. 2, URL = <https://eprints.illc.uva.nl/696/1/X-2016-04.text.pdf>
(dostep: 05.02.2017).
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(pK) (o = B) = (o0 > ~ ) = ~ ).

Jedyna nieaksjomatyczna regula wnioskowania jest reguta (RO) o, o0 — B / B*.

Okazuje sig, ze w tak zdefiniowanym systemie nie wyprowadzimy prawa
przepelnienia. Zeby si¢ o tym przekona¢, wystarczy wzia¢ pod uwage nastepu-
jaca matryce:

M= <{1; O}; {1}) - ~>l

w ktérej {1,0} jest zbiorem wartosci logicznych, {1} - zbiorem warto$ci wyréz-
nionych w matrycy .4, spojniki implikacji i negacji charakteryzuja zas tabelki:

(=) 1 o (~)
1 1 0 1 1
0 1 1 0 1

Latwo zweryfikowa¢, iz wszystkie aksjomaty zawsze przyjmuja warto$é wyrdz-
niona. Regula odrywania takze ja dziedziczy. Nie dotyczy to jednak prawa przepel-
nienia. Wystarczy zmiennej p przypisa¢ warto$¢ wyrdzniong, zas zmiennej g — war-
to$¢ 0, wowczas 1 = (~1—>0)=1— (1 - 0) =1 — 0 = 0. Prawo przepelnienia
jest zatem niezalezne wzgledem aksjomatyzacji podanej przez Kolmogorowa®.

Teza systemu Kolmogorowa jest natomiast formuta o postacip — (~p — ~q)*.
Wyprowadzalny jest réwniez pewien wariant reguly ex falso quodlibet:

(EFQ) o, ~a/ ~B.

Dowéd dla (EFQ)":
(1) a zal.
2)~a zal.
B)p—>a aksjomat a. — (fp — a), (1), (RO)
4)B—>~a aksjomat ~a.— (p —> ~ a), (2), (RO)
~B (pK), (3), (4), (RO).

27 Por. Uspensky, V.A. (1992), Kolmogorov and Mathematical Logic, ,The Journal of
Symbolic Logic”, 57/2, . 387.

* W aksjomatach podanych przez Kolmogorowa nie wystepowaly symbole me-
tazmiennych, tylko zmienne zdaniowe. W rezultacie, oprécz reguly odrywania, obecna
byla w systemie takze regulta podstawiania.

? Por. Jaskowski, S. (1948), Rachunek zdan dla systeméw dedukcyjnych sprzecznych,
,Studia Societatis Scientiarum Torunesis”, 1/5, s. 61.

% Dowdd zob. ibid., s. 61-62.



Poczatki logiki parakonsystentnej 47

Z pary formut o, ~ o nie wydedukujemy dowolnego zdania 3. Wyprowadzi-
my wszakze jego negacje. Co ciekawe, do analogicznych wnioskéw dojdziemy
rowniez wtedy, gdy analizie poddamy tzw. logike minimalng Johanssona, tj. im-
plikacyjna logike Hilberta wzbogacona o aksjomat:

) (0> ~B) = (B—>~a)

Nie jest to niczym zaskakujacym, zwazywszy na fakt, iz logika minimalna Johans-
sona jest rownowazna systemowi Kolmogorowa.

Minimalna logika Johanssona jest nie tylko réwnowazna systemowi Kol-
mogorowa, ale réwniez aksjomatyzacji opartej na implikacyjnej logice Hilberta
i dwoch nastepujacych schematach:

a—>(~a—>~p)
(a—>~a)—~o.

Jedyna pierwotng nieaksjomatyczna regula wnioskowania jest regula odrywania®.

2.5. LOGIKA DYSKUSYJNA JASKOWSKIEGO

W 1948 roku Stanistaw Jaskowski publikuje pierwszy z artykulow po-
$wieconych logice dyskusyjnej pt. Rachunek zda# dla systeméw dedukcyjnych
sprzecznych. Rok pézniej ukazuje sie praca O koniunkcji dyskusyjnej w rachunku
zdati dla systeméw dedukcyjnych sprzecznych. Powstaly system oznacza symbo-
lem D2. Logika dyskusyjna Jaskowskiego powszechnie uznawana jest za pierw-
szy — pod wzgledem historycznym — formalny system logiki parakonsystentnej.

Istnieja, co najmniej dwa gléwne powody, dla ktérych Jaskowski opracowat
system logiki dyskusyjnej. Pierwszy, zwiazany jest z bogactwem znaczeniowym wy-
razen jezyka naturalnego. Otdz, w Zyciu codziennym, a bywa, ze i w nauce, operuje-
my wyrazeniami o znaczeniu wieloznacznym, nieostrym badz okazjonalnym. Kaz-
de za$ niefrasobliwe uzycie takiego wyrazenia moze doprowadzi¢ do pozornych
sprzecznosci. Pojawienie si¢ sofizmatéw albo tzw. sporéw stownych (logomachie)
to zaledwie dwie z wielu mozliwych konsekwencji opisanego problemu.

Sytuacja ulega komplikacji, gdy nieprecyzyjna terminologia wkrada sig
w szeregi konkretnej dyscypliny naukowej lub pojawia sie w zbiorze przepiséw
prawnych. Woéwczas nawet drobne réznice w interpretacji znaczenia danego wy-
razenia moga pociagac za soba powazne konsekwencje®.

31 Zob. Johansson, L. (1937), Der Minimalkalkiil, ein reduzierter intuitionistischer
Formalismus ,,Compositio Mathematica’, 4, s. 119-136.

32 Zob. Nowak, M. (1998), Kripke Semantics for Some Paraconsistent Logics, ,Logica
Trianguli’, 2, s. 87-101.

33 Wiecej na ten temat zob. np. Brozek, A., Jadacki, J. (2005), Reforma terminologii
muzycznej, ,Sztuka i Filozofia”, 26, s. 206-228; Mazglewski, A. (2005), Niescistosci termi-
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Sam Jaskowski nie precyzuje, jakie s mozliwe przyczyny bledéw jezyko-
wych: czy s3 to bledy wynikajace z niestarannosci méwienia (a moze i chaotycz-
nego myslenia) rozméwcy, czy tez $wiadomego pogwalcenia zasad gramatyki je-
zyka naturalnego. Jaskowski koncentruje si¢ nie na przyczynach, lecz na skutkach
opisanego stanu rzeczy (w wymiarze formalno-logicznym).

Drugi wazny powdd, dla ktérego opracowano D2, zwigzany jest z rolg, jaka
odgrywa pojecie hipotezy w naukach empirycznych. I tym razem, podobnie jak
w przypadku jezyka naturalnego, Jaskowski nie okresla dokladnie, co rozumie
przez termin hipoteza oraz nie podaje zadnej klasyfikacji nauk empirycznych.
Ogranicza si¢ do lakonicznego stwierdzenia, iz w toku rozwoju tych nauk zda-
rza sig, Ze nie jeste$my w stanie wyjasni¢ wynikéw doswiadczenia przy pomo-
cy jednolitej, niesprzecznej teorii. Wyjasniajac lub tlumaczac badane zjawiska,
postugujemy sie odregbnymi hipotezami, noszacymi miano hipotez roboczych.
Badamy rzeczywisto$¢, uzywajac alternatywnych modeli zjawisk. Dokonujemy
proby opisu wybranych aspektéw rzeczywisto$ci. Hipotezy robocze, alternatyw-
ne modele nie zawsze s3 miedzy soba zgodne. Stajemy wiec ponownie w obliczu
problemu istnienia sprzecznosci pozorne;.

Powstaje pytanie: Jak powyzsze obserwacje wyrazi¢ w jezyku formalnym?
Zdaniem Jaskowskiego, pytanie sprowadza sie do kwestii wyboru rachunku lo-
gicznego, ktory spelnialby nastepujace wymogi: po pierwsze, w zastosowaniu
do teorii sprzecznych nie bedzie pociagal ich trywializacji. Co oznacza, ze mimo
pojawienia si¢ sprzecznosci, maja istnie¢ zdania (co najmniej jedno), ktére be-
dziemy w stanie sfalsyfikowa¢. Podwazamy tym samym zasade ex falso quodlibet.
Jak zobaczymy niebawem, D2 jest przykladem logiki tolerujacej sprzecznos¢ nie
dlatego, ze mozliwe jest w nim wspolistnienie dwoch zdan, z ktérych jedno jest
zaprzeczeniem drugiego, lecz dlatego, iz z pary zdan o, ~o nie wydedukujemy
dowolnego zdania 3; po drugie, ma to by¢ konstrukeja na tyle zasobna w zbidr
twierdzen, aby umozliwi¢ praktyczne wnioskowanie. Mozna przeciez wyobrazié
sobie rachunek posiadajacy zaledwie kilka twierdzen. Niestety, jego walory prak-
tyczne, przynajmniej w tym kontekscie, zostang zakwestionowane; i wreszcie, po
trzecie, powstaty rachunek logiczny ma posiada¢ uzasadnienie intuicyjne.

Rézny jest stopien realizacji powyzszych warunkéw i obiektywna ich oce-
na. Zwlaszcza ostatni z wymienionych nie jest pozbawiony duzej dozy subiekty-
wizmu. Spelnienie warunku pierwszego daje gwarancje, Ze mamy do czynienia
z systemem logiki parakonsystentnej.

Podazajac $ladem Jaskowskiego, dokonajmy teraz wyboru rachunku logicz-
nego, ktéry umozliwi nam wyrazenie intuicji. Analize rozpoczniemy od prezen-
towanego w § 2.4 systemu Kolmogorowa. Przypomnijmy: prawo przepelnienia
nie jest wyprowadzalne w tym systemie. Wyprowadzalna jest natomiast formuta

nologiczne w przepisach prawa polskiego o zawieraniu matzeristw wyznaniowych ze skutka-
mi cywilnymi i ich praktyczne konsekwencje, ,Jus Matrimoniale”, 10/16, s. 193-206.
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o postaci p = (~ p = ~ q). Pomimo, iz z pary formut o, ~ o nie wydedukujemy
dowolnej formuly 3, to wydedukujemy jej negacje. Zdaniem Jaskowskiego, jest to
stan bliski trywializacji systemu. To rozwiazanie nalezy wigc odrzucic.

Drugim analizowanym przez Jaskowskiego systemem, byl system implikacji
$cislej Lewisa. Jesli znak ,—” rozumie¢ bedziemy jako symbol implikacji $cislej,
wowczas nietrudno zauwazy¢, iz prawo przepelnienia nie jest twierdzeniem tego
system. Twierdzeniami s3 natomiast formuty:

(F2) (p>q) > (~(p—>q) —>7)

(efq)" (p A ~p) > 4.
Odnotujmy w tym miejscu, ze (F2) jest teza w tych i tylko tych systemach impli-
kacji $cislej, ktore sa definiowalne semantycznie przez modele Kripkego z prze-
chodnig relacja osiagalno$ci. Formuta (F2) nie jest zatem teza (odpowiednika)
modalnego systemu K. Koszty jakie musimy zaplaci¢ za to uscislenie sa jednak
dos¢ wysokie. Zbior tez zawierajacych jedynie $cista implikacje jest na tyle ubogi,
ze rozwazany system nie mialby tu wiekszego znaczenia praktycznego. A jest to
jeden z gléwnych warunkoéw, jakie wymienit Jaskowski.

Kolejnym krokiem byta analiza jednego z systeméw logiki wielowartoscio-
wej**. Niestety, i tym razem, system nie spelnil oczekiwan. Okazuje sig, ze do
zbioru tez analizowanego systemu nalezy dowolna formula o postaci:

(efq)"p = (~p = (~~p—4q)).
Obecno$¢ trzech formut: p, ~ p, ~ ~ p, trywializuje system. W rezultacie, Jaskowski

zaniechal wszelkich préb budowy systemu logiki dyskusyjnej na bazie logiki wielo-
wartosciowej. Jak sam pisal:

Jesli chodzi o systemy rachunku zdan, ktére moga by¢ zdefiniowane przez podanie wielo-

warto$ciowej macierzy, to nie s3 mi znane publikacje pozostajace w bezposrednim zwiazku

z omawianym tu zagadnieniem [...]*.

Na szczgécie, znane byly Jaskowskiemu publikacje na temat innego systemu
logicznego, ktéry sprostalby oczekiwaniom i ktéry méglby stanowi¢ baze inter-
pretacyjng dla dalszych rozwazan. Takim systemem okazat sie system logiki mo-
dalnej SS. Zanim jednak przyjrzyjmy sie blizej zaproponowanej przez Jaskow-
skiego interpretacji, oméwimy pojecie asercji dyskusyjnej.

Punkt wyjécia stanowi obserwacja zycia codziennego. Niemal kazdego dnia wi-
dzimy i styszymy ludzi dyskutujacych na okreslony temat. Mozemy wéwczas pokusié
sie o pewien myslowy eksperyment. Sprobujmy zlaczy¢ w jednolita calos¢ mozliwie
wszystkie zdania wypowiedziane w trakcie dyskusji i uformowa¢ co$ na ksztalt listy
wypowiedzi. Zauwazmy, ze wystarcza zaledwie dwie osoby, ktére przyktadaja inny

3 Jaskowski mial na mysli system £°, Stupeckiego. Zob. § 3.3.
35 Jaskowski, S. (1948), op. cit., s. 63.
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sens do wypowiadanych przez siebie stéw, aby nawet drobne réznice znaczeniowe
doprowadzily do pozornych sprzecznosci. Jako srodek zaradczy, nalezaloby kazde ze
zdan poprzedzi¢ zastrzezeniem: wedlug pogladu jednego z uczestnikow dyskusji albo
przy pewnym znaczeniu uzytych w dyskusji terminéw. Takie dzialanie pomogloby od-
r6zni¢, w pewnym stopniu, osoby, ktore zabraly glos w dyskusji. Dla Jaskowskiego byt
to wystarczajacy powdd, zeby wprowadzi¢ pojecie asercji dyskusyjnej.

Sens przypisywany asercji dyskusyjnej rézni sie od tego, ktéry przypisuje
sie asercji klasycznej. Asercja klasyczna jest spojnikiem ekstensjonalnym, ktory
intuicyjnie odpowiada tym zwrotom jezyka potocznego, ktére maja za zada-
nie ekspresyjne wzmocnienie wypowiedzi. Méwimy na przyklad: Odwiedzitem
dziadka w szpitalu, ale méwimy takze: Naprawde odwiedzitem dziadka w szpitalu,
gdzie stowo naprawdg pelni funkcje wzmocnienia (asercji). Asercja klasyczna nie
zmienia wartosci logicznej zdania. Zdanie prawdziwe pozostanie zdaniem praw-
dziwym, zdanie falszywe — falszywym. Z kolei, asercja dyskusyjna zawiera w so-
bie implicite zastrzezenie wedlug pogladu jednego z uczestnikéw dyskusji lub przy
pewnym znaczeniu uzytych w dyskusji terminéw, nie moze by¢ zatem traktowana
jako spojnik ekstensjonalny. Jaskowski, opisujac role i znaczenie asercji dyskusyj-
nej, odwolal sie do logicznych i cze$ciowo filozoficznych intuicji: Jesli zapisujemy
pewne zdanie o, to powinniémy nada¢ mu taki sens intuicyjny, jakby zdanie o
bylto poprzedzone spéjnikiem SS-mozliwosci. Tym samym Jaskowski utozsamit
asercje dyskusyjna z jednym ze sp6jnikéw znanych z logiki modalne;.

W tym miejscu pojawia sie problem. Okazuje si¢ bowiem, ze D2 — o ile ma spel-
ni¢ nasze oczekiwania — nie da si¢ w prosty sposéb nadbudowa¢ nad zwykla logika
dwuwartosciowa. Zrédlo klopotu tkwi w regule odrywania. Otéz, jesli implikacje
rozumie¢ bedziemy na wzor klasyczny, wéwczas z pary zdari o0 — [3 oraz o, posiada-
jacych intuicyjny sens mozliwe, ze jezeli o, to B oraz mozliwe, ze o, nie wynika zdanie
B3, rozumiane jako mozliwe, ze . Dzieje si¢ tak, poniewaz reguta 0at, O(o0 — B) / 0B,
nie jest reguly systemu SS. W rezultacie, stajemy wobec konieczno$ci zdefiniowania
nowego spdjnika logicznego, ktory zastosowany do tez dyskusyjnego rachunku zdan,
posiadatby wlasnosci przynajmniej czesciowo analogiczne do tych, jakie posiada im-
plikacja klasyczna. Tym spéjnikiem okazala sie implikacja dyskusyjna.

Definicja 2.5.1. . —>, B := O — B.

Z filozoficznego punktu widzenia, definiens ma odpowiada¢ konkretnym
zwrotom jezyka potocznego, typu: jesli ktokolwiek twierdzi, ze o, to f8 lub jezeli
przy pewnym dopuszczalnym znaczeniu wyrazéw a, to . Niemniej, za przyjeciem
definicji 2.5.1 przemawia gléwnie czynnik merytoryczny, tj. odrzucenie reguly
ex falso quodlibet oraz mozliwie wielu wariantéw prawa przepelnienia. Dla ilu-
stracji, przyjrzyjmy sie blizej dwom alternatywnym charakterystykom spdjnika
implikacji dyskusyjnej. I tak, konsekwencja definicji o — 3 := 0o — 03, bylaby
konieczno$¢ przyjecia jako tezy, formuly o postaci (p =, q) =, (~ (p =, 9) =, 7).
Para formut p — g oraz ~ (p —, q) trywializuje system. Akceptacja za$ definicji
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o —>, B := a — OB, prowadzi natychmiast do akceptacji prawa przepelnienia
jako tezy systemu. Co wigcej, reguta ¢at, 0 (o0 — OP) / P nie jest regula systemu
SS. Powstaly system nie bylby wiec zamkniety na regule odrywania dla tak rozu-
mianej implikacji.

Definicja implikacji dyskusyjnej umozliwia modyfikacje reguty odrywania:

(RO)) o, a0 —,B/B.

Zmodyfikowana (RO,) jest jedyna, obok reguty podstawiania (Sub), reguta
pierwotng dyskusyjnego rachunku zdan. W dalszej czgéci pracy, bedziemy gtow-
nie operowa¢ schematami aksjomatéw, totez (Sub) stanie sie zbyteczna.

Podobnym, co implikacja modyfikacjom ulegta takze réwnowazno$¢ dys-
kusyjna:

Definicja 2.5.2. 0. <>, B := (0ot = B) A (OB — Oav).

Namocy definicji 2.5.2 wyrazenie o <>, 3 znaczy tyle, co jednoczesnie; po pierw-
sze, jezeli mozliwe, ze a, to f; i po drugie, jezeli mozliwe, ze 5, to mozliwe, ze . Trafnos¢
definicji poteguje fakt, iz inna — jak si¢ wydaje, prostsza i czytelniejsza — definicja
réwnowaznosci dyskusyjnej o <>, 3 := 0oL <> O3, oznaczalaby przyjecie jako tezy
systemu dyskusyjnego formuly o postaci (p <>, q) =, (~ (p <>, 9) =, ). Para
formut p <>, q oraz ~ (p <>, q) trywializuje system. Jeszcze wicksze komplikacje
pojawilyby sie wraz z przyjeciem definicji a. <>, B := (0o = B) A (OB — ).
Wiedy nalezatoby zaakceptowaé (p <>, ~p) =, q jako teze systemy dyskusyjnego.

D2 mozna wzbogaci¢ dodatkowo o definicje koniunkgji dyskusyjnej:

Definicja 2.5.3. a. A, B := o A OB,
ktéra umozliwia uproszczenie definicji rownowaznosci dyskusyjnej:
Definicja 2.5.2. o <>, B := (. =, B) A, (B —, ).

Jaskowski poczatkowo nie bral pod uwage koniunkeji dyskusyjnej jako jednego
z pierwotnych spdjnikow systemu. W artykule pochodzacym z 1948 roku do zbio-
ru formul zaliczyl jedynie wyrazenia zbudowane zgodnie z ponizszymi zasadami:

(1) kazda zmienna zdaniowa jest formulg (zbiér zmiennych zdaniowych jest
zbiorem niepusty i przeliczalnym),

(2) jesli o jest formula, to ~ a. tez jest formula,

(3) jesli oi B sa formutami, to o A B, oL v B, o0 =, B oraz o1 <>, B sa formutami,

(4) zadne inne wyrazenie, poza wymienionymi w punktach (1)—(3), nie jest
formutla.

Dopiero rok pézniej, w kolejnej pracy, rozszerzyl alfabet jezyka systemu o nowy
spojnik, ktorym wlasnie byla koniunkcja dyskusyjna.
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Mozna zaryzykowa¢ twierdzenie, ze Jaskowski zbudowal dwa odmienne wa-
rianty systemu logiki dyskusyjnej: pierwszy, w ktéorym decydujaca role odgrywa
intuicja, méwiaca, iz dyskusja staje si¢ przepelniona, gdy co najmniej jeden z jej
uczestnikow zaprzeczyl sam sobie. Co znajduje formalne uzasadnienie w akcep-
tacji formuly (p A ~ p) =, g jako tezy D2. Uczestnik dyskusji wypowiada zdanie
P, po czym przystaje na jego zaprzeczenie ~p. Dalsza dyskusja, o ile ma by¢ racjo-
nalna, nie ma sensu. Zmieniamy jej przedmiot, wypowiadajac zdanie q.

W drugim wariancie systemu wiodaca rolg, z filozoficznego punktu widze-
nia, pelni pojecie sprzecznosci pozornej. W komunikacji miedzyludzkiej istnienie
sprzecznosci o podlozu terminologicznym nie prowadzi przeciez do calkowitej
dowolnosci tematycznej w dyskusji. Nalezy wiec odrzuci¢ teze (p A, ~p) —>, q.
Jeden z uczestnikéw dyskusji wypowiedzial zdanie p, inny mu zaprzeczyl, wypo-
wiadajac zdanie ~p. Nie mozna arbitralnie zaktada¢, ze obydwaj uczestnicy dys-
kusji zawsze w ten sam sposéb rozumieja znaczenie uzytych wyrazen (sprzecz-
no$é natury terminologicznej).

W literaturze przedmiotu®® mozna natkna¢ sie na jeszcze jeden przyklad defi-
nicji koniunkcji dyskusyjnej, tj. o A, 3 := ¢ A B. Roznica, wydawaloby si¢ kosme-
tyczna, ma znaczace konsekwencje logiczne. Wystarczy wzia¢ pod uwage tabele:

Formuta anP aAOB dan P
~(pe~p) tak tak tak
(peq)>,(q-p) tak tak tak
~(p- ‘1) >~ (‘1 'P) tak nie nie
p—>.~(q+~p) tak nie tak
P>~ (~p+q) tak tak nie
p—(qa—>,(p-q) nie tak tak

Po lewej stronie tabeli widnieja przykltady kilku formul, w ktérych zamiast
konkretnego spdjnika koniunkcji uzyty zostat uniwersalny znak ,,«”. W pozosta-

36 Zob. Arruda, A.L (1989), Aspects of the Historical Development of Paraconsistent
Logic, [w:] Priest, G., Routley, R., Norman, J. (red.), Paraconsistent Logic, Philosophia,
Miinchen-Hamden-Wien, s. 99-130; Ciuciura, J. (2005), On the da Costa, Dubikaj-
tis and Kotas” System of the Discursive Logic, D2, ,Logic and Logical Philosophy”, 14/2,
s. 235-252; Da Costa, N.C.A. (1975), Remarks on Jaskowski’s Discussive Logic, ,Re-
ports on Mathematical Logic”, 4, s. 7-16; Da Costa, N.C.A., Doria, F.A. (1995), On
Jaskowski’s Discussive Logics, ,Studia Logica’, $4/1, s. 33-60; Kotas J. (1975), Discussive
Sentential Calculus of Jaskowski, ,Studia Logica”, 34/2, s. 149-168; Kotas, J., da Costa,
N.C.A. (1989), Problems of Modal and Discussive Logics, [w:] Priest, G., Routley, R., Nor-
man, J. (red.), Paraconsistent Logic, Philosophia, Miinchen-Hamden-Wien, s. 227-244.
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tych kolumnach, oznaczonych kolejno przez ,o A B, ,o A OB” oraz ,0a A 37
figuruja odpowiedzi (twierdzace lub przeczace) na pytanie: Czy jesli w danej
formule, zawierajacej uniwersalny znak ,«”, zastapimy ,,«” konkretnym symbolem
koniunkgji, to otrzymamy wyrazenie, ktdre jest teza systemu dyskusyjnego?

Otéz, prawa niesprzecznosci oraz przemiennosci wzgledem koniunkcji sa teza-
mi kazdego z rozwazanych systemow. Niezaleznie, czy symbol ,,«”, zastapimy ,A”,
czy tez spdjnikiem koniunkcji dyskusyjnej. W kazdej z trzech kolumn pojawia sig
wiec odpowied? twierdzaca. Schemat ~ (p « q) —, ~ (g + p) jest tezg juz tylko
wtedy, gdy ,«” zastapimy symbolem ,A”. Dzieje sie tak, poniewaz teza systemu S5
jest wyrazenie 0(0~ (p A g) = ~ (g A p)), rozumiane jako translacyjny odpo-
wiednik formuly ~ (p A q) =, ~ (q A p). Tezami S5 nie s3 za$ wyrazenia (O~
(p A 0q) > ~ (g A Op)) oraz O(O~ (Op A q) = ~ (0g A p)), bedace translacyj-
nym odpowiednikami formuly ~ (p A, q) =, ~ (g A, p). W kolumnie ,a A ”
widnieje zatem slowo ,tak” Podczas, gdy w pozostalych dwéch kolumnach odpo-
wiedz jest przeczaca.

Analizujac kolejno dalsze formuly i podstawienia, dojdziemy do wniosku, ze
mamy do czynienia nie tylko z réznymi definicjami koniunkgji, ale faktycznie juz
nie z dwoma, lecz trzema, r6znymi wersjami systemu logiki dyskusyjne;.

Dodajmy na marginesie, ze Jaskowski oponowal przeciwko rozumieniu ko-
niunkcji dyskusyjnej jako o A, B := 0o A OB, gdyz do zbioru tez nalezaloby
zaliczy¢ formule o postaci (p A, q) =, (~ (p A, ) =, ). Bylby to stan bliski
trywializacji systemu.

Istnieje wiele nieporozumien dotyczacych logiki dyskusyjnej, ktérych pod-
lozem stal si¢ spojnik koniunkcji. Jednym z nich jest dopatrywanie si¢ w D2 przy-
ktadu logiki, ktéra nie jest zamknigta na regute dotaczania koniunkeji:

(DK) a, B/ o A B

Twierdzenie to bedzie prawdziwe dopdki, dopéty spojnik koniunkeji nie jest
rozumiany zgodnie z definicja o A B := ot A OB lub o A, B := Ot A B. Zauwazmy
bowiem, ze regula

(DK)) o, B/ o A, B,
jest regula logiki dyskusyjnej, poniewaz SS jest zamkniety zaréwno na regule:

(ODK) 00, OB / 0o A OB),

37 Por. da Costa, N.C.A., Doria, F.A. (1995), On Jaskowski’s Discussive Logics,
,Studia Logica’, 54/1, s. 33-60; Priest, G., Routley, R. (1984), Introduction: Paraconsistent
Logics, ,Studia Logica’, 43/1-2, s. 3-16; Priest, G., Routley, R. (1989), First Historical
Introduction. A Preliminary History of Paraconsistent and Dialethic Approaches, [w:] Priest,
G., Routley, R., Norman ]J. (red.), Paraconsistent Logic: Essays on the Inconsistent,
Philosophia Verlag, Philosophia, Miinchen-Hamden-Wien. s. 3-75.
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jakina
(ODK)* 0, OB / 0(0au A B).

Nie jest natomiast zamkniety na regule 0o, O3 / 0 (o A B).

Zrédlem tego nieporozumienia jest fakt, iz zaréwno Jaskowski jak i pozniejsi
autorzy uzywali wspolnego terminu logika dyskusyjna oraz symbolu D2, na ozna-
czenie odmiennych konstrukeji logicznych. W przypadku Jaskowskiego, moz-
na to thumaczy¢ tym, ze dokonat on rozszerzenia alfabetu jezyka o nowy sym-
bol koniunkgji. Alfabet ten zwieralby wiec oprécz symbolu ,A” réwniez symbol
2N, - Zauwazmy jednak, ze symbol ,A” staje si¢ wowczas zbyteczny. Zapis o A
B mozna bowiem traktowa¢ jako skrét definicyjny wyrazenia ~ (~ o v ~ B).
W przypadku za$ autoréw spoza Polski, Zrédta nalezy dopatrywac¢ si¢ w braku, do
korica lat dziewig¢dziesiatych ubiegtego wieku, przektadu na jezyk obcy artykutu
O koniunkcji dyskusyjnej w rachunku zda# dla systeméw dedukcyjnych sprzecznych.
Do tego czasu wylacznie polskojezyczni czytelnicy byli w stanie czyta¢ prace Jas-
kowskiego na temat koniunkcji dyskusyjne;.

Dla da Costy, Dubikajtisa, Kotasa oraz innych autoréw przyjmujacych za
punkt wyjécia definicje a A, B := 0o A B, wybdr zdawal sie by¢ podyktowany
wzgledami formalno-logicznymi. Aby to wyjasni¢, przyjrzyjmy sie podanym re-
gutom wnioskowania:

(Doa—>,B//~(~PAra)
(1)'a—,B//~(anr,~B)
(2) ~ (A B)//~(B A, o)

Latwo zweryfikowad, niezaleznie od tego, ktéra definicje koniunkeji dysku-
syjnej zaakceptujemy, iz system D2 nie jest zamkniety na regule (2). Oryginalny
system Jaskowskiego zamkniety jest natomiast na regute (1), gdy tymczasem re-
gula (1)* jest w nim zawodna (wystarczy postawi¢ zmienna p za o oraz q za f3).
System da Costy, Dubikajtisa i Kotasa zamkniety jest na regule (1)*, ale nie na
(1). Reguta (1)* z formalnego punktu widzenia, wydaje si¢ bardziej naturalna
anizeli (1). Przywodzi na mysl standardowe rozumienie implikacii.

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, zauwazmy, iz logika dyskusyjna
D2, zostala zdefiniowana przez interpretacje w terminach systemu logiki modal-
nej SS. Precyzyjnie wyraza to kolejna definicja:

Definicja 2.5.4. D2 := {o. €F,: 'otr(a)' e S5},

gdzie o jest formul wyrazona w jezyku systemu D2, F, oznacza zbi6r wszystkich
formul systemu logiki dyskusyjnej, symbol ¢ to znany z S5 spojnik mozliwosci,

3 Uzyty symbol ,//” oznacza, ze wynikanie zachodzi w obydwu kierunkach.
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z kolei tr oznacza funkcje przeksztalcajaca jezyk systemu D2 w jezyk systemu SS§,
okre$long nastepujaco:

(1) tr(p) =p, gdzie pjest dowolna zmienna zdaniows, symbolicznie: p € var# &
(2) tr(~ o) ="~ tr(a0)

(3) tr(a v B) = "tr(a) v tr(B)!

(4) tr(an B) = "tr(a) A Otr(B)'

() tr(a. >, B) = otr(a) = tr(B).

Wypowiadamy w jezyku D2 pewne zdanie, powiedzmy, o.. Dokonujmy prze-
ktadu zdania o na jezyk systemu SS. Translacja przebiega w dwoéch etapach. Po
pierwsze, pozbywamy si¢ wszystkich sp6jnikéw dyskusyjnych zgodnie z definicja
funkciji przekladu tr. Nastepnie zdanie tr(ct) poprzedzamy zastrzezeniem wedlug
pogladu jednego z uczestnikow dyskusji..., tj. spoéjnikiem mozliwosci ¢. Otrzymu-
jemy ostatecznie zdanie ¢tr(o). Mozemy teraz sprawdzié, czy podane zdanie
jest teza (ewentualnie tautologia) systemu SS. Funkcja przektadu, jak wida¢, ma
wymiar metalogiczny: Skoro system SS§ jest rozstrzygalny, rozstrzygalny jest takze
system logiki dyskusyjne;.

System D2 mozna by dodatkowo wzbogaci¢ o symbole klasycznej implikacji
— oraz réwnowaznoéci <>. W D2 mieliby$my, wiec po dwa symbole implika-
cji oraz réwnowaznosci (klasyczne i dyskusyjne). Posuniecie to nie ma wigksze-
go znaczenia praktycznego. W D2 tak elementarna regula wnioskowania, jak re-
gula odrywania dla implikacji materialnej, jest zawodna.

Operowanie opisana przez Jaskowskiego metoda translacji to czestokro¢
proces zmudny i dlugotrwaly. Chcac okresli¢, czy dana formula nalezy, czy tez
nie nalezy do zbioru wyrazen prawdziwych systemu D2, kazdorazowo zmuszeni
jestesmy dokonywac jej przekladu na jezyk systemu SS. Powstaje wigc pytanie:
Czyz nie prosciej byloby operowa¢ semantyka niezalezng wzgledem translacji?
Odpowiedz przynosi definicja modelu dyskusyjnego.

Modelem dyskusyjnym M jest para uporzadkowana <W, v>, gdzie W jest nie-
pustym zbiorem puntéw, za$ funkcja warto$ciowania v przypisuje kazdemu ele-
mentowi ze zbioru var x W dokladnie jedng z dwédch wartosci logicznych, tj. v:
var x W—— {1,0}, w sposéb nastepujacy:

(var) v(p, x) = 1 wtw, gdy x € v(p).

Kazde wartosciowanie v mozna indukcyjnie rozszerzy¢ do funkgji v, v': F, x
W —— {1,0}, jak nastepuje:

(var) v'(p,x) =v(p,x),dlap € var
(v1)v'(~a,x) =1 wtw,gdyv'(o, x) =0
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(v2) v'(av B,x) =1 wtw, gdy v (o, x) =1lubv'(B,x) =1
(v3) v'(au A, B, x) = 1 wtw, gdy v'(at, x) = 1 oraz dla pewnegoy € W,v'(B,y) =1
(v4) v'(a =, B, x) = 1 wtw, gdy dla kazdego ye W, v'(at, y) = 0lub v'(B, x) = 1.

Wprowadzmy teraz pojecie D2-tautologii.

Definicja 2.5.5. Niech o € F: a. jest D2—tautologia wtw, gdy w dowolnym mode-
lu dyskusyjnym M, = <W, v>, istnieje taki punkt y, ze v'(a,, y) = 1.

Zgodnie z oczekiwaniami, do zbioru D2-tautologii nie nalezy na przyktad
znane z logiki klasycznej prawo przepelnienia. Latwo tez zauwazy¢, iz poszcze-
g6lne warunki nalozone na zmienne zdaniowe oraz stale logiczne, odpowiadaja
punktom (1)—-(S) definicji funkcji tr. Zaleznoé¢é, pomiedzy wprowadzonga seman-
tyka a metoda translacji, wyraza precyzyjnie ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 2.5.1. (Ciuciura 2008) Dla dowolnego wyrazenia o € F,;:
o jest D2-tautologia wtw, gdy o € D2 wtw, gdy'0tr(at)! € SS.

Logika dyskusyjna pojmowana byla dotychczas jako zbiér wszystkich for-
mul. Mozliwe jest jednak podanie innej charakterystyki D2. Ot6z, na zbiorze
wszystkich formut systemu logiki dyskusyjnej mozemy zdefiniowac relacje D2-

konsekwenciji ( I— -

Definicja 2.5.6. (Nasieniewski, Pietruszczak 2012) Dla dowolnego zbioru I C F,,
dowolnej o € F:

r |—doc wtw, gdy {0tr(B): p € '} I—SS Otr(a)®.
Definicja 2.5.7. Dla dowolnej o € F: o jest teza systemu D2 wtw, gdy & I— L O

Na zakoniczenie sformulujemy grupe twierdzen, dzieki ktérym, okreslone
zostang wlasnosci logiki dyskusyjnej. Podamy je bez dowodéw. Dowody mozna
odnalez¢ w obydwu pracach Jaskowskiego.

Twierdzenie 2.5.2. (Jaskowski 1949) Jesli w dowolnej tezie klasycznego rachunku
zdan, zawierajacej symbole zmiennych zdaniowych i nie zawierajaca innych spéj-
nikéw zdaniowych poza: —, <>, A, Vv, zastapimy symbol — przez — , <> przez
<>, Aprzez A, (oraz v przez \ ), to uzyskamy teze systemu D2.

Twierdzenie 2.5.3. (ibid.) Jesli w dowolnej tezie systemu D2, zastapimy spéjnik
—>, przez —, <>, przez <>, A przez A (oraz v przez V), to otrzymamy wyraze-
nie, ktore jest teza klasycznego rachunku zdan.

¥ Znak |—S5 jest symbolem S5-konsekwengji.
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Proste zastapienie spojnikéw zdaniowych wskazuje, iz pozytywna cze$¢ sys-
temu D2 utozsamiona jest z pozytywna cze$cig logiki klasycznej. Znajduje to sze-
rokie zastosowanie w praktyce. Otoz, sprawdzajac czy dana formula jest teza D2,
nie musimy kazdorazowo korzysta¢ z semantyki §wiatéw mozliwych lub przekla-
dujezyka D2 najezyk systemu SS. Wystarcza klasyczne tabelki prawdziwos$ciowe
(oraz twierdzenie o pelnosci dla klasycznego rachunku zdan). Oczywiscie, pod
jednym warunkiem: rozwazana formula nie moze zawiera¢ innych spéjnikéw,
poza wymienionymi w twierdzeniach 2.5.2 i 2.5.3, a w szczegdlnosci negacji.
O negacji mowa jest w kolejnym twierdzeniu:

Twierdzenie 2.5.4. (ibid.) Jesli o jest teza klasycznego rachunku zdan, zawierajaca,
poza zmiennymi zdaniowymi, jedynie spdjniki: ~, v, woéwczas:

(D a

(2)~a—,q

sa tezami systemu D2.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze D2 zawiera zbior wszystkich negacyjno-
-alternatywnych tez klasycznego rachunku zdan (punkt 1 twierdzenia). Z falsum
wynika za$ dowolne zdanie (punkt 2). Skoro jednak dowolne zdanie 3 wydedu-
kujemy z negacji zasady wylaczonego $rodka, to tym samym wydedukujemy je
zpary formut o v ~ o, ~ (0 VV ~ o). Zastosowanie reguly ex falso quodlibet zosta-
je wiec zredukowane do postaci:

(EFQ*a v ~a,~(av~a)/p,dladowolnycha, p € F,

2.6. C ~SYSTEMY DA COSTY (1<n< )

W atach sze$¢dziesiatych i siedemdziesigtych XX wieku Newton da Costa publi-
kuje serie artykuléw, w ktorych zaprezentowana zostata pewna hierarchia systeméw
logicznych™. Systemy mialy w zalozeniu stuzy¢ do analizy sprzecznych, lecz nietrywi-
alnych teorii. Istnieja teorie — argumentowal da Costa — do analizy kt6rych nie znajdu-
ja zastosowania standardowe metody formalne. Takim przykladem jest chocby teoria
przedmiotéw sprzecznych Meinonga*'. Sprzeczno$¢ nie powinna pociagac za sobg

% 7Zob. da Costa, N.C.A. (1963), Calculs propositionnels pour les systémes formels
inconsistants, ,Compte Rendu Acad. des Sciences”, 257, s. 3790-3793; da Costa, N.C.A.
(1967), Une nouvelle hiérarchie de théories inconsistentes, ,Publications du Département
Mathématiques de Lyon”, 4/3, s. 2-8; da Costa, N.C.A. (1974), On the Theory of
Paraconsistent Formal Systems, ,Notre Dame Journal of Formal Logic”, 15/4, s. 497-510.

# Zob. Meinong, A. (1904), Uber Gegenstandstheorie, [w:] Untersuchungen Zur
Gegenstandstheorie Und Psychologie, 1/50, Barth, Leipzig, s. 481-530; da Costa, N.C.A.
(1974), op. cit.
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trywializacji danej teorii. Zalézmy bowiem, ze T jest teoria sprzeczna. Naszym ce-
lem nie jest wyrugowanie z teorii T potencjalnych sprzecznosci tudziez paradoksow,
lecz ich analiza. Nie ma wiec mowy o uznaniu wszystkich zdan wyrazonych w jezy-
ku teorii T za zdania prawdziwe. W obrebie teorii T muszg istnie¢ zdania, ktore sa
prawdziwe, podczas gdy ich negacje s falszywe. Nie kazde zdanie wyrazone w jezyku
teorii T jest jej twierdzeniem. Postulat ten posiada mocne podstawy metodologiczne:
jest gwarantem nietrywialnosci teorii T. Z drugiej strony, skoro zatozyli$my, iz T jest
teoria sprzeczng, musi przeto istnie¢ przynajmniej jedno zdanie wyrazone w jezyku
teorii T, takie, Ze zaréwno ono jak i jego negacja sa jednoczesnie prawdziwe. W tym
przypadku nie chodzi o dowolne zdanie lub zdania teorii T, lecz pewien szczegdlny
ich rodzaj. Moga to by¢ na przyklad zdania ujete w formie aporii, ktorych interpreta-
cja prowadzi do sprzecznoséci. Moga to by¢ zdania, w ktérych przypisuje si¢ danemu
obiektowi wlasnosci sprzeczne. Moga to by¢ réwniez zdania, co do prawdziwosci lub
falszywosci ktérych nigdy nie bedziemy pewni. Logika klasyczna, podobnie zreszta
jak wiele systemow nieklasycznych, okazuje sie tu bezuzyteczna. Sprzecznos¢ teorii
natychmiast implikuje jej trywialnos¢.

Powstaje pytanie, w jaki sposob zaradzi¢ opisanym trudnosciom? Zda-
niem da Costy nalezy stworzy¢ logike, ktéra stuzylaby jako baza formalna
do analizy sprzecznych, lecz nietrywialnych teorii. Powstala logika powinna
spelnia¢ cztery podstawowe kryteria. Po pierwsze, prawo niesprzeczno$ci nie
bedzie jej twierdzeniem. Po drugie, z pary formul sprzecznych, tj. a. i ~a, nie
bedzie mozna w og6lnoéci wydedukowa¢ dowolnej formuty P. Po trzecie, je-
zyk formalny postulowanej logiki powinien w latwy sposob da¢ sie rozszerzy¢
do jezyka pierwszego rzedu (z lub bez identycznodci). I wreszcie, po czwarte,
powstata konstrukcja powinna zawiera¢ mozliwie wiele praw i regul inferencji
logiki klasycznej*.

Pierwszy z wymienionych warunkéw jest wzglednie klarowny: za pomoca
regul wnioskowania nie wyprowadzimy, z aksjomatéw sugerowanej logiki, for-
muly o postaci ~(ot A~0). Drugi i czwarty postulat przypomina (dwa pierwsze)
kryteria Jaskowskiego®. Niestety, podobnie jak w przypadku Jaskowskiego, tu
réwniez mozna wyrazi¢ analogiczne zastrzezenie: z uwagi na nieostro$¢ uzytych
terminéw, warunki wydaja sie nieprecyzyjne. Trudno bowiem jednoznacznie roz-
strzygnad, co dokladnie oznacza termin w 0gdlnosci oraz jak interpretowac zwrot
mozliwie wiele. Podobny zarzut mozna postawi¢ wzgledem warunku trzeciego*.

Poczatkowo hierarchia C —system6w (1 < n < ®) zostata przedstawiona je-
dynie w wersji syntaktycznej. Najstabszym spoéréd systeméw hierarchii jest sys-

“ Da Costa, N.C.A (1974), op. cit., s. 498.

4 Por. §2.5.

* Da Costa byt w pelni $wiadom opisanych trudnosci interpretacyjnych. Zob. da
Costa, N.C.A. (1974), op. cit. s. 498.



Poczatki logiki parakonsystentnej 59

tem C . W sklad zbioru schematéw aksjomatycznych systemu C_ weszly aksjo-
maty pozytywnej czesci logiki intuicjonistycznej:

H)a—>(P—-a)

(H2) (0 > B) > ((a > (B> 7)) > (@ —>v))

(H3) o= (B — (anp))

(H4) (o AB)— a

(HS) (A B)—> B

(H6) oo —> (o v B)

(H7)o—> (Bva)

(H8) (o = 7) > ((B—>7) > ((a v B)—> 7))

oraz dwa aksjomaty charakteryzujace spdjnik negacji:

(tnd) oo v ~ o
(nn) ~~ o — o

Jedyna nieaksjomatyczna regula wnioskowanie jest reguta odrywania (RO) o, o0
— B/ B. Zbi6r schematéw aksjomatycznych wraz z reguly odrywania definiuja
relacje konsekwencji I—C . Spdjnik réwnowaznosci definiowany jest w standar-
dowy sposdb. ¢

System C_ma wiele ciekawych wlasnosci, posréd ktérych warto np. wspo-
mnieé o tym, iz zaréwno prawo Peirce’a, ((a@ = B) = a) —> o, prawo Dum-
metta, o v (a0 — B), jak i prawo przepelnienia, & — (~ o — B), nie s3 jego
twierdzeniami. Co wigcej, jak wykazatl Sette, zadna formula o postaci ~ a nie jest
twierdzeniem C_*. A ponadto:

Twierdzenie 2.6.1. (Arruda 1975) System C_ nie moze by¢ scharakteryzowany
przez matryce skoriczone.

Twierdzenie 2.6.2. (Fidel 1977) System C_ jest rozstrzygalny*.

Definicja 2.6.1. System S jest skoticzenie trywializowalny, o ile istnieje taka formuta
o wyrazona w jezyku systemu S, ze dolaczona do zbioru aksjomatéw S, spowo-
duje przepelnienie (trywializacje) tego systemu.

Twierdzenie 2.6.3. (da Costa, 1974) System C_ nie jest skoficzenie trywializowalny.

* Cyt. za Lopari¢, A. (1986), A Semantical Study of some Propositional Calculi,
,Journal of Non-Classical Logic”, 3, s. 74.

“ Por. Arruda, A.L (1975), Remarques sur les systémes Cn, ,Comptes Rendus de
I'Academie de Sciences de Paris (A-B)”, 280, s. 1253-1256.
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Na marginesie nadmienmy, iz dodanie do zbioru aksjomatéw systemu C_
prawa Peirce’a lub Dumetta, spowoduje, ze otrzymamy tzw. system C _*. Nie-
stety, w oryginalnym sformulowaniu da Costy nie stanowil on zadnego istotnego
punktu odniesienia dla proponowanej przez niego hierarchii. Kolejne bowiem
systemy hierarchii C,, C,, .., C, .., C_(1<n < ®), uzyskujemy, wzbogacajac C_
o dodatkowe schematy:

(A1 BY— ((a = B) > (0 >~ B) > ~ a))*

(A122)® (o™ A B™) — (o A B)™

(A12b)® (a A B™) > (o v B)@

(A12¢)™ (0™ A B™) — (o0 — B)™.

Zapis o) oznacza 0" A 0" ' A ... A O, gdzie 1S noraz o' = o°=~ (a0 A ~QL),
natomiast o = 0°° (i-razy). Zapis wymaga pewnych wyjasnien. Zilustrujemy go
zatem prostym przykladem. Niech n = 2, wtedy a®, czyli o> A a'. Skoro jednak
==~ (CA~)=~(~(aA~a)A~~(aA~a))zasa'=0°=~ (a
A~a), takwieca@=?Aal=~(~(aAr~a)A~~(aA~a)A~(0LA~
). Schemat (A11)™ przybierze wowczas ksztalt nastepujacy: B — ((o0 — ) —

((a>~p)=>~a)tj (~(~BA~B)A~~BA~B)A~(BA~B))—
((a > B) = (( > ~ B) > ~ a)). W identyczny sposéb rozpiszemy schematy
(A12a)™— (A12¢)™.

Gwoli $cistosci warto w tym miejscu nadmieni¢, iz trzy ostatnie aksjomaty,
moga zosta¢ zredukowane do jednego, tzn.:

(A12)® (o A B) = ((a A B)"A (v B)A (@ — B)®).
Aksjomat (A11)™ mozna z kolei zastapi¢ innym schematem, mianowicie:
(A1) a™ — (o0 = (~ o0 = B)).

Obydwa aksjomaty s réwnowazne. Aby to udowodni¢, pokazmy w pierwszej kolej-
nosci, iz formuta (A11)™" jest wyprowadzalna w kazdym C —systemie (1< < ®).

Dowéd dla (A11)™";

(1) o™ zal. na mocy twierdzenia o dedukcji
(2) a zal. na mocy twierdzenia o dedukcji
3)~a zat. na mocy twierdzenia o dedukcji

(4 o> (B> a) > (~p>~a)>~~P) (AI)®

47 Zob. Carnielli, W.A., Marcos, J. (1999), Limits for Paraconsistent Calculi, ,Notre
Dame Journal of Formal Logic”, 40/3, s. 375-390.
“ Por. aksjomat (pK) systemu Kolmogorowa, § 2.4.
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S)(~Bpoa)>((~B>~a)>~~PB) (4),(1),(RO)

6)~p—>a (H1), (2), (RO)

(7)~B—>~a (H1), (3), (RO)

(8)~~PB (8),(6), (7), (RO)

9)B (nn), (8), (RO)

o = (o —> (~a—B)) twierdzenie o dedukji, (1), (2),
(3),(9).

Udowodnimy teraz, ze formuta (A11)™ jest wyprowadzalna w kazdym takim
C —systemie (1 < n < ®), wktérym (A11)™ zastapiono aksjomatem (A11))",

Dowdéd dla (A11)®:
(1) p™ zal. na mocy twierdzenia o dedukcji
Q)a—p zal. na mocy twierdzenia o dedukcji
B)a—>~p zal. na mocy twierdzenia o dedukcji
@HB">P->(po~a)) (AL
S)Bp>GPpo~0a) (4), (1), (RO)
6)a—>(~p—o>~a) prawo sylogizmu (2), (S)
7)~B—>(a—>~a) prawo komutacji (6), (RO)
8)a—(oa—>~a) prawo sylogizmu (3), (7)
9)a— o teza, prawo tozsamosci
(10)a—> ~a (H2),(8),(9), (RO)
(I)~a—>~a teza, prawo tozsamosci
1R2)(a—>~a) > (~ra—>~a)> ((av~a)—>~a))) (HS)
(13)~a (12), (10), (11), (tnd), (RO)
BW— ((a > B) > (o —>~PB) > ~0a)) twierdzenie o dedukcji, (1),

(2), (3), (13).

W pracy pochodzacej z 1963 roku® da Costa wymienia jeszcze jeden, dodat-
kowy aksjomat, tj.:

(A13)® o — (~ o)™,

Kilka lat pézniej wykazano, ze formula (A13)™ jest wyprowadzalna w kazdym,
procz oczywidcie C , systemie hierarchii®.

¥ Zob. da Costa, N.C.A. (1963), op. cit.
50 Zob. da Costa, N.C.A. (1974), op. cit., s. S00.
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Przytoczymy teraz szereg faktéw, opisujacych wlasnosci C —systemow
(1 <n<m).Napoczatek spostrzezenie: w zadnym z analizowanych systeméw nie
wyprowadzimy nastepujacych formut:

(1) (aAr~a)—>B

2) (a—>B) > ((a>~p)>~a)
B)a—>~~a

(4) ~(an~a)

&) ((avP)r~a)—>B

(6) (avp)—> (~a—B)

(7) (> B) > (~B—>~a)

W C —systemach (1 < n < ) wyprowadzalna jest natomiast pewna wersja reguly
ex falso quodlibet, tzn.:

(EFQ)™ o™, o, ~ o/ P.
Dowdd dla (EFQ)™:

(1) a® zal.
(2) a zal.
3)~a zal

B (AL1D)™, (1), (2), (3), (RO).
Z pary formut o, ~ o nie wyprowadzimy dowolnej formuty 3. Dopiero tréjka
formut o™, a, ~ o trywializuje dany C —system (dla 1 <n < ).

Oznaczmy przez Ls jezyk systemu S, za$ przez T( |—S) zbidr wszystkich tez
systemu S. Niech ponadto & # T'( |—5) # Ls.

Twierdzenie 2.6.4. (da Costa, 1974) T( |—Cn) < T( |—Cm), dlal<m<n<o.

Obrazowo rzecz ujmujac, kazdy kolejny system hierarchii jest slabszy od systemu,
ktory go poprzedza.

Twierdzenie 2.6.5. (ibid.) C —systemy (1 < n < ®) s3 niesprzeczne.

Twierdzenie 2.6.1." (Arruda 1975) C —systemy (1 <7 < ®) nie moga by¢ scharak-
teryzowane przez matryce skoniczone.

Twierdzenie 2.6.2." (Raggio 1968), (Fidel 1977) C —systemy (1 <n < ®) sa roz-
strzygalne.

3t Ibid., s. 499.
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Alfabet jezyka C —systeméw (1 <n < ) mozna poszerzy¢ o dodatkowy spdjnik
jednoargumentowy:

Definicja 2.6.2. (da Costa, Alves 1977) — o := ~ o A o, przy czym o = o" A
" 'A o Anal(dlal<n), ol =a°=~ (o A ~0) oraz o' = a°° (i-razy).

Wprowadzony spdjnik posiada wszystkie wlasnosci negacji klasycznej*. Dla
przykladu, w systemie C, definicja przybiera takg oto forme: — ot :=~a A a°:=
~ o A~ (o A ~a). W rezultacie tezami systemu s3 m.in. formuly:

(D) (an(~an~(aAar~a)))—> B czyli(an—a) > B
2)a—->((~ar~(ar~a)) =>B)to—>(—a—>P)
B)(@a—=>PB) = ((a=>(~PAr~(BAr~P)) > (~ar~(an~a))), czyli
(a—=>p)=> (e >=P)>—-a)

W systemie C, wyprowadzalna jest réwniez regula:
(EFQ)~ o,—a/p.

A dcislej, regula ta jest wyprowadzalna w kazdym C —systemie, dla ktérego 1 <n < .

Dowéd dla (EFQ)™:
(1) a zal.
2)=a zal.
3)~aAal definicja 2.6.2
(4) ~a (H4); (3); (RO)
(8) a® (Hs), (3), (RO)

p (AL11)®, (s), (1), (4), (RO).

Wida¢ wyrazny zwiazek, pomiedzy regulami (EFQ)™, (EFQ)™ a defini-
cja 2.6.2. Niezaleznie wigc od tego, czy rozszerzymy alfabet jezyka C —systemow
(1 <1< ®) o nowy spdjnik negacji, czy tez zadowolimy sie wyjéciowa charak-
terystyka zbioru wyrazen pierwotnych, kluczowa role i tak pelni¢ tu bedzie for-
muta a”). Metaforycznie rzecz ujmujac, formuta 0" jest gwarantem niesprzecz-
nosci. Z pary formul o, ~ o nie wyprowadzimy dowolnej formuly 3. Dopiero
tréjka formul o™, o, ~ o (tudziez koniunkcja o A ~ o A @) trywializuje dany
C —system (dla 1 < n < ®). Precyzyjniej wyraza to kolejne twierdzenie:

Twierdzenie 2.6.6. (da Costa 1974) Kazdy C —system (dla 1 < n < ©) jest skon-
czenie trywializowalny.

52 Zob. ibid., s. 500-501; da Costa, N.C.A., Alves, E.H. (1977), A Semantical
Analysis of the Calculi Cn, ,Notre Dame Journal of Formal Logic”, 18/4, s. 628.
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Logiczno-filozoficzne podstawy omawianego zagadnienia wymagaja szersze-
go opracowania. Dlatego tez zagadnieniu indeksowania formul niesprzecznych
wraz z oparta na nim idea budowy hierarchii systeméw logiki parakonsystentnej,
poswiecimy znaczne fragmenty jednego z kolejnych rozdzialéw*. Nim jednak to
nastapi, przyjrzyjmy sie charakterystyce semantycznej Cn—systeméw (1 <n< oo).

Niech F_ oznacza zbidr wszystkich formut systemu C (1 <n< o), za$ {0, 1}
— zbior wartosci logicznych.

Definicja 2.6.3. (da Costa, Alves, 1977) C —warto$ciowaniem (1 <7 < ®) nazywa-
my funkcje v, v: F, ——> {0, 1}, taka, ze:

(vI) v(a v B) =1 wtw, gdyv(a) =1lubv(B) =1

(v2) v(aw A B) = L wtw, gdy v(a) = 1 orazv(B) = 1

(v3) v(oo = B) =1 wtw, gdy v(a) =0lubv(B) = 1

(v4a)jesli v(~a)=0,to v(a)=1

(vSa)jesli v(~~a)=1,tov(a) =1

(v6) jesliv(B™) =v(ao —> B) =v(aa > ~B) =1, tov(a) =0

(v7) jesli v(a) = v(B™) = 1, to v((ow A B)®) =v((a v B)*) =
v((oo — B)™) =1.

Definicja 2.6.4. Formuta ot jest C ~tautologia (symbolicznie, =_ o) wtw, gdy dla
dowolnego C —wartosciowania v, v(a)=1.

Definicja 2.6.5. Formula a. jest semantyczna konsekwencja zbioru formult T (sym-
bolicznie, T’ |=Cn o) wtw, gdy dla dowolnego C —warto$ciowania v, jesli v(B)=1
dlakazdego 3 € I, to v(a) = 1.

Twierdzenie 2.6.7. (da Costa, Alves 1977) T |=Cn o wtw, gdy T' I——c’1 o
(dla1<n< o), dladowolnych T F_,oeF,.

Eatwo wykaza¢, ze funkcja warto$ciowania v posiada, oprécz tych wymie-
nionych w definicji 2.6.3, inne ciekawe wlasnosci, np.:

(v8) v(— ) = 1 wtw, gdy v(a) =0

(v9) v(a) = 0 wtw, gdy v(a) =0 oraz v(~ o) = 1
(v10) v(a) = 1 wtw, gdy v(a) = 1 lub v(~ o) = 0%*.

3 Zob. Rozdziat 5.
$4 Zob. da Costa, N.C.A., Alves, E.H. (1977), op. cit.
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Otwarty pozostal problem opracowanie semantyki dla systemu C,_ . Zauwaz-
my bowiem, ze warunek (v3) charakteryzuje semantycznie implikacje klasyczna.
Zeby uzyska¢ poprawng definicje C —warto$ciowania, nie wystarczy po prostu
usunaé punkty (v6) i (v7) z definicji 2.6.3. Jak pamietamy, prawo Peirce’a nie jest
teza systemu C_. Problem zostal definitywnie rozwigzany przez Lopari¢ w latach
osiemdziesiatych XX wieku.

Definicja 2.6.6 (Loparié, 1986) Warto$ciowaniem cze$ciowym (inaczej: semi—w—
wartoéciowaniem) nazywamy funkgje s, s: F, ——> {0, 1}, taka, ze:

(v1)s(a v B) =1wtw,gdys(a) =11lubs(B) =1

(v2) s(ot A B) = 1 wtw, gdy s(a) = 1 orazs(B) =1
(v3a)jeslis(o = B) =1,tos(a) =0lubs(B) =1
(v3b) jeslis(oo — B) =0, tos(B) =0

(v4a) jeslis(~ o) =0, tos(a) = 1

(vSa) jeslis(~ ~a) =1, tos(a) = 1.

Na szczeg6lna uwage zastuguje punkt (v3b) definicji. Stwierdzajac falszywo$é
implikacji, wystarczy ograniczy¢ sie do stwierdzenie falszywosci jej nastepnika.

Definicja 2.6.7. (ibid.) Przez pojecie w—warto$ciowania v rozumiemy semi-@-war-
tosciowanie, spelniajace nastepujacy postulat: dla dowolnych formuta , o, ..., o,
oraz dowolnej 3, ktéra nie jest formula o postaciy — 8, jesliv(a, = (o, > .. =
(OL - B) ) 0, to istnieje pewne semi--wartosciowanie s, takle, ze s(as 1 oraz
S(B) 0,gdzie 1 <i<n.

Definicja 2.6.8. Formuta o jest w—-tautologia wtw, gdy dla dowolnego w-warto-
$ciowania v, v(at) = 1. Formula o jest semantyczng konsekwencja zbioru formut
r(r |=Cw o) wtw, gdy dla dowolnego w-wartoéciowania v, jesli v(p) = 1 dla
kazdego B € I, tov(a) = 1.

Twierdzenie 2.6.8. (ibid.) T =, o wtw, gdy I' }—__a, dla dowolnych T C F_,
a€eF_ .
Co

2.7. LOGIKAANTYNOMII ASENJO I TAMBURINO

Przyjmijmy niestandardows definicje funkcji warto$ciowania i zalézmy, iz
mozliwa bedzie sytuacja, w ktérej wyrazeniom atomowym, czyli najprostszym
wyrazeniom jezyka, przypiszemy doktadnie jedng z dwdch, badz réwnoczesnie
dwie, warto$cilogiczne. Formuly takiego jezyka bylyby wéwczas albo prawdziwe,
albo falszywe, albo prawdziwe i falszywe jednoczesnie. Wyrazenia, ktore bylyby
jednoczesnie prawdziwe i falszywe, nazywamy wyrazeniami antynomicznymi.
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W logice antynomii powyzsza intuicj¢ wyrazono w prostszy sposob. Tu row-
niez zdania moga by¢ prawdziwe, falszywe badz antynomiczne. Antynomicznos¢
zdan utozsamiona jest jednak nie tyle z niestandardowa definicja funkcji warto-
$ciowania, co z trzecig wartoscia logiczna. Logika antynomii Asenjo jest przykla-
dem logiki wielowarto$ciowej. Asenjo operuje trzema warto$ciami logicznymi:
prawda, falszem oraz antynomicznoscia™.

Pierwsza wzmianka o logice antynomii pochodzi z poczatku lat pig¢dziesia-
tych XX wieku. Asenjo sformulowal wowczas pierwsze, dos¢ jeszcze mgliste i nie-
poradnie okreslone pod wzgledem formalno-logicznym idee. Znalazly one wyraz
w rozwazaniach nad naturg antynomicznosci. Wezmy pod uwage dowolny dwuar-
gumentowy spdjnik zdaniowy, postulowal Asenjo. Jedli argumentom tego spdjnika
przypiszemy dokladnie jedng z dwoch klasycznych wartoéci logicznych, tj. prawde
albo falsz, spdjnik powinien zachowaé swoje klasyczne wlasnosci. Jezeli obydwu
argumentom spojnika przypiszemy warto$¢ antynomiczna, spojnik réwniez wi-
nien przyjac taka warto$¢. Jesli zas jednemu z argumentéw spéjnika przypiszemy
warto$¢ klasyczng, drugiemu za$ — antynomiczng, warto$¢ lub wartoéci logiczne
spdjnika powinny, w jak najwiekszym stopniu, by¢ zbiezne z ich klasyczng inter-
pretacja. Rozwazmy jako przyklad implikacje oo — . Mozliwe s3 dwa przypadki:
albo warto$¢ antynomiczng przypiszemy formule o, albo formule 3. W pierwszym
przypadku, jesli formula 3 jest prawdziwa, prawdziwa bedzie takze implikacja o0 —
B, poniewaz klasyczna implikacja jest prawdziwa, o ile jej nastepnik jest prawdziwy.
Jezeli natomiast [3 jest falszywa, warto$¢ logiczna implikacji oo — 3 uzalezniona
jest od jej poprzednika. Skoro wiec przyjelismy, ze poprzednik jest antynomiczny,
antynomiczna musi by¢ réwniez implikacja. Podobnie w drugim przypadku, jezeli
formuta o jest falszywa, prawdziwa jest implikacja oo — . Klasyczna implikacja
jest bowiem prawdziwa, o ile jej poprzednik jest falszywy. Jesli za$ o jest prawdziwa,
wtedy wartos¢ logiczna implikacji o — [3 uzalezniona jest od jej nastepnika. Skoro
jednak nastepnik jest antynomiczny, antynomiczna jest takze implikacja. Podobne
dywagacje mozna przeprowadzi¢ dla pozostatych spdjnikéw.

Opisane intuicje znalazly sw6j formalny wyraz w postaci matrycy:
l/%A = <{0; 1, 2}; {1) 2}; ESRAAZE g ~>)

w ktérej {0, 1, 2} pelni role zbioru wartosci logicznych (cyfra 1 oznacza prawde,
0 — falsz, 2 — antynomiczno$¢)*, {1, 2} to zbidr warto$ci wyréznionych w matry-
cy M ,, spdjniki zdaniowe definiuj tabelki:

55 Zob. Asenjo, EG. (1966), A Calculus of Antinomies, ,Notre Dame Journal
of Formal Logic”, 7/1, s. 103.

36 W oryginalnym sformutowaniu Asenjo, cyfra 1 oznacza falsz, 0 oznacza prawde,
cyfra 2, podobnie jak w naszym przypadku, antynomicznogé.
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N o 1 2 ) | o 1 2 | (~)
olo o o 0 0 1 2 0] 1
1o 1 2 1 1 1 1 0
210 2 2 2 2 1 2 2| 2
(=) o 1 2 («) 0 1 2
o1 1 1 0 1 o 2
1o 1 2 1 0 1 2
22 1 2 2 2 2 2

A-tautologie definiujemy jako formute, ktéra przy dowolnym A-wartoscio-
waniu zawsze przyjmuje jedng z dwdch wartoéci wyréznionych. Przez A-warto-
$ciowanie rozumiemy za$ funkcje przypisujaca kazdej formule logiki antynomii
doktadnie jedna z trzech wartosci logicznych (funkcje okreslona zgodnie z poda-
nymi wyzej tabelkami).

W tym miejscu zmuszeni bylismy dokona¢ arbitralnej interpretacji semantyki lo-
giki antynomii. Asenjo nie podat bowiem explicite, ktore z wartosci logicznych uznaje
za wyrdznione. Ze sposobu jednak, w jaki prowadzi Asenjo narracje oraz na podsta-
wie jego pdzniejszej, opublikowanej wspdlnie z Tamburino pracy, dochodzimy do
wniosku, ze to wlasnie prawda i antynomiczno$¢ sa warto$ciami wyréznionymi.

Nietrudno zauwazy¢, ze charakterystyka prawdziwo$ciowa spdjnika negacji
(~), koniunkgji (A), alternatywy (Vv), implikacji (—) oraz réwnowaznosci («>)
jestidentyczna z tabelkami, ktére podat w 1938 roku Kleene*’. Co wiecej, tabelki
definiujace spdjnik negacji, koniunkcji i alternatywy sa takze identyczne z od-
powiednimi tabelkami logiki tréjwarto$ciowej Eukasiewicza®. Istotna réznica
pomiedzy wymienionymi systemami a logika antynomii Asenjo polega na tym,
ze zaréwno Kleene jak i Lukasiewicz przyjmuja tylko jedng wyrézniona wartos¢
logiczna: {1}. Asenjo przyjmuje dwie: {1, 2}.

Podobnych réznic nie dostrzezemy natomiast miedzy logika antynomii a po-
chodzaca z 1979 roku logika paradoksu Grahama Priesta. Priest przyjmuje do-
kladnie taka samg charakterystyke prawdziwo$ciowa spojnikow, co Asenjo, oraz
dokladnie taki sam zbiér wyréznionych wartosci logicznych: {1, 2}%.

S7 Zob. Malinowski, G. (1993), Many-valued Logics, Oxford Logic Guides 25,
Clarendon Press, Oxford. s. 52.

8 Zob. ibid., s. 18.

%9 Zob. Priest, G. (1979), The Logic of Paradox, ,Journal of Philosophical Logic”,
8/1,s.219-241. Na temat podobienstwa logiki antynomii i logiki Priesta, zob. Poczo-
but, R. (1998), Grahama Priesta parakonsystentna metafizyka zmiany, ,Filozofia Nauki’,
6/3-4, s. 62.
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Asenjo pierwotnie nie utozsamia parakonsytencji ani z prawem przepelnie-
nia, ani z regula (EFQ), lecz z pojeciem antynomicznosci. Ponadto, podana przez
niego lista formul i regul, ktére w zamierzeniu maja aksjomatyzowa¢ logike anty-
nomii jest niekompletna (czego notabene Asenjo byl w pelni §wiadom)®. Funkcje
aksjomatéw miaty bowiem pelni¢ aksjomaty pozytywnej czesci logiki Hilberta,
prawo wylaczonego srodka ol v ~o. oraz prawo podwdjnej negacji ~~o. — a. Je-
dyna pierwotna nieaksjomatyczna regula inferencji miata by¢ regula odrywania.
Zauwazmy w tym miejscu, iz prawo przepelnienia o0 — (~ot — [3) jest A-tauto-
logia. Prawo to jednak nie jest wyprowadzalne z proponowanej listy aksjomatow.
Aksjomatyzacja jest zatem niepelna. Nawiasem moéwiac, proponowana przez
Asenjo lista jest zbiezna z syntaktyczng charakterystyka systemu C_autorstwa
da Costy®'. Niepelnos$¢ zas aksjomatyzacji systemu C_wzgledem proponowanej
przez Asenjo semantyki nie jest obecnie niczym zaskakujacym®.

W 1975 roku ukazuje si¢ kolejny, tym razem napisany wspolnie przez Asenjo
i Tamburino artykul, poswiecony logice antynomii. W artykule zaprezentowano
nowg, nieco zmodyfikowang w stosunku do poprzedniej, semantyke. Modyfika-
cjom ulegly tabelki prawdziwo$ciowe dla implikacji i r6wnowaznosci:

) o 1 2 ()| o 1 2
ol 1 1 1 0 1 o o0
1o 1 2 1 0 1 2
210 1 2 2 0 2 2

W przypadku implikacji zmiana dotyczy jednego warunku. Jesli poprzednik im-
plikacji jest antynomiczny, a nastepnik falszywy, woéwczas implikacja jest falszywa
(a nie jak poprzednio — antynomiczna). W przypadku réwnowaznosci zmienio-
ne zostaly dwa warunki. Réwnowazno$¢ zdania falszywego i antynomicznego tu-
dziez antynomicznego i falszywego zawsze jest falszywa (a nie — antynomiczna).

Oprécz wzmiankowanych modyfikacji, wprowadzono dodatkowy spdjnik
réwnowaznosci:

()| 0 1 2
0 1 0 0
1 0 1 0
2 0 0 2

60 Zob. Asenjo, E.G. (1966), op. cit., s. 104.
61 Zob. da Costa, N.C.A. (1963), op. cit.
2 Zob. § 2.6, Twierdzenie 2.6.1.
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Réwnowazno$é o <>* B jest skrotem definicyjnym formuly (o0 <> B) A (~ a0 >
~ B). Matryce z nowa charakterystyka implikacji i réwnowaznosci oznaczmy
przez A,

Warto$ci logiczne 112 (tj. prawda i antynomiczno$¢) traktowane sa w logice
antynomii jako wartosci wyrdznione. Przez A'-tautologie rozumie¢ wiec bedzie-
my formule, ktéra zawsze jest prawdziwa lub antynomiczna.

Okazuje sie, ze prawo przepelnienia, & — (~a — B), nie jest tautolo-
gia zmodyfikowanego systemu. Aby sie o tym przekona¢, wystarczy przypisa¢
wartoé¢ antynomiczna formule q, za$ falsz formule f3, wtedy: 2 — (~2 — 0)
=2 — (2 > 0) =2 — 0 = 0. Jak widzimy, nowe charakterystyki spéjnikéw
zblizajq logike antynomii w wiekszym zakresie, anizeli dotychczas, do idei pa-
rakonsystencji.

Modyfikacjom poddano nie tylko semantyke. Ulegt im takze alfabet jezyka
logiki antynomii. W sklad nowego alfabetu weszly nastepujace symbole:

(1) dwa rodzaje zmiennych zdaniowych: zmienne klasyczne (p, p, p, -,
itd.), tj. takie, ktérym wolno przypisa¢ wylacznie klasyczne wartosci logiczne
oraz zmienne antynomiczne (a1 )y Ay o) itd.), czyli takie, ktérym wolno przypi-
sa¢ wylacznie warto$¢ antynomiczng

(2) spojniki zdaniowe: ~, A, Vv, =, ¢, ¢>*

(3) nawiasy.

Niech symbole P, P, P, ... oznaczaja zmienne klasyczne lub wyrazenia zlozo-
ne, ktérym wolno przypisa¢ wylacznie klasyczne wartosci logiczne. Ten rodzaj
formut nazywa¢ odtad bedziemy formulami klasycznymi. Male litery alfabetu
greckiego a, 3, v, ... niech oznaczaja wyrazenia, ktérym wolno przypisa¢ dowolne
wartosci logiczne. Zbiér wszystkich formut logiki antynomii, F,, definiujg induk-
cyjnie nastepujace warunki:

(1) kazda zmienna (klasyczna lub antynomiczna) jest formula

(2) jesli ot i B s formutami, to~ o, . A B, a v B, 00 > B

(3) zadne inne wyrazenie, poza wymienionymi w punktach (1)i(2) nie jest
formuls.

Zwroémy uwage, iz formuty klasyczne (P, P, P,, ...) s3 szczegdlnym przypad-
kiem formut oznaczonych literami alfabetu greckiego. Réwnowazno$¢ o <> f3
rozumiana jest natomiast jako (a0 = B) A (B — o).

W tym miejscu zarysowuje si¢ problem, ktéry sprowadzi¢ mozna do naste-
pujacego pytania: Jak na poziomie syntaktycznym wyrazi¢ ideg¢ antynomicznosci?
Zeby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy najpierw wyjasni¢, co rozumiemy
przez termin zdanie antynomiczne w sensie syntaktycznym. Otéz, powiemy, iz
zdanie o jest antynomiczne, o ile zaréwno o jak i negacja zdania o, sa jednocze-
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$nie twierdzeniami danej logiki®®. Pojecie antynomicznosci zostaje wiec utozsa-
mione z parg zdan sprzecznych, a $cislej z koniunkcja tych zdan: o A ~ a.. Eatwo
pokaza¢, iz przy obecnej definicji zbioru F, sprzegnigtego z semantyka logiki an-
tynomii, formuta o A ~ o nie jest A'-tautologia. Nie jest ona rowniez kontrtau-
tologia — tj. formula, ktéra jest zawsze falszywa — jak ma to miejsce w przypadku
klasycznego rachunku zdan. Jesli bowiem zdaniu o przypiszemy wartos¢ antyno-
miczng, wowczas warto$¢ antynomiczna przypisana zostanie negacji tego zdania.
W rezultacie koniunkcja o A ~ o takze przyjmie warto$¢ antynomiczna.

Rozwiazania postanowionego tu problemu nalezy doszukiwaé sie posroéd
warunkéw, ktére nalozone na zbiér F,, definiujg pewien jego podzbidr. Elemen-
tami tego podzbioru sa wylacznie tzw. A-formuly, tj. wyrazenia zbudowane zgod-
nie z ponizszymi zasadami:

(1a) kazda klasyczna zmienna zdaniowa, tj. p , p,, p,, ..., itd., jest A—formuty

(2a) kazde wyrazenie o postaci~p , p, Ap,p, VP, P,—> P, 4, =>p,ip, —>
(p,Vva,)jest A—formulq (a, jest zdaniem antynomicznym w sensie syntaktycznym)

(3a) jesli P, oraz P, sa A—formutami, za$ o jest dowolng formuty, to ~ P , P,
AP,P vP,P —>P,o—>P orazP — (Pl v o) sa A—formutami

(4a) jezeli ~ a jest A-formuly, to o jest A~formula

(Sa) wszystkie wyrazenia o postaci: ~ P — (P1 —> OL) oraz ~ P —~ (P1 AQL)
sa A—formutami

(6a) wszystkie wyrazenia wydedukowane z A—formut przy uzyciu reguly

odrywania s3 A-formutami.

Na warunek (1a) skladaja si¢ wylacznie zmienne zdaniowe, ktére nie s3 zda-
niami antynomicznymi w sensie syntaktycznym. W warunku (2a) wystepuja,
procz zmiennych klasycznych, zmienne antynomiczne. A—formuly zlozone opi-
suja warunki (3a) oraz (5a). Pojecie A-formuly znajduje zastosowanie w aksjo-
matyzacji logiki antynomii. Podana przez Asenjo i Tamburiono aksjomatyzacja
zawiera nastepujace schematy:

(H1)-(H7) pozytywnej czeéci logiki Hilberta

(nn) ~~a — a

(nn) o —~~a

(A10) (0 > B) > ((~a—>p) > B)

(All) o> (~ B>~ (o —>B))

(dMa) (~a v ~B) =~ (oA P)

% Zob. Asenjo, F.G., Tamburini, J. (1975), Logic of Antinomies, ,Notre Dame Jour-
nal of Formal Logic”, 16/1, s. 20.
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(dMb) (~aA~B) > ~(avB)
(A14)~ (o> B) > (A ~P)
(A15)~P = (P, > a)
(A16)~P, > ~ (P, A1)

(sp)*a n~a,gdziei e N.

Jedyna nieaksjomatyczna regula wnioskowania jest reguta odrywania (RO) o, o0

—>B/B.

Zbiér schematow aksjomatycznych wraz z regula odrywania definiujg relacje
konsekwencji |— - Zapis [—, 0. oznacza, ze formula o, jest tezg logiki antyno-
mii. Adekwatnos¢ podanej aksjomatyzacji wyraza twierdzenie:

Twierdzenie 2.7.1. (Asenjo, Tamburino 1975) Formula o jest A'-tautologia wtw,
gdy |— -, 0, dla dowolnej a.e F,.

Na baczniejsza uwage zastuguja trzy ostatnie aksjomaty. Aksjomat (A1S) jest
szczegdlng wersja prawa przepelnienia. Tylko z pary A-formul, ~ P, i P, mozli-
we staje si¢ wydedukowanie dowolnego zdania a.. A-formuta P, wystepuje takze
w (A16). W aksjomacie (sp)* mowa jest o antynomicznosci formuly a. Co wie-
cej, dzigki (sp)* mozna wykazac, iz formuta ~ (a, A ~ a ) jest teza logiki antynomii.

Dowdd dla~ (a A ~a), gdziei € N:

(ar~a ()
(2)(an~a)—>~a (HS)

(3)~a, (RO), (1), (2)
(4)~ a— (~ aN ~~ ai) (H6)
(8)~av~~a (RO), (3), (4)
(6)(~av~~a) ->~(ar~a) (dMa)
~(an~a) (RO), (5), (6).

Skoro teza jest zaréwno (sp)* jak i ~ (a, A ~ a ), wéwczas I— (an~a)n~
(a.A ~a),tudziez I—A~ ((a. A~a) A~ (an~a))iponadto |—A~ ((an~
a)A~(a A~a)),dlaike Norazi# k. Namocy za$ (H1), (sp) oraz (RO)
wywnioskujemy, iz dowolna formuta implikuje antynomie: [—, o0 — (a. A ~a).
W logice antynomii wyprowadzalne jest takze prawo niesprzecznosci w klasycz-
nym sformulowaniu, tj. ~ (o A ~ Q).
Dowéd dla~ (o0 A ~ a):
(D~a—>(~av~~a) (H6)
Q2)(~av~~a)>~(aar~a) (dMa)
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(3)~0o—>~(aA~0) (SylDa—>B,B—>7/a—>y,(1),(2)
4 ~~a—>(~av~~a) (H7)

S)~~a—>~(aA~a) (Syl), (4), (2)

(6)o—>~~a (nn)’

(7)o —~(aA~a) (Syl), (6), (5)

B)(a—=>~(aar~a))>((~a—>~(aAr~a))—>~(ar~a)) (A10)
9) (~a—>~(ar~a)) > ~(ar~a) (RO),(8),(7)
~(aA~a) (RO), (9), (3).

Logika antynomii nie spelnia zatem jednego z kryteriéw da Costy. Prawo nie-
sprzecznosci jest jej twierdzeniem. Spelnione s3 wszakze kryteria Jaskowskiego.
Logika antynomii umozliwia praktyczne wnioskowanie, posiada uzasadnienie
intuicyjne i, co najwazniejsze, z pary formut o oraz ~ o nie wyprowadzimy do-
wolnej formuly f3.

Schemat (A1S) wraz z regula odrywania, umozliwiaja wyprowadzenie regu-

ly (EFQ) o postaci:
(EFQ) ~P, P,/ B, oile P jest A—formulq (i € N).

Dowolng formule 3 wyprowadzimy z pary A-formut: P i ~ P. Ograniczenie to
ma uzasadnienie intuicyjne oraz formalno-logiczne. W logice antynomii obecne
sa przeciez zdania sprzeczne, okre$lane mianem zdan antynomicznych. Zdania
te, z zalozenia, nie powinny pociaga¢ za soba trywializacji logiki antynomii.

2.8. LOGIKA DIALEKTYCZNA ROUTLEYAIMEYERA

Logika dialektyczna, obok logiki antynomii oraz systeméw V2 i V3 Arrudy,
jest jedna z nielicznych konstrukeji formalnych, w ktérych pojecie sprzecznosci
wyrazono explicite. W logice dialektycznej, posréd aksjomatéw, widnieje bowiem
formuta o postaci:

(sp)*a A ~a.,gdziei € N.

Wyrazenie a, nie jest jednakze dowolng formulg, lecz pewnym, specjalnym jej
rodzajem. Wida¢ tu pewna analogi¢ do logiki antynomii i systemoéw Arrudy.
Oprécz zmiennych zdaniowych: p, p,, p,, ... , do zbioru wyrazen atomowych
naleza réwniez tzw. stale zdaniowe: a , a,, a,, ... Kazdej zmiennej odpowiada do-
kladnie jedna stala zdaniowa, tj. jedli p, jest zmienng zdaniows, to a, jest staly
zdaniowy, jesli p, jest zmienng zdaniows, to a, jest stala zdaniowy, itd. Formuly
ztozone zbudowane sg ze zmiennych lub stalych zdaniowych oraz co najmniej
jednego spédjnika: negacji, koniunkcji tudziez tzw. mocnej implikacji (entailmen-
tu). Spojnik alternatywy rozumiany jest jako o0 v 3 := ~ (~at A ~f3).
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Logike dialektyczna, w skrécie DL, zaprezentujemy w ujeciu syntaktycz-
nym®. Aksjomatyzacje DL konstytuuja formuty:

(pt) o > @

(ps) (@ > B)A (B>7)) > (=)

(H3) (e > B) A (@ = 7)) = (a—> (B AY))

(H4) (o AB)— a

(HS) (an B) —> B

(pr) (@ A (Bvv)) = ((a A B) v (0 AY))

(nn) ~~a —> a

(pk) (0 > ~B) > (B> ~0a)

(F8) (. = B) >~ (ar~p)

(sp)*a n~a

oraz reguly wnioskowania:

(RO)a—> B, /B
(DK) o, B/ AP
(Syl)” o =B,y >3/ (B—>y)—>(a—>3)%
Zbiér schematéw aksjomatycznych wraz z regutami (RO), (dK) oraz (Syll)~ de-

finiujq relacje konsekwencji [—, .
Prawo niesprzecznodci jest teza logiki dialektycznej.

Dowéd dla (pn) ~ (ot A ~ at):

D (a—>a)>~(aA~a) (F8)
2)a—a (pt)
~(an~a) (1), (2), (RO)

Podobnie zreszty, jak formuly (a, A ~a) A ~(a, A ~a), ~((a, A ~a) A ~(a A
~a)), a. oraz ~a. Logika dialektyczna toleruje sprzecznos¢ w dostownym tego
slowa znaczeniu: istnieje formula q, taka, ze zaréwno o jaki ~ o s3 jednocze$nie
tezami DL. Zbiér {0, ~ o} nie trywializuje jednak logiki dialektycznej.

% Na temat logiki entailmentu zob. Anderson, A.R., Belnap, N.D. (1962), Tautolo-
gical Enatailments, ,Philosophical Studies”, 13/1-2, 5. 9-24.

6 Routley, R., Meyer, RK. (1976), Dialectical Logic, Classical Logic, and the
Consistency of the World, ,Studies in Soviet Thought”, 16/1-2,s. 1-25.






Rozpz1AL 3

HIERARCHIE OPARTE NA KRYTERIUM
ILOSCIOWYM

Rozdzial rozpoczniemy od przypomnienia pewnego, znanego od czaséw sta-
rozytnych, rozumowania. Przyjrzyjmy sie pojedynczemu ziarnku piasku i zapy-
tajmy, czy z jednego takiego ziarna usypiemy stos piachu. Odpowiedz bedzie nie-
chybnie przeczaca. Przyjrzyjmy sie nastepnie dwom ziarnkom piasku i postawmy
podobne pytania: Czy z dwoch ziaren usypiemy stos piasku? Odpowiedz zapew-
ne bedzie analogiczna do poprzedniej. Przyjrzyjmy sie teraz, trzem, czterem ...,
tysiacu, ... stu tysiacom ziaren piasku i ponéwmy pytanie: Czy sto tysigcy ziaren
piasku utworzy stos? OdpowiedZ nie bedzie juz jednoznaczna. Okazuje sig, ze
tego samego rodzaju rozumowanie, znane jako paradoks stosu, mozna przepro-
wadzi¢ dla innego, réwnie nieostrego pojecia, co termin stos. Nie bedzie to jednak
pojecie zaczerpnigte z jezyka naturalnego. Tu sprawa bylaby wzglednie prosta.
Jak sadza bowiem niektdrzy, wliczajac to Bertranda Russella, wszystkie pojecia
jezyka naturalnego sa nieostre'. Chodzi o pojecie wykorzystywane w nauce i to
w nauce nie byle jakiej, bo w logice. Tym pojeciem jest logika parakonsystentna.
Przeprowadzmy dla niego podobne rozumowanie.

Wezmy pod uwage nastepujaca pare formul o, ~ o wyrazonych w jezyku
pewnego systemu S . Jesli wyprowadzg, za pomoca regul systemu S, dowolng
formute f3, to czy system S, moge okreéli¢ jako parakonsystentny? Odpowiedz
bez watpienia bedzie przeczaca. Rozwazmy tréjke formut o, ~ o, ~ ~ o, wyra-
zonych w jezyku systemu S, i przyjmijmy, dla wigkszej transparentnosci, ze pra-
wa podwdjnej negacji, ~~ oL —> o, oL —> ~~ 0, nie s3 wyprowadzalne w syste-
mie S,. Jesli wydedukuje, dzigki regulom systemu S, dowolng formule f3, to czy
S, jest systemem parakonsystentnym? Odpowiedz nie bedzie juz az tak klarowna.
Wszystko zalezy m.in. od tego, jak zinterpretujemy kryteria, dzieki ktérym odréz-
nimy logike parkonsystentna od innych logik nieklasycznych® Dla Jaskowskiego,
na przyklad, opisany stan bylby bliski trywializacji systemu. Nalezaloby wiec S,
wykluczy¢ z grona systemow logiki parakonsystentnej’.

! Zob. Russell, B. (1923), Vagueness, ,Australasian Journal of Psychology and
Philosophy”, 1/2, s. 84-92. Ze stanowiskiem Russella polemizowal m.in. Marvin Kohl.
Zob. Kohl, M. (1969), Bertrand Russell on Vagueness, , Australasian Journal of Philoso-
phy”, 47/1, . 31-41.

2 Zob.§ 1.1.

3 Por. formula (efg)?, § 2.5.
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Skupmy sie¢ teraz na k+1 liczbie formut: o, ~ o, ~ ~ o, ~ ~ ~ @, ..., ~* o, k> 3%
Jesli wyprowadzg, za pomoca regut systemu S , dowolng formule 3, to czy S moge
nazwac systemem parakonsystentnym? Kazda odpowiedz bedzie bez watpienia ar-
bitralna i dyskusyjna.

Definitywnego rozwiazania mozna by upatrywaé w systemie, w ktérym nie
jest wyprowadzalna formula o postaci ~ o.. Zadna formula, ktérej spéjnikiem
glownym jest negacja, nie bytaby wéwczas teza takiego systemu. Istnieje niewiele
konstrukcji formalnych, ktére spelniajq to kryterium, nalezy do nich C_ da Costy,
PI Batensa, czy tez system C _Carnielliego i Marcosa®. Niestety, zaréwno w sys-
temie C_ jakiC = posrod aksjomatéw widnieje jedno z praw podwdjnej negacji,
mianowicie: (nn) ~~ o0 — a.. W rezultacie, jakakolwiek préba rozszerzenie tych
systeméw o formule @ — (~ @ = (~ ~ o = B)) umozliwia wyprowadzenie
dowolnej formuly f3 z pary formut: ~ o, ~~ a®. Pozostaje wiec system PI Batensa.

W rozdziale zaprezentujemy pewng hierarchie¢ systeméw logiki parakon-
systentnej, w ktorej decydujaca role odgrywaé bedzie tzw. kryterium ilosciowe.
Kryterium to, w duzym uproszczeniu, sprowadza si¢ do nastepujacego pytania:
Jaka warto$é minimalng, ale rézng od zera, musi przyjaé¢ parametr k dla {o, ~ o,
~~d,~~~0Q, ..~ 0}, aby strywializowaé system? — lub krocej: Ile potrzeba
formul, by przepelni¢ dany system? W klasycznym rachunku zdan wystarczaja
dwie takie formuly, tj. o, ~ a.. Wigksza ichilo$¢, np. o, ~ o, ~ ~ o, ~ ~ ~ o, ~ ~ ~
~ @, jest redukowalna do dwdch. Dzieje si¢ tak za sprawa praw i regul klasycznego
rachunku zdan, w tym przede wszystkim praw podwdjnej negacji, prawa skraca-
nia (a0 = (a0 = B)) > (o0 > B), oraz reguly odrywania.

Punktami odniesienia dla proponowanej hierarchii beda dwie konstruk-
cje logiczne. Pierwszg jest system PI Batensa, druga — klasyczny rachunek zdan.
Poszczegdlne systemy hierarchii, opartej na kryterium ilo§ciowym, oznaczymy
symbolem B" (n > 1).

* Parametr k okresla liczbe negacji wystepujacych przed formuly a, np. ~*a =
~~~~qL. Jedli k = 0, wéwczas ~’o. = a.. Zapis ~’a. wydaje sie do$¢ nienaturalny, totez
zamiast ~’a. bedziemy po prostu pisa¢ o..

5 Zob. §§ 2.6, 5.3. Logike PI oznacza si¢ czasem innym skrétem mnemotechnic-
znym, tj. CLuN.

¢ Jedno z rozwiazan polega na wzbogaceniu jezyka systemu o tzw. operator spdjnosci.
Zob. § 5.3 oraz Carnielli, W.A., Marcos, J. (2002), A Taxonomy of C-systems, [w:] Carnielli,
W.A., Coniglio, M.E., D’Ottaviano, LM.L. (red.), Paraconsistency — the Logical Way to the
Inconsistent, Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics, 228, New York, s. 1-94.
Inne — na akceptacji zalozen systemu P’ Settego. Zob. § 4.1 oraz Sette, A.M. (1973), On the
Propositional Calculus P', ,Mathematica Japonicae”, 18/3,s. 173-180.
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3.1. LOGIKA PI BATENSA

Oznaczmy przez var niepusty, przeliczalny zbiér zmiennych zdaniowych {p ,
Py -}, n € N.Zbi6r wszystkich formut F, definiujemy jako najmniejszy zbior
spelniajacy nastepujace warunki:

(1) kazda zmienna zdaniowa jest formula
(2) jesli o jest formulg, to ~ o tez jest formuly
(3) jesli i B s3 formutami, to o A B, a0 v Bia — P sa formulami’.

Zbior aksjomatéw logiki PI sktada sie z nastepujacych elementow:
pozytywnej czesci logiki Hilberta

H)a—>(P->a)
(H2) (0 > (B> 7)) = (0 > B) > (o0 > 7))
(H3) o= (B — (e B))
(H4) (a A B)—>
(HS) (A B)— B
(H6) o — (o v B)
(H7)a—> (Bva)
(H8) (o0 =>7) = (B = v) = (v B) = 7)),
prawa Peirce’a
(pP) (0 > B) > a) > a
oraz prawa wylaczonego srodka
(tnd) oo v ~ 0.
Aksjomat (tnd) jest réwnowazny tzw. stabemu prawu Claviusa:

(PC) (> ~a)—> ~a’.

7 Réwnowaznoé¢ jest definiowana w standardowy sposéb.

$ Zob. Batens, D. (1980), Paraconsistent Extensional Propositional Logics, ,Logique
et Analyse”, 11, s. 20S.

® Zob. Batens, D., de Clercq, K. (2004), A Rich Paraconsistent Extension of Full
Positive Logic ,Logique et Analyse”, 185-188, s. 227-257. Dow6d réwnowaznosci ak-
sjomatéw zob. Nasieniewski, M. (2008), op. cit., s. 22-23. Zapis (tnd)/(pC)" oznacza
dowolno$¢ w wyborze aksjomatyzacji logiki PI.
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Jedyna pierwotna regula wnioskowania jest reguta odrywania (RO) a, o — f3
/ B. Zbiér schematéw aksjomatycznych wraz z regula (RO) definiuja relacje
konsekwencji [—,.

Twierdzenie 3.1.1. (o dedukcji) T |_p1 a — Bwtw,gdy I U {a} |—PI B, dla do-
wolnych o, B € F,,I CF,,

Y

Dowéd. Dowéd sprowadza si¢ w zasadzie do trzech uwag: (1) posréd aksjoma-
tow logiki PI widnieja formuty (H1) i (H2), (2) prawo tozsamosci (pt) o0 — o
jestjej teza, (3) regula odrywania jest jedyna pierwotng, nieaksjomatyczna regula
wnioskowania logiki PI'.

Twierdzenie 3.1.2. Zadna formuta o postacioc > (~ v > (~~a > ... (o —
B)...)),dlak>1, niejest teza logiki PL

Dowédd. Rozwazmy matryce n-wartosciowg (n = k+2, k> 1) M = (X, D, v,
A =, ~), wktérej X = {1, 2, 3, ..., n-1, n} jest zbiorem wartosci logicznych,
D={1,2,3,...,n-1} jest zbiorem warto$ci wyrdznionych, operacje v, A, =, ~
zdefiniujemy nastepujaco:

Vvl1 2 3 n-1 n (AN 12 3 n-1 n
1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 n-l n
2 1 2 2 2 2 212 2 3 n-l n
3 1 2 3 3 3 313 3 3 n-l n
n-1 2 3 n-1 n-1 n-1|\nl nl nl .. nl n
n 1 2 3 we n-l n n n n n .. n n
(=) 1 2 3 n-l n (~)
1 1 2 3 n-1 n 1 2
2 1 2 3 n-1 n 2 3
3 1 2 3 n-l n 3
. n-1
n-1 1 2 3 n-1 n n-l| n
n 1 1 1 n 1

1 Szczegétowy dowdd twierdzenia o dedukeji zob. np. Trzesicki, K. (2003), Logi-
ka i teoria mnogosci. Ujecie systematyczno-historyczne, Akademicka Oficyna Wydawnicza
EXIT, Warszawa, s. 82—-84.
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Jesli k = 1, to n = 3. Aksjomaty (H1)-(H8), (pP), (tnd)/(pC)" przyjmuja
warto$ci wyréznione {1, 2}. Regula odrywania takze je dziedziczy. Nie dotyczy
to formuly o — (~ o — B), albowiem 1 - (~1—>3) =1 >3 =3.

Jesli k = 2, to n = 4. Aksjomaty (H1)-(HS), (pP), (tnd)/(pC)" przyjmuja
warto$ci wyréznione {1, 2, 3}. Regula odrywania takze je dziedziczy. Formula
a —> (~ a = (~ ~ o = B) jest niezalezna wzgledem aksjomatyzacji, poniewaz
I5(~1>5(~~124)=1>2>(~2-4)=1>2>B3->4)=1>
2>4)=1>4=4

Podobnag analize przeprowadzimy dla coraz slabszych wersji prawa prze-
pelnienia.

Na osobna uwage zastuguje semantyka logiki PI. Ot6z, w pierwszej kolejno-
$ci ze zbioru formul F,, wyodrgbniamy pewien jego podzbiér, mianowicie zbior
tych wszystkich formul, ktérych spojnikiem gtéwnym jest negacja, F*,, := {~ au:
o € F_}. Nastepnie w oparciu o pojecia F,, F »; Oraz zbioru wartosci logicznych

PL
{1, 0} definiujemy funkcje wartoéciowania v rozumiang jako para wartosciowan

(s, s, t.

Definicja 3.1.1. Niech var bedzie zbiorem zmiennych zdaniowych, var # &, a po-
nadto F' := {~ a: o € F,}. Warto$ciowaniem nazywamy dowolng pare upo-
rzadkowang v = (s, s*), gdzie s: var ——> {1,0} orazs: F, —— {1,0}.

Zbiér argumentdw funkgji s stanowia zmienne zdaniowe, w przeciwienstwie do
dziedziny funkgji s’, w ktérej argumentami sa dowolne formuly, ktorych spdjni-
kiem gtéwnym jest negacja. Zabieg ten zostat podyktowany wzgledami praktycz-
nymi, znajdujacymi swoje intuicyjne uzasadnienie w obecnosci formuly (tnd)/
(pC)" w zbiorze aksjomatéw logiki PI.

Definicja 3.1.2. Dla dowolnej funkeji warto$ciowania v, v moze zosta¢ jednoznacz-
nie rozszerzona do funkcji V, ktérej dziedzing jest zbiér F, za$ przeciwdziedzing
zbiér wartosci logicznych {1, 0}, V: F, ——> {1, 0}, o ile — dla dowolnych o, B €
F,, - spelnione s3 nastepujace warunki:

(vI) V(v B) =1 wtw, gdy V(a) =11lub V(B) =1
v2) VI AB)=1 wtw,gdy V(ar) =1 oraz V(B) = 1
gdy
(v3) V(oo —> B) =1 wtw, gdy V() =01lub V(B) = 1
v4) V(~a) =1 wtw, gdy V(o) =0lubs'(~ o) = 1.
( gdy
Funkcje warto$ciowania V nazywaé bedziemy PI-warto$ciowaniem.

Definicja 3.1.3. Formula o jest PI-tautologia (zapis symboliczny: |=PIOL) wtw,
gdy dla dowolnego PI-warto$ciowania V, V(o) = 1.
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Definicja 3.1.4. Ze zbioru T'  F, wynika semantycznie formuta o (symb. T |=p1
o) wtw, gdy dla dowolnego PI-warto$ciowania V, jesli V(B) = 1 dla dowolnej

B el toV(a)=1.

Z uwagi na warunek (v4) definicji 3.1.2, zauwazmy, iz dla dowolnej o € F, oraz
dowolnego warto$ciowania v = (s, s”), dlalogiki PI zachodzi do§¢ oczywisty waru-
nek: V(o) = 1lub V(~ o) = 1'%,

Twierdzenie 3.1.3. (Batens, de Clercq 2004) T -, Lwtw, gdy T |—PI o, dla do-
wolnychI'c F,, o€ F,.

W logice PI podwazamy zasade ex falso quodlibet. Ze zbioru {o, ~ o, ~ ~ a,
~~~0, ..., ~a}, k> 1, nie wydedukujemy dowolnej formuly 3. Przejdzmy za-
tem do oméwienia hierarchii systeméw, ktore daja taka mozliwos¢. Stanowia one
pewnego rodzaju ilustracje logiczna dla postawionego wczesniej pytania: Jaka
warto$¢ minimalng, r6zna od zera, musi przyjaé parametr k dla {a, ~ o, ~ ~ @,
~~~dq, ..., ~a}, aby strywializowaé dany system'??

3.2. HIERARCHIA B"-SYSTEMOW (n>1)

Hierarchie otrzymamy, rozszerzajac zbidr aksjomatdéw systemu PI o formule:
(efp)fa—>(~a—>(~~a—> .. (~fa—>p)..)),dlak>2",

Jedyna pierwotna regula wnioskowania, poszczegélnych systemoéw hierarchii,
jest reguta odrywania (RO) a, oo = P / B. Poszczegdlne systemy oznaczamy
litera B wzbogacong o parametr n w indeksie gérnym, przyjmujac zawsze, iz
n = k-1. Dla przykltadu, najsilniejszym systemem prezentowanej hierarchii jest B',
w ktérym (efg)* przybiera taka oto posta¢:

(¢fg)’a = (~a > (~~a—p)).

11" Zob. Nasieniewski, M. (2008), op. cit., s. 25.

"2 System Batensa stanowil punkt odniesienia dla wielu systeméw logicznych. Wy-
starczy wspomnie¢ o systemie HPIW Qingyu. Zob. Qingyu, Z. (1991), A Weak Paracon-
sistent Conditional Logic, ,The Journal of Non-Classical Logic”, 8/1, s. 45-57.

1 Por. Ciuciura, J. (2014), Paraconsistent Heap. A Hierarchy of mbC'-systems,
,Bulletin of the Section of Logic”, 43/3-4, s. 173-182. W artykule z 2014 roku przyjeto
inng notacje, tj. mbC’, na oznaczenie omawianej hierarchii. W zamysle, notacja ta
wskazywala na zrédlo inspiracji B"-systeméw. Niestety, moze ona by¢ réwniez przyczyna
nieporozumienia. Przywodzi bowiem na mysl system mbC Carnielliego i Marcosa, zob.
Carnielli, W.A., Marcos, J. (2002), op. cit. W rezultacie mozna by dojé¢ do wniosky, iz
system Carnielliego i Marcosa jest réwnowazny systemowi B! (mbC') - co oczywiscie
nie jest prawda. Wiecej na ten temat zob. § 5.3.
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Z kolei w systemie B*, schemat (efq)* prezentuje sie nastepujaco:
() = (~ 0> (=~ 0> (==~ 0 (<> (<~~~ > B)))).

Dla kazdego systemu B": zbiér schematéw aksjomatycznych wraz z regula odry-
wania definiuja relacje konsekwencji

Podobnie jak w przypadku logiki PI Batensa, w kazdym B’"-systemie
(n=k-1, k > 2) prawdziwe jest twierdzenie o dedukcji.

Twierdzenie 3.2.1. (o dedukcji) T |—Bn o — Bwtw, gdy ' U {a} |—Bn B, dla do-
wolnycha, B € F, , T CF,, (n>1).

Intuicje filozoficzne tkwiace u podstaw hierarchii B"—systeméw mozna teraz pre-
cyzyjniej wyrazi¢ za pomoca nastepujacego zestawienia, dla dowolnych o, 3 € F_ :

(0) o, ~ I—BO B (B° = klasyczny rachunek zdar)'*

(D', ~a,~~a I—BOB

(1o, ~a,~~a =, B (B), (B)

2Q)'o,~o,~~a,~~~a |_30B

@~ ~~a~~~af=B  (B) ) (B)

(2)3(X,~OL,~~OL,~~~OL|—B2B

(k) o,~a,~~qQ, ..., ~a I_B,,B (Bo)) (Bl)) (BZ)) ey (Bn)

(0)D =, B (B°), (BY), (B, ..., (B), ...

(B”= system PI).

W Klasycznym rachunku zadan para formut o, ~ o, umozliwia wydedukowanie do-
wolnej formuly f3, co nie bedzie mozliwe w zadnym z B'—systeméw. Tréjka formut o,
~ 0, ~ ~ o. umozliwia juz wyprowadzenie dowolnej formuly 3 w systemie B', ale nie
jest to mozliwe w pozostalych B"-systemach. Czworka formut o, ~ o, ~ ~ o, ~ ~~ @
umozliwia wyprowadzenie dowolnej formuly 3 w systemie B' oraz B lecz nie — w po-
zostalych B'—systemach, efc. Spostrzezenia te wymagaja oczywiscie udowodnienia.

Na poczatek przyjrzyjmy sie nieco dokladniej systemowi B'. Pokazmy, ze
formuly:

'* Klasyczny rachunek zdan nie jest B'-systemem. Niemniej, przez wzglad na
spojnos¢ prezentacji, przyjmijmy, iz B’ oznacza klasyczny rachunek zdan, natomiast B*
logike PI Batensa. Podkreslimy tym samym pewng analogi¢ do hierarchii C —systeméw
da Costy. Por. § 2.6.
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(nn) ~~a — a

(nn) o —>~~a

(efg) o0 —> (~ o —> B)

Fl)~a—>(~~a—p)

(F2) (ot > B) > (~ (ot > B) > )
nie s3 wyprowadzalne ze zbioru aksjomatéw systemu B'. W tym celu skorzystaj-
my z matrycy 4= ({1,2,0}, {1, 2}, v, A, >, ~), wktérej {1, 2, 0} jest zbiorem

wartoéci logicznych, {1, 2} jest zbiorem warto$ci wyréznionych, podane spéjniki
definiuja za$ nastepujace tabelki:

(=] 1 2 0 (~)
1 1 2 0 1 2
2 1 2 0 2 0
0 1 1 1 0 1

(V) 1 2 0 (n) 1 2 0
1 1 1 1 1 1 2 0
2 1 2 2 2 2 2 0
0 1 2 0 0 0 0 0

Falsyfikacja formuly (nn):
~~0—>0=~1->0=2—>0=0.
Falsyfikacja formuly (nn)":
1>~~1=1->~2=1—>0=0.
Falsyfikacja formuly (efg):
1>(~1>0)=1->(2—>0)=1—>0=0.
Falsyfikacja formuly (F1):
~0—>(~~0>0)=1>(~1>0)=1—>(2—>0)=1—>0=0.
Falsyfikacja formuly (F2):

1-1)>(~(1>1)>0)=1>(~1-0=1>(2—>0)=1—>0=0.
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Wizystkie aksjomaty systemu B' zawsze przyjmuja warto$ci wyrdznione. Re-
gula (RO) takze zawsze je dziedziczy. Formuly, dla ktérych podano falsyfikacje,
sa wiec niezalezne wzgledem aksjomatyzacji systemu B'.

Oproécz prawa przepelnienia, szczegélnie istotne jest odrzucenie obydwu
praw podwoéjnej negacji. W przeciwnym wypadku tréjka formul o, ~ o, ~ ~ a,,
ktéra w zamierzeniu ma trywializowac¢ system B’, redukowalna jest do pary o,
~ 0, co przywodzi na mysl sytuacje znang z klasycznego rachunku zdan. Opi-
sana sytuacja nie przeszkadza jednak temu, aby potencjalnie zaakceptowad tzw.
prawa potrdjnej negacji:

nm)d~~~ao —ad
(nn)
(nmn)* o —>~~~aq,

jako supraklasyczne rozszerzenie aksjomatyzacji systemu B'"5.
Przejdzmy teraz do oméwienia semantyki B"-systemow.

Definicja 3.2.1. Niech var bedzie niepustym, przeliczalnym zbiorem zmiennych zda-
niowych {p , p,, ..}, F, oznacza zbi6r wszystkich formut systemu B" (n > 1). Funkcje
vv: F, —>{1 ,0}, nazywamy B"-wartoéciowaniem, o ile spelnione s3 warunki:

(var) dla dowolnego p. € var,i € N:albov(p,) =1,albov(p ) =0
(v1) v(o v B) =1 wtw,gdyv(a) = 1lubv(B) =1

(v2) v(o A B) =1 wtw, gdy v(a) = L oraz v(f3) = 1

(v3) v(oo = B) =1 wtw, gdy v(a) =0lubv(B) = 1

(v4a) jesliv(~ o) =0, tov(a) = 1

(v4b) jesliv(~*a) =1, to v(a) =0 lubv(~ o) =0lub ... lub v(~*' ) =0,
dlak>2.

Definicja 3.2.2. Dla dowolnej o € F, , o jest B'—tautologia (n > 1) wtw, gdy dla
kazdego B"-wartosciowania v, v(a) =1.

Definicja 3.2.3. NiechI' F, , o € F, , ze zbioru I' wynika semantycznie formuta

o (symbolicznie: T '=B o wtw, gdy dla dowolnego B"—warto$ciowania v, jesli
v(B) =1 dla dowolnej 3 € T, to v(at) = 1.

Twierdzenie 3.2.2. (Ciuciura 2014) NiechI' C F, , o € F, : T I——Bn o wtw, gdy
r |=Bn .

System S jest maksymalny wzgledem klasycznego rachunku zdan, o ile § jest
jego podsystemem oraz jakiekolwiek rozszerzenie zbioru tez systemu S o formu-
le, ktora jest teza klasycznego rachunku zdan, ale nie jest wyprowadzalna w S,
spowoduje, ze S bedzie systemem réwnowaznym klasycznemu rachunkowi zdan.

1S Zob. § 3.3.
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Twierdzenie 3.2.3. System B nie jest maksymalny wzgledem klasycznego rachun-
ku zdan.

Dowéd. Oznaczmy przez S system, ktorego aksjomatami s3 schematy (H1)
-(H8), (pP) (pC), (F1) oraz (F2). Jedyna pierwotna nieaksjomatyczng regula
systemu Sjest reguta odrywania. Odnotujmy, Ze w systemie S wyprowadzalne sa
formuly (efq)?i (pC)’, pelniace funkcje aksjomatéw systemu B'. Oznaczmy przez
T( |—,,) zbiér wszystkich tez systemu B, przez T( [—,) — zbiér wszystkich tez
systemu S. Jasnym jest, ze T( I_Bl) < T( |—,), podobnie zreszta jak to, iz od-
wrotna inkluzja, T( [—,,) © T( [—), nie zachodzi. System B’ jest podsystemem
systemu S. System S jest z kolei podsystemem klasycznego rachunku zdan, co
wiecej, S jest maksymalny wzgledem tego rachunku. Nie jest to niczym zaska-
kujacym, poniewaz S jest réwnowazny systemowi P! (zdefiniowanym na jezyku,
wzbogaconym o spéjnik koniunkeji i alternatywy)'®.

Prostym wnioskiem z twierdzen 3.2.313.2.2 jest:
Twierdzenie 3.2.4. Kazda B'—tautologia jest tautologia klasycznego rachunku zdan.
System B! jest najsilniejszym, sposréd B'-systeméw (n > 1), tzn.:
Twierdzenie 3.2.5. T( |—B DE=YA( I—Bn) ydlan>2.

Dowéd. W systemie B! teza jest formula (efg)* a0 —> (~ o > (~ ~ a0 —> ...
(~ o — B)...)), dlak>2.Jesli k = 2, formuly (efg)? jest aksjomatem B. Jesli
k > 2, formula (efq)* jest wyprowadzalna w B!, dzigki (H1), prawu komutacji
(a—> (B —>7v)—> (P — (o> y)) tudziez wariantom prawa komutagji, typu:
(a>(P—>(—>9) > (a—>(y—>(B— J)), oraz regule (RO). Udowod-
nienie, iz formula (efq)” nie jest teza w zadnym B"-systemie dla ktérego n > 2,
wymaga zastosowania k—wartosciowej matrycy supraklasycznej .4, dla ktorej
k > 4. Jesli wigc n = 2, zastosowanie znajdzie matryca czterowartosciowa 4, ,.
Jesli n = 3, matryca pieciowarto$ciowa. Gdy n = 4, sze§ciowarto$ciowa, itd.

Przedstawione dotychczas twierdzenia, znajduja swoje zastosowanie w do-
wodzie kolejnego spostrzezenia:

Twierdzenie 3.2.4." Kazda B"-tautologia, n > 1, jest tautologia klasycznego rachun-
ku zdan.

Pamigtamy, iz kazdy B"-system (n > 1) jest podsystemem klasycznego ra-
chunku zdan. Wiemy réwniez, ze system B jest systemem najsilniejszym sposrdd
B"—systemdw. Pozostalo okresli¢ jeszcze jedna zalezno$¢:

16 Zob. § 4.1.
17 Zob. § 3.3.
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Twierdzenie 3.2.6. T( |—Bo) o T( I_m) o> T( |—B2) .. o T( I—Bn)
> T( I——Bw).

Opisana zalezno$¢ charakteryzuje hierarchie B"—systeméw (n>1).

3.3. HIERARCHIA B"-SYSTEMOW (n>1) A LOGIKA
SUPRAKLASYCZNA

Przyjrzyjmy si¢ na wstepie definicji warto$ciowania klasycznego. Niech
F_, oznacza zbiér wszystkich formul klasycznego rachunku zdan. Funkcje v, v:
E.,— {1,0}, nazywamy wartoéciowaniem klasycznym, o ile spelnione s3 warunki:

(var) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p , i € N:albo v(p,) =1,albov(p.) =0
(vI) v(o v B) =1 wtw, gdyv(a) =1lubv(B) =1

(v2) v(ae A B) = 1 wtw, gdy v(a) = 1 orazv(B) =1

(v3) v(ao —> B) = 1 wtw, gdy v(a) =0lubv(B) =1

(v4) v(~ a) = 1 wtw, gdy v(a) = 0.

Biorac pod uwage charakterystyke funkcji v, mozemy wyrézni¢ trzy grupy formul.
Pierwszy ich rodzaj to wyrazenia, ktére przy dowolnym warto$ciowaniu v zawsze
przyjmuja warto$¢ 1. Formuly te sa zawsze prawdziwe. Drugi rodzaj wyrazen sta-
nowia formuty, ktére przy dowolnym wartoécia v zawsze przyjmuja warto$¢ 0.
Formuly te sa zawsze falszywe. I wreszcie, do trzeciej grupy wyrazen nalezg for-
muly, ktére przy pewnym warto$ciowaniu v przyjmuja warto$¢ 1, przy pewnym
za$ — warto$¢ 0. Formuly te, w zaleznosci od charakterystyki funkeji warto$cio-
wania v, moga by¢ prawdziwe, albo moga by¢ falszywe. Formuly pierwszego typu
nazywamy klasycznymi tautologiami, drugiego — klasycznymi kontrtautologiami,
natomiast trzeci rodzaj wyrazen stanowia formuly komplementarne w sensie kla-
sycznym. Przyktadem tautologii klasycznej jest cho¢by prawo niesprzecznosci,
prawo wylaczonego srodka, czy tez prawo przepelnienia. Przykladami kontrtau-
tologii sa negacje wspomnianych formut. Przykltadem formuty komplementarne;
w sensie klasycznym bedzie kazda zmienna zdaniowa, kazda negacja zmiennej
zdaniowej, implikacja p, — p, lub np. formuta ~ (p, = ~p,),dlap , p, € var.
Przyjmijmy, dla dalszych rozwazan, ze naszym punktem odniesienia jest kla-
syczny rachunek zdan. Zadajmy teraz pytanie o to, w jaki sposéb mozna zbudo-

' 'W odniesieniu do definicji warto$ciowania v oraz faktu, iz zbidr wszystkich zmi-
ennych zdaniowych jest podzbiorem F_, warunek (var) wydaje sie zbyteczny. Zach-
owamy go jednak jako element sktadowy definicji funkcji klasycznego warto$ciowania.
Warunek (var) wykorzystamy w dalszej czesci rozdziatu, poréwnujac klasyczne war-

to$ciowanie z warto$ciowaniem supraklasycznym.
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wac pewien, blizej nieokre$lony, nieklasyczny system logiczny. Od razu przychodza
na my$l co najmniej trzy, typowe metody. Mozemy rozszerzy¢ jezyk klasycznego
rachunku zdant o nowy badz nowe, intensjonalne spojniki logiczne lub po prostu
— o nowe symbole. W konsekwencji zmianie ulegnie definicja formuly. Oprécz for-
mut klasycznych, pojawia si¢ w alfabecie jezyka nowe wyrazenia. Niektére z nich
uznane zostana za tautologie powstalego systemu. Logika pierwszego rzedu oraz
wzmiankowany w § 2.5 system logiki modalnej SS sa tego doskonatym przykladem.

Mozemy takze zakwestionowa¢ intuicyjno$¢ wybranych praw logiki klasycz-
nej, tak jak to mialo miejsce w systemie Ortowa, Kolmogorowa, Johanssona, czy
tez C —systemach da Costy'”. Akceptujemy wéwczas jezyk klasycznego rachunku
zdan, ale nie akceptujemy wszystkich tautologii klasycznych. Kazda tautologia
nowego systemu jest jednoczeénie tautologia klasyczna, niemniej nie kazda tau-
tologia klasyczna jest tautologia nowego systemu.

Trzecia droga jest wypadkowa dwdch pozostalych. Wzbogacamy jezyk kla-
sycznego rachunku zdani o nowe symbole, nie aprobujac przy tym wszystkich
tautologii klasycznych. Do grona tego typu konstrukeji logicznych zaliczamy np.
system C = da Costy oraz logike CLuNs Batensa™.

Istnieje jeszcze jedna, godna odnotowania, metoda. Otdz, bazujac na jezyku
klasycznego rachunku zdan, akceptujemy - jako tautologie — wybrane formu-
ly komplementarne. Pojawia si¢ jednak problem. Dodanie do zbioru tautologii
klasycznych jakiejkolwiek formuly komplementarnej, natychmiast trywializuje
klasyczny rachunek zdan. Kazda formula staje si¢ jego tautologia. Aby tego unik-
naé, musimy zakwestionowa¢ pojecie pelnosci funkcyjnej w rozumieniu Posta®
tudziez odrzuci¢ niektére sposréd praw klasycznego rachunku zdan. W konse-
kwengji, istnie¢ musza tautologie klasyczne, ktore nie s3 tautologiami nowego
systemu, jak i réwniez istnie¢ beda tautologie nowego systemu, ktore nie sg tau-
tologiami klasycznymi. W ten sposéb narodzila si¢ idea logiki supraklasyczne;.

Definicja 3.3.1. Przez termin logika supraklasyczna (system supraklasyczny, ra-
chunek supraklasyczny, itp.) rozumiemy logike (system, rachunek, itp.), ktéra
w zbiorze swoich tautologii posiada przynajmniej jedna formule komplementar-
na w sensie klasycznym.

W prezentowanym tu podejsciu, logika klasyczna (a $cislej warto$ciowanie
klasyczne) zawsze stanowi¢ bedzie punkt odniesienia dla logiki supraklasycznej.
Logika supraklasyczna nie jest wytworem dwudziestego pierwszego wie-
ku. W latach sze$édziesigtych XX wieku McCall opracowat podstawy tzw. logi-

9 Zob. §§ 2.3, 2.4, 2.6.

20 Zob. da Costa, N.C.A. (1974), op. cit, s. 503-504, Batens, D., de Clercq,
K. (2004), op. cit.

21 Zob. Malinowski, G. (2006), op. cit., s. 4.
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ki koneksyjnej**. Przymiotnik koneksyjna sugeruje zwiazek, powiazanie, czy tez
koneksje (ang. connection) pomiedzy przestankami a wnioskiem poprawnych
dedukcyjnie rozumowan lub pomiedzy formutami o odpowiedniej postaci.
Zwiazek, o ktérym mowa, mozna sprowadza¢ do nastepujacego sformulowania:
Zadna formula nie powinna implikowa¢, badz by¢ implikowana, przez jej nega-
cje. Nie moze zatem by¢ prawda, iz ~ o0 — o oraz o0 — ~ o.. Co zreszta rzeczy-
wiécie w klasycznym rachunku zdan ma miejsce. Tautologiami klasycznymi sg
jednakze formuly:

PO (~a—>a)>a
(PC) (o > ~a) > ~a,

znane pod nawg praw Claviusa. Formula ~ o0 = o implikuje o, formuta ~ o jest
za$ implikowana przez @ — ~ . Obydwa prawa s3 nieintuicyjne. Prawdziwe
powinny by¢ wyrazenia:

(tA) ~(~a— a)
(tA) ~ (o0 > ~ a).

Obydwa wyrazenie sa formulami komplementarnymi w sensie klasycznym.
Filozoficzne intuicje zwigzane z formula (tA) odnalezé mozna w Analitykach
pierwszych Arystotelesa. Jesli przyjmiemy — argumentuje Arystoteles — ze dwie
formuly: (1) o — B oraz (2) ~ & —> P sa jednocze$nie prawdziwe, wéwczas
musimy przyja¢, iz prawdziwe jest wyrazenie (3) ~ B — ~ o (na mocy tzw. pra-
wa slabej kontrapozycji oraz (1)). Z kolei, formuly (3) i (2) pociagaja za soba
konieczno$¢ uznania (4) ~ B — B (na mocy prawa sylogizmu). Zdaniem Ary-
stotelesa krok (4) jest niemozliwy. Stad przypuszczenie, iz Arystoteles traktuje
~ (~ o — a) jako prawo logiczne®.

Filozoficzne idee Arystotelesa znalazly réwniez wyraz w tzw. tezach Boecjusza®:

(tB) (a >~ B) >~ (a—B)
(tB) (o = B) = ~ (o = ~ B).
Formuly (¢B), (tB)" wraz z tezami Arystotelesa oddaja w pelni istote logiki koneksyj-
nej, a $cislej: Niech S bedzie systemem formalnym, ktérego jezyk — précz zmiennych
zdaniowych — zawiera co najmniej spdjnik implikacji i spdjnik negacji. Powiemy, ze S
wy jmnie) spoj plIkacji1spoj gac) Y,
jest systemem logiki koneksyjnej, wtw, gdy spelnione sa nastepujace warunki:

2 Zob. McCall, S. (1966), Connexive Implication, ,Journal of Symbolic Logic”,
31, s. 415-433; McCall, S. (1967), Connexive Implication and the Syllogism, ,Mind’, 76,
s. 346-356.

2 Por. Arystoteles, Analityki pierwsze, $7b3. Formula (tA) nosi miano tezy Arystotelesa.

** Chodzi o zyjacego na przelomie Vi VI wieku Aniciusa Manliusa Severinusa Bo-
ethiusa, rzymskiego filozofa, thumacza i komentatora dziet Arystotelesa.
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(1) formuly (tA), (tA)", (tB) oraz (tB)  sa tautologiami (tezami) systemu S

(2) formuta (o0 > B) = (B — ) nie jest tautologia (teza) systemu S.
Spojnik implikacji spelniajacy jednoczesnie warunek (1) i warunek (2) nazywa-
my implikacjg koneksyjng™.

Przykladem systemu logiki koneksyjnej (a tym samym i logiki supraklasycz-
nej) jest system MC. System ten definiuja syntaktycznie aksjomaty pozytywnej
czesci logiki klasycznej, prawa podwdjnej negacji:

(nn) ~~o — a

(nn)" o — ~ ~ q,
prawa de Morgana

(dMa) ~(a AB)—>(~a v ~p)

(dMa) (~a v ~B)—>~(anp)

(dMb) ~ (o v B) > (~an~P)

(dMb) (~an~B)—>~(a v p)
oraz aksjomaty:

(i) ~ (@ = B) > (0 >~ )

(tB) (oo = ~B) > ~ (oo > P).

Jedyna pierwotna reguly wnioskowania jest (RO) a, oo — 3 / p.

Aksjomat (fB) jest formula komplementarng w sensie klasycznym. W sys-
temie MC wyprowadzalne s3 takze inne formuly komplementarne, m.in. (tA),
(tA), (B), (y A~ B) >~ (a—>PB),(yAB) >~ (a—>~B),~p>~(a—>P)
oraz § = ~ (a0 = ~ PB). Ostatnie cztery formuly mozna okregli¢ jako paradoksy
implikacji koneksyjne;j.

Dowéd dla (tA) ~ (~ . — a):
(1) (~a—>~a)>~(~a—>a) (tB)
2)~a—>~a (pt)
~(~a—>a) (1), (2), (RO).
Dowéd dla (tB) (a0 = B) > ~ (a0 > ~ B):

Da—>P zal. na mocy tw. o ded.

2)p—>~~B (nn)’

25 Zob. Wansing, H. (2005), Connexive Modal Logic, [w:] Schmidt, R., Pratt-
-Hartmann, I, Reynolds, M., Wansing, H., (red.), Advances in Modal Logic, S, King’s
College Publications, London, s. 368—369.
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B)a—>~~

(4) (a—>~~B)>~(a—>~p)

(8)~(a—>~PB)

(a—>B)—>~(a—>~p)
Dowéd dla (tA) ~ (o —> ~ a):

D) (a—>a)>~(a>~a)

2)a—>a

~(o—>~a)

Dowéddla (y A~B) = ~ (o — B):

(yA~B

2)~p

B)a—>~B

(4)~(a—B)

(yA~B)—>~(a—>B)
Dowdéd dla (y A B) > ~ (a0 —> ~ B):

(DyAB

(2)B

(3)a—>p

(4) ~ (a0 > ~P)
(yAB)—>~(a—>~P)

(ps) (1), (2)

(tB)

(4), (3), (RO)
tw. o ded. (1), (5).

(tB)
(pt)
(1), (2), (RO).

89

zal. na mocy tw. o ded.

(Hs), (1), (RO)
(H1), (2), (RO)
(tB), (3), (RO)
tw. o ded. (1), (4).

zal. na mocy tw. o ded.

(Hs), (1), (RO)
(H1), (2), (RO)
(tB), (3), (RO)
tw. o ded. (1), (4).

Aby wykaza¢, iz formuta (a0 — B) — (B — o) nie jest teza systemu MC, wy-
starczy skorzystac z prezentowanej ponizej semantyki oraz twierdzenia o petnosci.
Semantyka systemu MC przedstawia si¢ nastepujaco:

Definicja 3.3.2. Niech var bedzie zbiorem zmiennych zdaniowych, var = &, F, .
oznacza zbi6r wszystkich formut systemu MC, dodatkowo niech var~={~ p.:
pievar}, gdzie i € N. Funkcje v, v: F .— {1,0}, nazywamy MC-warto$ciowa-

niem, o ile spetnione s3 warunki:

(var) dla dowolnego p. € var,i € N:albov(p,) =1,albov(p ) =0

(var~) dla dowolnego ~ p. € var~,i € N:albov(~p ) =1,albov(~p ) =0

(v1) v(ov B) =1 wtw,gdyv(a) = 11lubv(B) =1

(vI~) v(~(av B)) =1wtw,gdyv(~ o) =1 orazv(~ ) =1
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(v2) v(ae A B) = 1 wtw, gdy v(a) = 1 orazv(P) =1
(n2~)v(~(aAB))=1wtw,gdy v(~a)=1lubv(~p)=1
(v3) v(ae = B) = 1 wtw, gdy v(a) =0lubv(B) =1

(v3~) v(~ (oo > B)) = L wtw, gdy v(ar) =0 lubv(~ B) =1
(v4) v(~ ~ o) = 1 wtw, gdy v(a) = 1.

Definicja 3.3.3. Formula o jest MC-tautologia (zapis symboliczny: |=MC a) wtw,
gdy dla dowolnego MC-warto$ciowania v, v(o) = 1%.

Definicja 3.3.4. Ze zbioru I' C F, . wynika semantycznie formuta a (lub inaczej:
o jest semantyczng konsekwencja zbioru formul I, symbolicznie: I' |=Mc a)
wtw, gdy dla dowolnego MC—warto$ciowania v, jesli v(f) = 1 dla dowolnej
BeTltov(a)=1.

Zwréémy szezegdlng uwage na postulat (var~) oraz (v3~) definicji 3.3.2. To
gloéwnie dzieki tym postulatom formuly (tA), (tA)", (1B) oraz (tB)" s MC~tauto-
logiami, w przeciwienstwie np. do:

(> B) > (B— a) falsyfikacja dlav(a) =1,v(B) =0
a—>(~o = B) falsyfikacjadlav(o) =v(~a)=1,v(f)=0
~(aA~a) falsyfikacjadlav(~ o) =v(a) =0.

System MC jest nie tylko przykladem systemu logiki supraklasycznej, lecz tak-
ze systemem logiki parakonsystentnej. Prawa niesprzecznosci i przepelnienia nie
s3 MC-tautologiami. Co wigcej, nie jest prawda, ze dla dowolnych o, B € F, ,
{a, ~a} |=MC p.

W dalszej czesci rozdzialu skoncentrujemy sie na pewnym systemie logiki
wielowarto$ciowej. System oznaczono symbolem £°,. Oprécz wielowarto$ciowej
charakterystyki semantycznej, £°, posiada jeszcze inne ciekawe cechy: jest supra-
klasyczny i parakonsystentny. Twérca systemu £2 byt Jerzy Stupecki®’.

System £’ wyrazono w jezyku implikacyjno-negacyjnym klasycznego ra-
chunku zdan. Niemniej, sposdb rozumienia spdjnikow jest nieco odmienny. Zeby
si¢ o tym przekona¢, odwolamy si¢ do tréjwartosciowej semantyki systemu £2 .

% Por. Wansing, H. (2014), Connexive Logic, [w:] Zalta E.N. (red.), The Stanford
Encyclopedia of Philosophy, URL = <https://plato.stanford.edu/entries/logic-con-
nexive/> (dostep 10.02.2017).

27 Zob. Stupecki, J. (1939), Dowdd aksjomatyzowalnosci pelnych systeméw wielowar-
tosciowych rachunku zdan, ,C. R. des Seances de la Société des Séances et des Lettres de
Varsovie”, CL. ITI, 32, s. 112. System Stupeckiego analizowal m.in. Jaskowski w kontekscie
logiki dyskusyjnej. Zob. Jaskowski, S. (1948), op. cit.
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Rozwazmy nastepujaca matryce:

%LS = <{1) 2, 0}; {1) 2}) - ~>;

w ktorej {1, 2, 0} pelni funkcje zbioru wartosci logicznych, {1, 2} jest zbiorem war-
tosci wyréznionych w matrycy 4, ., sp6jniki implikacji i negacji definiujq tabelki:

(> 1 2 o (~)
1 1 2 0 1 2
2 1 2 0 2 0
0 1 1 1 0

Przez pojecie £? ~warto$ciowania rozumie¢ bedziemy funkcje v, v: F, —> {1, 2,
0}, zbioru wszystkich formut F, w zbiér wartosci logicznych {1, 2, 0}, okreélona
zgodnie z podanymi tabelkami.

Definicja 3.3.5. Formuta o jest £ ~tautologia ( |=L3 o) wtw, gdy dla dowolnego
£? —wartosciowania v, v(a) #0.

Definicja 3.3.6. Ze zbioru I' < F, wynika semantycznie formuta o (T |=L3 a)
wtw, gdy dla dowolnego £’ ~warto$ciowania v, jesli v(B) # 0 dla dowolnej
B eT tov(a)=#0.

Semantyczna charakterystyka implikacji niczym nie rézni si¢ od charakterysty-
ki podanej przez Asenjo i Tabmurino®. Ten sam sposdb rozumienia implikacji wy-
stepuje rowniez w systemie Pac Avrona®. We wszystkich wspomnianych przypad-
kach mowa jest nie tylko o trzech warto$ciach logicznych, ale takze o tym samym
zbiorze warto$ci wyréznionych. Obecna w systemie £°, negacja, znaczaco rézni sig
jednak od sposobu, w jaki rozumieli ten spdjnik Asnejo, Tamburino i Avron. Pod-
czas, gdy wymienieni autorzy pojmowali negacje na wzor logiki tréjwarto$ciowej
Kleenego, czy tez logiki £, Lukasiewicza, dla Stupeckiego inspiracje stanowita tzw.
negacja cykliczna Posta®. Méwigc w pewnym uproszczeniu, system £, moze byc¢
postrzegany jako system z implikacja klasyczna i cykliczna negacja.

2 Zob.§2.7.

 Zob. Avron, A. (1991), Natural 3-valued logics — Characterization and Proof Theory,
»1Ihe Journal of Symbolic Logic”, 56/1, Section 3.2.2. Gwoli écistoéci nadmierimy, iz o sys-
temie Pac wzmiankowal Avron juz w roku 1986. Zob. Avron, A. (1986), On an Implication
Connective of RM, ,Notre Dame Journal of Formal Logic”, 27, s. 201-209. W artykule po-
chodzacym z tamtych czaséw system Pac nosit jednak inne oznaczenie, mianowicie RM ~.

3 W przeciwienstwie do systemu Stupeckiego, Asenjo-Tamburino czy tez Avrona,
w matrycach Kleenego, Eukasiewicza i Posta wyrdzniona jest tylko jedna warto$¢ logiczna.
Na temat logiki Kleenego, Eukasiewicza i Posta zob. np. Malinowski, G. (2006), Logiki wie-
lowartosciowe, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.
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Polaczenie implikacji klasycznej z negacja cykliczna dalo systemowi Stupec-
kiego dos¢ osobliwe wlasnos$ci. Oprécz wielu znanych tautologii klasycznych,
np. aksjomatéw implikacyjnej logiki Hilberta, prawa Peirce’a, lub obydwu praw
Claviusa, do zbioru £° ~tautologii nalezy wiele formut komplementarnych w sen-
sie klasycznych, np.:

(nn)’ ~~~a > a

(nn)* o0 = ~~~ a
(F3)~a—~(a—>a)
(F4)~B—>~(a—>B)

(tA) ~(~a— a)

(tB) (. > ~B) > ~ (o = B).

System £°_ jest wiec systemem logiki supraklasycznej. Nie jest on wszakze syste-
mem logiki koneksyjnej. Formuly (tA)"i (tB)" nie s3 bowiem £? —tautologiami:

(tA)'~ (o> ~a) falsyfikacja dla v(a) = 1
(tB) (o > B) > ~(a > ~B) falsyfikacja dlav(a) =2, v(B) = 1.

Kluczowe pytanie brzmi zatem: czy £*, podobnie jak MC, jest systemem
logiki parakonsystentnej?
Odnotujmy, ze prawo przepelnienia nie jest £?,~tautologia:

a—>(~a—>p) falsyfikacja dla v(a) = 1, v(B) =0,

W ogélnosci nie jest prawda, ze {o, ~ o} |=L3 B, dla dowolnych a, B € F,. Para
formul o, ~ o nie trywializuje systemu Shupeckiego. System £?, trywializuje
tréjka formut o, ~ o, ~~ 0. Prawda jest bowiem, iz {o, ~ o, ~~ o} |=L3 B, dla
dowolnych o, B € F,. Zdaniem np. Jaskowskiego opisany stan jest bliski trywi-
alizacji systemu. System nie spelnia wiec w pewnym sensie kryteriéw logiki para-
konsystentnej*'. Nasuwa si¢ pytanie: jak interpretowad zwrot w pewnym sensie?
Otdz, z jednej strony, system £°, wydaje si¢ speinia¢ fundamentalne kryterium
parakonsystencji: para formut o, ~ o nie trywializuje £°. Z drugiej strony, czu-
jemy pewien dyskomfort, godzac sie na fakt, iz ostabione prawo przepelnienia, o
— (~ o = (~~ oo — B)), jest £ ~tautologia. Intuicja podpowiada nam, ze jest
to przypadek graniczny, obnazajacy brak precyzji w prébie uchwycenia natury lo-
giki parakonsystentnej. Znany z poprzedniego podrozdziatu system B’ wzbudzat
analogiczne watpliwosci*.

31 Por. § 2.5. Zob. Jaskowski, S. (1948), op. cit., s. 62-63.
32 Por. §§ 1.1,3.2.
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W celu dalszej analizy, rozszerzmy jezyk systemu Slupeckiego o dodatkowe
spojniki dwuargumentowe, tj. alternatywe i koniunkeje (réwnowaznogé jest defi-
niowana w standardowy sposéb), ktére rozumieé bedziemy nastepujaco:

M1 2 o Wl 1 2 3
11 1 1 1 |1 2 o
2 1 2 2 2| 2 2 o
o] 1 2 o o] o o o

O wartosci logicznej alternatywy decyduje argument, ktéremu przypisano
wigksza warto$¢ logiczna. O wartosci logicznej koniunkeji decyduje z kolei argu-
ment, ktéremu przypisano mniejsza warto$¢ logiczng. Intuicja ta znajduje wyraz
w wielu systemach logiki wielowarto$ciowej, np. w logice tréjwarto$ciowej Luka-
siewicza.

Charakterystyka semantyczna implikacji, alternatywy i koniunkgji systemu
£?_jest izomorficzna wzgledem charakterystyki ich odpowiednikéw w systemie
Pac (RM f) AYrona, a tym samym ]est,tozsama z pozytywna czgscia klasycznego
rachunku zdan®. Prawo wylaczonego $rodka, (tnd) oo v ~ o jest £? —tautologia,
podobnie zreszta jak jego wariant komplementarny, tj. o v ~~ a.. Jak widag, za-
rysowuje si¢ tu pewien zwiazek, pomigdzy wzbogaconym o nowe spéjniki syste-
mem £° , a systemem B'. Precyzyjniej wyraza to ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.3.1. Kazda B'-tautologia jest £? —tautologia.

Dowdd. Niech a.€F, (i jednoczeénie o.€F,). Zaldimy, ze a. jest B'~tautologia.
Na mocy twierdzenia o pelnosci dla systemu B’, wnioskujemy, iz & |_BI o.. Aby
udowodni¢, ze o jest £2,—tautologia, wystarczy wykaza¢, ze aksjomatyzacja syste-
mu B’ jest przystosowana wzgledem semantyki systemu £2,, tzn. jesli [—,, o, to
a. jest £° ~tautologia, dla dowolnej a.€F, (ateF,). Dow6d ma charakter induk-
cyjny. W istocie sprowadza sie¢ on jednak do dwoch kwestii: nalezy sprawdzié:
(1) czy wszystkie aksjomaty systemu B' s £* ~tautologiami, (2) czy reguta odry-
wania jest niezawodna.

(1): Pokazmy, dla przykladu, ze aksjomat o0 — (~ o0 = (~~ o0 = B)) jest
Lzs—tautologiq. Rozumowanie przeprowadzimy nie wprost. Przyjmijmy zatem,
ze formuta a0 = (~ o > (~ ~ a — PB)) nie jest £’ —tautologia. Istnieje zatem
takie £ —warto$ciowania v, dla ktérego o> (~a—>(~~a—>p)))=0.
Jesliv(a > (~a —> (~~a —> B)))=0,toalbov(a) =1liv(~a —> (~~a

33 Zob. Avron, A. (1986), op. cit., pkt. (c) twierdzenia 2.10. W dalszej czgéci rozdziatu
symbol £?, oznaczaé bedzie system Stupeckiego, wzbogacony o nowe spojniki zdaniowe.
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— B)) =0,albov(a) =2iv(~ @ > (~ ~ @ = PB)) = 0. Przypadek pierwszy:
skoro v(a) = 1, wéwczas v(~ a) = 2 oraz v(~ ~ a) = 0. Jesli v(~ ~ o) = 0, to
v(~ ~ o = B) = 1, implikacja jest zawsze prawdziwa, o ile jej poprzednik jest
falszywy. Jezeliv(~ ~ o — B) = L, tov(~ o = (~ ~ o = B)) = 1. Z pierwotnego
zalozenia wynikalo jednak, ze v(~ o0 = (~ ~ o0 = B)) = 0. Sprzeczno$¢ z poje-
ciem £’ ~warto$ciowania. Dow6d drugiego przypadku przebiega podobnie: skoro
v(a) =2, wtedy v(~ ) =0 orazv(~ ~ &) = L. Je$liv(~ ~ o) = 1, to albo v(~ ~ &
—B)=1,0ilev(p) =1,albov(~~a — B)=2,0ilev(B) =2, albo v(~ ~ a0 —
B)=0,0ile v(pB) =0.Skoro v(~ ~ o — B) = 1, woéwczas v(~ ot = (~ ~ o — B))
=1,alev(~ o — (~~a —> B)) =0. Sprzecznoéé z pojeciem £ ,~warto$ciowania.
Z kolei, jezeli v(~ ~ a0 = B) =2, to v(~ o = (~ ~ o > B)) = 1, ale przeciez
v(~a = (~~a > B)) =0, Sprzecznoéé z pojeciem Lza—wartos’ciowania. Wresz-
cie, jesliv(~ ~ o — B) = 0, wéwczas v(~ o — (~ ~ o — B)) = 1. Sprzeczno$¢ z po-
jeciem £’ —wartosciowania. Nie istnieje przeto £’ ~warto$ciowanie, falsyfikujace
badang formute. Formuta o0 — (~ a0 — (~ ~ o0 = B)) jest zatem £ —tautologig.

(2): Reguta (RO) jest niezawodna, wtw, gdy dla dowolnego £ ~wartoscio-
wania v, oraz dowolnych a, B € F, (0, B € F,): jesli v(ow — B) #0iv(a) =0,
to takze v(B) # 0. Zalézmy nie wprost, ze (RO) nie jest regula niezawodna,
tj. dla pewnego £° ~wartosciowania v oraz pewnych formut a, B: v(ot — B) #0,
v(a) # 0 oraz v(P) = 0. Mozliwe sa cztery przypadki: albo v(a — B) = v(a) = 1
iv(B) =0,albov(at = B) =1,v(a) =2iv(B) =0,albov(aa = B) =2, v(a) = 1
iv(B) =0,albo v(ao = B) =v(a) =2iv(B) = 0. Rozwazmy jako przykiad dru-
ga z wymienionych mozliwosci, tzn. v(a. = B) = 1, v(a) = 2 i v(f) = 0. Skoro
v(a) =2 orazv(}) = 0, to zgodnie z charakterystyka implikacji v(ot — f3) = 0. Za-
tozylismy jednak, ze v(ot — B) = 1. Sprzecznos¢ z pojeciem £2 ~wartosciowania.
Pozostale trzy przypadki analizujemy w podobny sposéb, ostatecznie dowodzac,
iz dla dowolnego £* ~warto$ciowania v, oraz dowolnych o, B €F,, (o, B € F,):
jesliv(io = B) #0iv(a) =0, tov(B) #0.

Poszczegdlne aksjomatyzacje systeméw B" (n > 1) réznia sie miedzy soba
wylacznie ksztaltem aksjomatu (efg)* o0 > (~ o > (~~a > ... (~*a >

B)...)), k > 2. Dla dowolnego za$ k > 2, formula (efg)"* jest teza systemu B'.
Twierdzenie 3.3.1 mozna wiec przedstawi¢ w ogélniejszej postaci, tj.:

Twierdzenie 3.3.1." Kazda B'—tautologia jest £° ~tautologia, dlan > 1.

Dowod przebiega analogicznie jak w przypadku, gdy n = 1. Metaforycznie rzecz
ujmujac, B"-systemy (dla n > 1) stanowig jqdro parakonsystentne supraklasycz-
nego systemu £’ System £°_ spelnia dwa gléwne kryteria da Costy. Po piewsze,

prawo niesprzecznosci (pn) ~ (o A ~ o), nie jest £ ~tautologia (falsyfikacja dla
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v(a) = 1). Tautologiami systemu £°, s3 jednak supraklasyczne warianty tego pra-
wa, np. ~ ~ (0L A ~ @) oraz ~ ~ (&L A ~ ~ o). Po drugie, nie jest prawda, iz {al, ~
o} |=L3 B, dla dowolnych o, B € F,.

Rozwazmy teraz matryce czterowartosciowy:

‘/%th = <{ 1,23, 0}; {1; 2, 3}) Vo A =),

wktérej {1, 2, 3,0} jest zbiorem wartosci logicznych, {1, 2, 3} - zbiorem wartosci
wyréznionych w matrycy 4, , spojniki alternatywy, koniunkeji, implikacji i ne-
gacji definiuja tabelki:

(v) 1 2 3 0 (n) 1 2 3 0
1 1 1 1 1 1 1 2 3 0
2 1 2 2 2 2 2 2 3 0
3 1 2 3 3 3 3 3 3 0
0 1 2 3 0 0 0 0 0 0

(=) ] 1 2 3 0 | (~)

1 1 2 3 0 2
2 1 2 3 0 3
3 1 2 3 0 0
0 1 1 1 1 1

L’ —wartosciowaniem nazywac bedziemy funkcje v, v: F, —— {1,2,3,0}, zbioru
wszystkich formut F, w zbi6r wartosci logicznych {1, 2, 3, 0}, okre$lona zgodnie
z podanymi tabelkami.

Definicja 3.3.7. Formuta o, jest £° —tautologia ( |=L , o) wtw, gdy dla dowolnego
E* ~wartoéciowania v, v(a.) # 0.

Definicja 3.3.8. Ze zbioru I' C F, wynika semantycznie formuta o (I |=L , o)
wtw, gdy dla dowolnego E° ~wartosciowania v, jesli v(B) # 0 dla dowolnej
B eT tov(a)#0.

Do zbioru £’ —tautologii naleza wszystkie formuly, pelniace rolg aksjomatéw
pozytywnej czesci klasycznego rachunku zdan w ujeciu Hilberta i Ackermanna,
prawa Claviusa, prawo wylaczonego $rodka, prawa poczwdrnej negacji: ~~~~ a.
— a, 0 — ~~~~ 0 oraz m.in. aksjomat (efg)* o0 > (~ ¢ > (~ ~ o > ...
(~ o — B)...)), dla k> 3. Zwréémy szczegdlng uwage na ten ostatni. Juz nie
tréjka o, ~ o, ~ ~ @, a tym bardziej nie para formut o, ~ o (ewentualnie: ~ a,
~ ~ a), trywializuje system. System £°, trywializuja cztery formuly: a, ~ o,
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~~, ~~~ 0. Zachodzi bowiem wynikanie: {a, ~ a, ~~ o, ~~~ oL} |=L4 B, dla
dowolnych o, B € F,. Staje si¢ to szczegolnie wyraziste w kontekscie czterowar-
tosciowej charakterystyki negacji cyklicznej oraz faktu, iz prawa podwdjnej — jak
i potréjnej negacji, nie sa £’ ~tautologiami.

System £’ jest supraklasyczny. Posréd £° —tautologii znajduja si¢ bowiem
formuly komplementarne w sensie klasycznym, np. teza Arystotelesa (tA), czy
tez teza Boecjusza (tB). System £° nie jest systemem logiki konekcyjnej. Formu-

ty (tA)", (tB) nie sa £* —tautologiami. Nie jest takze prawda, iz kazda £° ~tautolo-
giajest £2 —tautologlq (i odwrotnie: nie jest prawda, ze kazda £ ,~tautologia jest
]ednoczesme L£® —tautologia). Zeby si¢ o tym przekonaé, przypomnijmy: obydwa
prawa poczwornej negacji sa £° —tautologiami. Zadne z praw poczwérnej negacji
nie jest jednak £? —tautologia:

~~~ 0L O falsyfikacja dla v(a) =0,

o —> ~~~~ 0 falsyfikacja dla v(a) = 2.
I analogicznie, obydwa prawa potrdjnej negacji s3 £’ ~tautologiami, ale nie
L’ —tautologiami:

~ oL O falsyfikacja dla v(a) =0,

o —> ~~~a falsyfikacja dla v(a) = 1.
Oslabione prawo przepelnienia:

a—>(~a—>(~~a—>p)) falsyfikacja dlav(a) = 1, v(B) =0,

réwniez nie jest £° —tautologia. Twierdzenia 3.3.113.3.1 nie s3 wiec dla systemu
L’ prawdziwe. Prawdziwe tymczasem jest twierdzenie:

Twierdzenie 3.3.2. Kazda B’~tautologia jest £° —tautologia.

Dowod przebiega podobnie jak w przypadku twierdzenia 3.3.1. Z tq rdéznica, iz
musimy wykazac, ze £* —tautologig jest aksjomat (efg)* o = (~ o = (~ ~ o —

. (~**a—B)...)), dlak = 3. Ogdlniejsza zaleznoé¢ miedzy £ 2 B'—systemami
(dla n>2) wyraza twierdzenie:

Twierdzenie 3.3.2." Kazda B'-tautologia jest £° ~tautologia, dla n > 2.

System £°, nie moze zatem by¢ traktowany jako supraklasyczne rozszerzenie B'.

w dotychczasowych rozwazaniach skupiliémy sie na dwéch (nie wliczajac
MC) przykladowych systemach logiki supraklasycznej. Przejdzmy teraz do pew-
nych uogélnien. Rozwazmy matryce k-warto$ciowa (dla skoriczonego k > 2)%:

3 Jeslik=2, wtedy M =(X,D, v, A, —>, ~), gdzie X={w1, w,,}, D ={w1}, spojniki
alternatywy, koniunkeji, implikacji i negacji sa za$ izomorficznymi wariantami spdjni-
kéw klasycznego rachunku zdan.
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M, =(X,,D

o P Vo N ~>)

w ktorej X, ={w, w,, ... , w} jest zbiorem wartoéci logicznych (przy czym
w, <w wtw, gdyi<j,dlaije {1,234, ..}), D,, :XLk/{wk} :{wl, W,y ee) wk_l}
jest zbiorem warto$ci wyréznionych w matrycy A, , zas , V7, ,A7, ,—7, ,~" defi-

niujg, dla dowolnych w, w. € X, nastepujace warunki :

K

Wi\/Wj=W

mas(i j)

WAW=wW _ .
i T WaninGi )

—

w, gdy 1<i<k-1
W, > W= <
Wy gdyk-1<i<k

—
w, gdyi=k

(Wi gdyi#k.

Znak ,v” oznacza dwuargumentowa funkcja maksimum (alternatywy), ,A”
— dwuargumentows funkcja minimum (koniunkcji), ,—” — dwuargumentowsa
funkcja implikacji, natomiast ,~” jest jednoargumentowsa funkcja negacji cyklicz-
nej. Liczba k wskazuje ilu warto$ciowy jest system. Matryce 4, =(X, ,D,,, Vv, A,
—, ~) bedziemy odtad nazywa¢ k—-wartosciowq supraklasyczng matrycq Stupeckie-
go-Posta (k > 2), lub krétko: matrycq supraklasyczng™.

Z matrycg supraklasyczng 4, zwigzany jest zbiér formul jezyka, z ktérym
jest ona stowarzyszona, przyjmujacych przy dowolnej interpretacji warto$ci wy-
réznione. Zbiodr ten nazywany jest zawartoscia matrycy 4, . A écislej:

Definicja 3.3.9. Zbiér formut E(.4#, ) nazywamy zawartoscig matrycy suprakla-
sycznej A, ,, k > 2, wtw, gdy spelniony jest warunek: E(-#, ) = {a. € F,: ha. € D
dla dowolnego ho. € Hom(L,, X, )}

F, jest symbolem zbioru wszystkich formul, 4 — homomorfizmem jezyka L,
walgebre X, , Hom(L, , X, ) - zbiorem wszystkich homomorfizméw L, w X, .

Definicja 3.3.10. Relacje |=Lkg 2% x F,, nazywamy operacja konsekwencji

matrycy supraklasycznej .4, , o ile dla dowolnego I' € F,,, dowolnej a. € F,,
spelniony jest warunek: T |=Lk o wtw, gdy dla kazdego he Hom(L,, X,,), jesli

h'cD,,toha €D,,.

$954

35 Por. Stupecki, J. (1939), op. cit., s. 111-112; Malinowski, G. (2006), op. cit.,
s.35-41.
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JesliT = &, wowczas (M, ) ={a. € F,: & |=Lk(x}. E(.AM, ) okresla¢ wiec be-

dziemy jako zbi6r £ *'~tautologii (dla skoriczonego k > 2).
Twierdzenie 3.3.3. Kazda B"~tautologia jest £, ' ~tautologia, dla k > 2 oraz n > k-2.

Twierdzenie jest uogdlnieniem obserwacji poczynionych w twierdzeniach
3.3.1-3.2.2" oraz faktu, iz kazda B*-tautologia jest jednocze$nie B'-tautologia
(dla k> n)*. Twierdzenie pokazuje w jakim stopniu, przenosnie rzecz ujmujac,
systemy supraklasyczne nasycane sq parakonsystencjq. Przy tej okazji warto omo-
wié jeszcze jedng kwestie. Wyrazi¢ ja mozna w takim oto pytaniu: Czy istnieje,
badz istniejg hierarchie systeméw supraklasycznych £, (dla k > 2)?

Jak pamigtamy, nie kazda £° —tautologia jest £ ~tautologia oraz nie kazda £° -
tautologia jest jednocze$nie £’ —tautologia. Nie jest zatem prawda, iz E(%L3) c
E(.A, ). Prawda takze nie jest, iz E(#,,) C E(M, 3). Rozwigzania problemu nale-
zy upatrywac w cyklicznosci negacji Posta oraz zbiorze liczb pierwszych z przedzia-
tu [3,n]*” poszerzonym o liczbe 4. Dzigki liczbom pierwszym (i liczbie 4) okreglimy
bowiem bazowy (t]. najsilniejszy) system danej £ “'~hierarchii (dla skoriczonego k
>2). Przy pomocy za$ wlasnosci negaciji cyklicznej, zbudujemy hierarche oparta na
tym systemie. Aby to doktadniej wyjasni¢, przesledZzmy prosty przyktad.

‘SVez’my pod uwage dany system £ * i nastepujace formuly (dla skoriczonego
k>2):

(nn) ~a —
(nn)* o — ~*a

Parametr k, zapisu ~* o, wskazuje na liczbe negacji wystepujacych przed formuta
o, np.jeslik=5,to~a=~~~~~ o tudziez £ "' = £*,, wéwczas:

'ﬂLk = <{W1) Wyw,, W, WS}) {er wyw, W4} V, Ny = ~> )

przy czym dlaw, w € {wl, W, W, w, ws}:

wNWw=w
i j max(i, )
WA wj = Wmin(i, )
w, gdy 1<i<4
w,—> Wj =
w, gdy4<i<$
36 Zob. §3.2.

¥ Chodzi o liczby: 3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31... etc. Przedzial mozemy precy-
zyjnie okre$li¢ m.in. za sprawg tzw. sita Eratostenesa.
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w, gdyi=S$

w,, gdyi=#S$.

E( M, )={0 € F: D |=L5 ol

Zauwazmy, ze parametr k dokladnie okresla pefen cykl spojnika negacji. W poda-
nym przykladzie cykl ten wynosi 5. Ta prosta obserwacja wiedzie do nastepujacej
hipotezy: Czy mozliwa jest budowa hierarchii systeméw supraklasycznych w opar-
ciu o parametr k? Mozna wykaza¢, ze nie kazda tautologia systemu £ ' (dla skon-
czonego k > 2), w ktérym parametr k jest réwny liczbie 4, badz dowolnej liczbie
pierwszej z przedziatu [3, n], jest tautologia dowolnego systemu £, dla ktérego
k > i. Oznacza to na przyklad, ze nie kazda tautologia systemu £*_ (chocby ~*' a
— alub a — ~* @) jest £'~tautologia, dla i < 31. System £%, i jemu podobne,
nazwaé bedziemy bazowymi systemami hierarchii. Parametrami systeméw bazo-
wych bedg zatem liczby 3,4, S, 7, 11, 13, efc. Parametry systemdw slabszych, anizeli
parametry systemow bazowych wyznaczymy wedle wzoru:

k-2m, gdzie k > 2 orazme{1,2,3,4,..}.

Jesli parametr bazowy k jest réwny liczbie 3, wéwczas i =6 (gdym=1),i=12 (gdy
m=2),i=24(gdym = 3), itd. W konsekwencji, otrzymujemy £? —hierarchie syste-
mow supraklasycznych (przy czym a = k2m-1,b=k2m, k>2,me{1,2,3,4, ...}):

dlak=3,E(-M,,) DE( M, ) DE(M,,,) DE(M,,) DE(M,)D ..
dlak=4,E(M,,) DE(M,) DE(M,,) DE(M,,) DE(M,,)>D..
dlak=35,E(AM, ) DE(M,, ) DE(M,,) DE(M,,) DE(M,,)>D..

etc.

Pelne cykle negacji rozpatrujemy zawsze wzgledem kolejnego, stabszego syste-
mu hierarchii, a nie kazdorazowo wzgledem systemu bazowego. W przeciwnym
wypadku np. dla k = 3, otrzymamy: E(-4,,) D E(-A,,) DE(M,,)) DE( M, ) D
E(AM,, ) D ... Prawda jest wowczas, ze E(M,,) DE( M, ), E(AM,,) D E(M,,),
E(AM,,) D E(AM, ) etc. Lecz nie jest prawda, iz E(-#,,) D E(-M,,), E(-M,,) D
E( M, ), E(AM,,) D E(A,,,) itd. Wystarczy tu skorzysta¢ z formuty ~ o0 — o
lub . > ~* o, wstawiajac za k liczbe naturalna, odpowiadajaca konkretnej liczbie
negacji. Przyktadowo, ~° o0 — o € E(A4, ), ale ~* o0 — o & E(cAM, ). Z drugiej
strony, ~ o0 = o € E(e/%w), ale~’a —> o g E(AM,,).






RozDpziAr 4

HIERARCHIE OPARTE NA KRYTERIUM
JAKOSCIOWYM

W rozdziale zaprezentujemy cztery hierarchie systeméw logiki tolerujacej
sprzeczno$¢. Decydujaca role, tym razem, odgrywa¢ bedzie tzw. kryterium jako-
Sciowe. Kryterium to, w pewnym uproszczeniu, sprowadza si¢ do okreslenia stop-
nia zlozono$ci formul, trywializujacych dany system.

Ztozonos¢ danej formuly o oznaczymy przez d(a) i definiujemy nastepujaco:

(Djeslia=pip € var,tod(a) =1
(2)jeslio=~B,tod(a) =d(B) +1
(3)jeslio =P #y, gdzie# €{A, v, >}, tod(a) =d(B) +d(y) +1.

W klasycznym rachunku zdait mozna wzig¢ pod uwage formule o dowolnym
stopniu ztozono$ci, aby formuta ta wraz z jej negacja trywializowaly rzeczony ra-
chunek. W systemie P’ formuta o stopniu zlozonosci 1, tj. zmienna zdaniowa,
wraz z jej negacja nie przepelniaja systemu. System trywializuje formula o stopniu
ztozonosci wiekszym od 1 wraz z jej negacja. Kryterium jako$ciowe uzaleznione
jest wiec nie od ilo$ci formul trywializujacych dany system, lecz od ich ksztaltu.

4.1. PARAKONSYSTENCJA NA POZIOMIE ZMIENNYCH
ZDANIOWYCH. SYSTEM P' SEITEGO

W 1973 roku ukazuje si¢ artykul Antonia M.A. Settego, po$wiecony syste-
mowi P'. Zasadniczym celem autora bylo stworzenie jak najprostszego systemu
logicznego, za pomoca ktérego mozna by wyrazi¢ naczelng ideg logiki parakon-
systentnej: akceptacja dowolnej pary formul o, ~ @, nie bedzie pociaga¢ za soba
akceptacji dowolnej formuly B'. Okazuje sig, Ze prezentowany system spelnia
to kryterium tylko wtedy, gdy o jest zmienng zdaniowa. Na poziomie wyrazen
ztozonych, system posiada wszystkie wlasnosci klasycznego rachunku zdan. Dla
przyktadu, dowolna formuta f3 nie wynika ze zbioru {p, ~ p}, wynika jednakze ze
zbioréw {~ o, ~ ~ a} oraz {aa. = B, ~ (o = B)}.

! Por. Carnielli, W.,, Coniglio, M.E. (2016), Paraconsistent Logic: Consistency,
Contradiction and Negation, Logic, Epistemology, and the Unity of Science, 40, Springer
International Publishing, s.144.
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W sklad alfabetu jezyka systemu wchodza dwie, standardowe grupy znakéw:
zmienne zdaniowe oraz spdjniki logiczne. Zbiér wszystkich zmiennych zdanio-
wych oznaczamy przez var. Jest to zbidr niepusty i przeliczalny. Zmienne zda-
niowe s3 wyrazeniami atomowymi systemu P’. Zbiér spojnikéw logicznych skla-
da si¢ z dwoch elementdéw: negacji i implikacji®. Zbior wszystkich formul systemu
oznaczamy przez F, .

System P’ Settego charakteryzuje semantycznie matryca tréjwarto$ciowa:

‘/%Pl = <{1) 2, 0}1 {1) 2}) - ~>)

w ktorej {1, 2, 0} jest zbiorem wartosci logicznych, {1, 2} jest zbiorem wartosci
wyrdznionych, podane spoéjniki definiuja zas nastepujace tabelki’:

(=) 1 2 o0 (~)
1|1 1 0 1| o0
21 1 o0 2 |1
o1 1 1 0| 1

Przez P'-warto$ciowanie rozumie¢ bedziemy funkcje przypisujaca kazdemu
elementowi ze zbioru F,, dokladnie jedna z trzech wartosci logicznych, funkcje
okreslong zgodnie z podanymi tabelkami.

Definicja 4.1.1. Dla dowolnej a. € F, , o jest P'~tautologia wtw, gdy dla kazdego
P'—warto$ciowania v, v(a) # 0.

Definicja 4.1.2. NiechT' € F, , o € F,, ze zbioru I wynika semantycznie formuta
o (symbolicznie: T |=P1 o) wtw, gdy dla dowolnego P'~warto$ciowania v, jesli
v(B) # 0 dla dowolnej B € T, to v(a) # 0.

Mozna mie¢ watpliwosci, z filozoficznego punktu widzenia, jaki intuicyjny
sens przypisac trzeciej wartosci logicznej. Jak interpretowaé w systemie Sette-
go warto$¢ logiczna 22 Roézni autorzy snuli odmienne przypuszczenia. Wedle

2 Zob. Sette, A.M. (1973), On the Propositional Calculus P!, ,Mathematica Japoni-
cae”, 18/3,s.173.

3 Sette nie uzywal cyfr 1, 2, 0 na oznaczenie wartosci logicznych. Wykorzystat
inne symbole, tj. T, T, oraz F. Odpowiednikiem T, w naszej prezentaciji jest 1, T, — cy-
fra 2, natomiast F — cyfra 0. Zob. ibid., s. 176. Sette przejal charakterystyke semanty-
czna spdjnikéw implikacji i negacji z dysertacji doktorskiej da Costy. Zob. D’Ottavia-
no, LM.L (1990), On the Development of Paraconsistent Logic and da Costa’s work, ,The
Journal of Non-Classical Logic”, 7/1-2, s. 43.
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jednych, warto$¢ logiczng 2 nalezy utozsami¢ z prawda domniemang®. Takie
rozumienie wartosci 2 przywodzi na mysl jezyk prawniczy: warto$¢ logiczna 1
to tzw. prawda materialna, czyli zgodna ze stanem faktycznym, warto$¢ logicz-
na 2 to tzw, prawda formalna, czyli prawda oparta na domniemaniach lub zgodzie
stron. Inni, zainspirowani logika dyskusyjna Jaskowskiego®, interpretowali war-
to$¢ logiczng 2 jako rozbiezno$¢ stanowisk pomiedzy dwoma frakcjami dysku-
tantow®. Niezaleznie jednak od tego, jak wymyslne byly to interpretacje, zadnej
z nich nie znajdziemy w artykule Settego. Sens wartosci logicznych jest bowiem
jednoznacznie okreslony przez pojecie P'~warto$ciowania. I tylko przez to poje-
cie.

Jezyk systemu P' mozna wzbogaci¢ o dodatkowe spdjniki: koniunkcje, alter-
natywe oraz rownowazno$¢. Spéjniki te s definiowane za posrednictwem impli-
kacji i negacji:

anp=((a>a)>0)>~(B>p)—>B)—> ~(a—>~p)

avBi=(a—=>~~a)>(~a—p)

aop=(a>PBAB—->a).

Charakterystyka semantyczna spojnikéw prezentuje sie nastepujaco:

W] 1 2 o M1 2 o )] 1 2 o
11 1 o 11 1 1 11 1 o
201 1 0 21 1 1 21 1 o
olo o o ol1 1 o oo o 1

W systemie P' mozliwe jest, podobnie jak na przyklad w systemach da Costy?,
zdefiniowanie tzw. silnej negacji:

—oi=~(~a—> ).

* Zob. Carnielli, W.A., Lima-Marques, M. (1999), Society Semantics and Multiple-
Valued Logics, [w:] Carnielli, W.A., D’Ottaviano, LM.L. (red.), Advances in Contemporary
Logic and Computer Science, Contemporary Mathematics Series, 235, American
Mathematical Society, s. 33-52.

S Zob.§ 2.5.

¢ Zob.Omori, H. (2017), Sette’s Logics, Revisited, [w:] Baltag, A., Seligman, J., Yama-
da, T. (red.), International Workshop on Logic, Rationality and Interaction, LORI 2017,
Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, s. 463.

7 Zob. Sette, A.M. (1973), op. cit., s. 178.

$ Por. § 2.6, Definicja 2.6.2.
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Silna negacja posiada wszystkie wlasnos$ci negacji klasycznej. Sposob jej rozumie-
nia wyraza tabelka:

)

1 0
2 0
0 1

Za sprawa definicji negacji klasycznej uproszczeniu ulegaja charakterystyki pozo-
statych spojnikow:

anB:=~(a—>-p)

avpBi=—a—>p.
Definicja 4.1.3. Niech I' € F, . Zbiér I jest zbiorem P'—sprzecznym wtw, gdy nie

istnieje takie P!~warto$ciowania v, ze v(a) # 0, dla dowolnej o € T. Zbiér I jest
zbiorem P'—niesprzecznym wtw, gdy I' nie jest zbiorem P'-sprzecznym.

W systemie Settego, jak pamigtamy, dowolna formuta 3 nie wynika ze zbioru {p,
~ p}. Zbiér {p, ~ p} jest zbiorem P'-niesprzecznym (dla v(p) = 2). Zmienna zdanio-
wa oraz jej negacja nie trywializuja systemu. Trywializuja go inne zbiory formul, np.:

{o, ~ o} |=P1 B,oile o ¢ var

{a, = a} |=P1 B, dla dowolnych a, B € F,,

{oo > ~~a,0,~a} |=P1 B, dla dowolnych a, B € F,

{~(ar~a),a~a} |=P1 B, dla dowolnych a, B € F,,..

Kazdy z podanych wyzej zbioréw jest przykladem zbioru P'—sprzecznego. Zwrd¢-
my szczegdlng uwage na ostatnia z przytoczonych wlasnosci relacji |=P1. Trojka
formut ~ (o0 A ~ @), &, ~ @, trywializuje system P'. Widaé tu wyrazna inspiracje
C —systemami da Costy (1 <n < ®). W C —systemach (1 < n < ) wyprowadzal-
na jest bowiem pewna wersja reguly ex falso quodlibet, mianowicie:

(EFQ™ o™, a,~ a/p.

® Zob. Lopari¢, A., da Costa, N.C.A. (1984), Paraconsistency, Paracompleteness, and
Valuations, ,Logique et Analyse”, 106, s. 119-131; Lopari¢, A., da Costa, N.C.A. (1986),
Paraconsistency, Paracompleteness, and Induction, ,Logique et Analyse”, 113, s. 73-80; Mar-
cos, J. (2005), On a Problem of da Costa, [w:] Sica, G. (red.), Essays on the Foundations of
Mathematics and Logic, Polimetrica International Scientific Publisher, Monza, s. 59.
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Jesli n = 1, wéwcezas (EFQ)' a°, o, ~ o/ B, czyli {~ (. A ~ @), o, ~ o} |=c1
B, dla dowolnych a, B € F_'". Formula ~ (0 A ~ o) dodana do zbioru
{o, ~ a} natychmiast go usprzeczma i trywializuje caly system. Tak pojeta ide¢
wyraza w systemach da Costy pojecie skoriczonej trywializacji''.

Semantyka trojwartosciowa nie jest jedyna semantyka, ktéra opracowano
dla systemu P’ Settego. Pod koniec lat osiemdziesiatych XX wieku Araujo, Alves
i Guerzoni zaprezentowali semantyke w stylu Kripkego.

Definicja 4.1.4. Modelem M, jest trojka uporzadkowana <W, R, v>, gdzie W jest
niepustym zbiorem puntéw, R jest relacja rownowaznosci, okreslong na zbiorze
W, za$ funkcja warto$ciowania v przypisuje kazdemu elementowi ze zbioru var
x W dokladnie jedng z dwéch wartosci logicznych, tj. v: var x W —— {1, 0},
w sposob nastepujacy:

(var) v(p, x) = 1 wtw, gdy x € v(p).

Kazde warto$ciowanie v mozna indukcyjnie rozszerzy¢ do funkeji v, v': F, x
W —— {1, 0}, jak nastepuje:

(var) v'(p,x) =v(p,x),dlap € var

(v1a) v'(~p,x) = 1 wtw, gdy dla pewnego ye W, xRy iv'(p,y) =0, oilep € var
(v1b) v'(~ a, x) = 1 wtw, gdy v'(a, x) = 0, o ile o0 & var

(v2) v'(ao = B, x) = wtw, gdy v'(a, x) =01lub v'(B, y) = 1.

Definicja 4.1.4. Niech o € F,, : o jest P'~tautologia wtw, gdy w dowolnym mode-
luM, = <W,R,v>, dlakazdego xe W, v(a, x) = 1"

Na osobny komentarz zastuguje warunek (vla), w ktérym interpretowana
jest negacja zmiennej zdaniowej. Warunek ten w polaczeniu z wlasnoscia rela-
cji R, przywodzi na mysli zwrot mozliwe, ze nie (lub niekoniecznos¢) znany z logiki
modalnej SS. Precyzyjnie wyraza to kolejna definicja:

Definicja 4.1.5. Oznaczmy przez F . zbi6r wszystkich formut modalnego sys-
temu SS. Funkcje tr przeksztalcajaca jezyk systemu P! w jezyk systemu S§,
tr: F, —— F,, definiujemy nastgpujaco:

10 Por. § 2.6.

11" Zob. da Costa, N., (1974), op. cit., s. S00. Idea ta stala si¢ Zrédlem inspiracji dla
tworcow systeméw LFI. Por. § S.3.

12 Por. Araujo, A.L., Alves, E.H., Guerzoni, J.A.D. (1987), Some Relations Between
Modal and Paraconsistent Logic, ,The Journal of Non-Classical Logic”, 4/2, s. 36-38.
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(1) tr(p) = p, gdzie pjest dowolng zmienng zdaniows

'~tr(a)], oile o & var

(2) tr(~ @) =

o ~tr(a)) oile o € var

3) tr(a > B) = rt‘r(oc) — tr(B)T.

Twierdzenie 4.1.1. (Araujo, Alves, Guerzoni, 1987) Dla dowolnej a. € F,, : o, jest
P'—tautologia wtw, gdy o jest tautologia modalnego systemu SS.

Sprawdzajac, czy dana formula o jest P'—tautologia nie musimy korzysta¢
z matrycy M, . Mozemy postuzy¢ sig, podobnie jak to mialo miejsce w przypad-
ku logiki Jaskowskiego, definicja funkcji przektadu. Wystarczy umiesci¢ sp6jnik
SS-mozliwosci przed kazda negacja zmiennej zdaniowej".

System P', oprdcz interpretacji semantycznej, zostat réwniez scharakteryzo-
wany syntaktycznie. Zbiér aksjomatéw tworza formuty:

H)a—>P->a)

(H2) (0 > (B = 7)) > (0 > B) > (¢ > 7))

(F4) (~a>~B)>((~ra>~~p)>a)

FS)~(a—>~~a)—>a

(F6) (0= B) > ~~(a—p)™
Jedyna nieaksjomatyczna, pierwotna regula wnioskowania jest (RO) o, o0 — 3 / B.
Zbiér schematéw aksjomatycznych wraz z reguly (RO) definiujj relacje konse-
kwencji I—_pr

Poniewaz w systemie Settego regula odrywania jest jedyna pierwotna regula
inferencji oraz wérdd aksjomatéw P' obecne sg aksjomaty implikacyjnej logiki
Hilberta, prawdziwe jest twierdzenie o dedukcji w tradycyjnym sformulowaniu:

Twierdzenie 4.1.2. (o dedukcji wprost) T I——Pl o — Bwtw,gdyI'U{a} I——Pl B, dla
dowolnych o, € F,, T CF,.

P’

" Araujo, Alves i Guerzoni wykazali, Ze system SS nie jest jedynym systemem lo-
giki modalnej, ktéry moze stuzy¢ jako baza translacyjna dla systemu P'. Okreslajac wia-
snosci relacji R tudziez definiujac funkeje przektadu tr réwnie dobrze mozna odwotaé
sie do innego systemu logiki modalnej, np. systemu S4. Zob. Araujo, A.L., Alves, E.H.,
Guerzoni, J.A.D. (1987), op. cit., s. 41-43.

14 Schemat (F6) jest wyprowadzalny z pozostalych aksjomatéw. Zob. Mar-
cos, J. (2005), op. cit., s. 59, Ciuciura, J. (2015), Paraconsistency and Sette’s Calculus P1,
»Logic and Logical Philosophy”, 24/2, 5. 272.
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Zwiazek pomiedzy zbiorem P'-tautologii a zbiorem tez systemu wyraza na-
stepne twierdzenie:

Twierdzenie 4.1.3. (Sette 1973) Dla dowolnej o € F, : a. jest P'~tautologia wtw,
gdy |—P1 a.

System P’ jest maksymalny wzgledem klasycznego rachunku zdan. P jest bo-
wiem podsystemem rachunku klasycznego oraz jakiekolwiek rozszerzenie zbioru
tez systemu Settego o formule, ktéra jest teza klasycznego rachunku zdan, ale nie
jest wyprowadzalna w P', spowoduje, ze P' bedzie systemem réwnowaznym kla-
sycznemu rachunkowi zdan.

Przygladajac sie formulom (F4)-(F6), tj. aksjomatom charakteryzujacym
syntaktycznie spdjnik negacji, nietatwo doszuka¢ si¢ podobienstw systemu P’ do
znanych formalizacji klasycznego rachunku zdan. Majac to na wzgledzie zapre-
zentujemy nieco odmienne od oryginalnego, syntaktyczne ujecie systemu P

Niech §' bedzie systemem, ktorego zbidr aksjomatéw konstytuuja formuly:

H)a—>P->a)
(H2) (0 > (B—>7)) > ((a—>p) > (@ —>7))
(¥P) (e > B) > o) > o
PO (~a—>a) > a
(F)~a—> (~~a—>p)
(F2) (0 = B) > (~(a—>B) > 7).
Jedyna regula pierwotng systemu jest (RO) a, o0 — B / B.

Twierdzenie 4.1.4. (Ciuciura 2015b) System S’ jest rownowazny systemowi P’
Settego.

Podana aksjomatyzacja w bardziej intuicyjny sposob wyraza istote logiki pa-
rakonsystnetnej. Aksjomaty (H1) i (H2) wraz z regula odrywania konstytuuja
tzw. implikacyjna logike Hilberta. Wzbogacenie aksjomatyzacji implikacyjnej
logiki Hilberta o formule (pP), powoduje uklasycznienie implikacji. Aksjomaty
(H1), (H2), (pP) i (RO) definiuja bowiem implikacyjny fragment pozytywnej
czesci klasycznego rachunku zdan. Aksjomat (pC) przywodzi na mysl relacje
przeciwiefistwa'®. Aksjomaty (F1), (F2) s3 ostabionymi wersjami formuly (efg).

5O relacji przeciwieristwa méwimy woéwczas, gdy w danym systemie logicznym,
istnieje co najmniej jedna taka formula, powiedzmy «, ze zaréwno o jak i jej negacja,
~0., s3 jednoczesnie falszywe. W literaturze anglojezycznej uzywany jest termin para-
complete logics na okreslenie logik tolerujqcych przeciwieristwo. Z syntaktycznego punktu
widzenia, pojecie przeciwienistwa kojarzone jest zwykle z prawem wylaczonego $rodka

lub formuta (pC).
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Aksjomatyzacja w wigkszym stopniu przypomina wiec znane z literatury forma-
lizacje klasycznego rachunku zdan, np. implikacyjno-negacyjna aksjomatyzacje
podana w 1929 roku przez Lukasiewicza:

(ps) (0 = B) > (B = 7)) = (@ —>7))

(pC) (~a—>a) > a

(efq) o0 > (~ @ > B)

(RO)o, 00— B/ B

W dotychczasowych rozwazaniach skupilismy sie na systemie P’ okre§lonym

na jezyku implikacyjno-negacyjnym. System Settego mozna jednak zdefiniowa¢
na bogatszym jezyku:

(AC,) a, oile o jest aksjomatem systemu C_da Costy
(A1) ~(BA~B) > ((a—>p) > ((a >~ p) > ~a))
(Al2a) ~(~oA~~a)
(A12b) ~ ((at = B) A ~ (o0 > B))
(A12¢) ~ ((a v B) A~ (a v B))
(A12d) ~ ((a A B) A~ (a A B))
(RO)o, o0 —> B/ B.
Formalizacja Fernindeza-Coniglio'” w oczywisty sposdb nawigzuje do C —sys-

temoéw da Costy, konkretnie do systemu C,. Wystarczy postuzy¢ sie aksjomatem
(H1) o = (B — a) i regula (RO), aby uzyska¢ formuly:

Logiki tolerujace przeciwienistwo sa w pewnym sensie dualne wzgledem logik
parakonsystentnych. W logikach parakonsystentnych tolerowana jest sprzecznosc,
tj. dopuszczalna jest sytuacja (przynajmniej potencjalnie), aby formuly: a, ~o, byly
jednoczesnie prawdziwe (relacja podprzeciwienistwa). W logikach parakompletnych
dopuszcza sig, aby formuly: o, ~o, byly jednoczesnie falszywe (relacja przeciwienstwa).
Na temat logik parakompletnych, zob. np. Sette, A.M., Carnielli, W.A. (1995), Maximal
Intuitionistic Logics, ,Studia Logica’, SS, s. 181-203; Ciuciura, J. (2015), A Weakly-
Intuitionistic Logic 11, ,Logical Investigations”, 21/2, s. 53-60; Carnielli, W.A., Lima-
-Marques, M. (1999), Society Semantics and Multiple-Valued Logics, [w:] Carnielli,
W.A., D’Ottaviano, LM.L. (red.), Advances in Contemporary Logic and Computer Science,
Contemporary Mathematics Series, 235, American Mathematical Society, s. 33-52.

16 Zob. Lukasiewicz, J. (1929), Elementy logiki matematycznej, Skrypt autoryzowa-
ny, opracowany przez M. Presburgera, t. 18 z Wydawnictwa Kola Matematyczno-Fizy-
cznego Stuchaczéw Uniwersytetu Warszawskiego, Warszawa.

17" Zob. Fernandez, V. L., Coniglio, M.E. (2003), Combining Valuations with Socie-
ty Semantics, ,Journal of Applied Non-Classical Logics”, 13/1, s. 21-46. Spéjnik réwn-
owaznoéci definiowany jest standardowo.



Hierarchie oparte na kryterium jakosciowym 109

~(aA~a)>~(~aAr~~a)
(~(an~a)Ar~BAr~B))—>~((a—>P)A~(a—>P))
(~(an~a)A~(BAr~PB))>~((avp)r~(avp))
(~(an~a)a~(BA~P))>~((anB)A~(anp)).

Jesli przyjmiemy, iz o := ~ (00 A ~ @), wéwczas:
o= (~a)°
(o A7) = (0> B)°
(a A B2) > (av p)°
(0 A %) = (oA B)°

Formuly odpowiadaja aksjomatom (A13), (A12a)-(A12c) systemu C, da Costy.
Aksjomat (A11) systemu Settego, identycznie jak w C,, mozna zastapic¢ formula
réwnowazng (A11) ~ (o A ~ &) = (o0 = (~ o0 = PB))'. W rezultacie, posréd
aksjomatéw obecne bedzie wyrazenie a° — (o0 — (~ o — B)).

4.2. HIERARCHIA P*-SYSTEMOW (n> 1)

System P' ma szczegdlng wlasnos¢: jest parakonsystentny, ale tyko na pozio-
mie zmiennych zdaniowych. Na poziomie formut zlozonych, system przejawia
wszystkie cechy klasycznego rachunku zdani. Dowolna formula 3 nie wynika ze
zbioru {p, ~ p}, prawo niesprzecznosci (pn) ~ (p A~ p) nie jest teza systemu
Settego, podobnie zresztg jak prawo przepehnienia (efg) p — (~ p — g). Dowol-
na formuta § wynika jednakze ze zbioru {~ p, ~ ~ p}, oslabiona wersja prawa
niesprzecznosci: ~ (~ p A ~~ p), jest teza systemu Settego, tak samo zreszta jak
oslabiony wariant prawa przepelnienia: ~p — (~ ~p —> q). Nasuwa sie wiec
pytanie: Jaki ksztalt nada¢ formule o, aby dowolna 3 nie wynikala z pary formut:
o, ~ o2 W systemie P’ byla to zmienna zdaniowa, tj. « = pip € var. W kazdym
kolejnym systemie hierarchii, bedzie to formula o coraz wigkszym stopniu zlo-
zono$ci: negacja formuly atomowej, negacja negacji formuly atomowej, negacja
negacji negacji formutly atomowej, itd. Problem ten ilustruje nastepujace zesta-
wienie (dla dowolnego p € varif} € Fpn(Pk)):

(Dp,~p |=Pk B (k =0, P° = klasyczny rachunek zdan)
(U'p~p B, B (n>0)
() ~p~~p =, B (k<1)

8 Por. § 2.6.
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) ~p~~pHE, B (n>1)
(3) ~~P:~~~P|=pkB (kSZ)
B)~~p~~~pH,B  (1>2)

(m)~"p, ...,~™1p |=PkB (k<m)
(m)* ~py e NMHP |=|=pnB (” > m)

Para formut p, ~ p trywializuje klasyczny rachunek zdan. Nie trywializuje tym-
czasem zadnego z systemow postulowanej hierarchii. Dowolna formuta 8 wynika
ze zbioru {~ p, ~ ~ p} w klasycznym rachunku zdas i systemie P/, ale nie wyni-
kaw systemach P?, P’, P, ... Paraformul ~ ~ p, ~ ~ ~ p trywializuje zaréwno klasycz-
ny rachunek zdan, jak i systemy P'i P. Nie trywializuje jednak systeméw P?, P*, X etc.

Przejdzmy do precyzyjniejszego wyrazenia intuicji. Rozwazmy nastepujaca
matryce:

l%Pnz Xpn) DP,,) NV, 2, ~>;
gdzie X, = {0,1,2,3, ..., n} jest zbiorem wartosci logicznych, D,=X, /{0} =

{1,2,3, ..., n} jest zbiorem warto$ci wyréznionych, spéjniki implikacji i negacji

definiujg tabelki'®:

(=) 1 2 e. n-l n 0 (~)
1 1 1 1 1 0 T 0
2 1 1 1 1 0 2 1

n-1 1 1 1 1 0 n-1 | n-2
n 1 1 1 1 0 n | n-1
0 1 1 1 1 1 0 1

Przez P"—warto$ciowanie rozumiemy funkcje v przypisujaca, zgodnie z podany-
mi tabelkami, kazdemu elementowi ze zbioru F, dokladnie jedng z n-wartosci
logicznych.

' Spéjniki koniunkgji, alternatywy i rownowaznoéci definiujemy analogicznie jak
dla systemu Settego, tzn. =~ (~o > a), A A Bi=~(~o > = P),a Vv Pi=—0a—> .
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Definicja 4.2.1 NiechI' € F, , o € F, , ze zbioru I wynika semantycznie formuta
o (symbolicznie: T |=Pn a) wtw, gdy dla dowolnego P"-warto$ciowania v, jesli

v(B) # 0 dla dowolnej B € I, to v(a) # 0. Jezeli I = &, to & |=Pn o.. Formule a
nazwiemy wtedy P"-tautologia.

Wiasnosci relacji |=Pn zilustrujmy na przykladzie dwdch konkretnych sys-
teméw logicznych: P?i P*. Niech n = 3, wéwczas:

{p~p} B falsyfikacja v(p) =2, v(B) =0

{~p~~p} ., B falsyfikacja v(p) = 3, v(B) = 0

{~~p~~~p} B falsyfikacja v(p) =4, v(B) =0

{~~~P;~~~~P} |=p3B;

a ponadto:
& |=|=P3~ (pA~p) falsyfikacja v(p) =2
@ B, ~ (~pA~~p) falsyfikacja v(p) =3
D B, ~ (~~pA~~~p) falsyfikacja v(p) = 4
D=~ (~~~pA~~~~p),

oraz:

{a>B~(a—>B)) =,
D=, ~((a—>B) A~ (a—>B))
G,V ~a
@|=P3(~0L—>0L)—>0L.

Relacja |=P3 posiada wszystkie pozadane wlasnosci. Jesli formuta o0 ma po-
sta¢ zmiennej zdaniowej, negacji zmiennej zdaniowej lub negacji negacji zmien-
nej zdaniowej, para formut o, ~ o nie trywializuje systemu P°. System trywia-
lizuje para: ~ ~ ~ p, ~ ~ ~ ~ p. Prawo niesprzecznosci nie jest P°~tautologia.
Relacja =, spelnia wigc kryterium da Costy. Podobnie, jak w systemie Settego,
P’—tautologiami s3 formuly (pC), (nn) oraz (F2).

Niech teraz n = 4. Relacje |=P , cechuja nastepujace wlasnosci:

{o,~pr} E,,B falsyfikacja v(p) =2, v(B) =0
{~p,~~p} ., B falsyfikacja v(p) =3, v(B) =0
{~~p,~~~p} EF,,B falsyfikacja v(p) = 4, v(B) =0
{~~~p~~~~p} FF,,B falsyfikacja v(p) = 5, v(B) =0
{prmmpr s =B
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{OL—)B,~((X—)B)} i

%) |=|=P4~ (pA~p) falsyfikacja v(p) =2
%) |=|=P4~ (~pA~~p) falsyfikacjav(p) =3
@ I___|=p4~ (~~pA~~~p) falsyfikacja v(p) = 4

%) I=|=P4~ (~~~pA~~~~p) falsyfikacjav(p) = S
D=~ (A~~~ p)

D=, ~ (0= B) A~(a—>P))

GF=,av~a

®|=P4(~oc—>a)—>oc.

Paraformul~~~~p,~~~~~ p, trywializuje system P*. Zbiér {~ ~ ~ ~p,~ ~
~ ~ ~ p} jest bowiem zbiorem P*-sprzecznym.

Przedstawmy teraz charakterystyke syntaktyczng P"-systeméw (n > 1). Do
zbioru aksjomatow P"-systemoéw naleza formuly:

(AC,) a, oile o jest aksjomatem systemu C_ da Costy
(A1) o= ((a > B) = ((a >~ B) > ~a))
(Al2a)f (~*a)°, dlak>1

(A12b) (a0 —> B)°

(A12¢) (o v B)°

(A12d) (o A B)°, przy czym y° :=~ (Y A~ 7).

Jedyna pierwotna regula wnioskowania jest reguta odrywania (RO) a, o0 — 8
/ B*. Zbiér schematéw aksjomatycznych wraz z regula (RO) definiuja relacje
konsekwencji [—, .

Aksjomatyzacja P"-systemOéw jest pewnym uogélnieniem syntaktycznej
charakterystyki systemu Settego. W miejscu formuly (A12a) pojawia si¢ bardziej
og6lny schemat (Al12a)~. Jego uszczegdlowienie odpowiada konkretnym syste-
mom hierarchii.

Twierdzenie 4.2.1. (o dedukcji) T |—Pn o > Bwtw,gdy I U {a} |—Pn B, dla do-
wolnych a, 3 € F,, T cF,, (n>1).

Twierdzenie 4.2.2. (Fernindez, Coniglio 2003) Dla dowolnej o € F,, o jest
P"—tautologia wtw, gdy [—, o.

20 Zob. Fernandez, V. L., Coniglio, M.E. (2003), op. cit. Pierwsze wzmianki na te-
mat aksjomatyzacji P"-systeméw (n> 1), pochodza z 1999 roku. Zob. Marcos, J. (1999),
Semdnticas de Tradugdes Possiveis, IFCH-UNICAMP, Campinas, Brazil.
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Oznaczmy przez T( I——Pl) zbiér wszystkich tez systemu P!, przez T( I——Pn)
— zbiér wszystkich tez systemu P*, dlan > 2.

Twierdzenie 4.2.3. T( |—P1) o T( |—Pn) ydlan>2.

System P’ jest najsilniejszym systemem hierarchii. Pozostalo okresli¢ jeszcze jed-
ng zalezno$¢:

Twierdzenie 4.2.4. T( |—P0) o T( |—P1) S T( |—P2) LD T( I—Pn)

Opisana zalezno$¢ charakteryzuje hierarchig P"—systeméw (n> 1),

4.3. HIERARCHIA §"-SYSTEMOW (n>1)

System §', przypomnijmy, jest rtOwnowazny systemowi P’ Settego. Zbiér ak-
sjomatéw S’ konstytuuja formuty:

H)a—>(P—>a)

(H2) (0> (B = 7)) = (0 > ) > (aa > 7))

(pP) (0 > B) > o) >«

(pC) (~a—>a) > a

(FI)~a—>(~~a—p)

(F2) (a = B) > (~ (@ = B) = 7).
Jedyna pierwotna, nieaksjomatyczna regula systemu jest (RO). Zbiér schematéw
aksjomatycznych wraz z regul odrywania definiuja relacje konsekwencji [—,,.

W systemie S' wyprowadzalne sa wszystkie aksjomaty formalizacji Fer-
nandeza i Coniglio. Nie jest to niczym zaskakujacym, skoro system Fernandeza
i Coniglio jest rownowazny systemowi Settego?.

Zastepujac aksjomat (F1) bardziej ogélnym schematem:

(F1)k~fa — (~*1a— B),dlak>1,

uzyskamy hierarchig S"-systeméw (k = n), okre$lona na jezyku implikacyjno-ne-
gacyjnym. Aksjomatyzacje poszczegdlnych S"-systemdéw réznia sie migdzy soba
wylacznie wartoscia parametru k obecnego w (F1)*. Przyktadowo, w §? formuta
przybierze posta¢ nastepujaca:

(F1)’~~a —> (~~~a — B).

1 P? = klasyczny rachunek zdan.
** Zob. Twierdzenie 4.1.4.
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Para formut ~ ~ a, ~ ~ ~ a trywializuje system S%. W systemie S* nie jest wyprowa-
dzalna formuta (F1) ~ o — (~ ~ o — [3). Aby sie o tym przekona¢, wystarczy postu-
zy¢ sig matryca . #,,,. Pomiedzy kolejnymi systemami zachodzi podobna zaleznos¢ jak
w przypadku formalizacji Ferndndeza i Coniglio. Wyraza ja precyzyjnie twierdzenie:

Twierdzenie 4.3.1. T( |—Sl) oS T( |—SZ) .. DT( I—Sn) o (n2>1).

W kazdym S"-systemie (n > 1) prawdziwe jest twierdzenie o dedukcji wprost.
Prawdziwe jest takze twierdzenie o dedukcji nie wprost, ale w wersji ograniczonej:

Twierdzenie 4.3.2. (o0 dedukcji nie wprost) Jesli T U {o. — B} I—Su {(y - 9),
~(y—>9d)}toT |—5n~ (oo — B), dla dowolnych oo — B,y > S € F ,T CF,.

Dowéd. Pokazmy na poczatek, ze w kazdym S"-systemie (n> 1) wyprowadzalne
sa formuly: (nn)” ~~ (a0 = B) > (o > B), (pC)> ((a > B) > ~ (@ > B))
— ~ (o) oraz (dd)” ((o0 > ) > (y = 8)) = (((a = B) >~ (y > 9))
— ~(a— B)).
Dowéd dla (nn)~> ~ ~ (a0 = B) = (o0 = B):
(1)~~(a—>PB) zal. na mocy tw. o ded.
2)~(a=>B)>(~~(a—>p)—>(a—>p) (F2)
B)~~(a—>p) > (~(a>p)>(a—>P))  (pk),(2),(RO)

(4)~(aa—>B) > (a—P) (1), (3), (RO)

(8) (~ (@ —B) = (a—>P)) > (@ —P) (¥C)

(6)a— B (8), (4), (RO)

~~(a—>B)—>(a—>p) tw.oded, (1), (6).
Dowdéd dla (pC)~ ((aa = B) &> ~ (o > B)) = ~ (a0 > P):

(1) (a—>B)>~(a—>P) zal. na mocy tw. o ded.

2)~~(a—>B)>(a—>B) (nn)>

B)~~(a—>B) > ~(a—>P) (ps), (2), (1), (RO)

(4) (~~ (> B) > ~(a—>P)) > ~(a—P) (pC)

(8)~(a—B) (3), (4), (RO)

(o —>B)—>~(a—>P)>~(a—>p) tw.oded, (1), (5).

Dowdéd dla (dd)” (oo > B) > (y = 9)) >(((a > B) > ~(y > 9)) >
~ (o> B)):
(1) (a—>B) > (y—>9) zat. na mocy tw. o ded.
2)(a—=>B)—>~(y—9) zal. na mocy tw. o ded.

BG)y—=>8) >~ —3)—>~(a—>p)) (F2)
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@ (@=>B)> (=8 >~(@=>p)  (ps) (1)), RO)
) ~(r—>8)>{(a>B)>~(@—>p)  (pk)(4),(RO)
(6) (> B) = ((a > B) > ~ (a0 > B)) (ps), (2), (5), (RO)

(7) (> B) > ~ (o > B) (psk), (6), (RO)
@) (a—>P)>~(a—>P))>~(a—>p)  (pC)”
(9)~(a—P) (8),(7), (RO)

(0 > B) >y > 3)) > (e > P) > ~(y > 9) > ~(a > B))
tw. o ded., (1), (9).

Zal6zmy, ze dla dowolnych @ — B,y - 8 € F,[ F : T U {a = B} —,,
{(y > 8),~(y—>d)}, cxyliT U {a — B} |—Sn (y > 98)orazl'U{a — B} —,
~ (y— 8).Namocy twierdzenia o dedukcji wprost, otrzymamy I |—Sn (aa—>B)
—(y—>19),T |_5n(0° —B) > ~(y—>9d),atymsamymT |_5n{(0‘ —->B)—>
(y = 8),(ac > B) > ~ (y > 8)} Skoro T |—, ((a. > B) > (y = 8)) -
(((a—>B) > ~(y—>8)) > ~ (a0 > B)), to zuwagi na twierdzenie o dedukji
wprost: {(ac > B) > (y > 3),(a > B) > ~(y—>d)} |—Sn~ (o0 = B). Relacja
I——Sn jest przechodnia, zatem I' I——Sn~ (o> B).

Ograniczone twierdzenie o dedukeji nie wprost mozna sformutowaé w moc-
niejszy sposéb, mianowicie:

Twierdzenie 4.3.3. (o0 dedukcji nie wprost) JesliT U {~ (o —> B)} |—Sn {(y>9d),~
(y—=>98)}toT |_Sn o — P, dla dowolnych oo — B,y -8 € F_,[ F, .

Dowéd. Przyjmijmy, ze T U {~ (o0 = B)} |—S’1 {(y > 8),~(y > 8)}. Namocy
twierdzenia 4.3.2 natychmiast otrzymujemy, iz I |—5n~ ~ (o0 > B). Skoro jed-
nak J |—Sn~ ~ (oo = B) > (o0 > B), zatem z uwagi na twierdzenie o dedukji
wprost {~ ~ (@ > B)} I—Sﬂ (a0 = B). Relacja |_Sn jest przechodnia, zatem
r I—Snoc - B.

Modyfikujac nieco tre$¢ twierdzenia 4.3.3, uzyskamy ogélniejsza jego wersje:

Twierdzenie 4.3.3." (o dedukcji nie wprost) Jesli T U {~*! (o — B)} I——Sn
{(y >8),~(y—>3d)}tol I_Sn ~k (a0 — B), dla dowolnych . — B,y — & €
F ,TcF_ orazk>0.

Dowéd. Jedli k = 0, wowczas struktura dowodu niczym nie rézni si¢ od dowodu
twierdzenia 4.3.3. Jedli k > 0, korzystamy z faktu, iz & |—Sn~ 2 (o> B) >
~¥(o0 = B). Dalsza cze$¢ dowodu przebiega analogicznie do przypadku, gdy
k=0.



116 Rozdzial 4

Systemy S’ i P! s3 rbwnowazne. Nasuwa si¢ wigc pytanie: Czy podobna za-
lezno$¢ zachodzi miedzy S*i P?, §*i P3, §*i P¥, etc.? Czy kazdy S" jest rtOwnowaz-
ny pewnemu P"—systemowi (dla n > 1)? Otéz, latwo sprawdzi¢, ze w dowolnym
P'—systemie (n> 1) tautologiami (a tym samym i tezami) sa formuly (H1), (H2),
(pP), (pC) oraz (F2). Formuta (F1)*jest tautologia tylko tych P"-systemoéw, dla
ktérych k > n. Dla przykladu, (F1)>~ ~a — (~ ~ ~ a0 — B) jest tautologia sys-
teméw P' i P2 Nie jest natomiast tautologia systeméw P, P*, PS, P9, ... Oznacza
to,ze P P?, S P3, S* C P, itd.

Twierdzenie 4.3.4. W dowolnym S"-systemie (n > 1) wyprowadzalne s3 wszystkie
aksjomaty pozytywnej czesci logiki Hilberta oraz formuly (tnd), (A11), (A12b),
(A12¢), (A124d).

Dowéd. Formuly (H1) i (H2) sa aksjomatami kazdego S"-systemu.
Dowéd dla (H3) a — (B — (o A B)):

(1) a zal. na mocy tw. o ded.
(2)B zal. na mocy tw. o ded.
B)~~(a—>~(~B—>B)) zal. na mocy tw. o ded.
nie wprost oraz definicji ,A”
BHa—>~(~p—>p) (nn)™, (3), (RO)
($)~(~B—>P) (1), (4), (RO)
6)~p—>P (H1), (2), (RO)
sprzecznosé (S), (6), czyli
(7)~ (> ~(~p—>P))
Ba—>PBo>~(a>~(~pB—>P))) tw. o ded., (1), (2), (7)
Pa->PB-o>~@—>=p)) definicja ,—"
o= (B—>(aAp)) definicja ,N'.
Dowéd dla (H4) (o A B) > au:
(D~(a—>~(~B—>P)) zal. na mocy tw. o ded.

oraz definicji ,A”
2)(a>~(~B->P))>(~(a>~B—>B)—>a)) (E3)
B)~(a>~(~B—>B)) > {(aa—>~(~B—>P))—>a)(pk),(2),(RO)
@) (a>~CFB—>P))—a (3),(1), (RO)
$)(a>~(B—>P))—>a)>a (pP)

(6) a (8), (4), (RO)
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(7)~(a>~(~p—>p))—>a
8) ~(a>=p)—>a
(aAB)—> a

Dowéd dla (HS) (o A B) — B:
(D~(a—>~(~B—>p))

tw. 0 ded. (1), (6)
definicja ,—"
definicja ,A".

zal. na mocy tw. o ded.
oraz definicji ,A"

@) (a>~(~Bp->P))>(~(a>~(~p—>p))—>a)) (F3)
@) ~(a>~(~B—>P)) - (a—>~(~p—P))—>a) (k) (2),(RO)

4)(a>~(~p—>P))>a
) (a>~(~B—>P)) > a)>a
(6) a

(3), (1), (RO)
(pP)
(5), (4), (RO)
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7 (@=>~(~B>P))>(~(a>~(~B—>P)—>(~p—>P))) (F3)
@) ~(a=>~(~p—>P)) > (a>~(~B—>Pp))—>(~B—>P)) (pk),

@) (@>~(~p>Pp)—>(~B—>B)

(10) o > (~(~B>P) > (~B—>P))
prawo (o= B) > 7) > (a > (B - 7))

(I)~(~Pp—>P)—>(~B—>B)

(7), (RO)
(8), (1), (RO)

(9), (RO)
(10), (6), (RO)

(12) (~(~B>B)>(~p—>P)>(~B—>B) (pO)

(13)~B—>pB
(14) (~B—>PB) > B
(15) B
(16)~(a—>~(~p—>B))—>P
(17) ~ (@ —>=B) > P
(anp)—>B

Dowéd dla (H6) o0 — (o v B):
(1) o

(2)~(~ o~ 0)

B)~a—>a
4) (~a—>a) > (~(~a—>a)>B)

(5)B

(11), (12), (RO)
(C)

(14), (15), (RO)
tw. 0 ded., (1), (15)
definicja ,—"
definicjia ,N".

zal. na mocy tw. o ded.
zal. na mocy tw. o ded.
oraz definicji , /"
(H1), (1), (RO)
(F2)

(4), (2), (3), (RO)
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(6)a—>(~(~a—>a)—>p)
(7 a—(=a—>p)
a— (avp)

Dowéd dla (H7) oo — (B v a):
(1) a
2)~(~B—>P)

3)a
@a>~EFB->B)—>a)
S)a—>(=R->a)
oa—(Bva)

tw. o ded., (1), (2), (5)
definicja ,—"
definicja ,\/".

zal. na mocy tw. o ded.

zal. na mocy tw. o ded.
oraz definicji , /"

(1)

tw. o ded., (1), (2), (3)
definicja ,—"

definicja ,\/".

W dowodzie dla (H8), postuzymy sie formula (F4)> (~X—>Y) > ((~X—>
~Y) > X), przy czym X = . — P oraz Y =y — 3. Wykazmy wiec, iz (F4)~ jest

teza dowolnego S"-systemu (n > 1).

Dowéd dla (F4)? (~X—>Y) > ((~X—>~Y) > X),gdzieX=a— B, Y=y > &:

()~X—>Y
2)~X—>~Y
(3)~X

(4)Y
(§)~Y
sprzecznosé (4), (5), zatem:
(6)X
(~X>Y)>((~X—>~Y)>X)

zal. na mocy tw. o ded.
zal. na mocy tw. o ded.

zal. na mocy tw. o ded.
nie wprost

(1), (3), (RO)
(2), 3), (RO)

tw. 0 ded., (1), (2), (6).

Dowéd dla (H8) (a > ) > ((B—=>7) > ((avB)—7)):

(Da—y
2)p—>vy
B)~(~(~ra—=>a)>B)—>7)

NiechX=(~(~a—a) > B) >y
WDX>+~X>CFCFa—>a)—>B))
S~ X>X—>(~(~a—>a)—>p))
(6)X > (~(~a—>a)—>B)

zal. na mocy tw. o ded.
zal. na mocy tw. o ded.
zal. na mocy tw. o ded.
nie wprost oraz definicji ,v"

(F2)
(pk) (4), (RO)
(3), (5), (RO)
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czyli:
©) (~(~a—>a)>P)>v) > (~(~a—>a)>p)
N (~~a>0)=>P)=>y) > (~(~a> )= P)) > (~(~a>a)>p)

(pP)
(8) ~ (~ o — OL) - B (6)*; (7); (RO)
DX>(~X>~C(CF~a—>a)—B)) (F2)
(10)~X>(X—>~(~(~a—>a)—>p)) (pk), (9), (RO)
(I X—>~(~(C~a—>a)—>p) (3),(10), (RO)

czyli:
1) (Mra>a)>B) >y >~ (~(~a—>a)>B)
(12) (~(~ra—>a)>B)>GFo~(~(~a—>a)>p))
prawo ((o0 —> B) = y) > (o > (B —> 7)), (11)", (RO)

(13)y>~(~(~a—>a)>p) (8),(12), (RO)
(14)B—>~(~(~a—>0a)—>p) (ps), (2), (13), (RO)
(1) ~(~a>a)>~(~(~a—>a)=>B)  (ps) (8),(14), (RO)
(16)B—> (~(~a—>a)—>P) (H1)
(17)~(~a—>a)>(~(~a—a)—>p) (ps), (8), (16), (RO)
(18) (~(~a—a) > (~(~a—>a)>P)) > ((~(~a—>a)>~(~(~
a—>a)—>p)>—>(~a—>a)) (F4)~
(19)(~(~a—>a)>~(~(~a—a)—>p))>(~a—a)(18),(17),(RO)
(20)~a — a (19), (15), (RO)

21 (~a—>a)—>a (pC)

(22) o (21), (20), (RO)
(23)y (1), (21), (RO)

) y—>((~(ra—>a)>p)—>Y) (H1)

(25) (~(~a—>0a)—>B) >y (24), (23), (RO)

sprzecznosé (3), (25), zatem:
26) (~(~a—>a)>B) >y
27) (a=>7) > (B> > (~(~a—>a)>B)>7))
twierdzenie o dedukcji (1), (2), (26)
(a—=>7y)>((B->v)>(avp)—>7) definicja ,\".
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Dowdéd dla (tnd) o v ~ a:

(D~(~a—a) zal. na mocy tw. o ded.
oraz definicji , "

Q) (~a->a)>(~C~a—>a)>~a) (F2)

B)~(ra-a)>(~a>a)>~a) (pk) (2), (RO)

(4)(~a—>a)>~a 3), (1), (RO)

S)(~a—>a)>~a)>~a (pP)

(6) ~a (4), (8), (RO)

(7~(~oa—>a)>~a tw. 0 ded., (1), (6)

(8)—a—>~a definicja ,—"

avVv~ao definicja ,\/".

W dowodzie dla (A11) postuzymy sie formula (pC)" (o0 = ~ o) = ~ .. Wykaz-
my wiec, ze (pC) jest wyprowadzalna w kazdym S"-systemie (n>1).

Dowdd dla (pC)':

(D~{(a—>~a)—>~a) zal. na mocy tw. o ded.
nie wprost

RQ)((a>~a)>~a)>(~(a—>~a)>~a)>(a—>~a)) (F2)

B)~((a—>~a)>~a)>(((a>~a)>~a) > (o> ~a)) (pk)
(2), (RO)

4 ((ao—>~a)>~a)—> (a—>~a) (1), (2), (RO)

S)((a>~a) >~a)>(a—>~a)) > (o> ~a) (pP)

(6) o —>~a (8), (4), (RO)

7)) ((a>~a)—>~a)>(~(a—>~a)—>~a)—>a)(F2)

®)~((a > ~0a)>~a)>((a—>~a)>~a)—>a)(pk), (7), (RO)

9) (a—>~a)—>~a)—>a (8), (1), (RO)

(10) (o> ~a) > (~a— ) prawo ((aa—>B)—>7y)—>
(= (B —> 7)), 9),
(RO)

(1) (~a—>a)—>a (pC)

(12) (o> ~a) > a (ps), (10), (11), (RO)

(13) o (6), (12), (RO)

(14) ~ o (6),(13), (RO)
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(15) (e > ~a) > ~a (H1), (14), (RO)
sprzecznosé (1), (15), zatem (o0 = ~ o) = ~ o

Dowéd dla (A11) B°— ((a > B) > ((a > ~p) > ~a)):

W)~~Bo>~(H~Bp—>~P)) zal. na mocy tw. o ded.

oraz definicji ,*”
2Q)a—p zal. na mocy tw. o ded.
B)a—>~p zat. na mocy tw. o ded.
(4) Bo>~(~~B—>~ B) (nn)>, (1), (RO)

S)(~~B>~P)>(~(~~Bp>~P)>~a) (F2)
(6)~(~~B—>~B)>((~~P—>~P)>~0a) (pk), (5), (RO)

(MB>((~~B>~B)>~0a) (ps), (4), (6), (RO)
B)oa—=>((~~p>~B)>~a) (ps), (2), (7), (RO)
) (~~Bp>~B)>(a>~a) (pk), (8), (RO)
(10)~B—>(~~p—>~P) (H1)

(11) ~ B — (OL -~ OL) (PS)) (10)! (9)! (RO)
(12)a— (o —>~a) (ps), (3), (11), (RO)
(13) o> ~a (psk), (12), (RO)
(14) ~ o (rC)’, (13), (RO)

(1) ~~Bo>~(~Bp>~P))>(a>P)>(a>~B)>~a))
tw. o ded. (1), (2), (3),
(14)
(16) ~~(B—>—=~P)) > ((a = B) > ((a >~ B) > ~ @) definicja ,—"
(17)~ (B A~ B) > ((a = B) > (o0 > ~ B) > ~ ) definicja , A"
Be— ((a = B) > ((aa > ~ B) > ~ ) definicja ,*".
Dowdéd dla (A12b)-(A12d) (o # B)°, gdzie # € {—, v, A}
Niech X = o0 — B, dla (A12b)
X=~(~a—> a)— B,dla(Al2c)
X=~(a—>~(~p—>Pp)),dla(A12d)

(D~~~ ~(Xo~(~~X>~X)) zal. na mocy tw. o ded.
nie wprost oraz definicji ,°”
2)~X>~(~~X>~X)) (nn)™, (1),(RO)

B X>~(~~X>~X)>(~X>~(~~X>~X))—>X)(F2)
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D~ X>~+~~X>~X)>((X>~C~~X>~X)—>X

(pk), (3), (RO)
)Xo ~(~~X>~X)) >X (4),(2), (RO)
6) (X > ~(~~X—>~X)) > X)>X) (pP)
(7) X (%), (6), (RO)
B Xo>~(~~X>~X) > ~X>~(~~X>~X)>~~(~~X
- ~X)) (F2)
D~X>~(~~X>~X)>(X>~(~~X>~X) > ~~(~~X
- ~X)) (pk), (8), (RO)

(10) X>~(~~X>~X)) >~~(~~X>~X) (9),(2),(RO)
(I X>(~~~X>~X) > ~~(~~X—>~X))
prawo ((a. = B) > y) = (a —> (B — 7)), (10), (RO)

(12)~(~~X>~X)) >~~(~~X—>~X) (7),(11), (RO)

(13) ~~(~~X—>~X) (rC)’, (12), (RO)

(14)~~X—>~X (nn)7, (13), (RO)

(15) ~X (pC), (14), (RO)
sprzecznosé (7), (15), czyli~ ~ (X = ~ (~ ~X > ~ X)), stad:

(16) ~ (XA ~X) definicja ,A”

X° definicja ,*”

oraz dodatkowo: definicja ,Vv”,

jefliX=~(~a—>a)—>p
lub definicja ,A%

jefliX=~(a—>~(~p—>P)).

Przyjmijmy, ze k > 1, (Al12a)* (~* a)°. Niech S" bedzie systemem, ktéry
w zbiorze aksjomatéw zawiera formute (F1)" ~" a0 — (~""1a — B),dlam > 1.
Twierdzenie 4.3.5. Jesli k = m, to (A12a)* jest teza systemu S", dla n = k = m.
Dowdéd dla (A12a)k (~*a)°, k> 1:

(1)~~~ (~a > ~(~*a - ~a)) zal. na mocy tw.
oded.niewprostoraz
definicji ,°”

Niech X =~fa — ~ (~*2 o — ~*1q)
(2) ~X (ﬂn)_’; (1)) (RO)
B)X—> (~X—>~a) (F2)
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(4)~X—>(X—>~a) (pk), (3), (RO)

(5) X—>~a (2)) (4)) (RO))
tj: (Moo~ (~2a > ~a)) o ~Fa

6) (FHa—>~ (o> ~a)) > ~a)>~a (pP)

(7) ~a (5)) (6)) (RO)

B)X—> (~X—> ~~(~2a—> ~a)) (F2)

(9) ~X>X>~~(~a—>~a)) (pk), (8), (RO)
(10) X—>~~ (~k+2 o —> ~H! O(') (2)) (9)) (RO))

tj-: (~k oL —> ~ (~k+2a N k+l (X)) S~ ~ (~k+2(X N kL (X)
(11) ~ka N (~ (~k+2a - ~k+1a) S~ ~ (~k+2a N ~k+1a))
prawo ((a. = B) =) = (@ = (B > 1)), (10), (RO)
(12) ~ (~*2a —> ~1a) > ~ ~ (~2a -~ a) (7),(11), (RO)
(13) (N (~k+2 o —> k1 (X,) S~~~ (~k+2a N k1l a)) S~ ~ (~k+2 o K+l (1)

(rC)
(14) ~ ~ (~2 0 > ~*1q) (12), (13), (RO)
(15) ~*2 0 — ~1q, (nn)>, (14), (RO)
(16) (~2a — ~*la) — ~ o (pC)
(17) ~*q (15), (16), (RO)
(18) ~ o — (1o — X) (F1)™
(19) ~*ta — X (18),(7), (RO)
(20) X (19), (17), (RO)

sprzecznosé (2), (20), zatem ~ ~ X, czyli~ ~ (~ o0 —> ~ (~2a —> ~*1q))

1)~ (~an~*'a) definicja ,A”
(~a)e definicja ,*”.

Twierdzenie 4.3.6. Jeslin > 2, to (nn) ~ ~ & —> o nie teza S"—systemu®.

Dowéd: Rozwazmy matryce # = ({1, 2, 3, 0}, {1, 2}, =, ~), w ktérej {1, 2, 3,
0} jest zbiorem warto$ci logicznych, {1, 2} jest zbiorem warto$ci wyrdznionych,
operacje ,—” oraz ,~", definiujemy nastepujaco:

3 Por. Twierdzenie 4.1.4.
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(=) 1 2 3 0 (~)
1 1 1 0 0 1 0
2 1 1 0 0 2 1
3 1 1 1 1 3 2
0 1 1 1 1 0 1

Aksjomaty dowolnego S"-systemu (dla n > 2) zawsze przyjmuja wartosci wy-
réznione, reguta odrywania takze je dziedziczy. W przypadku prawa podwojnej
negacji tak juz nie jest. Jesli za formule o podstawimy 3 jako wartos¢ logiczna,
wowczas: ~~3 —>3=~2—>3=1—->3=0.

Przyjmijmy, ze k > 2 oraz (nn)* ~* o0 — ~*2q. Niech S" bedzie systemem,
ktéry w zbiorze aksjomatéw zawiera formule (F1)" ~™! o, — (~" a0 — ), dla
m > 2. Na przyklad, jesli k = m = 2, wéwczas tezami systemu S’ s3 formuly:
~~a— o, (F1)?~o— (~~a—B).

Twierdzenie 4.3.7. Jesli k = m, to (nn)* ~* o0 — ~*? jest teza systemu S,
dlan=k-1.

Dowéd dla (nn)*~*o — ~*2a, k > 2:

(1) ~*a zal. na mocy tw. o ded.
(2) ~to— (~a— ~2a) (F1)™

(B)~a— (Mo —>~a) (pk), (2), (RO)

(4) ~o—>~a (1), (3), (RO)

(5) (~F1 o —> ~F2q) 5 2 (pC)

(6) ~a (4)) (5)) (RO)
~Fo— ~ k2 tw. 0 ded., (1), (6).

Kolejne twierdzenie jest prostym wnioskiem z poczynionych wczeéniej ob-
serwacji:

Twierdzenie 4.3.8. T( I——Sn) < T( I——Pn) ydlan>2.

Hierarchia S"-systeméw (n> 1) posiada wszystkie pozadane wlasnosci. Para
formut p, ~ p, nie trywializuje zadnego S"-systemu. Zbior {~ p, ~ ~ p} trywiali-
zuje system S', nie przepelniajac jednoczesnie pozostatych S"—systeméw. Zbior
{~~p,~~~p} trywializuje S' i §% nie przepelniajac przy tym $°, §*, S°, ... etc.

Rozszerzmy zbidr aksjomatéw S"-systemoéw o dodatkowq formule:

(nn) ~~a — a.
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Powstale systemy oznaczmy przez S™ (n > 1). Zbiér aksjomatéw S™-systeméw
konstytuuja wigc nastepujace formuty:

H)a— (P> a)

(H2) (a—=> (B —>7)) = ((a = B) = (a > 7))

(pP) (0 > B) > @) >«

(pC) (~a—>a) > a

(F1)! ~*a = (~**'a— B),dlak>1orazk=n

(F2) (= B) = (~ (. > ) = 7))

(nn) ~~o — o

Jedyna regula pierwotna S™-systeméw jest (RO). Zbiér schematéw aksjoma-
tycznych wraz z regula odrywania definiuja relacje konsekwencji |—S*ﬂ.

Twierdzenie 4.3.9. T( I—m) > T( I—S*Z) LD T( I—S*n) v (n21).

Nietrudno zauwazy¢, iz T( |_Sn) = T( |—S*n), jesli n = 1. Formula (nn)
jest bowiem wyprowadzalna w systemie S'. Jesli za$ n > 1, wéwczas T( |—, ) C
T( |—s*n). Ponadto:

Twierdzenie 4.3.10. T( I—S*n) =T( I—Pn) ,dlan>1.

4.4. HIERARCHIA R*-SYSTEMOW (n>1)

Wszystkie analizowane dotad systemy posiadaly szczegélna wlasnosé.
W zadnym z nich dowolna formula y nie wynika ze zbioru {p, ~ p}, wynika nato-
miastze zbioru{a. — B, ~(a.— B)}. Paraformut o — B, ~ (o0 — PB) trywializuje
wieckazdy X-system, gdzie X €{S",S™, P"}. W prezentowanej obecnie hierarchii
R"-systeméw (n > 1) sytuacja ulegnie zmianie. Aby to wykazaé, przyjmijmy,
podobnie jak poprzednio, ze punkt wyjscia stanowi aksjomatyzacja systemu S’
(. PY):

H)a—->P->a)

(H2) (0= (B = 7)) = ((a > ) > (aa > 7))

(pP) (0 = B) > o) > o

(pC) (~a—>a) > a

(F1I)~a—> (~~a—p)

(F2) (00 = B) = (~ (a = B) > 7))

(RO)o, 00 —> B/ B.
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Zastepujac aksjomat (F1) formula o postaci:
(F1)*~*a — (~*"1a— B),dlak>1,

uzyskalimy hierarchie S"—systemoéw. Jesli teraz podobnym modyfikacjom pod-
damy dodatkowo aksjomat (F2), tj.:

(F2)k~ (oo = B) > (~ (x> B) > v)),dlak>1*

w nastepstwie otrzymamy hierarchie R"-systeméw (1 > 1). Do zbioru aksjomatéw
R"-systeméw naleza zatem formuly (H1), (H2), (pP), (pC) oraz (F1)*i (F2)*. Je-
dyna pierwotng reguta wnioskowania R"-systeméw jest (RO). Zbiér schematéw
aksjomatycznych wraz z regul odrywania definiuja relacj¢ konsekwencji |—, .

Aksjomatyzacje poszczegélnych R'-systemdéw rdznig sie¢ miedzy soba wy-
lacznie wartoscia parametru k obecnego w aksjomatach (F1)* i (F2)%, co skutkuje
nastepujacym spostrzezeniem:

Twierdzenie 4.4.1. T( I_m) o T( I—Rz) .. DT( I—Rn) . (dlan>1).

System R! (zawierajacy, jako aksjomaty, formuly (F1)'i (F2)') jest oczywi-
$cie rownowazny systemowi S'. W przypadku pozostalych systeméw, analogicz-
na réwnowaznos¢ nie zachodzi, a $cislej:

Twierdzenie 4.4.2. T( |—Rn) c T( |_Sn) ydlan>2.

Pary formut ~ o, ~ ~ oL oraz o — B, ~ (o. = B), dla dowolnych o, B € F, , trywi-
alizuja system R, nie trywializuja wszakze pozostatych R"—systeméw. Pary ~ ~ a,
~ ~~a tudziez ~ (0 = B), ~ ~ (a0 — PB) przepelniaja R' i R? nie trywializujac
przy tym systemdéw R, RY, RS, ... itd.

* Jeslik=0,to~’a=a..
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HIERARCHIE OPARTE NA KRYTERIUM
MIESZANYM

Kryterium mieszane stanowi do pewnego stopnia wypadkowa dwéch pozo-
stalych kryteriéw, tj. ilo§ciowego i jakosciowego. W systemach logiki parakon-
systentnej spelniajacych to kryterium, dowolna formuta 3 nie wynika z pary for-
mut o, ~ a, tylko z trojki =, o, ~ o, gdzie ~a. jest formulq specjalnego typu,
o odpowiednim ksztalcie, formula usprzeczniajaca zbiér {a, ~ o}. Doskonatymi
przykladami systeméw spelniajacych kryterium mieszane s3 C —systemy da Co-
sty (n > 1) oraz LFL Zeby strywializowa¢ dany C —system nie wystarczy para
zdan: o, ~ o. Niezbedna jest jeszcze jedna, dodatkowa formula. W systemach da
Costy jest to formuta o postaci o, totez {a™,a, ~ ot} |—Cn B, dla dowolnych
a,f €F_,n>1.W C —systemach wyprowadzimy zmodyfikowana wersj¢ zasady
ex falso quodlibet:

(EFQ)™ a™, o, ~ a/ B, dla dowolnych a,, B eF ,n>1.

W LFI para formul: a, ~ o, réwniez nie trywializuje poszczegélnych syste-
mow. Systemy przepelnia tréjka formut oo, o, ~ o, gdzie ,0” jest spdjnikiem
niesprzecznosci. W systemach LFI wyprowadzalna jest ostabiona wersja reguty ex

falso quodlibet:
(EFQ)° oa, a, ~ ./ B, dla dowolnych o, B €F, %

5.1. V-SYSTEMY ARRUDY I ALVESA

W 1979 roku Ayda Arruda wraz z Eliasem Alvesem zaprezentowali pewna
hierarchie systemoéw, za posrednictwem ktorych, prébowali uchwycié nature nie-
ostro$ci (ang. vagueness). Przyjety przez nich jezyk formalny nie pozwalal jednak
na glebsza analize tego zjawiska. Autorzy skoncentrowali si¢ wiec na badaniu nie-
ostro$ci w odniesieniu do spoéjnika negacji. Nieostros¢ negacji utozsamiona zosta-
ta z dwoma postulatami:

1 Zob. § 2.6.
> W terminologii anglojezycznej reguta (EFQ)° nosi nazwe Gentle Principle of
Explosion. Wybrane systemy LFI szerzej omdéwione zostaty w § 5.3.
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(1) odrzuceniem prawa niesprzecznodci, (pn) ~ (a0 A ~ a1),

(2) odrzuceniem prawa wylaczonego $rodka, (tnd) o v ~ o..

Wspolczesnie, odrzucenie pierwszego z praw laczy sie z pojeciem parakonsysten-
¢ji (przynajmniej w takim sensie, jak rozumiat to da Costa), odrzucenie drugiego
-z pojeciem parakompletnosci. Alfabet jezyka prezentowanych systeméw, zawie-
ral standardowe symbole logiczne: zmienne zdaniowe oraz znane, z jezyka kla-
sycznego rachunku zdan, spéjniki logiczne.

Pierwszy z omawianych systeméw oznaczono symbolem V. Majac na
wzgledzie transparentno$¢ dalszej prezentacji, wprowadzmy nastepujace skroty
definicyjne:

Definicja S.1.1. a°:= ~ (0L A ~ Q).
Definicja 5.1.2.°0 := 0L V ~ OL.

Definicja S.1.1 przywodzi na mys$l system C da Costy. Przypomnijmy,
w C —systemach wystepuja formuly o postaci Ocz”), gdzie a = o" A A" A

wana,dlan>1,al=0°=~ (a0 A ~ a) oraz o = a°° (i-razy). Ksztalt for-
muly o zalezy od konkretnego C -systemu. Jedli wiec n =1, wéwczas for-
mula o ma postaé¢ ~ (o A ~ a). Jesli natomiast n = 2, to a? = 0> A a! =
~(~(@A~0) A~~(aA~a)) A~ (A ~a),itd. Weéréd aksjomatéw systemu
V obecne s3, jako podformuty, formuly pierwszego rodzaju, tj. ~ (o A ~ ).
Z kolei definicja 5.1.2 powiela pomyst da Costy — tym razem w odniesieniu do
zasady tertium non datur.

W systemie V definiowalny jest spojnik negacji klasycznej’:
Definicja 5.1.3. = at:= 0t —> (~ oL A O°).
Aksjomatyka systemu V sklada si¢ z nastepujacych elementow:
(AH") a, o ile o jest aksjomatem pozytywnej czeéci logiki Hilberta
(A1) Can ) = (0= B) = (@ = ~B) > ~a))
(A2a) (A B) = ((oe A B) A (o0 v B)° A (a0 — B)°).
(A2b) (ConB) > ((a A B)Ac(av B) Ac(a— B))
(A32) a°—> (~ a)°
(A3b) o —°(~ a)
(nn)ﬁ = o —> O

* Oznaczenia systeméw Arrudy i Alvesa V, V, V,, pochodzi od pierwszej litery an-
gielskiego stowa vagueness. Skrotoéw nie nalezy myli¢ z oznaczeniami stosowanymi w § 2.2.
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Jedyna pierwotng, nieaksjomatyczng regula wnioskowania jest (RO) o,
o — B/ B* Zbiér schematoéw aksjomatycznych wraz z regula (RO) definiuja
relacje konsekwencji [— .

Na szczegdlng uwage zastuguja schematy (A2b), (A3b), ktére sa parakom-
pletnymi odpowiednikami aksjomatéw (A12)°, (A13)°systemu C, da Costy. Za-
leznos¢, miedzy systemami Vi C, wyraza precyzyjniej nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie S.1.1. T( |—VO) < T( |—C1), gdzie T( |—VO) oznacza zbiér wszyst-
kich tez systemu V, T( |_c1) — zbiér wszystkich tez systemu C.,.

Dowdd. Pierwsza cze$¢ dowodu, sprowadza si¢ do wykazania, iz tezami systemy
C, sa formuly: (A1), (A2b), (A3b) oraz (nn)". Zauwazmy wiec, ze dla dowolnego
C,~wartosciowaniem v: v((°a. A B°) > ((0 = B) = ((a0 > ~ ) > ~))) = 1,
v((Can°B) > ClanB)ar(avB) A(a—>PB)))=1v(Ca —>°(~a))=1oraz
v(— — o = a) =1. Korzystajac z twierdzenia 2.6.7, otrzymujemy: & |—C1 (o
AB) = (= B) = ((a > ~B) >~ ), D =, (CanB) = ((anrp)a
(aavB)a(a—B)),d I_c1 ot = °(~ ) oraz & |—_,— — o —> o Druga
cze$¢ dowodu opiera si¢ na spostrzezeniu, iz aksjomat (tnd) systemu C, nie jest
tezg systemu V.
Definicja 5.1.4. Funkcje v, v: F,,——> {0, 1}, nazywamy V ~warto$ciowaniem,
gdy spelnione sa nastepujace warunki:

(vI)v(a v B) =1 wtw, gdyv(a) =1lubv(B) =1

(v2) v(aw A B) = L wtw, gdy v(a) = 1 orazv(B) = 1

(v3) v(ae = B) = 1 wtw, gdy v(a) =0lubv(B) =1

(vda) jesliv(o) =v(B°) =1, to v((o A B)°) =v((aw v B)?) =v((a = B)°) =1

(v4b) jesliv(°a) =v(°B) = L tov(*(a A B)) =v(*(ar v B)) =v(*( —> B)) = 1.

(vSa)jesliv(a) =1, tov((~a)°) =1

(vSb) jesliv(°a) = 1, tov(°(~ a0)) = 1.

(v6a) jesliv(a) =v(~ a) = 1, to v(a°) = 0°.

Definicja S.1.5. Formuta o jest V —tautologia ( |=VO o) wtw, gdy dla dowolne-
go V —warto$ciowania v, v(at) = 1. Formuta o jest semantyczng konsekwencja
zbioru formut I' (T |=VO a.) wtw, gdy dla dowolnego V —wartosciowania v, jesli

v(B) =1 dlakazdego 3 € I, tov(at) = 1.

* Zob. Arruda, A.L, Alves, E.H. (1979a), Some Remarks on the Logic of Vagueness,
,Bulletin of the Section of Logic”, 8/3, s. 134.
5 Por. Definicja 2.6.3.
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Twierdzenie 5.1.2. T |=VO a — P wtw, gdy T' U {a} |=V0 B, dla dowolnych
o,peF, ,ICF,

Twierdzenie 5.1.3. (Arruda, Alves 1979b) T |=VO owtw, gdy T I—VO o, dla dowol-
nych'CF iaeF,.

Ani (pn) ~ (o A ~ ), ani (tnd) o v ~ @, jak i réwniez koniunkcja, badz
alternatywa rzeczonych praw, tzn °aL A @, °0L v %, nie s3 V —tautologiami. Sys-
tem V jest wigc systemem parakonsystentnym i parakompletnym. Ponadto,

{a,~a} |=|=VO B,dlapewnych o, B € F , ale {a°, o, ~ o} |=V0 B, dla dowolnych

a, B € F,,. System V spelnia wigc kryterium mieszane. Para formut o, ~ o nie
trywializuje V. System przepelnia tréjka formut o°, o, ~ L.

Spojnik — posiada wszystkie wlasnosci negacji klasycznej. Nastepujace
formuly:

(efg) "o > (—wa—PB),czylic = ((a > (~a Ara))— B),
(tnd)"av =, tjav(oa—(~ana)

s zatem V —tautologiami. Dodatkowo, {a, — o} |=V0 B, dla dowolnych o, B €
F,,. Co oznacza, iz {o, o = (~ o A a°) } |=VO B, dla dowolnych o, B € F, czyli
{a} |=V0 (o = (~a A a°)) — B. Skoro jednak & |=V0 ((a—>B)—>7) > (a
—>(B—>y)),to®|=v0((oc—>(~oc/\oc°))—> B) > (o - (~ano)—
B)). Woéwczas {(a0 = (~ a A o)) — B} |=V0 a — ((~ o A a°) > B). Relacja
konsekwencji |=VO jest przechodnia, zatem {ot} |=V0 oa—((~ara)—Pp)
tudziez {a, o} |=VO (~a A a?) > B, czyli {a} |= , (~a A ) > . Skoro
Gl (@A B) > 1) = (0 (B> 1), wiee @ =, (~ o A a) > B) -
(~a—>(a°—> B)). Wtedy {(~ o A a°) = B} |=VO~ a — (a° — B). Z uwagi
na przechodnio$¢ relacji |=V0, {a} |=vo ~a — (a° —> B). A zatem {a, ~ q,
o} |=VO B, dla dowolnych a, B € F .

Rozszerzmy teraz zbi6r aksjomatéw systemu Vo formule:
(tnd)” ot v = o

Spojnik negacji klasycznej bedzie odtad definiowany w odmienny, anizeli w sys-
temie V , sposob, tj.:

Definicja 5.1.3." = o :=0°A (00 = ~ at).
Powstaly system oznaczmy symbolem V.

Twierdzenie S.1.4. (Arruda, Alves 1979a) T ( |—VO) < T( |_v1)'
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System V_jest podsystemem V, co oznacza, iz kazda teza systemu V jest teza
V. Po$rdd tez systemu V istniejq takie formuly, ktére nie s3 wyprowadzalne w V.
Nalezy do nich alternatywa prawa niesprzecznoéci i prawa wylaczonego srodka,
tj. °ot v a°. System V, spelnia kryterium mieszane, poniewaz {o, 0, ~ o} I——w B,
dla dowolnych o, B € F,, lecz {a, ~ o} H—V1 B, dla pewnych o, B € F .

Twierdzenie 5.1.5. T( I_w) c T( |—C1).

Dowéd. Latwo zweryfikowat, iz dla dowolnego C,~wartosciowaniem v: v(ot vV —
a) = 1. Oznacza to, iz [—_, 0. vV — o Z drugiej strony, teza systemu V nie jest
formuta (tnd) o. v ~ o V, jest wiec podsystemem C.,.

Definicja 5.1.6. Funkcje v, v: F,——> {0, 1}, nazywamy V —wartos$ciowaniem,
gdy spelnione s3 wszystkie warunki V —warto$ciowania oraz dodatkowo:

(v6b) jesliv(a®) =0, tov(a) =v(~ ) = 1.

Definicja S.1.7. Formuta o jest V —tautologia ( |=v1 o) wtw, gdy dla dowolne-
go V —warto$ciowania v, v(at) = 1. Formuta o jest semantyczng konsekwencja
zbioru formult T’ (T |= a.) wtw, gdy dla dowolnego V —wartosciowania v, jesli

v(B) = 1 dlakazdego B € I, tov(a) = 1.

Twierdzenie 5.1.6. (Arruda, Alves 1979b) T |=V1 owtw, gdy T |—V1 o, dla dowol-
nych'cF iaeF,.

Ostatni z analizowanych systeméw oznaczono symbolem V.. Jest to system
parakompletny. Aksjomatyke systemu V, konstytuuja nastgpujace formuty:

(AH") a, o ile o jest aksjomatem pozytywnej czeéci logiki Hilberta
(AD)a— ((a—>B) > ((a >~B) > ~a))

(A2b) Can®B) = (C(anB)ac(av B) Ac(a—B))

(A3b) a0 > °(~ @)

(A4)~~a—>a

(AS)~(an~a)

oraz regufa wnioskowania:
(RO) o, o0 —> B/ PB.
Definicja §.1.8. — a.:=a. —> ~ qL.

System V/ nie spelnia pierwszego postulatu da Costy. Prawo niesprzecznosci
jest bowiem teza V.. Tezami V s3 takze formuly: 0 —> ~~ o, ~ ot = — o, = —at
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— ~ ~ otinade wszystko (efg) o — (~ o0 — B). Para formut o, ~ ot trywializuje V..
System V, nie spelnia zatem kryterium mieszanego.

Definicja 5.1.9. Funkcje v, v: F,,——> {0, 1}, nazywamy V ~warto$ciowaniem,
gdy spelnione s3 wszystkie warunki V, —warto$ciowania i dodatkowo:

(v6b) jesliv(a®) =0, tov(a) =v(~a) = 1.
(v7) jesliv(a) = 1, to v(~ a) = 0.

Definicja 5.1.10. Formuta o jest V,~tautologia ( |=V20L) wtw, gdy dla dowolnego
V,-warto$ciowania v, v(a.) = 1. Formuta a. jest semantyczng konsekwencja zbio-
ru formut T’ (T |=V2 a.) wtw, gdy dla dowolnego V,~wartosciowania v, jesli v(f3) = 1
dla kazdego B € I, tov(at) = 1.

Twierdzenie S5.1.7. (Arruda, Alves 1979b) T |=V2 o wtw, gdy I' I—V2 a, dla do-
wolnych'C F ia €F .

Twierdzenie 5.1.8. (Arruda, Alves 1979a) T( I—w) < T( I—Vz).

System V/ jest podsystemem V. System nie spelnia jednakze gléwnego po-
stulatu parakonsystencji: relacja |—V2 (ew. |=V2) jest eksplozywna®.

5.2. HIERARCHIA B 1D -SYSTEMOW BUNDERA (n>1)

W 1980 roku Martin Bunder zaproponowat hierarchie systeméw logiki para-
konsystentnej, wzorowanej na C —systemach da Costy (n>1).

Punkt wyjécia analizy stanowil system B Zbiér aksjomatéw systemu B,
tworza nastepujace formuly:

(AH") a, oile o jest aksjomatem pozytywnej czeéci logiki Hilberta
(AL (aAn~a)—> B
(A12) (o> (BA~P)) > ~a.

Jedyna pierwotna, nieaksjomatyczna regula wnioskowania jest reguta odry-
wania (RO) o, o — B/ B. Zbiér schematéw aksjomatycznych wraz z regula
(RO) definiuja relacje konsekwencji f—, . Aksjomat (A1.1)" jest koniuncyjno-
-implikacyjna wersja prawa przepelnienia, za§ (A1.2)! odpowiada tzw. prawu
Kolmogorowa (pK) (a0 = B) = ((0 = ~ B) = ~ a). System B jest zatem
systemem logiki intuicjonistycznej.

¢ Por. Definicja 1.1.1° (§ 1.2).
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Hierarchie B —system6w (1> 1) otwiera system B , ktéry odgrywa podobna
rolg, jak C, w hierarchii da Costy. Zbiér aksjomatéw systemu B, konstytuujg ak-
sjomaty pozytywnej czeéci logiki Hilberta wraz z:

AL1)*((oA~a)A~(aAa~a))—>B

(AL2P (@ > (BA~B)A ~(BA~B)) =~

Jedyna pierwotna, nieaksjomatyczna regula wnioskowania jest (RO).
Zbiér schematéw aksjomatycznych wraz z regula (RO) definiujy relacje
konsekwencji [—,,.

Para formul o, ~ o nie trywializuje systemu B, relacja I—B | nie jest wiec
eksplozywna. Ponadto, system spelnia kryterium mieszane, poniewaz: {~ (o A ~
o), o,~ o} |—Bl B, dla dowolnych a, B € F, . Co ciekawe, aksjomat (A11)° p°
— ((a = B) = ((a > ~ B) &> ~ a)) systemu C, da Costy jest teza B,".

W systemie B, mozna zdefiniowac tzw. silng negacje:

Definicjia $.2.1.—a:=0 > (A A~ o)A~ (00 A ~aL)).

Silnej negacji nie nalezy jednak utozsamia¢ z negacja klasyczng, tylko intuicjoni-
styczna. Nie jest bowiem na przyklad prawda, iz & |—, o v —a.
W systemie B, wyprowadzalna jest szczegdlna wersja reguly ex falso quodlibet, t;.:

(EFQ)°~ (oA ~a),0,~o /B, dladowolnycha, B € F, *
Twierdzenie 5.2.1. (Bunder 1980) T( |—, ) = T(|—,,)-

Kolejne B —systemy (n > 1) uzyskujemy, zastepujac (A1.1)*i (A1.2)* bar-
dziej ogdélnymi schematami:

(Al.l)n+l ((X)n+l—) B

(A1.2)"1 (B — (a)™') —> ~ B, gdzie .’ = ot oraz (o)™ = a" A ~ (").

W systemie B, dla przykladu, zdajq si¢ one przybierac¢ bardzo prosta i czy-
telng forme:

(AL1)* (a)*'— B

(A12)*(B = (o)) > ~ B.

7 Dowdd zob. Bunder, M. W. (1980), A New Hierarchy of Paraconsistent Logics,
Proceedings of the Third Brazilian Conference On Mathematical Logic, Sociedade Bra-
sileira de Légica, Sao Paulo, s. 13-22.

8 Lub réwnowaznie: (EFQ)™ o, — o/ B dla dowolnych o, B € F, .
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Niestety, stopient komplikacji zapisu wzrasta wraz z usunigciem skr6téw defini-
cyjnych:

AL1)P ((an~a)a~(an~o)A~((ar~a)A~(ar~a))) > B
(AI.ZL);(B—>((0L/\~oc)/\~(oc/\~a)/\ ~((ar~a)A~(aAn~a))))
-~ B.

Ponadto pojawia si¢ problem z wieloznacznoscia interpretacji zapisu (o).
Z jednej strony mozna bowiem przyjaé, iz {~ (a A~ a) A~ ((a A ~a) A ~ (a
A~a)),a,~o} I—Bz B, dla dowolnych a, B € F, . System B, (n > 1) spetniatby
wowczas kryterium mieszane. Z drugiej natomiast strony, mozna réwnie dobrze
zatozyé iz {~ ((aA~0)A ~(aA~a)), o A~aA ~(aA~a)} |—BZB,dla
dowolnych o, B € F,,. Omawiany system spetnialby wtedy kryterium jakoscio-
we. Cho¢ z czysto formalnego punktu widzenia, nie ma to wigkszego znaczenia,
znaczenia ma z punktu widzenia przyjetej klasyfikacji systeméw. Podobne wat-
pliwosci dotycza pozostalych B —systemow.

Twierdzenie S.2.1. (Bunder 1980) T( |—BO) > T( |_B1) o> T( |—BZ) )
T( I— )D ..

Kilka lat pézniej, w 1989 roku, Buber zaprezentowal hierarchi¢ D —syste-
méw (n > 1). Motywacje do opracowania nowej hierarchii stanowilo spostrzeze-
nie: ,Zdaje sie, ze nie istnieje zaden szczegdlny powdd, dla ktérego w aksjomacie
(12)™ [B® — ((a = B) = ((a0 > ~ B) = ~ a)) - JC] naklada si¢ ograni-
czenie na formule 3, a nie 0" (Bunder 1989, s. 51). Mozna oczywiscie polemizo-
wacé ze stanowiskiem Bundera. Warunek nalozony na formule 3 nie jest dzielem
przypadku. Posiada bowiem wymiar filozoficzno-formalny. Para formut f3, ~ f3,
nie trywializuje zadnego z C —systeméw (n > 1). Dopiero tréjka formut B, B,
~ B, przepelnia kazdy C system Zapis B sygnalizuje wigc, iz formuta B jest
niesprzeczna (pojecie n1esprzecznosc1 jest zrelatywizowane do danego C —syste-
mu). Jeli zatem stwierdzimy, ze 3 jest i jednoczeénie nie jest nlesprzeczna, stry-
wializujemy dany system. Podobnych intuicji, nie odnajdziemy w ograniczeniu
nalozonym na formule a.. Zdaje si¢ wigc, ze motywacja Bundera posiada jedynie
wymiar czysto formalny.

Zbi6r aksjomatéw D —systeméw (n > 1) sktada sie z nastepujacych formut:

(AC,) o, oile o jest aksjomatem systemu C_
(A1) B — ((a = B) > (0 >~ B) > ~ a))
(A11D)™ o™ — (( > B) > ((aa > ~B) > ~ 1))

Jedyna pierwotna regula wnioskowania jest regula odrywania. Zbiér schematéw
aksjomatycznych wraz z regula (RO) definiuja relacje konsekwencji I—D
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W C —systemach da Costy (n > 1) aksjomat (A11)™ réwnowazny jest for-
mule (A11)™" ™ — (a0 = (~ o — B)). Analogicznie w D -systemach Bun-
dera (n > 1). Aksjomat (A11b)™ réwnowazny jest (A11b)™" ™ — (o0 — (~
a —> B)). Aby to wykazaé, pokazmy na poczatek, ze formula (A11)™" jest teza
D —systemow (n>1).

Dowéd dla (A11b)® B® — (a0 — (~ o = P)):

(1) g™ zal. na mocy tw. o ded.
(2) o zal. na mocy tw. o ded.
(3)~a zal. na mocy tw. o ded.

@) B> ((~p>a)>((~Bo>~a)>~~P)) (A11b)™
B> a) > (~Bp>~a)>~~p) (4), (1), (RO)

(6)~B—a (H1), (2), (RO)

(7)~B—>~a (H1), (3), (RO)

(8)~~B (5), (6),(7), (RO)

(9)B (nn), (8), (RO)

BW— (o — (~a— P)) tw. 0 ded., (1), (2), (3),
(9).

Wykazemy teraz, ze formuta (A11b)™ jest wyprowadzalna w kazdym D —syste-
mie (n > 1), wktérym (A11b)™ zastapiono aksjomatem (A11b)™",

Dowdéd dla (A116) a®— ((aa = B) = ((a > ~B) > ~a)):

(1) a® zal. na mocy tw. o ded.
2Q)a—B zal. na mocy tw. o ded.
B)a—>~p zat. na mocy tw. o ded.
() > (B (~ >~ ) (A1)

(B> (~p—>~a) @), (1), (RO)

&) a—(~p—>~0) (p5), (2),(5)

(7) ~B—>(a—~a) (¢K), (6), (RO)
()0 - (0 - ~0) (p5), (3), 7)

) a-~a (psk) (8), (RO)
(10)~a—>~a (pt)

(1) (a>~a)>((~a>~a)> ((av~a)>~a))) (H8)

(12)~a

o= ((a—>B) > ((a > ~p) > ~a))

(11),(10), (9), (tnd), (RO)
tw. o ded., (1), (2), (3),
(12).
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Alternatywna aksjomatyzacja D —systemow (n=1) prezentuje si¢ nastepujaco:

(AC,) a, oile o jest aksjomatem systemu C
(A1) o™ - (a0 —> (~ o — B))
(A11D)™" B > (a0 > (~a—> B))
(RO)a, a0 — B/ B.

Trudno jest wskaza¢ intuicje filozoficzne, ktére legly u podstaw aksjomatu
(A11b)™". Para formut o, ~ o nie trywializuje zadnego z D —systeméw (n > 1).
Dowolng formute § implikuje tréjka formut: B, o, ~ .

W D -systemach (n > 1) wyprowadzalne sa dwa warianty zasady ex falso
quodlibet:

(EFQ)™ a™, o, ~ o / B, dla dowolnych o, B € F ,n>1
(EFQ)™ B®, o, ~ a / B, dla dowolnych a, B € F, ,nz1

Regula (EFQ)™ jest doskonale znana za sprawg C —systeméw (n > 1) da Costy.
Z kolei regula Bundera, (EFQ)™’, wyraza pojecie przepelnienia w doéé niestan-
dardowy sposoéb. Nie wystarczy para formut sprzecznych: a, ~ o, zeby strywiali-
zowa¢ dany D —system. Do tego niezbedne jest jeszcze jedno zalozenie: wniosek
musi by¢ niesprzeczny.

Latwo dostrzec, iz {a, ~ o} H—Dn B, dla pewnych a, B € F, , ale zar6wno
{a™, o, ~ a} I—Dn B,jaki{p™, o, ~ o} I—Dﬂ B, dla dowolnych a, B € F, . Spel-

nione jest zatem, i to w dwojnasob, kryterium mieszane.

Twierdzenie 5.2.2. (Bunder 1989) T( I_m) > T( I—Dz) > T( I—m) )
T( I—D )=

Wynik nie jest niczym zaskakujacym. Kazdy kolejny system jest slabszy od
systemu go poprzedzajacego. Bardziej interesujace wydaje sie pytanie o relacje
D —systeméw do hierarchii systeméw da Costy.

Twierdzenie 5.2.3. (ibid.) T( I——Cn) cT( I——Dn), dlan>1.

Dowdd. Polega na wykazaniu, iz formuly (A122)® (o™ A B™) — (au A B)™, (A12b)™
(aAB™D) = (av B)™, (A12¢)™ (o™ A B™) — (o0 — B)™ oraz (A13)™ o —
(~ &)™ s3 wyprowadzalne w systemach Bundera, oraz ze formula (A11b)®" B —
(o0 = (~ a.—> P)) nie jest teza zadnego z C —system6w da Costy’.

® Szczegdly zob. Bunder, M. W. (1989), Some Results in Some Subsystems and in an
Extension of Cn, ,The Journal of Non-Classical Logic”, 6/1, s. 51-55.
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5.3. LOGIKI NIESPRZECZNOSCI FORMALNE] (LFI)

Pierwowzoru systeméw LFI nalezy upatrywa¢ w C —systemach (n>1).
W odréznieniu jednak od systeméw da Costy, systemy LFI umozliwiaja forma-
lizacje pojecia sprzecznosci oraz niesprzecznosci za pomoca specjalnego spojnika
pierwotnego.

Definicja 5.3.1. (Carnielli, Coniglio, Marcos 2007) Logike (F, I—) nazywamy
Logikq Formalnej Niesprzecznosci wtw, gdy relacja I— nie jest eksplozywna oraz
spelniony jest warunek: {~ o, o, ~ o} I—— B, dla dowolnych o, B € Fi pewnego
spojnika ~.

Prezentacje hierarchii systeméw LFI, rozpoczniemy od omoéwienia wla-
snosci systemu C .7 syntaktycznego punktu widzenia, C  mozna traktowac
jako rozszerzenie systemu C_ da Costy, badz PI Batensa'®. W pierwszym przy-

padku zbiér aksjomatéw C_wzbogacony zostaje o jeden z tzw. paradokséw im-
plikacji, tzn.:

(pD) o v (o0 > ),
lub réwnowaznie:
(pP) ((a > B) > o) = o
W drugim, zbior aksjomatéw PI rozszerzamy o prawo podwojnej negacji:
(nn) ~~a — a.
Jedyna pierwotna, nieaksjomatyczna reguta wnioskowania jest (RO) a, o0 — 3 /

B. Zbiér schematdw aksjomatycznych wraz z regula (RO) definiuja relacje kon-
sekwencji I—Cmm.

Niech F oznacza zbiér wszystkich formut systemu C .

Twierdzenie 5.3.1. (o dedukcji) T I——Cmm a —> Bwtw,gdy I U {o} I——Cmm B, dla
dowolnych o, € F, ,I' < F

=" Cmin"

System C _ ma szereg ciekawych wlasnoéci. Na przyklad, zadna formula,
ktdrej gléwnym spoéjnikiem jest negacja nie jest tezg systemu C . Oznacza to,
ze C spelnia pierwsze kryterium da Costy: prawo niesprzecznosci (pn) ~ (o
A ~ @) nie jest teza systemu. Teza C . nie jest takze prawo przepelnienia (efq)
o — (~a— B),dladowolnych o, B € F, . Zbiér {a, ~ o} nie trywializuje C .

Niech {0, 1} bedzie zbiorem wartosci logicznych.

10 Por. §§ 2.6, 3.1.
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Definicja 5.3.2. (Carnielli, Marcos 1999) C _ —warto$ciowaniem nazywamy funk-
cev,v: F, ——{0, 1}, taka, ze:

(vl)v(o v B) =1wtw, gdyv(a) =1lubv(B) =1
(v2) v(ae A B) = 1 wtw, gdy v(a) = 1 orazv(B) = 1
(v3) v(ae = B) = 1 wtw, gdy v(a) =0lubv(B) =1
(v4a) jesliv(~ o) =0, tov(a) = 1

(vSa) jesliv(~~a) =1,tov(a) = 1.

Definicja 5.3.3. Formuta o jest C__ —tautologia (symbolicznie, |=Cmm a) wtw, gdy
dla dowolnego C  -warto$ciowania v, v(a) = 1. Formula o jest semantyczna
konsekwencja zbioru formut I' (symbolicznie, T |=Cmm a) wtw, gdy dla dowol-

nego C  —warto$ciowania v, jesli v(B) = 1 dla kazdego B € I, to v(at) = 1.

Twierdzenie 5.3.2. (Carnielli, Marcos 1999) T |=Cmin o wtw, gdy T |—Cmm o,
dladowolnych'c F_  oraza € F .

System C__ nie jest bazowym systemem hierarchii logik niesprzecznosci for-
malnej. Role systemu bazowego petni mbC.

Jezyk systemu mbC, précz zmiennych zdaniowych i standardowych sp6jnikéw
logicznych, tj. negacji, implikacji, koniunkgji i alternatywy, zawiera dodatkowo tzw.
spojnik niesprzecznosci (ang. consistency operator). Spéjnik niesprzecznosci ,0” jest
spdjnikiem jednoargumentowym. Zapis ,,00.” rozumiany jest jako formuta o jest nie-
sprzeczna. Spojnik ,0” jest pewnego rodzaju znacznikiem, indeksuje formuly. Jesli
wiec uznamy dang formule o za niesprzeczna, wtedy para formut o, ~ o nie bedzie
juz akceptowalna. Formula niesprzeczna, , 00, wraz z para formul sprzecznych, o.i~
o trywializuja system. Prawem systemu mbC powinna by¢ zatem formuta oo — (o
— (~ o0 > P)). I tak sie tez dzieje. Do zbioru aksjomatéw systemu mbC naleza:

(AH") a, oile o jest aksjomatem pozytywnej czeéci logiki Hilberta
(pD) o0 v (@ — B)
(tnd) o v ~ o
(¢fg)° oo > (@ = (~ o — B)).
Jedyna pierwotna, nieaksjomatyczna reguly inferencji jest regula odrywania

(RO)". Zbiér schematéw aksjomatycznych wraz z regula (RO) definiuja relacje

konsekwencji .
mbC

""" W literaturze, mozna natkna¢ sie na jeszcze inng aksjomatyke systemu mbC,
wyrazong w jezyku implikacyjno-negacyjnym wzbogaconym o spéjnik niesprzeczno-
éci. Zob. Coniglio, M.E., Rodrigues, T.G. (2014), Some Investigations on mbC and mCi,
[w:] Mortari, C. A. (red.) Tépicos de légicas ndo cldssicas, Florianépolis, NEL/UFSC,
s. 11-70.



Hierarchie oparte na kryterium mieszanym 139

Zadna formuta o postaci oo nie jest tezg mbC'2. W systemie mbC reguta ex
falso quodlibet podlega pewnym ograniczeniom. Dowolna formuta 3 nie wynika
ani ze zbioru {a, ~ o}, ani {00, ~ .}, ani tez ze zbioru { o, ot }. Prawda jest za to:

{oo, a, ~ a} |—mbC B, dla dowolnych o, B € F 1.

Obecno$¢ formuly specjalnego typu, tj. 0a, posrdd pary a, ~ o trywializuje
system mbC. Przypomnijmy, Ze analogiczna zaleznos¢ zachodzi w systemie C, da
Costy. Para formut o, ~ @, nie trywializuje systemu C,. Dopiero tréjka formut o,
o, ~ o, przepelnia system'*. Nietrudno dostrzec zrédlo inspiracji twércéw LFL
Wida¢ daleko idace podobienistwo miedzy rolg, jaka odgrywa w systemie mbC
spojniki , 07 a funkcjq jaka spelnia prawo niesprzecznosci w C, da Costy. Pamig-
tajmy jednak, ze chociaz {oo} I—mbc ~(aA~a)oraz{o A ~a} I—mhc ~oQL,
to jednak {~ (a0 A ~ )} |—|—mbC oo tudziez {~oo} |—|—mbC o A ~ o. Spojnika
niesprzecznosci nie wolno wiec utozsamiaé z prawem (pn) ~ (a0 A ~ Q).

Spojnik ,0” ma jeszcze jedna interesujaca wlasnos¢. Dzigki niemu mozna
zdefiniowad spdjnik tzw. silnej negacji:

Definicja §.3.4. ~* 0. :=~ QL A OQL.

W rezultacie teza systemu mbC staje si¢ formula (efg)™ a0 — (~* o0 — PB), regula
(EFQ)° oq, a, ~ o / B, podlega za$ pewnemu uproszczeniu:

(EFQ)™ a, ~* o / B, dla dowolnych a, B € F . .

Spojnika silnej negacji nie nalezy utozsamia¢ z negacja klasyczng. Teza mbC nie
jest ani formuta (tnd)™ o v ~* @, ani (nn) o — ~* ~*au.

Negacje klasyczna definiujemy w odmienny sposdb:
Definicja 5.3.5. o := ot = (ot A ~ ).

Oproécz charakterystyki syntaktycznej, system mbC doczekal sie réwniez
prezentacji semantyczne;j.

Definicja 5.3.6. Funkcje v, v: F | . —— {0, 1}, nazywamy mbC-warto$ciowaniem,
gdy:

2 Carnielli, W., Coniglio, M.E., Marcos, J. (2007), Logics of Formal Inconsistency,
[w:] Gabbay, D., Guenthner, F. (red.), Handbook of Philosophical Logic, Kluwer,
Netherlands, Twierdzenie 47.

® F | -oznacza zbiér wszystkich formut systemu mbC.

Y ati=~ (oA ~a).

'S Por. § 2.6, Definicja 2.6.2.
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(v1)v(o v B) =1wtw, gdyv(a) =1lubv(B) =1
(v2) v(aw A B) = L wtw, gdy v(a) = 1 orazv(PB) =1
(v3) v(ae —> B) = 1 wtw, gdy v(a) =0lubv(B) =1
(v4) jesliv(~ o) =0, tov(a) =1

(vS) jesliv(oa) = 1, tov(a) =0 lub v(~ a) = 0.

Definicja $.3.7. Formula o jest mbC-tautologia ( |=mb o) wtw, gdy dla dowolne-
go mbC-warto$ciowania v, v(a) = 1. Formula o jest semantyczna konsekwencja
zbioru formul T' (T |=th o) wtw, gdy dla dowolnego mbC-warto$ciowania v,
jesliv(B) = 1 dlakazdego B € I, tov(a) = 1.

Twierdzenie 5.3.3. (Carnielli, Coniglio, Marcos 2007) I |=mb cowtw, gdy T |—mb c
o, dladowolnychT' ¢ F  ,a €F , .

Widoczne jest pewne podobienistwo miedzy systemem mbC a prezentowa-
nymw § 3.2 systemem B’. Przypomnijmy, system B definiuja (AH*), (pP), (tnd)
oraz (efg)* o0 = (~ o« = (~ ~ a2 — B)). Jedyna pierwotna, nieaksjomatyczna re-
gula wnioskowania systemu jest regufa odrywania. Formuta (efg)? nie jest jednak
wyprowadzalna w mbC. Aby sie o tym przekona¢, wystarczy nieco zmodyfikowa¢
matryce logiki antynomii, tj.:

M= <{O, I, 2}) {1) 2}; >NV, O>)

przy czym, zbidr {0, 1, 2} zawiera wartosci logiczne, {1, 2} to zbiér wartoéci wy-
réznionych w matrycy <4, spdjniki zdaniowe definiuja tabelki:

Wlo 1 2 Mo 1 2 | (~)
oo o o o] o 1 2 0| 1
1o 1 2 11 11 1| o0
20 2 2 22 1 2 2 | 2
()0 1 2 | (o)
ol 1 1 1 0 1
1o 1 2 1 1
210 1 2 2 0

Wszystkie aksjomaty systemu mbC przyjmuja wartosci wyrdznione, regula odry-
wania takze je dziedziczy. Formula (efg)?* jest niezalezna wzgledem aksjomatyki
mbC:2 > (~2>(~~2-0))=2>2—>(~2->0)=2>(2—>(2—0)
=2—>(2—>0)=2—>0=0.
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Wréémy do dalszej analizy systeméw LFI. Jeéli zbior aksjomatow systemu
mbC wzbogacimy o formule:

(k) ca v (aA~a),

uzyskamy system Bk. Zdaniem niektdrych logikéw'® to wlasnie system Bk, a nie
mbC powinien stanowi¢ baze formalng dla systeméw LFI. Aksjomaty systemu
Bk w pelniejszy bowiem sposéb maja charakteryzowac spojnik niesprzecznosci.
W mbC mowa jest jedynie o tym, ze zadna formuta nie jest rbwnoczeénie sprzecz-
nainiesprzeczna. Formula zarazem sprzeczna i niesprzeczna trywializuje system.
W systemie Bk mowa jest o czyms$ wiecej: kazda formula jest niesprzeczna, albo
sprzeczna.

Oznaczmy przez T( |—mh o) zbi6r wszystkich tez systemu mbC, przez
T( |—Bk) — zbidr wszystkich tez systemu Bk.

Twierdzenie 5.3.4. T( |—mb ) T( |—Bk).

Dodanie do zbioru aksjomatéw systemu mbC dwoch formut:

(ci) ~oo —> (L A~ )
(cc)"o~"oqa,dlan>0,

oraz nastepujacych warunkéw (do definicji mbC-wartoéciowania):

(v6a) jesliv(~ oca) =1, tov(a) =liv(~a) =1
(v6b) v(o~"oa) =1,dlan >0,

spowoduje, ze otrzymamy system mCi. Zauwazmy, iz zaréwno I—m G (an~a)
— ~ oa jaki I—mcl,~ oa — (a A ~ a), co wiecej: {oa, ~ oa} I_mCi B, dla
dowolnych o, B € F, .. W przeciwienstwie do zbioru {o, ~ a}, para formut oq,
~ oq trywializuje system mCi. Wykluczamy tym samym sytuacje, w ktorej o za-
razem jestinie jest formulg niesprzeczna. Warto w tym miejscu nadmienic, iz sys-

tem mCi mozna zdefiniowac aksjomatycznie na kilka innych sposobéw. Pierwszy,
polega na zastapieniu (cc)” innym schematem aksjomatycznym, mianowicie:

(~o)"~"2 o — ~" oq, gdzie n > 0.

Wéweczas do charakterystyki mbC-wartosciowania, oprécz (v6a), dodajemy
warunek:

16 Zob. Avron, A., Konikowska, B., Zamansky, A. (2012), Modular Construction of
Cut-free Sequent Calculi for Paraconsistent Logics, [w:] Proceeding LICS ,12 Proceedings
of the 2012 27th Annual IEEE/ACM Symposium on Logic in Computer Science, New
Orleans, Louisiana, s. 85-94.
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(v6b)"jesli v(~*2 oa) = 1,to v(~"oa) =1,n>0.

Para formut ~" oa, ~"*! oo (dla n > 0) trywializuje system mCi. Zachodzi bo-
wiem wynikanie:

{~"oa,~"*oa} |_mCi B, dla dowolnych o, B € F, ,n2>0.

Zadna formula nie moze jednoczeénie by¢ i nie by¢ niesprzeczna. Teza musi by¢

wiec formuta (pn)° ~ (oa A ~ o), lub ogélniej: ~ (~" oot A ~"! 0oaL), n > 0.
Drugi sposéb polega na wprowadzeniu do jezyka systemu mCi dodatkowego

spojnika jednoargumentowego, tzw. spdjnika sprzecznosci:

Definicja 5.3.8. @ := ~ oo

Zapis ,®0.” rozumiany jest intuicyjnie jako formuta o jest sprzeczna lub, zgodnie
z podang definicja, formuta nie jest niesprzeczna.

Spojnik sprzecznosci umozliwia uproszczenie reguly ex falso quodlibet do po-
staci:

(EFQ)** oa, ea. / B, dladowolnycha, B € F, ..

Para formut oq, @ trywializuje system mCi. Tezg systemu jest specjalna wersja
prawa niesprzecznodci: (pn)°® ~ (oo A @a.). Ponadto, spdjnik ,®” mozna trak-
towac jako spéjnik pierwotny (zamiast ,0”). Do zbioru aksjomatéw systemu mCi
nalezalyby wtedy, oprécz aksjomatéw (AH*), (pD) i (tnd), formuly:

(¢fg)* ~ ®a = (o > (~ o = B))

(ci)* et —> (L A ~ 1)

(cc)'~ o~" @, dlan>0".

Twierdzenie 5.3.5. (Carnielli, Marcos 2002) T |=m owtw, gdy T I——m 0, dlado-
wolnychT' ¢ F, ,a €F .

Jesli aksjomatyke systemu mCi wzbogacimy o nowa formule:

(nn) ~~ o — 0,

otrzymamy system Ci. System ten definiuja zatem syntaktycznie aksjomaty C
wraz z formutami: (efq)®, (ci) oraz (cc)". Jedyna nieaksjomatyczna, pierwotna re-
gula wnioskowania jest (RO) o, @ — B / B. Dodajac do zbioru aksjomatéw
systemu Ci, formule:

() ~(aAn~a)— oaq,

17 Carnielli, W., Coniglio, M.E., Marcos, J. (2007), op. cit., s. 60.
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otrzymamy za$ Cil. I wreszcie, wzbogacajac aksjomatyzacje Cil o aksjomat:
(nn) o —>~~a

uzyskamy system Cile'®.
Dotychczasowe rozwazania podsumowuje ostatnie juz w tym rozdziale
twierdzenie:

Twierdzenie 5.3.6. T(}— ) < T(}=,) = T(}— ) c T(}—,) = T(}—_)
cT( I—

Cile/ "

Kazdy z wymienionych systemoéw spelnia tzw. kryterium mieszane. Para for-
mul o, ~ o nie przepelnia zadnego z systemow. Systemy trywializuje tréjka for-
mul: oq, o, ~ a.. Kazdy z prezentowanych systeméw jest takze przykladem LFI.
Systemy te zaliczymy do grona logik parakonsystentnych, w ktérych pojecie nie-
sprzecznosci (tudziez sprzecznosci) wyrazalne jest bezposrednio w ich jezyku'.

'8 Zob. ibid., Definicja 10S.

1 Zob. Carnielli, W.,, Coniglio, M.E. (2016), Paraconsistent Logic: Consistency,
Contradiction and Negation, Logic, Epistemology, and the Unity of Science, 40, Springer
International Publishing.






ZAKONCZENIE

W ksigzce zaproponowano pewien schemat klasyfikacji systemoéw logiki pa-
rakonsystentnej. Przyjety paradygmat eksponowanej problematyki narzucit pew-
ne ograniczenia w doborze prezentowanych systeméw. Tlumaczy to powody, dla
ktorych w ksiazce nie znalazly miejsca rozwazania na temat logiki N4 Nelsona',
logiki CLuNs Batensa?, czy tez tzw. logiki komplementarnosci autorstwa da Costy
i Krausego®.

We wszystkich omawianych systemach wiodaca role odgrywata reguta odry-
wania. Zazwyczaj stanowila ona jedyna, nieaksjomatyczna regule inferencji.
Z metodologicznego punktu widzenia uznali$my bowiem, iz reguta ta jest najbar-
dziej intuicyjng, podstawowq regula wnioskowania. Przyjete zalozenie skutkuje
licznymi konsekwencjami. Nierozstrzygniete, na przykltad, pozostaje pytanie, czy
system, w ktorym akceptuje si¢ prawo przepelnienia, odrzucajac przy tym regu-
le odrywania i regule (EFQ), mozna uznaé za system logiki parakonsystentnej?
Przykladem takiego formalizmu jest pochodzacy z 1959 roku system Henryka
Hiza*. Przypomnijmy, system Hiza (w skrécie H), definiuja syntaktycznie dwa
aksjomaty:

~(a—>B)—>a
~(@—>B) >~

! Zob. Nelson, D. (1949), Constructible Falsity, ,Journal of of Symbolic Logic”,
14/1, s. 16-26; Odintsow, S. (2008), Constructive Negations and Paraconsistency,
Springer, Netherlands, s. 131-157; Kamide, N. (2005), Natural Deduction Systems for
Nelson's Paraconsistent Logic and its Neighbors, ,Journal of Applied Non-Classical Logics”,
15/4,s.405-435.

? Zob. Batens, D., de Clercq, K. (2004), A Rich Paraconsistent Extension of Full
Positive Logic, ,Logique et Analyse”, 185-188, 5. 227-257.

3 Zob. da Costa, N.C.A., Krause, D. (2003a), The Logic of Complementarity,
Pré-Publica¢des do Departamento de Filosofia Universidade Federal de Santa Catarina,
8/63; da Costa, N.C.A., Krause, D. (2003b), Remarks on the Applications of Paraconsistent
Logic to Physics, Pré-Publicagdes do Departamento de Filosofia Universidade Federal de
Santa Catarina, 8/62.

* Zob. Hiz, H. (1959), Extendible Sentential Calculus, , The Journal of Symbolic
Logic”,24/3,s.193-202.
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oraz trzy reguly inferencji:

a>B,Boy/a—>y
a—>P-oy),a>p/a—>y
~a->B~a—>~p/a.

Hiz udowodnil, iz kazda tautologia klasycznego rachunku zdan jest twier-
dzeniem systemu H. Powtdérzmy raz jeszcze, kazda tautologia ... a wigc w szcze-
golnosci do zbioru tez systemu H nalezy prawo przepekienia oo — (~ o — B).
Zauwazmy jednak, ze system H nie jest zamkniety ani na regule odrywania, ani
regule (EFQ). Dowéd (Hiz 1959, s. 195). Rozwazmy matryce:

{/%H - <{ 1,2, 0}7 {1; 2}; - ~>)

w ktorej {1, 2, 0} pelni funkcje zbioru wartosci logicznych, {1, 2} jest zbiorem
warto$ci wyréznionych matrycy 4, spdjniki implikacji i negacji definiujg ta-

belki:

(>) |1 2 o (~)
1 1 0 0 1 2
2 1 1 1 2 1
0 1 1 1 0 1

Aksjomaty systemu H zawsze przyjmuja warto$ci wyréznione, podane trzy
reguly wnioskowania réwniez je dziedzicza. W przypadku reguly odrywania i re-
guly (EFQ) tak juz nie jest. System Hiza jest wiec przyktadem formalizmu, w kt4-
rych akceptujac prawo przepelnienia, odrzuca si¢ zaréwno regule odrywania jak

iregute (EFQ)*.

* Podobne wlasnosci posiada system ], Arrudy i da Costy. Zob. Arruda, A.L, da
Costa, N.C.A. (1970), Sur le schéma de la séparation, ,Nagoya Mathematical Journal’,
38, s. 71-84; Sylvan, R., Urbas, L. (1993), Paraconsistent Classical Logic, ,Logique et
Analyse”, 141-142,s.10-11.
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Praca [...] na gruncie polskim nie ma odpowiednika. Nowe jest
zaréwno ujecie przegladu watkéw zwigzanych z intuicjami do-
tyczacymi parakonsystencji i historii rachunkéw z tej rodziny,
jak tez stanowigce samodzielne osiggniecie naukowe uporzad-
kowanie pewnych grup takich rachunkéw w postaci hierarchii
wyznaczonych kilkoma kryteriami.
Z recenzji
prof. dr. hab. Wojciecha Suchonia

Wiekszos¢ systemdw logiki parakonsystentnej toleruje sprzecz-
nos¢ nie dlatego, ze mozliwe jest w nich wspétistnienie dwéch
zdan, z ktérych jedno jest zaprzeczeniem drugiego, lecz dlatego,
iz z pary zdan, nie wyprowadzimy dowolnego zdania. [...] Sys-
temy logiki parakonsystentnej to zatem formalizmy, w ktérych
odrzuca sie mozliwos¢ ich trywializacji za sprawa pary formut
sprzecznych.
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