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Wstep

Logika wspoélczesna dostarcza formalnych narzedzi umozliwiajacych precy-
zyjna analize poprawno$ci rozumowan. Najwazniejszym sposobem uzasad-
niania gloszonych twierdzeni jest bez watpienia dowdd. Na gruncie logiki
wypracowano wiele typow systemoéw dowodzenia takich jak systemy aksjo-
matyczne, systemy rezolucji, systemy sekwentowe czy systemy dedukcji na-
turalnej. Te ostatnie zostaly zaproponowane jako najbardziej zblizone do
faktycznej praktyki dowodzenia stosowanej przede wszystkim przez mate-
matykéw. W prezentowanym opracowaniu skupimy sie na opisie struktury
i zastosowarn ostatniego z wymienionych sposobéw kodyfikacji dowodzenia.
W rozdziale pierwszym zaprezentujemy jedno z jego mozliwych realizacji
w odniesieniu do logiki klasycznej. Dowody i dedukcje beda tutaj prezento-
wane w czysto formalny sposob. Prezentacje dedukcji naturalnej poprzedzi-
my krétkim omoéwieniem aksjomatycznej formalizacji klasycznego rachunku
zdan. W drugim rozdziale zaprezentowane zostang dwie teorie aksjomatycz-
ne: arytmetyka liczb naturalnych w ujeciu Peano i obszerny fragment teorii
mnogosci w ujeciu Zermelo i Fraenkela. Dowody twierdzenn w tych teoriach
zostang przedstawione skrétowo, w sposéb niesformalizowany ale na tyle do-
ktadny, ze mozna je ,przepisa¢’ jako w pelni formalne dowody w systemie
dedukcji naturalnej z czesci pierwszej, wzbogaconym o aksjomaty rozwaza-
nych teorii. Takie rozwigzanie pokazuje nam w naturalny sposéb zwiagzek
dedukcji naturalnej z faktycznie prezentowanymi szkicami dowodoéw w lite-
raturze matematycznej a ponadto jest ekonomiczne, gdyz formalne dowody
waznych twierdzen sa zwykle bardzo dtugie.

Zanim przejdziemy do charakterystyki dedukcji naturalnej wypada po-
$wieci¢ nieco uwagi historii zagadnienia. Dowody, czesto catkiem zadowa-
lajace z punktu widzenia stosowanych obecnie kryteriéw, konstruowali juz
matematycy greccy z kregu szkoly pitagorejskiej dziatajacy w VI-V w. p.n.e.
Wypracowali oni wiele regutl i technik, ktére naleza do wyprébowanego re-
pertuaru §rodkéw dowodzenia stosowanego wspotczesnie. Nalezag do nich np.
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10 WSTEP

takie srodki dowodzenia jak dowo6d warunkowy, dowod nie wprost, dowodze-
nie z alternatywy, czy reguly wnioskowania takie jak modus ponendo ponens,
modus tollendo tollens, modus ponendo tollens'. W rozdziale 1 objanimy
dziatanie wszystkich wymienionych wyzej technik dowodzenia.

Intuicyjne stosowanie $rodkéw dowodzenia nalezy jednak odréznié od
$wiadomej refleksji nad ich prawomocnoscig. Ta pojawita sie nieco po6zniej
w pismach logicznych Arystotelesa (384-322 p.n.e.), ktory wprowadzit po-
jecie dedukcji jako niezawodnego sposobu rozumowania gwarantujacego, ze
ze zdan prawdziwych, przyjetych jako przestanki rozumowania, wywniosku-
jemy jedynie prawdziwe wnioski. Dokonal on réwniez pierwszej proby kody-
fikacji logiki nazw, ktéra systematyzowala pewna klase sposobéw rozumo-
wania. Sylogistyka, czyli rachunek nazw Arystotelesa, stanowita wprawdzie
podstawe nauczania logiki az do wieku XX, jednak jej zakres zastosowan byt
zbyt waski, zwlaszcza z punktu widzenia potrzeb matematyki. Alternatyw-
ne proby kodyfikacji zasad rozumowania, prowadzace do konstrukcji logiki
zdan, podejmowali filozofowie stoiccy, jednak wiedza, ktérg dysponujemy na
temat ich dokonan jest bardzo fragmentaryczna.

U Arystotelesa pojawia sie tez refleksja nad budows systemoéw aksjoma-
tycznych jako sposobéw systematyzowania wiedzy z danej dziedziny.
W systemie aksjomatycznym ustala si¢ pewna, zazwyczaj niewielka, ilos¢ po-
je¢ pierwotnych dla danej teorii, oraz zestaw aksjomatow, ktore sa twierdze-
niami przyjetymi bez dowodu, zazwyczaj uznawanymi za intuicyjnie oczywi-
ste. System rozbudowuje sie w sensie pojeciowym przez dotaczanie definicji
nowych poje¢ oraz w sensie merytorycznym przez dotaczanie nowych twier-
dzenn udowodnionych na podstawie aksjomatéw i wezesniej udowodnionych
twierdzeni. Tym samym systemy aksjomatyczne mozna uznaé¢ za najstarsza
forme systemoéw dowodzenia, chociaz niektorzy badacze (np. Corcoran [6])
twierdza, ze stoicy prezentowali swoja logike zdan w postaci systemu de-
dukcji naturalnej. Nie ulega watpliwosci, ze pierwszy dojrzaty system aksjo-
matyczny obejmujacy catosé 6wczesnej matematyki zostal zaprezentowany
w ,Elementach” Euklidesa. Praca ta przez ponad dwa tysiaclecia stanowita
wzOr stosowania systemow aksjomatycznych, inspirujac wielu myslicieli (np.
Kartezjusza (1596-1647)) do przenoszenia tych zasad poza matematyke.

Jednak starozytne rozumienie systemu aksjomatycznego, z punktu wi-
dzenia dzisiejszych wymagari, pozostawiato sporo do zyczenia. Jezeli chodzi
o prezentacje podstawy systemu, to byta ona zazwyczaj podawana w sposob
do$é intuicyjny. Jezeli chodzi o spos6éb rozbudowy systemu, to nie okreslono

"Nazwy sa podzniejsze, tacinskie.
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precyzyjnie ani zasad definiowania ani dostepnego zakresu sposobéw dowo-
dzenia i samej konstrukcji dowodu. Problemy te podjete zostaty dopiero pod
koniec XIX wieku przez niemieckiego matematyka Gottloba Fregego, ,0j-
ca” wspotczesnej logiki matematycznej, a doprecyzowane ostatecznie w tzw.
szkole Dawida Hilberta. Wspotczesnie systemy dowodzenia, w szczegblnosci
aksjomatyczne, prezentuje sie w postaci catkowicie sformalizowanej, tzn. ja-
ko konstrukcje podane w jezyku sztucznym i spelniajace okreslone warunki
poprawnosci. W konstrukeji systemu aksjomatycznego przestano przywiazy-
waé wage do takich tradycyjnie formutowanych postulatow jak ,oczywistosé”
aksjomatow; ktopoty z paradoksami w podstawach matematyki, uzyskanymi
na podstawie — jak sie wydawato — zupelnie oczywistych zatozeri, uczynity
takie wymagania bezuzytecznymi. Bardziej podstawowym wymogiem sta-
ta sie niesprzeczno$é zbioru aksjomatéw, czyli niemoznosé wydedukowania
z nich jakiego$§ zdania i jego zaprzeczenia. Ryzyko takie wigze sie jednak nie
tylko z kwestia doboru aksjomatéw; do sprzecznosci moze tez doprowadzi¢
niefrasobliwy sposob definiowania lub stosowanie niepoprawnych regul wnio-
skowania. Stad we wspolczesnej teorii systemoéw formalnych do tych kwestii
przywiazuje sic bardzo duza wage.

Zasady budowy i stosowania sformalizowanego systemu aksjomatycznego
zilustrujemy na przyktadzie konstrukeji (jednego z wielu mozliwych) syste-
mow aksjomatycznych Klasycznego Rachunku Zdan (KRZ). Ukazuje on na
bardzo prostym przykladzie ogdlne wtasnosci charakterystyczne systemow
aksjomatycznych — ,bogatych” w aksjomaty a ,,ubogich” w reguty. Dwa dal-
sze przyktady teorii aksjomatycznych zostana zaprezentowane w rozdziale
drugim. Rozdzial 1 zostal przygotowany przez Andrzeja Indrzejczaka a roz-
dzial 2 przez Marka Nowaka.






Rozdzial 1

Dowodzenie w logice klasyczne]

1.1 Klasyczny rachunek zdan

Logika klasyczna czesto jest dzielona na dwie sktadowe: klasyczny rachunek
zdan (KRZ) i klasyczny rachunek kwantyfikatorow (KRK). Prezentacja taka
ma swe uzasadnienie zarowno dydaktyczne jak i merytoryczne. KRZ jest ta-
twiejszy do omdéwnienia a ponadto posiada pewne pozyteczne wlasnosci (np.
rozstrzygalnosé), ktorych KRK nie posiada. KRZ jest systemem prostszym,
gdyz ogranicza sie do analizy takich zwiazkoéw logicznych, ktore zaleza tylko
od wystepowania pewnego typu spojnikow. W zwiazku z tym zaréwno jezyk
KRZ jak i jego semantyka (ktorej tutaj nie omawiamy) sa bardzo proste.
Niezaleznie od swojej prostoty KRZ okazuje si¢ narzedziem wystarczajacym
nawet do realizacji bardzo wymagajacych zadan, a jego struktura jest wy-
starczajaco bogata aby umozliwié¢ prezentacje rozmaitych technik dedukcji.

1.1.1 Jezyk KRZ

Formalny jezyk dowolnej logiki lub pozalogicznej teorii ustalamy przez scha-
rakteryzowanie jego stownika i regut sktadniowych. Jest to czysto syntak-
tyczne ujecie, w ktérym nie odwolujemy sie do zadnego pojecia semantycznej
interpretacji. W obrebie slownika ustala sie jakie wystepuja w nim katego-
rie wyrazen zmiennych i stalych. Zmienne nie majg ustalonego znaczenia
a jedynie ustalony zakres mozliwych podstawieri, np. zmienne nazwowe to
symbole, ktére moga reprezentowa¢ dowolne wyrazenia nazwowe (mozna za
nie podstawia¢ dowolne nazwy). Wyrazenia state to takie, ktérych znaczenie
jest precyzowane na gruncie danego systemu, np. w aksjomatach lub regutach
dowodzenia. State dzielimy na logiczne i pozalogiczne, te ostatnie wystepuja
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14 ROZDZIAL 1. DOWODZENIE W LOGICE KLASYCZNEJ

tylko w jezykach formalnych teorii (aksjomatycznych). Opisu jezyka dokonu-
jemy w metajezyku, ktory jest zazwyczaj mieszanka (pewnej czesci) jezyka
naturalnego i dodatkowych symboli tzw. metazmiennych. W dalszym ciagu
jako symboli metazmiennych bedziemy uzywac liter greckich, a jako symboli
zmiennych liter aciniskich. Odroznienie (sztucznego) jezyka danej logiki czy
teorii, zwanego tez jezykiem przedmiotowym, od metajezyka uzywanego do
jego opisu jest gwarantem unikniecia probleméw takich jak np. paradoks
ktamcy, wynikajacych z samozwrotnosci jezykdéw naturalnych. Uzycie meta-
jezyka, a konkretnie metazmiennych, pozwala tez uzyskaé niezbedny poziom
ogblnosci w omawianiu regut i systeméw dowodzenia, np. stwierdzaé¢ co$
o dowolnym zdaniu, bez wzgledu na jego forme.

Jezyk KRZ jest bardzo prosty. Przyjmujemy w nim tylko jeden nieskon-
czony, przeliczalny zbiér zmiennych zdaniowych ZZ. Beda one reprezento-
wane przez litery p,q,7, s, ...,p1,q1, ---, P2, -... Zmienne tego typu maja za za-
danie reprezentowa¢ dowolne zdania oznajmujace. Jedyne (pierwotne) state
tego jezyka to spojniki oznaczane symbolami: = (negacja), A (koniunkcja),
V (alternatywa), — (implikacja). Pierwszy z nich jest jednoargumentowy,
tzn. taczy sie z jednym zdaniem jako swym argumentem, powstalte w ten
spos6b zdanie nazywamy réwniez negacja. Pozostate sa dwuargumentowe,
tzn. tacza ze soba dwa zdania jako swoje argumenty. Intuicyjnie, negacja
odpowiada wyrazeniu ,nieprawda, ze”, koniunkcja — ,,i”, alternatywa — ,lub”,
a implikacja — ,,jezeli ... to”. Nalezy jednak pamietaé, ze chodzi tu jedynie
o przyblizona charakterystyke; podane zwroty w jezyku polskim sa bowiem
wieloznaczne!, natomiast odpowiednie spojniki jezyka KRZ maja w nim pre-
cyzyjnie okreslone znaczenie. W metajezyku bedziemy uzywaé matych liter
greckich ¢, 1, x, ... na oznaczenie dowolnych zdan (formutl) jezyka KRZ; a
ich zbiory oznaczymy za pomoca wielkich liter I', A Il .... Mozemy teraz
podaé kluczowa definicje zdania albo formuty? w tym jezyku.

Definicja 1.1 (Zbiér formut KRZ) FOR jest najmniejszym zbiorem
spetniajgecym warunki:

1. ZZ C FOR
2. jezeli o € FOR, to ~p € FOR
3. jezeli p,p € FOR, to (p N), (¢ V), (¢ = ¥) € FOR

!Obszerna dyskusje na ten temat znalezé mozna w Indrzejczak [12].
W przypadku KRZ te dwa okreslenia maja takie samo znaczenie; rozréznimy je
w przypadku jezyka rachunku kwantyfikatorow.
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W przypadku implikacji pierwszy (lewy) argument nazywamy poprzed-
nikiem, a drugi nastepnikiem implikacji.

Podana definicja jest standardowa definicja rekurencyjna, co umozliwia
stosowanie w odniesieniu do danego systemu tzw. dowodéw indukcyjnych
przez tzw. indukcje strukturalng lub przy wykorzystaniu miar takich, jak
dlugosé (ilos¢é wszystkich symboli) lub ztozonosé (ilosé stalych logicznych)
formuty.

W definicji uzyliSmy dodatkowo nawiaséw jako srodkéw interpunkeyj-
nych. S one czesto wymieniane w opisie stownika jako dodatkowa kategoria
tzw. symboli pomocniczych. Mozna ich uniknaé stosujac tzw. notacje polska
wprowadzong przez Jana f.ukasiewicza. Aby uproscié¢ zapis zastosujemy kon-
wencje pomijania zbednych nawiaséw, w szczegolnosci zewnetrznych. Aby
jeszcze bardziej zredukowaé ich liczbe stosujemy konwencje odnosnie sity
wiazania spojnikéw, wg. kolejnosci —, A, V, —. Dodatkowo omijaé¢ bedziemy
wewnetrzne nawiasy w przypadku wielokrotnego powtoérzenia operacji tacz-
nych, tj. koniunkcji i alternatywy. Konwencje te pozwalaja formute:

((pV (=g AT)) = ((PA=s) V(g A (sAT))))
zapisaé nastepujaco:
pV—gAT =>DpANsSVgNASsSALT

Celowo ograniczylismy zasob spdjnikéw bedacych pierwotnymi stalymi
jezyka, pozwala to bowiem zredukowaé ilos¢ aksjomatéw. Mozna jednak do-
taczy¢ juz teraz dodatkowe stale za pomoca definicji. Bedziemy uzywaé sym-
boli <», L i T (dwuargumentowy sp6jnik rownowaznosci, state zdaniowe
falsum i verum) jako definicyjnych skrotow:

e (pr)i=((p—=Y)AN ([ —¢)

e L:=(pA-p); T:=-1

W przypadkach uzycia < przyjmujemy, ze sila wiazania tego spoéjni-
ka jest jeszcze stabsza niz pozostalych spojnikow dwuargumentowych, czyli
tam gdzie nawiasy nie wskazuja inaczej traktujemy <> jako gtowny spojnik
wyrazenia.
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1.1.2 Aksjomatyzacja KRZ

Kolejnym krokiem jest podanie zbioru aksjomatoéow, czyli formul (lub ich
schematow) przyjetych bez dowodu, oraz zbioru regul dowodzenia, ktore
pozwalaja z uznanych wcze$niej formut dedukowaé kolejne. Reguly takie
bedziemy przedstawia¢ za pomoca schematow @1, ..., 0, / 9, gdzie kazde
i, © < n, to przestanka, a ¢ to wydedukowany wniosek.

Istnieje wiele zestawow aksjomatow dla KRZ, ponizej podajemy wersje
KRZ z reguta MP jako jedyna reguta inferencji oraz z nastepujaca lista
schematow aksjomatéw podang przez Hilberta.

L o= (¥—9)

2. (=@ —=x) = (¢ =) = (¢ —=x)
3. oAb =

4. oA — b

5. 9= (¥ = o AY)

6. 0= ©Vip

7.9 = oV

8. (p—=x) > (W= x) = (pVY = X))
9. (mp = ) = (¥ = o)

Jedyna reguty jest reguta MP (modus ponens, reguta odrywania) postaci:

=10 [P

Podany wyzej system aksjomatyczny jest przyktadem formalizacji inwa-
riantnej, tj. takiej, w ktorej zamiast skoriczonego zbioru aksjomatéow wyra-
zonych w jezyku przedmiotowym danej logiki uzywamy zbioru schematéw
wyrazonych w metajezyku. Np. konkretnymi aksjomatami tego systemu sa
formulty: p — (¢ = p),pAq— (r = pAq),r — (r — r) i nieskoniczenie wie-
le innych podstawienn schematu 1. Nalezy podkresli¢, ze za metazmienne w
schematach mozna podstawia¢ zaréwno rézne zmienne, jak i formuty zlozone
(np. pAq za ¢ w drugim przypadku. Zauwazmy tez, ze za rozne metazmien-
ne mozna podstawi¢ te sama formule (r podstawione za obie metazmienne
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w trzecim przypadku) ale oczywiscie nie mozna podstawia¢ réznych for-
mut za te sama metazmienna w jej réznych wystapieniach w schemacie, np.
p — (¢ — ) nie jest podstawieniem aksjomatu 1.

W rezultacie zbior aksjomatow jest nieskoriczony, ale nie musimy wpro-
wadzaé do zbioru regut, jako pierwotnej, reguly podstawiania za zmienne
zdaniowe. Dla krotkosci w dalszym ciagu aksjomatami bedziemy nazywaé
zaréwno same schematy jak i ich konkretne instancje w jezyku przedmioto-
wym.

1.1.3 Dowodd

Definicja dowodu w systemie aksjomatycznym jest bardzo prosta. Podamy
ja tutaj w taki sposob, ze réwnoczesnie zdefiniujemy pojecie relacji dowie-
dInosci lub dedukowalnosci (relacje te oznaczymy symbolem +) zachodzacej
miedzy zbiorami formut a pojedynczymi formutami, pojecie tezy KRZ, oraz
pojecie (nie)sprzecznego zbioru formut.

Definicja 1.2 o I' F ¢ wtw istnieje skoriczony cigg formul (dowdd),
w ktorym ostatnim elementem jest ¢ 1 gdzie kazdy element jest:

1. podstawieniem aksjomatu lub
2. elementem zbioru T (przestankq, zatozeniem) lub

3. wynikiem zastosowania MP do poprzedzajgcych wyrazow ciggu
o © jest tezq wtw F o (T'=2).

o I' jest sprzeczny wtw I' = L, w przeciwnym wypadku jest niesprzeczny.

W definicji tej (jak i w dalszej czesci pracy) uzylismy skrotu ,wtw” dla
zwrotu ,wtedy i tylko wtedy gdy”. Jak wida¢ kazdy dowdd jest skoriczonym
ciagiem formutl i jest albo dowodem tezy (- ) — gdy zbior przestanek jest
pusty, albo dowodem uzasadniajacym poprawnosé pewnego rozumowania
(I' F @) — gdy zbior przestanek jest niepusty. W drugim przypadku bedzie-
my moéwié o dedukeji (derywacji) ¢ z (przestanek) I', zachowujac zasadniczo
okreslenie dowod tylko dla dowodéw tez. Zauwazmy tez, ze w dowodzie te-
zy w systemie aksjomatycznym, kazdy wiersz poprzedzajacy konkluzje tez
jest teza, chociaz zazwyczaj zainteresowani jestesSmy tylko formuts z wiersza
ostatniego.
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Definicja dowodu w systemie aksjomatycznym jest bardzo prosta, gtow-
nie dlatego, ze ilo$é regut jest ograniczona do minimum. Daje to liczne ko-
rzysci w badaniach metalogicznych, czyli teoretycznej refleksji nad wtasno-
Sciami takiego systemu. Jednak z tego samego powodu konstrukcja dowodu
konkretnej tezy czy dedukcji wniosku z przestanek w systemie aksjomatycz-
nym nastrecza zazwyczaj wiele ktopotow i wymaga sporej wyobrazni, nawet
gdy wynik wydaje si¢ dos¢ oczywisty. Dla wickszej przejrzystosci dowody
i dedukcje bedziemy przedstawia¢ jako ciggi w trzech kolumnach. Kolumna
pierwsza to numeracja kolejnych wierszy, kolumna druga to wlasciwy dowod
(dedukcja) czyli ciag formut. Wreszcie ostatnia kolumna to ciag uzasadnien
poszczegdlnych wierszy; podajemy tam czy dana formula jest przestanka,
zalozeniem, aksjomatem, czy formula wydedukowang — w tym przypadku,
z jakich wierszy poprzedzajacych i za pomocs jakiej reguty. Dla ilustracji
podajemy dowdd tezy p — p:

1L p—=>(p—p aksjomat 1
2 p—=((p—p —0p aksjomat 1
3 p—=((p—=p —p)—=(p—P—p)—(p—p) aksjomat 2
4 (p—=(@—p)—@—p 2,3, MP
5 p—p 1,4, MP

Dowdd nie jest wprawdzie zbyt dhugi ale wymaga pewnego wysitku aby
znalez¢é odpowiednie podstawienia aksjomatéw, ktére pozwolg na dedukcje
poszukiwanego wyniku. Zazwyczaj prosciej niz dowody tez mozna uzyskaé
dowody schematéw rozumowarn. Przyktadowo, dow6éd rozumowania p F p
zgodnie z definicja dowodu sktada sie tylko z jednego wiersza zawierajacego
formute p jako zarazem zaltozenie i konkluzje dowodu.

Kroétko méwiac systemy aksjomatyczne sa wygodne dla uprawiania teo-
rii ale niewygodne dla praktycznego dowodzenia twierdzen. W argumenta-
¢ji, uzasadnianiu, wnioskowaniu, stosujemy znacznie wiecej regul i technik
wnioskowania niz reguta modus ponens. Nie wszystkie z nich sa oczywi-
$cie poprawne z punktu widzenia logikéw, jednak wiele z nich, zwlaszcza te,
ktore stosujg w swej praktyce dowodowej matematycy, jest dedukcyjnych.
Mozna oczywiscie poprawié¢ praktyczna wydolnosé systemu aksjomatyczne-
go poprzez dolaczanie do niego dodatkowych regul (tzw. regul wtornych)
W istocie, tak jak kazdy wiersz dowodu dostarcza nam tezy, tak kazda de-
dukcja I' F ¢ ze skonczonego zbioru formut I', dostarcza uzasadnienia dla
poprawnosci reguly o postaci I' / ¢. Reguly takie w dalszym ciagu nazywaé
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bedziemy regultami inferencji. Przykladowo, poprawnosé reguty v, v / ¢ A
mozemy uzasadni¢ z pomoca nastepujacej dedukeji:

1 p zalozenie
2 q zalozenie
3 p—(¢—pAq) aksjomath
4 g—pAgq 1,3, MP
5 pAgq 2,4, MP

W dedukeji tej uzyliémy wprawdzie konkretnych formut jezyka KRZ,
a nie zmiennych ¢, , tatwo jednak zauwazyé¢, ze bez wzgledu na to jakie
formuty znajda sie w powyzszej dedukeji na miejscu zmiennych p, g, struktu-
ra dowodu nie ulegnie zmianie. Taki spos6b uzasadniania wtérnych rodkéw
dowodzenia bedziemy stosowaé réwniez w dalszej czesci rozdziatu, poswie-
conej dedukcji naturalnej.

Szczegblng role w poszerzaniu asortymentu §rodkéw dowodowych syste-
mu aksjomatycznego odgrywa tzw. twierdzenie o dedukeji (TD). Aczkolwiek
odpowiada ono tradycyjnemu sposobowi dowodzenia warunkowego stosowa-
nemu juz w starozytnosci, to formalnie jego poprawnosé¢ wykazal dopiero
w latach 30-tych XX w. J. Herbrand. Nie jest to zwykta reguta wtorna
postaci I' F ¢, ale raczej formalny wyraz pewnej strategii dowodzenia, kto-
ra pozwala uzyska¢ dowod tezy o postaci implikacji na podstawie dedukcji
nastepnika tej implikacji z jej poprzednika jako zalozenia dowodu. O eko-
nomicznoéci takiego dowodzenia moze Swiadczyé poroéwnanie dowodu tezy
p — p z dedukcja p F p. Zastosowanie twierdzenia o dedukcji pozwala uzy-
ska¢ = p — p od razu na podstawie tej dedukcji. Ogodlne sformutowanie
twierdzenia o dedukcji (TD) wyglada nastepujaco:

(TD) JezeliT',p -1, to T'F o — 1.

To ogolniejsze sformutowanie dopuszcza, ze w dedukeji 1 korzystamy tez
z zatozen nalezacych do I'. Oczywiscie w takim przypadku wydedukowana
implikacja nie jest teza. Zauwazmy, ze sukcesywne stosowanie TD do kolej-
nych zalozenn pozwala jednak zawsze otrzymaé¢ dowdd tezy o postaci tzw.
implikacji wstepujacej (IW):

Jezeli 1, ..., on U, toF 1 — (. = (on = ¥)...)

Pokazuje to, ze kazda regulta inferencji moze byé przeksztatcona na teze
o odpowiednim ksztalcie.
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1.2 Dedukcja naturalna

Zarysowane wyzej poszerzanie zbioru srodkéw dowodzenia zamienia nam
w istocie rzeczy wyjsciowy system aksjomatyczny w inny system z innymi re-
gutami i inna definicja dowodu, ktéra powinna nowe reguly uwzgledni¢ (por.
np. formalizacje systemow aksjomatycznych w Porebska i Suchoni [20]). Moz-
na jednak do kwestii konstrukeji praktycznego systemu dowodzenia podejéé
w bardziej bezposredni spos6b niz przez stopniowe przerabianie systemu
aksjomatycznego. Ze wzgledu na niepraktycznos$é systeméw aksjomatycz-
nych logicy stosunkowo wczesnie zadbali o skonstruowanie wygodniejszych
w praktyce systeméw konstrukcji dowodu. Jednym z nich sa systemy de-
dukcji naturalnej (DN), zaprojektowane niezaleznie w latach 30-tych XX w.
przez Gerharda Gentzena [9] i Stanistawa Jaskowskiego [14]. Naleza one do
najbardziej popularnych systeméw dowodzenia ze wzgledu na duza tatwosé
w konstruowaniu dowodu oraz wykorzystywanie $rodkéw dowodzenia zna-
nych od starozytno$ci. W przeciwieristwie do systeméw aksjomatycznych,
systemy DN sa ,bogate” w reguly, a ,ubogie” w aksjomaty, co nie tylko
znacznie upraszcza praktyke budowania dowodu, ale stoi w zgodzie z prze-
konaniem, ze logika ma byé¢ wtasnie systemem dedukcji — aksjomaty powin-
ny charakteryzowaé teorie pozalogiczne?. Taki sposob wykladu przyjmiemy
w tej pracy; w rozdziale pierwszym scharakteryzujemy logike klasyczna w
terminach dedukcji naturalnej, w rozdziale drugim zaprezentujemy dwie
wazne teorie matematyczne w postaci aksjomatycznej, ale z uzyciem wszyst-
kich érodkéw dowodowych dostarczonych na gruncie systemu DN.

Przedstawiony dalej system DN zasadniczo pochodzi od Stupeckiego
i Borkowskiego [3] i oparty jest na oryginalnym systemie Jaskowskiego. Zeby
zwiekszy¢ jeszcze bardziej jego walory dydaktyczne zmieniliSmy nieco jego
konstrukcje (doboér regut pierwotnych) i porzadek prezentacji. Opis i zasto-
sowania oryginalnego systemu Stupeckiego i Borkowskiego mozna znalezé
w wielu podrecznikach (np. [4, 5, 22]). Omoéwienie konkurencyjnych syste-
mow DN zawiera Indrzejczak [13].

1.2.1 Pierwotne reguly inferencji

Zacznijmy od przedstawienia kilku podstawowych regut inferencji, ktore —
jak pamietamy — pozwalaja z pewnej ilosci przestanek wydedukowaé odpo-

3Wydaje sie, ze juz Arystoteles stal na takim stanowisku, gdyz nie traktowal logiki
jako nauki ale organon” czyli narzedzie uprawiania innych nauk.



1.2. DEDUKCJA NATURALNA 21

wiedni wniosek. W systemie DN koniunkcja, alternatywa i implikacja scha-
rakteryzowane sg za pomocg nastepujacych regut:

(AD) o, [ oA
(AE) @A [ oraz o AN [ 1
(VD) o/ @V oraz ¢ [ oV
(VE)  @Vi,—p [
(= E) o=,/

Kazdy spojnik (za wyjatkiem implikacji, do ktorej wrocimy nizej) scha-
rakteryzowany jest za pomoca pary regul, z ktérych jedne sa regutami dota-
czania (formuly z takim spdjnikiem do dowodu) a drugie regutami elimina-
¢ji. Stad w nazwach litery D i E. Regula eliminacji implikacji to po prostu
MP (modus ponens). W przypadku regul z dwiema (lub wiecej) przestan-
kami kolejnoéé ich wystepowania w dedukcji jest dowolna. W systemie dla
KRZ nie wystepuja zadne aksjomaty. Latwo zauwazy¢, ze obie reguly dla ko-
niunkcji oddaja doktadnie tresé trzech aksjomatéw charakteryzujacych ten
spojnik w systemie aksjomatycznym. Podobnie jest z reguta (VD), ktora od-
powiada aksjomatom 6 i 7; wszystkie na zasadzie odwrotnosci twierdzenia
o dedukgji: jezeli - ¢ — ¥, to ¢ F 9 i jezeli ¢ — (x — ), to ¢, x F .
Tylko regula (VE) nie odpowiada, w tym sensie, zadnemu aksjomatowi, jest
ona natomiast tradycyjna regutg sformutowang przez stoikow i zwang ,,psim
sylogizmem™ albo modus tollendo ponens (tryb stwierdzajacy przez zaprze-
czenie).

1.2.2 Proste dedukcje

Zanim pokazemy, jak w systemie DN sktadajacym sie jedynie z regul in-
ferencji mozna budowaé¢ dowody tez, skoncentrujemy sie na konstrukcji de-
dukcji uzasadniajacych poprawnosé rozumowarni. Ponizszy przyklad ilustruje
zastosowanie podanych regul w dedukcji uzasadniajacej poprawnosé rozu-
mowania: p —> gAr,r —>sVt,pA-s F tAq

4Podobno postuzyl sie nig w trakcie tropienia zajaca pies Chryzypa, wybitnego stoic-
kiego filozofa.
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1 p—=qgAr p.

2 r—svt p.

3 pA-s p.

4 p 3,A\E

5 gqAr 1,4, - F
6 ¢ 5, \E

7T r 5 AE

8 sVt 2,7, —- F
9 —s 3,A\NE
10 ¢ 8,9, VE
11 tAg 6,10, AD

Podobnie jak w systemie aksjomatycznym w dedukcji umieszczamy ja-
ko osobne wiersze przestanki (w kolumnie uzasadnien oznaczone litera p.),
zazwyczaj na poczatku dedukcji, chociaz mozna je wprowadzaé¢ sukcesyw-
nie pdzniej. Nastepnie stosujac dostepne reguly staramy sie rozbi¢ ztozone
formuty za pomoca regut eliminacji tak aby dosta¢ te wyrazenia, z ktérych
za pomocy regut dolaczania wydedukujemy wniosek. Jest to bardzo ogol-
ne zalecenie, ktére w praktyce moze ulec wielu modyfikacjom omawianym
dalej. W podanym przykladzie, aby wydedukowaé t A ¢, musimy najpierw
otrzymaé¢ obie zmienne; ¢ z przestanki 2 a ¢ z 1. Jednak zadnej z tych prze-
stanek nie da sie rozbi¢ od razu w taki sposoéb aby otrzymaé potrzebne nam
zmienne; potrzebujemy p lub r aby méc do nich najpierw zastosowaé (— E).
p uzyskujemy z przestanki 3 przez zastosowanie (AE), co pozwala otrzymac
nastepnie w analogiczny sposob ¢ (jeden czton wniosku juz mamy) i r. Ta
ostatnia zmienna jest potrzebna do dedukcji nastepnika przestanki 2, ktory
zawiera t. Jednak tym razem jest to alternatywa i aby wyizolowaé t z pomo-
ca (VE) potrzebujemy —s. Chwila refleksji pokazuje, ze mozna te formule
wydedukowaé z przestanki 3.

Jak widaé proces dedukcji nie jest automatyczny. Wymaga doktadnego
sprawdzenia czego potrzebujemy (co jest celem dedukcji), co z czego mozemy
wydedukowa¢ i jakie reguly nam sie do tego moga przydaé. Co wiecej de-
dukcje dla tych samych rozumowan mozna zbudowaé¢ na rozmaite sposoby,
stosujac rézne reguty i w réznej kolejnosci. W miare jak bedziemy posze-
rzaé¢ asortyment $rodkéw dowodzenia wprowadzimy do tekstu szereg uwag
o charakterze heurystycznym, dotyczacych strategii poszukiwania rozwigza-
nia. Na poczatek nalezy zapamictaé¢ 3 wazne uwagi:
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1. Kolejnoéé przestanek w dowodzie jest dowolna;

2. przestanki i wniosek moga by¢ od siebie oddalone o dowolng ilog¢ wier-
S7Y;

3. zarowno przestanki jak i wniosek to formuly zajmujace cate wiersze
dowodu a nie ich cze$¢; inaczej, reguly stosujemy do catych formut
a nie do ich podformut.

Ostatnia uwage zilustrujmy prostym przykltadem: z p vV (¢ — r) i g nie
mozemy wydedukowaé ani r ani p V r za pomoca (— E).

1.2.3 Dowody zalozeniowe wprost

Aby w systemie DN budowa¢ nie tylko dedukcje ale dowody tez korzystamy
z pojecia implikacji wstepujacej (por. paragraf 1.2.1.) i odpowiedniej wersji
TD, ktoéra mozna wzmocni¢ do postaci réwnowaznosci:

D1y esion B wtw F o1 = (o= (on = ¥)...)

7 lewej do prawej réwnowaznos¢ ta stwierdza, ze jezeli zbudowalidmy
odpowiedna dedukcje, to mamy tym samym dowdd odpowiadajacej jej te-
zy o ksztalcie implikacji wstepujacej. Z prawej do lewej rownowaznos$é ta
podaje nam przepis na budowe dowodéw tez implikacyjnych: sukcesywnie
wypisz wszystkie poprzedniki jako zatozenia i udowodnij na ich podstawie
nastepnik, ktory jest ostatnia podformutla nie bedaca implikacja (w sche-
macie reprezentowana przez v). Udowodnijmy w ten sposob tzw. sylogizm
hipotetyczny (SH): (p — q) — ((¢ = ) — (p — r)). Naszym ¢ jest p — g,
w2 jest g = 7, w3 — p, a Y — r. Dowdd wyglada nastepujaco:

1 p—=q =z
2 g—r =z
3 p z.
4 q 1,3, - FE
5 r 2,4, — F

Dokonujac wstepnego rozbioru tezy implikacyjnej na poprzedniki (sa to
zaltozenia oznaczone w dowodzie przez z.) i dowodzony nastepnik trzeba uwa-
zaé aby przez nieuwage nie potraktowaé jako osobnego zalozenia implikacji,
ktora nie jest samodzielnym poprzednikiem ale jego czescia. Przyktadowo
dowodzac tezy ((p — q) — r) — (—p — r) nie mozna jako zalozenia przyjac
p — ¢; poprawnie przyjetymi zalozeniami dowodu wprost sa (p — ¢q) — r
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oraz —p. Podobnie w dowodzie tezy (p — (¢ = 7)) = ((p = q) = (p = 1))
nalezy jako zalozenia przyja¢ formuly p — (¢ — r),p — ¢ i p, natomiast
btedem bedzie rozbicie pierwszej formuly na p i ¢ — r. Krotko mowiac, do-
wolne ¢; w schemacie tez moze byé¢ implikacja ale wypisujemy je w catosci
jako i-ty wiersz dowodu.

1.2.4 Dowodzenie nie wprost

Wszystkie dotad zaprezentowane dedukcje i dowody byly przeprowadzone
wprost, tzn. punktem wyjscia byly przestanki (zalozenia) a punktem dojscia
wniosek. Rownie popularna forma dowodow (dedukeji) sa dowody i dedukcje
nie wprost, tradycyjnie okreslane jako dowody przeprowadzone przez ,reduc-
tio ad absurdum” albo dowody apagogiczne. Istota takiej strategii jest przy-
jecie w punkcie wyjsécia negacji wniosku jako dodatkowego zalozenia. Od-
tad naszym celem staje sie dedukcja sprzecznosci czyli dowolnej pary zdan,
z ktorych jedno jest negacja drugiego. Oczywiscie dedukcja wniosku (jak
w dowodzeniu wprost) tez spelnia ten warunek, gdyz wtedy para zdan sprze-
czych jest wniosek i jego negacja, ktora zalozyliSmy wyzej. Generalnie chodzi
jednak o to aby uzyskaé jakakolwiek pare wyrazen sprzecznych.

Idea dowodzenia nie wprost opiera sie na semantycznym zalozeniu o
dwuwartos$ciowosci logicznej — kazde zdanie jest badz prawdziwe badz fal-
szywe (wtedy jego negacja jest prawdziwa). Jezeli wniosek istotnie wynika
logicznie z przestanek, to musi by¢ prawdziwy gdy przestanki sg prawdziwe.
Dotaczenie jego negacji daje zatem zbidr, ktérego wszystkie elementy nie
moga byé¢ prawdziwe. Dedukcja pary zdan, ktoére oba nie moga byé réwno-
cze$nie prawdziwe, stanowi potwierdzenie tego faktu skoro wykorzystywane
reguly gwarantuja zachodzenie wynikania. W takiej sytuacji uznajemy, ze
zdanie, ktore — niejako na probe — zanegowalismy zostalo udowodnione na
bazie przyjetych przestanek.

Formalnie, dowodzenie nie wprost opiera si¢ na twierdzeniu o dedukcji
nie wprost (TDN) o postaci:

(TDN) JezeliI',=p+ L, to T'F ¢.

W celu tatwiejszego zapisu dowodoéw nie wprost dotaczymy do naszego
zestawu regut dwie dodatkowe:

(LD) w,~p /L
(LE) L1 /¢



1.2. DEDUKCJA NATURALNA 25

Odtad przyjmujemy, ze jezeli w dedukcji pojawi sie L to jest ona za-
koniczona (z sukcesem). Do tego celu bedziemy przede wszystkim uzywaé
reguly (LD). (LE) natomiast pokazuje nam pewna niebezpieczna wtasnosé
sprzecznodci, ktora mozna scharakteryzowaé jako jej ,eksplozywnos¢”. Za-
uwazmy, ze ¢ nie jest zdaniem o okreslonej postaci; ze sprzecznosci wynika
dowolne zdanie!

Przeanalizujemy nastepujacy przyktad: pV ¢,q — r,r — —q F p. Za-
uwazmy, ze po wypisaniu trzech przestanek nasze dotad stosowane reguty
nie pozwalaja na zaden ruch; kazda z tych formul potrzebuje dodatkowej
przestanki, aby mozna bylo zastosowaé odpowiednig regute. Nie majac ¢ ani
r nie mozemy zastosowaé (— E) do drugiej lub trzeciej przestanki, ale je-
zeli dodamy —p jako zalozenie nie wprost, to mozemy zastosowaé (VE) do
przestanki pierwszej. Kolejne kroki wygladaja nastepujaco:

1 pvg p

2 g—>r p.

3 r——q p.

4 —p Zn.

5 q 1,4, VE
6 r 2,5, F
7 —q 3,6, > F
8 L 57, LD

Zauwazmy, ze dzieki dowodzeniu nie wprost mozemy przeprowadzaé do-
wody tez, ktore nie sa implikacjami; stosowne przyktady podamy dalej.
Zreszta nawet w przypadku tez implikacyjnych w wielu przypadkach dowo6d
nie wprost wydaje sie jedynym mozliwym w naszym systemie DN. Przykla-
dowe tezy tego typu to - p — p, F p — (¢ = p) (podstawienie aksjomatu
1) czy F p = (-p — ¢q) (tzw. prawo Dunsa Szkota). Ich natychmiastowe
dowody nie wprost uzyskujemy przez wypisanie zatozen wraz z zatozeniem
nie wprost, ktére natychmiast daje sprzecznosé. W przypadku prawa Dunsa
Szkota mozliwy jest tez dowdd wprost, gdyz sprzecznosé daja juz zalozenia
p i —p z ktorych dedukujemy L a potem ¢ z pomoca naszych regut dla 1.

Zauwazmy, ze wprowadzone w tym paragrafie dodatkowe reguty umozli-
wiajg nie tylko inny sposéw wykazywania poprawnosci rozumowan ale réw-
niez wykazywanie, ze pewne zbiory zdan sa sprzeczne. Np. sprzeczny jest
zbiér: p — —q,q V r,p A —r co mozna wykazaé¢ w nastepujacy sposob:
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1 p——q p.

2 gqVr p.

3 pA—r  p.

4 p 3, \E

5 -r 3,AE

6 —q 1,4, -+ FE
7T r 2,6,VE
8§ L 5,7, LD

W przyktadzie tym nie wprowadziliSmy zadnego zalozenia nie wprost;
sprzeczno$é generuja same formuly z analizowanego zbioru.

1.2.5 Dowody a dedukcje

Przepis na budowanie dowodéw zatozeniowych z wykorzystaniem schema-
tu implikacji wstepujacej przydaje sie réwniez przy konstruowaniu dedukcji
wnioskow z przestanek dla poprawnych rozumowar. Rozwazmy przyktad:
p—(g—=r),pAs—=t,rAv—s F p— (¢gAv—t). Latwo zauwazy¢ po
wypisaniu trzech przestanek, ze nie mozna do nich zastosowaé¢ zadnej regu-
ty, pozwalajacej pomyéleé¢ o dedukcji wniosku. Mozemy oczywiscie stosowaé
(AD) lub (VD) ale te reguly nie dadza nam poszukiwanego efektu. Wnio-
sek jest jednak wstepujaca implikacja i mozna potraktowaé go jak teze do
udowodnienia, tzn. wypisa¢ jako zalozenia kolejne poprzedniki, a to pozwala
nam na dedukcje nastepnika:

1 p—=(qg—r) p

2 pAs—t P.

3 rAv—s p.

4 p z.

5 qAv z.

6 q—r 1,4, - FE
7T q 5 AE

8 w 5, ANE

9 r 6,7, > FE
10 rAw 8,9, \D
11 s 3,10, — F
12 pAs 4,11,AD
13 t 2,12, - FE
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W podobny sposéb mozemy konstruowaé dedukcje nie wprost. Oto przy-
ktad dedukcji dla p — (=g = rV s),—s b p— (-r — q), w ktérej rowniez
oprocz samych przestanek uzyjemy zalozen zaczerpnietych z analizy wnio-
sku.

1 p=>(-g—rVvs) p

2 —s p.

3 p z

4 —r z

5 —q zZn.

6 -g—=1rVs 1,3, > FE
7 rVs 56,— F
8 s 4,7, VE

9 1 2,8, 1D

W tym przypadku wida¢, ze obie przestanki nie wystarczaja do dalszej
dedukcji gdyz —s nie jest poprzednikiem pierwszej przestanki. Wypisanie
zalozen bedacych poprzednikami wniosku tez nie wystarcza — gdyby$my nie
dodali negacji nastepnika, to nasza dedukcja zatrzymataby sie na wierszu 6.

Stosujac powyzsza strategie w konstrukcji dedukcji, zwtaszcza takich
gdzie wnioskiem jest implikacja, musimy pamietaé, ze tylko wniosek, czy-
li formuta po prawej stronie -, pozwala na analize w terminach implikacji
wstepujacej i uzyskanie w ten sposob zalozen umozliwiajacych konstrukcje
dedukcji. Nie wolno w ten sposoéb traktowaé przestanek, czyli formut wy-
stepujacych po lewej stronie . Np. pierwsza przestanka z ostatniego przy-
ktadu tez jest implikacja wstepujaca ale niedopuszczalnym btedem bytoby
potraktowanie jej w ten sposob i wypisanie w osobnych wierszach formut p
i =q. Jedynym uproszczeniem jakiego mozemy sie dopusci¢ przy wypisywa-
niu przestanek dedukcji jest rozbicie przestanki o postaci koniunkcji na jej
sktadniki. Jest to skrot, ktorego poprawnosé uzasadnia reguta (AE).

TD pokazuje, ze to czy méwimy o dowodzie tezy czy dedukcji wniosku
z przestanek jest w pewnym sensie wzgledne. Réwniez podawane przykta-
dy pokazuja, ze ten sam cigg formul, jezeli wykasujemy w nim w kolumnie
uzasadnienl oznaczenia p. i z. moze by¢ potraktowany jako dowod lub jako
dedukcje wniosku z przestanek. Przyktadowo, powyzej dowiedlismy sylogi-
zmu hipotetycznego (SH) jako tezy, ale réwnie dobrze dowod ten mozna
odczytaé jako dedukcje uzasadniajacg dla dowolnego z ponizszych schema-
toOw rozumowan:
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p—=qk (g—=r)=(p—r)
p—=q,q—>r F p—r
pP—qq—rpkET

wystarczy zamiast z. wstawi¢ p. w kolumnie uzasadnieri dla odpowiednich
wierszy. Z tego wzgledu w dalszym ciagu bedziemy dla uproszczenia rozwa-
zan generalnie méwié o dowodach.

1.2.6 Rownowaznosci

W systemach formalnych czesto wystepujg twierdzenia o postaci réwnowaz-
nosci. Poniewaz nie wprowadzalismy spo6jnika réwnowaznosci jako pierwot-
nego w naszym jezyku wiec podobnie w systemie DN uzyjemy dwoch regut
o charakterze definicyjnym, w tym sensie, ze redukuja one uzycie spojnika
rownowaznosci do uzycia innych spojnikow pierwotnych (w tym przypadku
implikacji). Odpowiednie reguty to:

(< E) oo/ o—p oraz opp [ —
(D) p=Yp =0 /ey

Zauwazmy, ze obie reguty mozna wyprowadzi¢ z definicji <; pierwsza
przez zastosowanie (AFE) a druga przez zastosowanie (AD) do obu przesta-
nek. W szczegélnosci druga reguta dostarcza nam ogblnej strategii dowo-
dzenia réwnowaznosci: nalezy skonstruowaé niezalezne dowody dwoch im-
plikacji. Przyktadowo mozemy w ten sposéb udowodnié prawo eksporta-
cji/importacji p — (¢ — r) <> p A ¢ — r rozbijajac dowod na dwie czesci:

(=)

1 p—=>(@g—r) =

2 pAgq z.

3 p 2,\E

4 q 2, NE

5 q—r 1,3, - F
6 r 4,5, = F
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(<)

1 pAg—1r =z

2 p z.

3 q z

4 pAgq 2,3, \D
5 r 1,4, - F

Teze otrzymujemy z obu dowodéw przez («» D). Nawiasem mowiac
ostatnia teza pozwala formalnie uzasadni¢ zasygnalizowany w poprzednim
paragrafie skrot pozwalajacy na rozpisanie koniunkcji w poprzedniku tezy
na jej sktadniki jako osobne zatozenia dowodu. Formalnie mozemy to ujaé
w poszerzonym schemacie (TD):

D1y s on Y Wiw F 1 = (o = (o = ).) wtw E o1 AL Apy = )

1.3 Zaawansowana dedukcja

1.3.1 Stosowanie zalozenn dodatkowych

W dowodach i dedukcjach czesto oprocz przestanek czy zatozen pierwotnych
(wprost i nie wprost) uzywa si¢ zalozen dodatkowych. Przyktadowo, chcac
udowodnié¢ pVg — r, (p = r) = s F sVt po wypisaniu obu zalozen jesteSmy
w klopocie, gdyz oba sg implikacjami a nie mamy zadnego poprzednika. Do-
danie zalozenia nie wprost tj. —(sV t) w niczym naszej sytuacji nie zmienia.
Aby wydedukowaé s V t potrzebujemy s (gdyz ¢t wogoble w zalozeniach nie
wystepuje), a te formule mozna dostaé z drugiego zalozenia przez (— E).
Potrzebna jest jednak formuta p — r; skad ja uzyska¢? Pomocne moze by¢
odwotanie sie¢ do TD, gdyz wiemy, ze aby ze zbioru przestanek wydeduko-
wac implikacje wystarczy wydedukowaé jej nastepnik przy (dodatkowym)
zalozeniu poprzednika. Dedukcja dla naszego przyktadu wyglada wtedy tak:

1 pvqg—r p.

2 (p—>r)—s p

3 p z.

4 pVgq 3,vD

5 r 1,4, - F
6 p—r 1,3—-5TD
7 s 2,6,— F
8 sVt 7,vD
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Uzasadnienie dla wiersza 6 nalezy rozumie¢ nastepujaco: poniewaz p V
qg — rp F r zatem, przez TD, pV q¢ — r + p — r. Zauwazmy, ze
w ten sposob, nieformalnie wprowadziliSmy do zestawu naszych regut bra-
kujaca dotad regule dotaczania implikacji, ktéra odpowiada zastosowaniu
TD. Nalezy jednak podkresli¢, ze uzycie takich dodatkowych zalozen wiaze
sie z pewnym ryzykiem. Przeanalizujmy ponizsza ,dedukcje” (p — q) A p
z przestanki pV r — ¢:

1 pvr—q p.

2 p Z.

3 pVvr 2,VD

4 q 1,3, - F
5 p—q 1,2—-4TD
6 (p—q Ap 2,5,AD

Jednak (p — ¢) A p nie wynika logicznie z p V r — ¢, a przeciez popraw-
ny system dedukcyjny ma pozwalaé tylko na dedukcje wnioskow logicznie
wynikajacych z przestanek. Na szcze$cie podany wyzej ciag formut nie jest
poprawng dedukcja; btad popelniony jest w ostatnim wierszu przy zasto-
sowaniu (AD). Problem polega na tym, ze w momencie wykorzystania TD
(czy tez reguly dotaczania implikacji) dodatkowe zalozenie traci swa moc.
Ani ono, ani zadna formuta, ktoérg z tego zatozenia wydedukowalismy nie
jest juz dalej w dedukcji lub dowodzie dostepne. Nalezy zatem wprowadzié
dodatkowe Srodki formalne, ktoére uniemozliwig nam popetnianie tego typu

bledow.

1.3.2 Poddowody warunkowe

Przyjmujemy, ze zatozenie dodatkowe otwiera nam w obrebie naszego do-
tychczasowego dowodu, nowy dowdd, ktory z chwily zastosowania reguty
(— D) (tzn. TD) zostaje zakonczony. Ten nowy dowod jest poddowodem
dotychczasowego, w tym sensie, ze w jego obrebie mozna wykorzystywaé
wszystkie formuty, ktére pojawily sie w dowodzie wczesniej, przed wprowa-
dzeniem zalozenia dodatkowego (tj. w dowodzie nadrzednym). Natomiast po
jego zakoriczeniu (poprzez zastosowanie (— D) lub innych regutl podobnie
dziatajacych, ktore opiszemy nizej) nie mozemy w dowodzie nadrzednym
uzy¢ ani tego zalozenia ani zadnej formuty, ktorg z niego wydedukowali-
$my. Dzialtanie zatozenn dodatkowych i opartych na nich poddowodéw mozna
poréwnaé do dzialania pozyczek; wprowadzenie zalozenia dodatkowego jest
spozyczeniem” formuly, ktorej dotad nie mieliSmy. Nowe érodki pozwalaja
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nam otrzymacé wiecej niz byto dostepne z wykorzystaniem dotychczasowych
ale trzeba sie z nich w koncu rozliczy¢ — oddaé pozyczke. Zastosowanie re-
guly takiej jak (— D) likwiduje nasze ,zadtuzenie” zamykajac odpowiedni
poddowdd.

Aby uniknaé¢ probleméw takich jak w powyzszym przyktadzie blednej
dedukcji musimy wprowadzi¢ dodatkowe §rodki, ktére umozliwiaja nam na
biezaco kontrole poddowodu. W naszym przypadku bedzie to oryginalne
rozwigzanie Jaskowskiego, uzyte réwniez przez Stupeckiego i Borkowskiego.
Wraz z wprowadzeniem dodatkowego zalozenia ,zamrazamy” numeracje do-
wodu nadrzednego i zaczynamy w jej obrebie osobng numeracje dla wierszy
poddowodu. Przyktadowo, jezeli ostatni wiersz dowodu poprzedzajacy wpro-
wadzenie dodatkowego zalozenia ma numer n, to zatozenie otrzymuje numer
n.1 a kolejne wiersze numery n.2,n.3, .... Stosujac regute (— D) koriczymy
poddowdd, wprowadzona implikacja nalezy juz do dowodu nadrzednego za-
tem jej numer to n+ 1. Korzystajac z tej konwencji notacyjnej podang wyzej
dedukcje zapiszemy nastepujaco:

1 pVqg—r p.
2 (p—r)—s p

21 p zd.

22 pVg 2.1,vD

23 r 1,22, - F

3 p—or 21-23,—- D
4 s 2,3, - F

) sVt 4,vD

zd. oznacza zalozenie dodatkowe, przy (— D) podajemy jako uzasadnienie
numery calego poddowodu od zalozenia dodatkowego do wiersza zawiera-
jacego nastepnik wydedukowanej implikacji. Préba przeprowadzenia niepo-
prawnej ,dedukcji” z poprzedniego paragrafu wyglada nastepujaco:

1 pVr—=gq p.

1.1 p zd.

1.2 pvr 1.1,vD

1.3 g¢q 1,12, - F

2 p—yq 1.1-13,—- D

3 (p—=>q9Ap 2,1.1,AD

w wierszu 3 uzyliémy niepoprawnie (AD), gdyz p nie jest juz dostepne
z chwila gdy zastosowaliSmy (— D) i wrocilismy do nadrzednej dedukeji.
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Generalnie, jezeli stosujemy dowolna regute inferencji do (przynajmniej jed-
nej) przestanki, ktora wystepuje w poddowodzie, to wniosek nie moze sie
znajdowa¢ w dowodzie nadrzednym.

Zauwazmy, ze (— D) nie jest regula inferencji; nie dolacza nam nowej
formuty na podstawie formut wyzej wystepujacych. Raczej dotacza nowa for-
mute do dowodu nadrzednego na podstawie calej dedukcji, ktéra skonstru-
owaliSmy w obrebie dowodu podrzednego. Reguly takie okreslamy mianem
regul konstrukecji dowodu. Méwiac najprosciej przeksztalcaja one jedne do-
wody (dedukcje) na inne, podczas gdy reguly inferencji przeksztalcaja jedne
formuty na inne.

1.3.3 Poddowody nie wprost

Inna regula konstrukeji dowodu jest reguta (—F), ktora pozwala wydedu-
kowaé z dowolnego zestawu przestanek (zatozen) formule ¢, jezeli z dodat-
kowego zalozenia —¢ wydedukowalismy 1. Jak wida¢ stanowi ona uogol-
nienie metody dowodu nie wprost. Jako przyklad rozwazmy dedukcje dla
p—=qVr,pA(r—-p)k qgAp:

1 p—=qVr p.

2 pA(r—-p) p.

3 p 2,\E

4 r—-p 2,\E

5 qVvr 1,3, > F
5.1 —q zdn.

52 r 5,5.1,VE
5.3 —p 4,52, - F
54 L 3,5.3, LD
6 gq 5.1—5.4,-F
7T qAp 3,6,A\D

W podanym przyktadzie to, czego nam brakuje po wypisaniu przestanek,
to nie jakas implikacja ale formuta ¢. Zatem reguta (— D) jest bezuzyteczna,
ale jako zalozenie dodatkowe mozemy wprowadzi¢ —q i z jego pomocg wyde-
dukowaé L, co dzieki zastosowaniu (—F) daje nam w dowodzie nadrzednym
poszukiwane q. Zalozenie dodatkowe nie wprost oznaczamy przez zdn. a dla
poddowodu stosujemy taka sama konwencje notacyjna jak przy (— D). Za-
uwazmy, ze 1 pojawia sie nie w dowodzie gléwnym ale w poddowodzie, i co
za tym idzie zakoriczeniu ulega poddowdd a nie dowdd gltéwny.
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Reguta ta pozwala réwniez zbudowaé¢ dowody wielu tez nie bedacych
implikacjami. Oto dowod prawa niesprzecznosci w postaci =(p A —p):

1 —=(pA-p)
L1 =(pA-p)
1.2 L

2 pA-p
3 p

4  -p
5 1

zZn.
zdn.
1,1.1,1D
1.1-12,-F
2,\E

2, \E

3,4, 1D

oraz prawa wylaczonego srodka —p V p:

1 =(=pVp)
1.1 —-p

1.2 —pVp
1.3 L

2 p

3 -pVp

4 1

zZn.
zdn.

1.1,vD
1,1.2, 1D
1.1-13,-F
2,VD

1,3, 1D

1.3.4 Poddowody wielokrotne i zagniezdzone

W obrebie dowodu mozemy otwiera¢ dowolnie wiele poddowodéw, zaréwno
niezaleznych od siebie jak i wzajemnie podporzadkowanych. Spojrzmy na
dowod tezy (pVg—1rAs)—= (p—=1)A(q—s):

1
1.1
1.2
1.3
1.4
2
21
2.2
2.3
24
3
4

pVqg—rANSs
p
pVyq
rAs
r
p—r
q
pVyq
rAs
S
q— s

(p—=>r)A(g—s)

zd.

1.1,vD
1,1.2, - F
1.3, AE
1.1-14,—- D
zd.

2.1,vD
1,22, - F
2.3, \F
21—-24,— D
2,3, AD
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W tym przypadku, nastepnik jest koniunkcjg wiec nie mozna z niego
otrzymaé¢ dalszych zalozeri (rozbijanie koniunkcji na sktadniki mozna za-
stosowaé tylko do przestanek — por. uwaga w podrozdziale 1.3.3.). Jednak
kazdy ze sktadnikéw koniunkcji jest implikacja a to oznacza, ze mozna kaz-
dy tych sktadnikow wydedukowaé osobno korzystajac z (— D) a nastepnie
zastosowa¢ do nich (AD). Kazdy z poddowodow jest niezalezny od drugiego,
co oznacza, ze nie mozemy w obrebie drugiego wykorzystywaé tych formut,
ktore pojawily sie w poprzednim. Np. bytoby bledem wpisanie w wierszu
2.2 formuty s jako wydedukowanej z wiersza 1.3. Pierwszy z poddowodow
zostal juz zakoriczony z chwila zastosowania (— D) i nie mamy prawa wy-
korzystywaé¢ dalej zadnej formuly, ktéra w jego obrebie sie pojawita. Cho¢
wydaje sie to zbedna pedanteria, w obrebie drugiego poddowodu musimy
powtérzyé niemal identyczng dedukcje aby dowie$é drugiej implikacji.

Nalezy podkreslié, ze generalnie w takich przypadkach poddowody sa
zalezne od dowodu nadrzednego ale niezalezne od siebie. Oznacza to, ze
w kazdym z nich mamy prawo uzywaé formut z dowodu nadrzednego, ale
nie mamy prawa uzy¢ w drugim z nich zadnej formuty, ktora jest elemen-
tem poprzedniego, zamknietego juz poddowodu. Nieco inna sytuacja ma
miejsce gdy dany poddowdd nie zostal jeszcze zamkniety, ale w jego obre-
bie decydujemy sie wprowadzi¢ kolejne zalozenie dodatkowe. Wtedy nowo
otwarty poddowdd stanowi cze$¢ poprzedniego poddowodu jak i nadrzedne-
go dowodu. Jego (podwdjng) zaleznosé wizualnie oddaje uzycie dodatkowej
kolumny liczb w numeracji wiersza. Zilustrujmy to dowodem nie wprost tezy

=(p—q) = pA g

1 -(p—q) =z

2 —(pA—gq) zn.

21 p zd.

2.1.1 —q zdn.

21.2 pA—-g  2.1,21.1,AD
2.1.3 L 2,21.2, 1D

22 ¢ 2.1.1—2.1.3,~E
3 p—q 21—-22,—-D
4 1 1,3,1D

W powyzszym przykltadzie decydujemy sie na dowod nie wprost a sprzecz-
no$é¢ chcemy uzyskaé¢ przez dedukcje p — ¢q. W tym celu zaczynamy pod-
dowod z p jako zalozeniem dodatkowym, a celem tego poddowodu jest de-
dukcja g. Aby to zrobi¢ zaczynamy kolejny poddowdd (nie wprost), ktorego
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zatozeniem dodatkowym jest —q, gdyz jezeli uzyskamy w nim 1, to da nam
to poszukiwane ¢ w poddowodzie nadrzednym. Zaczynajac kolejny poddo-
wod w obrebie niezakoniczonego dotad innego poddowodu stosujemy takie
samo oznaczanie wierszy, tzn. ,zamrazamy”’ ostatni numer wiersza dowodu
nadrzednego i zaczynamy kolejna kolumne liczb.

Biorac pod uwage oméwione wyzej sposoby konstruowania poddowodow
mozemy schematycznie obie reguty konstrukcji dowodu zapisa¢ w nastepu-
jacy sposob:

o.k.1 % zd. o.k.1 —p zdn.

o.k.n P o.k.n 1
ck+1 p—>v okl—ockn—>D ock+1 ¢ okl—o0kn,-FE

gdzie o oznacza skoriczony (mozliwe, ze pusty) ciag liczb naturalnych, a k, n
dowolne liczby.

Generalnie, mozemy w trakcie konstrukcji dowodu dotaczaé tyle dodatko-
wych zalozen ile chcemy i o takim ksztalcie jaki potrzebujemy, nalezy jednak
pamietaé, ze kazde z nich otwiera nowy poddowdd a z poddowodéw mozna
na poziom dowodéw nadrzednych dostaé sie wylacznie za pomoca wyznaczo-
nych do tego regul konstrukcji dowodu. Jezeli celem dowodu nadrzednego
jest np. dedukcja formuty ¢ i taka formuta pojawi sie w poddowodzie, to
nasz cel nadal nie zostal osiggniety; zostata ona wprawdzie wydedukowana,
ale z pomoca dodatkowych zatozen. To powinno narzucaé¢ pewne ogranicze-
nia w ,radosnym” dotaczaniu dodatkowych zaltozenn do dowodu — dotaczaé
je powinnismy tylko wowczas, gdy widzimy, ze dana fomuta pozwoli nam na
dedukcje innych potrzebnych nam formut i gdy widzimy, ze jest jakas szansa,
zeby nowo otwarty poddowod kiedys zakoriczy¢.

Obie reguty wiaza sie z nastepujacymi strategiami dowodzenia:

1. Jezeli w danym momencie konstruowania dedukcji, uswiadamiamy so-
bie, ze potrzebna jest nam implikacja ¢ — %, to wprowadzamy ¢ jako
zalozenie dodatkowe i staramy sie w nowym poddowodzie wydedukowacé .

2. Jezeli w danym momencie konstruowania dedukcji, uswiadamiamy so-
bie, ze potrzebna jest nam formuta ¢, to wprowadzamy —¢ jako zatozenie
dodatkowe nie wprost i staramy sie w nowym poddowodzie wydedukowaé
L.
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1.4 Dodatkowe srodki dowodowe

Waznym sposobem skracania i utatwiania konstrukcji dowodéw i dedukcji
jest wykorzystywanie w nich udowodnionych uprzednio tez oraz rozmaitych
regul wtornych. W przypadku wykorzystywania wczeéniej dowiedzionych tez
odwotujemy si¢ dodatkowo do uzycia tzw. reguty podstawiania. Wstawienie
do danego dowodu tezy, ktéora wyzej udowodniliémy dziata na zasadzie uzy-
cia ,macro”’ — pojedynczy wiersz zawierajacy teze zawsze mozemy rozwinaé
wstawiajac do aktualnego dowodu wczesniej przeprowadzony dowod uzy-
tej tezy. Jednak do efektywnego uzycia tez potrzebujemy reguly (a raczej
metareguly) podstawiania, ktora w dowolnej tezie pozwala za wszystkie wy-
stapienia danej zmiennej podstawié¢ inng formute. Np. udowodnilismy wyzej
prawo niesprzecznosci w postaci =(p A —p) jednak w innym dowodzie moze-
my potrzebowaé¢ go w sformutowaniu —=(g A —¢q) albo =((p = ¢) A—(p — q)).
W pierszym przypadku dokonaliSmy podstawienia ¢ za p, w drugim p — q.
Formalnie efekt podstawienia bedziemy zapisywac¢ nastepujaco: [p/], co
oznacza, ze wszystkie wystapienia zmiennej p w formule ¢ zostaly zamie-
nione na wystapienia formuty ¢. Musimy pamietac, ze regute podstawiania
stosujemy tylko do tez i podstawiamy tylko za zmienne. Natomiast podsta-
wia¢ mozemy nie tylko zmienne ale formuty dowolnego ksztaltu i dtugosci,
pamietajac tylko, ze podstawiamy za wszystkie wystapienia danej zmiennej
i za kazde podstawiamy te sama formute. Uzyskane w ten sposéb wyrazenie
tez jest teza.

1.4.1 Reguly wtoérne

Innym waznym sposobem zwiekszania ekonomii dowodzenia jest dolaczanie
regul wtornych. Zastosowanie kazdej reguty wtérnej tez przypomina uzycie
zdefiniowanego wcze$niej ,macro”’ i zawsze mozna je w dowodzie zastapi¢
dedukcja uzasadniajacy poprawnosé tej reguty. Oczywiscie nie nalezy prze-
sadzacé z iloscig takich regut. Pamietajmy, ze na bazie kazdej dedukcji I' - ¢
mozemy dotaczy¢ kolejna regute wtorna I' / ¢ ale przydatne sa jedynie ta-
kie, ktore maja prosty schemat tatwy do zapamietania i potencjalnie czesto
wystepujacy w dowodach. Oto kilka przydatnych regut wtérnych o prostej
postaci:
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(SH) o=, —=x/v—Xx
(PNE) —=p /¢

(MT) o=, [ —p

(MTP) oV, =) [

(DI) o /=@ oraz —~p [ o=

Pierwsza z nich to reguta sylogizmu hipotetycznego, dla ktorej uzasadnie-
nie stanowi dedukcja tezy (SH) podana w paragrafie 1.3.3. Druga to reguta
eliminacji podwojnej negacji, trzecia to tzw. modus tollendo tollens (tryb
obalajacy przez obalenie) a czwarta to wariant (VE) (modus tollendo po-
nens), w ktorym negowany jest drugi argument alternatywy. (DI) to dwie
dodatkowe reguty dotaczania implikacji oparte na aksjomacie 1 i prawie Dun-
sa Szkota. Uzasadnienia poprawnosci tych regul sa proste; zademonstrujemy
uzasadnienie dla (MT), w ktérym wykorzystamy (PNE):

I p—=q p

2 —q p.

3 —p  zn.

4 p 3,PNE
5 q 1,4, - FE
6 L 2,5, 1D

Dowod jest prosty, zwlaszcza, ze dla jego skrocenia uzyliSmy (PNE).
Bez zastosowania tej reguly wtérnej musielibySmy pomiedzy wierszem 3
i 4 wstawi¢ poddowod zawierajacy dwa wiersze: 3.1 —p zdn. i 3.2 L uzy-
skane przez (LD) z wierszy 3 i 3.1. Oczywiscie uzasadnieniem dla wiersza
4 bytaby wtedy reguta (—F). Zauwazmy tez, ze uzasadnienia sa dedukcjami
w jezyku, natomiast schematy regutl wprowadzamy w metajezyku. Jest tak
dlatego, ze w danej dedukcji, ktéra uzasadnia poprawnos$é reguly zmienne
D, q, ... mogliby$my zastapi¢ dowolnymi formutami i wynik bytby nadal po-
prawny, oczywiscie pod warunkiem, ze za kazde wystapienie danej zmiennej
podstawimy te sama formute. Jest to rodzaj poszerzenia dziatania reguly
podstawiania z tez na schematy poprawnych rozumowan.

Regula (PN E) znajduje rozliczne zastosowania, zwlaszcza w dowodach
nie wprost dla rozmaitych tez nie bedacych implikacjami. Latwo zauwa-
zy¢, ze podany w paragrafie 1.4.3. dowdd prawa niesprzecznosci mozna tez
uprosci¢ eliminujac zastosowanie (—F). Korzystajac z (PN E) mozna tatwo
udowodnié tez regute odwrotna: ¢ / =—p. W dalszym ciagu bedziemy sie
po prostu odwolywaé do obustronnej reguty podwdjnej negacji o postaci:
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(PN) —=¢ /] ¢

W podanym schemacie // oznacza, ze regula jest poprawna zaréwno
z lewej do prawej jak i z prawej do lewej. Odwolujac sie do (PN) mozna
uzasadni¢ wiele wariantéw regut, w ktérych schematach wystepuje negacja
przynajmniej jednej przestanki, np:

(MT") =, [ g
(MTP') oV -, /¢

(czytelnik tatwo znajdzie inne warianty)

Co wiecej mozna w dogodny spos6b uogdlnié¢ zaréwno regute dowodu nie
wprost jak i (=F). W obu przypadkach, jezeli formuta, ktora chcemy (po
zanegowaniu) przyja¢ jako zn. (zdn.) jest postaci -, to zamiast wprowa-
dzaé jako zalozenie ——¢ mozemy od razu wpisa¢ ¢. W ten sposob druga
z regul staje sie formalnie rzecz biorac reguta (—D), gdyz po dedukcji L
w poddowodzie, do dowodu nadrzednego dotaczamy —¢.

1.4.2 Reguly obustronne

Wartosé¢ uzytkowa regut obustronnych, takich jak (PN) jest bardzo duza.
W wielu systemach DN sg one wprowadzane jako osobna grupa pierwotnych
regul ze wzgledu na swa uzytecznosé, dlatego poswiecimy im nieco wiecej
uwagi. Oto lista najwazniejszych regut wtornych tego typu:

(NA)  =(peVy) [/ oA

NK)  —(eAY) /] ~pV

NI) (=) /[ N

TA) o= [/ ~pVporaz ~p = [/ oV
PK) oA [/ YN

PA) oV [/ Ve

LK)  oAN@AX) /] (@A) Ax
LA) eV Vx)// (V) Vx
KA) on@VvXx)// (@A) V(eAX)

AK) oV (@ AX) /] (Vi) A(pVx)

ED) o //oNe [/l eV [/ AT [/ pVvL

Szczegodlnie przydatne sa reguly (NA), (NK) (negacji koniunkcji i alter-
natywy, zwane czesto regutami DeMorgana) oraz (NT) (negacja implikacji),
ktore pozwalaja (w wersji od lewej do prawej) przeksztalci¢ zanegowana for-
mute ztozona na formule niezanegowana. Para regul zamiany implikacji na
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alternatywe (I A) oraz pozostale reguly o charakterze algebraicznym (prze-
miennosci, tacznodci, dystrybucji) maja duze znaczenie dla sprowadzania
dowolnych formul do postaci normalnych (por. Malinowski [17]). Ostatni
wiersz zbiorczo podaje kilka regul redukcji wyrazenia ztozonego do proste-
go. W obu ostatnich regutach redukcji (od prawej strony) uzylismy T i L
w nieco ogoélniejszym znaczeniu niz w definicjach podanych w paragrafie
1.1.1; T oznacza tutaj dowolng teze a 1 dowolng formute sprzeczna.

Uzasadnienie dla (NT) (w jedna strone) podane byto w paragrafie 1.4.4.
Tutaj zaprezentujemy dowdd uzasadniajacy dla (N A):

(=)

1 =(pvae =

1.1 p zdn.

1.2 pVyg 1.1,vD

1.3 1 1,1.2,1D

2 p 1.1 -1.3,-D
2.1 ¢ zdn.

2.2 pVgq 2.1,vD

23 1L 1,22, 1D

3 —q 2.1—-2.3,-D

4 pA-q 2,3,AD

1 -pA—q =z.

2 pVgq Zn.

3 —p 1,AE

4 —q 1,AE

5 ¢q 2,3,VE
6 L 4,5, 1D

W obu dowodach uzylismy wtérnych regut dowodzenia nie wprost. Do-
wod uzasadniajacy dla (NK) jest prosty przy uzyciu (NA).

Dowody uzasadniajace reguly przemiennosci i tacznodci sa tatwe dla ko-
niunkcji ale nie dla alternatywy. Oto dowod dla (jednego kierunku) (LA):
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1 pVi(gVvr) z.
2 =((pVvq Vvr) zn.

2.1 p zdn.

22 pVgq 2.1,vD

23 (pvq)Vvr 2.2,vD

24 1 2,2.3,1D

3  -p 2.1 —-24,-D
4 qVr 1,3,VE

4.1 ¢ zdn.

42 pVgq 4.1,vD

43 (pVq)Vr 4.2,vD

4.4 1 2,43, 1D

5 —q 4.1 —4.4,-D
6 r 4,5,VE

7 (pVq Vr 6,vD

8 L 2,7, 1D

Dowody regul dystrybucji zaprezentujemy w nastepnym paragrafie, z
wykorzystaniem wtoérnej reguty konstrukcji dowodu, ktéra utatwia dowody
dla tez i rozumowan zawierajacych alternatywy.

Dysponowanie regutami obustronnymi pozwala jeszcze na jedno uspraw-
nienie konstrukcji dowodéw. Reguly jednostronne mozna stosowaé tylko wte-
dy, gdy podstawienia przestanek to cale wiersze dowodowe. Reguly obu-
stronne mozna stosowaé¢ réwniez wowczas, gdy przestanka jest podformula
formuly zajmujacej wiersz dowodu. Np. (PN) mozna zastosowac do formuty
postaci =p V =—=q — r dedukujac z niej —p V ¢ — r a te ostatnia mozemy
przeksztalcié¢ przy uzyciu (I A) na (p — ¢q) — r. W obu zastosowaniach doko-
naliSmy zamiany podformuty danej formuty na jej réwnowaznik. Formalnie
rzecz ujmujac za tego typu zabiegami kryje sie zastosowanie wtornej reguty
(a raczej metaregulty — podobnie jak przy podstawianiu za tezy) zastepowa-
nia, zwanej tez regula ekstensjonalnosci, o postaci:

(RZ) < ib,x [ xle/ /Y]

Xlp//1¥] oznacza zastapienie dowolnego (przynajmniej jednego) wysta-
pienia ¢ jako podformuty y przez v¥. W przeciwieristwie do reguty podsta-
wiania zastapi¢ mozemy dowolna formutle a nie tylko zmienng i nie musimy
zastepowal w ten sposOb wszystkich wystgpieri . Natomiast 1, czyli for-
muta zastepujaca, nie moze by¢ jakakolwiek formuta ale musi by¢ formula
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réownowazna ¢ (przynajmniej na gruncie przeprowadzanego dowodu), co od-
daje pierwsza przestanka schematu. W podanym wyzej przyktadzie odwota-
lismy sie wprawdzie do reguty obustronnej ale to nic nie zmienia gdyz kazdej
regule obustronnej ¢ // 1 odpowiada teza postaci ¢ <> 1, ktora moze by¢
uzyta jako pierwsza przestanka.

Ponizej przyktad dowodu przeprowadzonego z uzyciem regul wtérnych
dla konwersu (tj. implikacji odwrotnej) aksjomatu 2 czyli tezy ((p — q) —
(p—=r)—=(p—(g—=r)):

I (p=g—=@—r) 2

2 p z.

3 q z.

4 - zZn.

5 pA-T 2,4, AD
6 —-(p—r) 5, NI

7 —(p—q) 1,6, MT
8 pA—q 7, NI

9 —q 8, AE
10 L 3,9, LD

Korzystajac z innych regut wtérnych mozna zbudowaé jeszcze krotszy
dowod tej tezy. Np. wykorzystujac (DI) do zalozenia z wiersza 3 mozna
zbudowaé dowdd wprost liczacy tylko 6 wierszy. Czytelnik moze to tatwo
sprawdzi¢, jak réwniez to, ze bez uzycia regul wtérnych dowod ten wyma-
galby wprowadzenia poddowodow.

Chociaz (NI) jest regula obustronna, w powyzszym przyktadzie zo-
stala wykorzystana w sposéb standardowy, na przestance bedacej formuta
z calego wiersza dowodu. Wykorzystanie reguty zastepowania i konsekwentne
uzycie rownowaznikéw pozwala jeszcze bardziej skracaé¢ dowody tez o posta-
ci rownowazno$ci. Poniewaz poprzednia teza daje sie wzmocnié¢ do postaci
réownowaznosci (jako konwers aksjomatu) wiec zademonstrujemy te strategie
na tym samym przyktadzie:
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I =g —>p@—=r) z.

2 Alp—=gVip—=r) IA

3 —(p—=qV(pvVvr) 1A

4 pA-gV(-pVr) NI
5 (V(pVr)A(—qV(-pVr)) PA DAK
6 (pV-p)Vr)A(=qV(-pVr)) LA

7 gV (-pVr) RED
8 (—qgV-pVr LA
9 (-pV-q)Vr PA
10 =pV (—qVr) LA
11 p—(—gVr) 1A
12 p—(¢g—r) IA

W dowodzie nie zaznaczaliSmy w kolumnie uzasadnien uzycia (RZ)
(w wierszach 3, 4, 6, 9, 12) oraz przeksztalcanych wierszy, gdyz w kaz-
dym przypadku byt to poprzedni wiersz. Zastosowanie (RED) (i (RZ)) do
wiersza 6 opiera sie na tym, ze (p V —p) V r jest teza. Zauwazmy, ze do-
wodzac w ten spos6b tez o postaci réwnowaznosci nie musimy robi¢ dwoch
dowodow, gdyz ostatni wiersz dowodu jest rownowazny pierwszemu. Czasem,
dla lepszego podkreslenia tego faktu, takie algebraiczne dowody zapisuje sie
w nastepujacy sposob:

1L (p=qg—>p@—or) & 2>V —r) 1A
2 < =(p—=qV(-pVr) IA
3 < pA—gV(-pVr) NI
4 < (pV(pVr)A(—qV(-pVvr)) PA DAK
5 < ((pv-p)Vr)A(-qV(-pVr)) LA
6 < gV (=pVr) RED
7 < (mqV-p)Vr LA
8 < (-pV-oq)Vr PA
9 < —pV(-qVr) LA
10 — p—(—qVr) IA
11 “~ p—>(qg—r) IA

1.4.3 Dodatkowe reguly konstrukcji dowodu

Oproécz wtérnych regut inferencji warto zapoznaé sie z dodatkowa reguta
konstrukeji dowodu rozgatezionego (DR). Odpowiada ona tradycyjnym re-
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gutom wnioskowania z cztonéw alternatywy czy tez uzywania rozmaitych re-
gut tzw. dylematu konstrukcyjnego prostego, ktéremu odpowiada aksjomat
8. Stosujemy (DR) jezeli mamy w dowodzie alternatywe, ktorej nie mozemy
rozbi¢ gdyz nie dysponujemy negacja zadnego z jej cztonoéw, ktéra umozliwia
zastosowanie (VE) lub (MTP). Jezeli dodatkowo zauwazamy, ze z kazdego
z cztonow tej alternatywy da sie wydedukowaé pewna formute y, ktora byta-
by przydatna w dalszym dowodzeniu, to mozna to zrobi¢ poprzez utworzenie
dwobch, niezaleznych od siebie, poddowodéw, z ktorych kazdy rozpoczyna
zatozenie bedace innym cztonem naszej alternatywy. Kazdy z tych poddo-
wodéw mozna zakonczyé jezeli uzyskamy w nim poszukiwang formute y.
Wowcezas umieszcezamy ¥ w dowodzie nadrzednym jako wydedukowane z na-
szej alternatywy z pomoca DR. Zademonstrujemy te technike przy pomocy
dowodu jednego z praw dystrybucji (na razie w jedng strone):

1 pV(gAr) z.

2.1 p zdr.

22 pVgq 2.1,vD

23 pVr 2.1,vD

24 (pVgo AN(pVr) 22,23,AD
3.1 gAr zdr.

3.2 g¢q 3.1, AE

33 r 3.1, AE

34 pVg 3.2,vD

3.5 pVvr 3.3,VvD

36 (pvg AN(pVvr) 3.4,3.5 AD
4  (pvg AN(pVvr) 1,21 -24,3.1—-3.6,DR

W przykladzie tym alternatywa jest jedyna formuta dostepna w dowo-
dzie. Nawet gdybyémy zdecydowali sie na dowdd nie wprost to i tak negacja
(pVq) A (pVr)da nam co najwyzej (po uzyciu (NK) jeszcze jedna al-
ternatywe, z ktora nie bardzo wiadomo co zrobi¢. Dwa poddowody (od 2.1
do 2.4 i od 3.1 do 3.6) daja nam proste dedukcje poszukiwanej konkluzji
wyprowadzone z obu cztonéw alternatywy z wiersza 1. Sg one oznaczone
skrotem zdr. (zalozenie dowodu rozgale¢zionego). Zauwazmy, ze oba pod-
dowody sa niezalezne od siebie, co oddaje ich numeracja; pierwszy to jakby
rozbudowany krok 2, a drugi, krok 3, dowodu nadrzednego. Celowo uzyliSmy
juz w pierwszym poddowodzie kolejnej liczby naturalnej zamiast zostawiaé
1 jako numer pierwszej kolumny, gdyz i tak dla drugiego dowodu musimy
wprowadzi¢ kolejng liczbe aby odr6zni¢ od siebie oba poddowody. Zamiast
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umieszczaé jeden poddowdd bezposrednio pod drugim mozna je umieécié
obok siebie. W wierszu 4 mamy przeniesienie konkluzji obu poddowodéw do
dowodu nadrzednego. Uzasadnienie odwotluje sie do wiersza zawierajacego
alternatywe oraz do obu poddowodéw.

Reguta (DR) moze by¢ uzyta rowniez w przypadku, gdy alternatywa
zawiera wiecej cztondéw, ale w takim przypadku musimy zbudowaé tyle pod-
dowodéw, ile jest czlonéw alternatywy i kazdy z nich musi sie zakonczyé
ta samg formuta. Nalezy odrézni¢ to od sytuacji, gdy w ramach tego sa-
mego dowodu ponownie stosujemy (DR) w obrebie jednego z poddowodow.
W taki sposéb mozna dowie$é np. konwersu poprzedniej implikacji:

1 (pvg AlpVvr) =z

2 pVyq 1,AE

3 pVr 1L,AE

41 p zdr.

42  pV(gAr) 4.1,vD

5.1 q zdr.

5.2.1 p zdr.

522 pVi(gAr) 5.2.1,vD

53.1 r zdr.

53.2 qAT 5.1,5.3.1,AD

533 pVi(gAr) 5.3.2,vD

54 pVi(gAr) 3,5.2.1 -5.2.2,5.3.1 - 5.3.3,DR
6 pV(gAT) 2,41—-4.2,51-54,DR

Dowdd powyzszy choé w pelni poprawny nie jest specjalnie przejrzysty
ze wzgledu na duza liczbe poddowodéw. UmiedciliSmy go tu tylko, aby zade-
monstrowaé, w jaki sposéb mozna jeden dowdd rozgateziony przeprowadzié
w obrebie drugiego. Powyzsza teze znacznie prosciej mozna jednak dowiesé
nie wprost z wykorzystaniem (N A) (zostawiamy to czytelnikowi). Mozliwe
jest tez nieco inne zastosowanie (DR), ktore nie wymaga dwukrotnej eksplo-
atacji tej reguty. Zauwazmy, ze reguta ta moze by¢ tez stosowana nawet gdy
w dowodzie powyzej nie wystepuje zadna alternatywa. Oba poddowody za-
cza¢ mozna od dowolnej formuly ¢ i jej negacji. W tym przypadku implicite
odwotujemy sie do prawa wytaczonego $rodka o postaci ¢ V —p. W naszym
przypadku w dowodzie wprawdzie jest dostepna alternatywa, a nawet dwie,
ale taka strategia pozwala szybciej osiagnaé¢ sukces:



1.4. DODATKOWE SRODKI DOWODOWE 45

L (pvgAVvr) =z

2 pVgq 1,AE

3 pvVr 1,AE

4.1 p zdr.

42 pV(gANr) 4.1,vD

51 —p zdr.

52 ¢q 2,5.1,VE

53 r 3,5.1,VE

54 qAr 5.2,5.3, AD

55 pV(gAr) 5.4,VD

6 pV(gATr) 4.1—-42,5.1-55,DR

W uzasadnieniu wiersza 6, tym razem nie podajemy numeru wiersza
z alternatywa — jest to teza p V —p, do ktérej odwotalismy sie implicite.
Efekt jest, w tym wypadku, krotszy i bardziej przejrzysty.

Warto odnotowaé jeszcze jeden wariant (DR). Regula ta moze by¢ uzy-
ta w wersji nie wprost. Ot6z jezeli w przynajmniej jednym poddowodzie
wydedukujemy L, to poszukiwana przez nas formuta y i tak daje sie wy-
dedukowaé przez (LFE), zatem poddowdd tez mozna zamknaé i w dowodzie
nadrzednym dopisé x.

Korzystanie z dowodu rozgatezionego jest dogodng strategia, gdy dys-
ponujemy w dowodzie alternatywsa, dla ktorej nie mamy negacji zadnego
jej cztonu. Zauwazmy, ze mozna te strategie zastosowaé tez do implikacji,
wykorzystujac regute (IA). Z drugiej strony dla dowodzenia alternatywy
tez mozna wykorzysta¢ (I A) a nastepnie strategie oparta na zastosowaniu

(— D).

1.4.4 Dodatkowe sposoby dowodzenia ré6wnowazno$ci

Biorac pod uwage czeste uzycie réwnowaznosci w dowodzeniu warto zapa-
mietaé kilka regut wtérnych utatwiajacych przeprowadzanie dowodow:

(RMP) @b, [ oraz o <, [ ¢

(RMT) @b, ~p [ p oraz @ <>, —1p [ —p

(NR) (o) [/~ [/ oo

Dwie pierwsze reguly to warianty modus ponens i modus tollens dla row-

nowaznoéci. Dowody uzasadniajace ich poprawnosé¢ sa oczywiste, w przeci-
wienistwie do dowodu dla reguty negacji rownowaznosci, ktéry zamieszczamy
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ponizej. Ograniczymy sie do wykazania rownowaznosci (obustronnej popraw-
nosci) pierwszej pary gdyz druga tatwo daje sie dowies¢ w podobny sposob
przy wykorzystaniu symetrii rownowaznosci.

(=)
1 —(p < q) 2
2 ~((p—>q)A(g—p) 1LRZ
3 “(p—>q)V-lg—p) 2,NK
4.1 —p zd.
4.2 -pVq 4.1,vD
43 p—q 4.2, 1A
44  —=(q¢g—p) 3,43, MTP
4.5 q/N\—p 4.4, NI
46 ¢ 4.5, \NF
9 -p—q 41—-46,— D
5.1 q zd.
51.1 p zdn.
5.1.2 —qVp 5.1.1,vD
513 ¢—p 512, 1A
514 =(p—q) 3,5.1.3, MTP
5.1.5 pA—gq 5.1.4, NI
5.1.6 —q 5.1.5,AF
517 L 5.1,5.1.6, LD
52  —p 5.1.1—-5.1.7,-D
6 q— —p 5.1 —-52,—- D
7 —p & q 5,6,< D

(<)

1 pqgo 2.
2 p&q zn.

21 p zdr.

2.2 g¢q 2,21, RMP
2.3 —-p 1,2.2, RMP
24 1 2.1,2.3,1D
3.1 —-p zdr.

32 ¢ 1,3.1, RMP
33 p 2,3.2, RMP
34 L 3.1,3.3,1LD

4 L 21-24,31-34,DR
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W pierwszym dowodzie wykorzystaliSmy na poczatku regute zastepowa-
nia i definicje rownowaznosci zamieniajac ja na koniunkcje implikacji w ob-
rebie negacji, a nastepnie skorzystaliSmy z reguty negacji koniunkcji. Dowod
zawiera jeszcze inne zastosowania regul wtérnych; bez nich bylby znacznie
dtuzszy. W drugim dowodzie wykorzystaliSmy wielokrotnie wtoérna regute
(RM P) a takze wariant dowodu rozgalezionego, w ktérym w obu poddowo-
dach dedukujemy L.

Wtasnosci rownowaznosci oraz pewne wtérne srodki dowodzenia omo-
wione wyzej pozwalaja na wprowadzenie pewnej strategii dowodzenia twier-
dzen, ktora pozwala na znaczne zaoszczedzenie wysitku. Oto6z w praktyce
matematycznej czesto formuluje sie twierdzenia o postaci: @1, @2, ..., Yn S8
réwnowazne. W pierwszym odruchu probowalibysmy udowodnié¢ dla kazdej
pary formut z osobna, Ze sa one réwnowazne, mozna jednak skroci¢ wydatnie
zadanie korzystajac z pewnych wlasnosci przechodnioéci implikacji. Przykta-
dowo, dla n = 3, zamiast dowodzi¢ osobno @1 <> Y2, Vs > Y3, Y1 < P3, CO
daje lacznie szes¢ dowodow implikacji, wystarczy dowiesé trzy z nich, np.
(1) o1 = ¥2,(2) Y2 — ¢3,(3) w3 — ¢1. Pozostate w prosty sposob mozna
udowodnié¢ przy pomocy tych trzech: korzystajac z (1) i (2) udowodnimy
w1 — 3, przy pomocy (2) i (3) udowodnimy @2 — ¢1, wreszcie (3) i (1)
daje dowdd @3 — wo. W kazdym przypadku wprowadzamy obie implikacje
do dowodu jako udowodnione wezesniej tezy i stosujemy (SH).

Strategie te zilustrujemy w paragrafie 1.7.4.

1.5 Klasyczny rachunek kwantyfikatoréw

Jak wiadomo KRZ jest logika zbyt staba by umozliwié¢ analize dowolnych
rozumowan w jezyku naturalnym lub w jezykach teorii formalnych. Mozemy
wprawdzie znalezé¢ przyktady nawet bardzo wyrafinowanych rozumowan filo-
zoficznych, dla ktorych KRZ jest narzedziem wystarczajacym. Jednak, jezeli
poprawno$é rozumowania zalezy nie od wystepowania odpowiednich sp6jni-
kéw lecz od wewnetrznej struktury zdan prostych, to KRZ zawodzi nawet
w przypadkach banalnych. Przyktadowo, rozumowanie: Dumbo jest stoniem.
Wszystkie stonie majg trgby. Zatem Dumbo ma trgbe. raczej nie budzi wat-
pliwosci odnosnie swojej poprawnosci. Jednak proba formalnego wykazania
tego faktu przy uzyciu KRZ jest niewykonalna. Poniewaz wszystkie zdania sa
od siebie rozne i, z punktu widzenia KRZ, proste, wiec formalizacja w KRZ
daje nam schemat: p, ¢ / 1. Wystarczy przypisa¢ prawdziwos¢ obu prze-
stankom i fatsz wnioskowi aby pokazaé, ze jest to schemat niepoprawnego ro-
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zumowania na gruncie KRZ. Ale to nie znaczy, ze analizowane rozumowanie
jest niepoprawne, lecz, ze KRZ jest niewystarczajacym narzedziem analizy.
Potrzebna jest logika, ktore umozliwia analize struktury wewnetrznej zdan
prostych oraz uwzglednia dodatkowe state logiczne — kwantyfikatory: ogdlny
(V — czytamy ,dla kazdego”) i szczegolowy (3 — czytamy ,dla jakiegos”).

Taka logika jest Klasyczny Rachunek Kwantyfikatorow (KRK) zwany
tez czesto rachunkiem predykatéw lub po prostu logika klasyczna. KRK
okreslana jest rowniez jako logika pierwszego rzedu ze wzgledu na to, ze
kwantyfikacja dopuszczona jest jedynie dla zmiennych indywiduowych (lub
nazwowych), czyli rzedu pierwszego (denotujacych obiekty), a nie rozwaza
sie kwantyfikacji po zmiennych predykatywnych (drugiego rzedu — denotu-
jacych zbiory obiektow). Naktada to pewne ograniczenia na mozliwosci eks-
presji KRK ale, w zasadzie, stanowi ona wystarczajaca baze dla formalizacji
wielu znanych teorii matematycznych.

1.5.1 Jezyki pierwszego rzedu

Jezyk KRK jest naturalnym poszerzeniem jezyka KRZ, ktére powstaje przez
wprowadzenie wiekszej ilosci kategorii syntaktycznych oraz dotaczenie no-
wych logicznych statych zwanych kwantyfikatorami. W istocie rzeczy po-
winnismy méwié nie tyle o jezyku co o jezykach pierwszego rzedu, gdyz na
gruncie logiki rozwaza si¢ tylko ogélny schemat jezyka, w ktérym oprocz
zmiennych indywiduowych, uzywamy schematycznych symboli oznaczaja-
cych nazwy (termy) lub wtasnosci i relacje (predykaty). Konkretne jezyki
uzyskujemy wprowadzajac zamiast nieokreslonych symboli (w istocie zmien-
nych, cho¢ nie poddawanych kwantyfikacji) konkretne stale pozalogiczne.

Stownik dowolnego jezyka pierwszego rzedu jest to suma rozlgcznych
zbiorow:

VAR = {z,y,z,...} — przeliczalny zbior zmiennych indywiduowych

CON ={a,b,c,...} — przeliczalny zbior symboli nazw indywiduowych

FUN ={f,g,h,...} — przeliczalny zbior symboli funkcyjnych

PRED ={A,B,C,...} — przeliczalny zbior symboli predykatow
e LOG ={—-,A,V,—,<>,V,3,=}

Zbior VAR jest staly we wszystkich jezykach, jego elementy maja za
zadanie reprezentowaé nieokreslone obiekty oraz wystepowaé w powiazaniu
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z kwantyfikatorami. Elementy CON, w przeciwieristwie do zmiennych ze
zbioru VAR, denotuja konkretne obiekty, sa ich nazwami. Elementy FUN
sg uzywane do budowy nazw zlozonych takich jak np. ,0jciec Adama”. Wyra-
zenie takie formalnie zapiszemy f(a) lub fa, gdzie a symbolizuje imi¢ wlasne
J2Adam”, a f funktor nazwotwérczy ,ojciec...”. W szczegdlnosci,
w teoriach matematycznych elementy FUN denotuja operacje przeprowa-
dzane na obiektach badanych w danej teorii, np. operacje dodawania (dwoch)
liczb lub operacje sumowania zbioréw. Predykaty to funktory zdaniotwor-
cze shuzace do wyrazenia wlasnodci obiektéw lub relacji zachodzacych mie-
dzy nimi. Zaré6wno w przypadku symboli funkcyjnych jak i predykatéow ich
istotng cechg jest iloé argumentéw, ktére musza byé do nich dodane aby
utworzy¢ nazwe lub zdanie. Formalnie ujmujemy to tak, ze elementy FUN
i PRED maja okreslona argumentowos¢ (lub arnosé), ktora czesto zaznacza
sie w gornym indeksie, np. f2, A, Zazwyczaj bedziemy te indeksy pomijaé
wtedy, gdy argumentowos$é symbolu jest jasna z kontekstu. Intuicyjnie argu-
mentowos¢ predykatu oznacza, ze reprezentuje on relacje zachodzaca miedzy
obiektami reprezentowanymi przez jego argumenty (predykaty dwu- i wiecej
argumentowe) lub wlasnosé obiektu (predykaty jednoargumentowe). Zmien-
ne zdaniowe z KRZ traktuje sie po prostu jako predykaty zero-argumentowe
(podobnie, zbior CON mozna zredukowaé do zbioru FUN traktujac nazwy
jako funktory zero-argumentowe).

Zauwazmy, ze symbole w zbiorach CON, FUN, PRED maja charakter
parametryczny, gdyz nie oznaczaja konkretnych pozalogicznych statych od-
powiednich kategorii. Operowanie nimi jest przydatne w ogélnych rozwaza-
niach nad logika pierwszego rzedu i dowolnymi jezykami. W konkretnych je-
zykach elementy zbiorow CON, FUN, PRED beda oznaczane specjalnymi
symbolami zamiast liter a, b, f, P itp. Wowczas zbiory CON, FUN, PRED
sa zazwyczaj skoniczone i mogg by¢ puste — zawieraja one state pozalogiczne
(nazwy, operacje, relacje) specyficzne dla danej teorii.

Oto przyktady stownikéw konkretnych jezykow:

Teoria grup: CON = {1} , FUN = {o} (dwuargumentowy)

Teoria krat: CON = {1,0} , FUN = {x,+} (oba dwuargumentowe)
Teoria mnogosci: PRED = {€} (dwuargumentowy)

Arytmetyka: CON = {0} , FUN = {s} (jednoargumentowy)

Oczywiscie, w praktyce tak oszczedne jezyki sa niewygodne i wprowa-
dza sie definicyjnie kolejne state pozalogiczne. Np. w teorii mnogosci stata
(), operacje N,U, —, P i predykaty C,C itp., w arytmetyce stale 1,2,3, ...
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operacje +, -, predykaty <, < itd.

Kwantyfikatory zawsze wystepuja w potaczeniu z konkretnymi zmienny-
mi, np. Vz, Jy (dla dowolnego z, dla jakiegos y) oraz z formutami, w ktorych
takie zmienne winny sie znajdowa¢ (cho¢ nie jest to konieczne, dopuszcza-
my przypadek tzw. pustej kwantyfikacji). Totez oba kwantyfikatory naleza
do grupy wyrazen zwanych operatorami, ktérych zadaniem jest ,wiazanie”
zmiennych w wyrazeniach.

W metajezyku uzywaé bedziemy tych samych symboli oraz dodatko-
wych metazmiennych 7; dla oznaczenia dowolnych termow (tak jak ¢, dla
dowolnych formut). Formalnie zbiér terméw (wyrazeii nazwowych) TERM
mozemy zdefiniowaé nastepujaco:

1. VARUCON CTERM;
2. jezeli f* € FUN, to f"(11,...,mn) € TERM, gdzie 1; € TERM dla

dowolnego i < n (przy czym termy 71, ..., T, nie musza by¢ rozne);

3. nic wiecej nie nalezy do zbioru TERM.

W praktyce bedziemy pomijali zaréwno indeks gérny charakteryzujacy
argumentowos¢ f jak i nawiasy, jezeli nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozu-
mien — ale nie zawsze da sie tego unikngé np. fxgya jest dwuznaczne. Moz-
na jednoznacznie je zapisaé¢ jako fxg(ya), gdy f? i g2, lub fzg(y)a gdy f3,
a g'. Zauwazmy tez, ze zazwyczaj dla konkretnych jezykow stosuje sie zapis
infiksowy, a nie prefiksowy, tzn. zamiast +xy napiszemy x + y. Przyktady
terméw w konkretnych jezykach:

sz, 880, s(x + sy) + s(ss0 + z) — w arytmetyce
xN(yU—z), P(xNy) - w teorii mnogosci

Definicja zbioru formul FOR w KRK musi ulec odpowiedniej modyfikacji
i zawiera teraz nastepujace warunki:

1. Jezeli P" € PRED, to P"(11,....,7,) € FOR, gdzie 7; € TERM dla
dowolnego i < n (przy czym termy 7y, ..., T, nie musza by¢ rézne);

2. jezeli ¢ € FOR, to —p € FOR;
3. jezeli p,% € FOR, to (¢ ANY), (¢ V), (¢ — ¢) € FOR;

4. jezeli ¢ € FOR, to dla dowolnej x € VAR, Yz, dxp € FOR;
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Formuta sktadajaca sie z predykatu i jego argumentéw to formuta ato-
mowa. Natomiast formuta ¢ wystepujaca w formule Vz(p) to zasieg kwan-
tyfikatora Vx (analogicznie dla Jx).

W praktyce bedziemy pomijali zaréwno indeks gérny charakteryzujacy
argumentowosé¢ P jak i nawiasy, jezeli nie bedzie to prowadzié¢ do nieporo-
zumien, analogicznie jak w przypadku wyrazen funkcyjnych (ale np. Pfxy
jest dwuznaczne, mozna je rozumieé¢ jako Pf(zy) lub Pf(z)y). Konwen-
cje pomijania nawiasow w formutach ztozonych sa takie same jak w jezyku
KRZ, w szczegbdlnosci kwantyfikatory traktujemy analogicznie jak negacje,
czyli zachowujemy nawias jezeli zasieg kwantyfikatora jest formuta ztozo-
na, a pomijamy jezeli jest formula atomows. Bedziemy tez stosowaé kon-
wencje pomijania symboli takich samych kwantyfikatoréw, jezeli wystepuja
w bezposrednim sasiedztwie, tzn. zamiast VaVyVze napiszemy Vryzp.

Zauwazmy, ze w praktyce, dla konkretnych jezykéw w przypadku terméow
i predykatow stosuje sie zapis infiksowy, tzn. zamiast < xy napiszemy x < y.

Przyktady formut:

st <880,z < sy —y=uxVey(x + sy < st + sy) — w arytmetyce
re€y,x CxNy,dx(zr =yNP) — w teorii mnogosci

Dysponujac tak zdefiniowanym jezykiem KRK mozemy z tatwoscia doko-
na¢ formalizacji prostego rozumowania podanego wyzej. Zapisaé¢ je mozemy
nastepujaco: Sa,Vx(Sx — Tx) / Ta, gdzie a reprezentuje nazwe ,Dumbo”,
a S, T — predykaty jednoargumentowe ,,... jest stoniem”, ,.... ma trabe”. Zasad
formalizowania zdan jezyka naturalnego w KRK nie bedziemy w tym miej-
scu objasnia¢®, gdyz naszym celem jest prezentacja regul, ktore umozliwia
wykazanie poprawnosci podanego przyktadu. Jednak zanim scharakteryzu-
jemy reguly systemu dedukcji naturalnej dla KRK musimy oméwié pewne
kwestie terminologiczne.

1.5.2 Zmienne wolne i zwigzane

Okoliczno$é, ze te same zmienne moga by¢ w tym samym wyrazeniu wolne
lub zwigzane przez ktorys z kwantyfikatoré6w zmusza do poczynienia dodat-
kowych ustalenl i rozréznienia miedzy zmienna a jej wystapieniami. Wysta-
pienie zmiennej x w zasiegu Vx lub Jx jest zwigzane, w przeciwnym wypad-
ku jest wolne. Zmienna jest zwiazana (wolna) w formule, jezeli ma w niej
co najmniej jedno zwiazane (wolne) wystapienie. Jak wida¢ dana zmien-

®Por. np. Indrzejczak [12].
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na moze by¢ w tej samej formule zarazem wolna i zwigzana. Sporadycznie
bedziemy tez uzywaé zapisu p(x) dla oznaczenia formuty z wolna zmienna
x (zawierajaca co najmniej jedno wolne wystapienie z). W podanej wyzej
przestance Vz(Sz — T'x) pierwsze wystapienie zmiennej x (przy kwantyfika-
torze) jest traktowane tylko jako wskznik mowiacy, ktora zmienna jest przez
ten kwantyfikator zwiazana. Formula w nawiasie otwartym bezposrednio za
kwantyfikatorem, to zasieg tego kwantyfikatora. W przestance oba wysta-
pienia zmiennej z w zasiegu kwantyfikatora sa zwiazane. Gdyby zastapié ja
przez formute Va Sz — Tx, to wtedy zasieg kwantyfikatora zostatby ogra-
niczony do Sz i tylko pierwsze wystapienie x bytoby zwigzane. W formule
o postaci Vax(Rxy — JyRxy) oba wystapienia x sa zwiazane ale jedynie
drugie wystapienie y jest zwiazane; pierwsze jest wolne.

Niech ¢ := Vz(Vy(Az — Ryz) — BxAJxSxzyVCzx), wtedy zbior wszyst-
kich zmiennych wystepujacych w ¢ to {z,y, 2z}, zbiér zmiennych wolnych to
{y,z} a zwiazanych {z,y}. Zauwazmy, ze y jest zar6wno wolne (w drugim
wystapieniu) jak i zwiazane (w pierwszym). Ponadto rézne wystapienia x sa
zwiazane przez rozne kwantyfikatory (w Az, Bx i Cx przez ogblny, a w Szy
przez szczegblowy).

1.5.3 Podstawianie i zastepowanie

Podobnie jak w KRZ tak i w KRK mozemy wprowadzi¢ podstawianie
i zastepowanie, tym razem na wyrazeniach nazwowych. Ponadto, w prze-
ciwienistwie do KRZ, operacje te na gruncie KRK sg obligatoryjne. Dla po-
prawnego scharakteryzowania regut dowolnego rachunku dla KRK niezbedne
jest precyzyjne zdefiniowanie operacji podstawiania na zmiennych wolnych
w formutach (termach). Podstawiamy dowolne termy ale tylko za zmienne
wolne w danej formule czy termie. p[z/7] (ewentualnie 71[z/72]) oznacza
rezultat podstawiania termu 7 za x w formule ¢ (termu 75 za x w termie 7).

Intuicyjnie do$é¢ tatwo jest sformulowaé warunki wlasciwego podstawia-
nia, tj. takiego, ktore z formuty prawdziwej w pewnej interpretacji nie uczyni
formuty falszywej. Sa one nastepujace:

1. Wszystkie wolne wystapienia = sa zastapione przez 7;
2. jezeli T zawiera zmienne, to pozostaja one wolne w (.

Oba warunki wiaza sie z tym, ze chcemy, aby operacja podstawiania
zachowywala prawdziwosé formul w modelach, tzn. zeby wykluczona byta
sytuacja, ze formuta prawdziwa zamieni si¢ w falszywa. Obostrzenie pierwsze
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wynika nie tylko stad, ze dziedzina operacji podstawiania sg tylko zmienne
wolne, ale rowniez stad, ze wybiércze potraktowanie wystapieri podstawianej
zmiennej moze prowadzi¢ od formuty prawdziwej do fatszywej. Np. gdy w
x = x, ktore jest prawdziwe w dowolnej interpretacji podstawimy a za tylko
jedno wystapienie z, to otrzymamy formute falszywa w dowolnej interpre-
tacji, w ktorej i @ maja inne desygnaty.

Obostrzenie drugie réwniez jest niezbedne dla unikniecie podobnych kto-
potéw. Zilustrujmy to intuicyjnie na prostym przyktadzie; Vedy, x < y jest
prawdziwe w arytmetyce liczb naturalnych, ale Jy,x < ylz/y] := Jy,y < y
jest falszywe, cho¢ Jy, x < y[z/7] bedzie prawdziwe dla kazdego 7, w ktorym
y nie wystepuje.

Aby uniknaé¢ probleméw trzeba rowniez Scislej okreslié kiedy term 7 jest
poprawnie podstawialny za zmienna x w ¢. W tym celu wprowadzimy ko-
lejne pojecie:

Definicja 1.3 (7 jest termem wolnym za x w ¢) wtw zZadne wolne wy-
stgpienie x w @ nie wystepuje w obrebie podformuty postaci Qyi (nie jest
w zasiegu Qy), gdzie Q symbolizuje dowolny kwantyfikator a y wystepuje
wT.

W dalszym ciagu bedziemy uzywali zapisu ¢[xz/7] tylko w przypadku
poprawnych podstawieni, tj. takich, ze 7 jest termem wolnym za x w ¢.

W ostatnim warunku definicji podstawiania okreslona jest sytuacja kie-
dy (poprawne) podstawianie termu nie jest wykonalne, gdyz albo y nie
jest wolne w formule, w ktorej dokonujemy podstawienia albo wystepujaca
w podstawianym termie zmienna zostanie zwiazana przez jakis kwantyfika-
tor. Sytuacje taka okresla sie jako kolizje zmiennych. W podanym w paragra-
fie 1.6.2 przyktadzie (Vz(Yy(Axr — Ryz) — Bz A JxSxy Vv Cx)) ze wzgledu
na pierwsze obostrzenie nie jest mozliwe [z /7] dla zadnego 7, gdyz x nie jest
wolne w ¢. Ze wzgledu na drugie obostrzenie nie jest mozliwe [z/z], [z/y]
i [y/z] ani podstawienie zadnego termu, ktory te zmienne zawiera.

Oproécz podstawiania wyrdznimy zastepowanie. W przeciwieristwie do
podstawiania nie zastepujemy tylko zmiennych, ale dowolne termy i nie mu-
simy zastepowac wszystkich ich wystapieri. ¢[71//72] (ewentualnie 7{71//72])
oznacza rezultat zastgpienia termu 71 przez 7o w ¢ (ewentualnie w termie
7). Zauwazmy, ze zastepowanie nie jest operacja w takim sensie jak podsta-
wianie, tzn. nie przypisuje danej formule doktadnie jednej formuty bedacej
wynikiem podstawienia, ale zbiér formut. Np. Pzx[z//y] daje trzy mozliwe
rezultaty: Pyy, Pxy, Pyx.
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1.6 Dowodzenie w rachunku kwantyfikatoréw

W systemie DN dla KRK zachowane sg wszystkie reguty pierwotne i wtérne,
ktore wprowadzilismy dla KRZ. Dodatkowo, jako pierwotne, wprowadzamy
cztery reguty dotgczania i eliminacji dla kwantyfikatorow. Dwie z nich sa
regutami inferencji a dwie regutami konstrukcji dowodu.

1.6.1 Reguly inferencji dla Vi J

Zaczniemy od omowienia pierwotnych regul inferencji dla KRK; oto ich sche-
maty:

(VE) Vg [ plz/7]
(D) elz/7] [ Jzp

Reguly te sa intuicyjnie oczywiste. Sens (VE) oddaje twierdzenie, ze
cokolwiek mozna orzeka¢ o wszystkich obiektach pewnego rodzaju, to moz-
na orzeka¢ o kazdym z nich, natomiast (3D) odpowiada twierdzeniu, ze
jezeli konkretny obiekt spelnia pewien warunek, to istnieje pewien obiekt
spelniajacy ten warunek. Pomimo oczywistej poprawnosci i formalnej pro-
stoty obie reguly czesto stosowane sa w bledny sposob, totez poswiecimy
troche uwagi omoéwieniu tego co jest dopuszczalne, a co nie jest, przy ich
zastosowaniu. Problemy wiaza sie z faktem, ze — w przeciwienistwie do regut
z KRZ — oba schematy dopuszczaja rozmaite konkretyzacje ze wzgledu na
dokonywane podstawienia terméw za zmienna we wniosku (VE) i przestan-
ce (3D). Oznacza to w szczegdlnosci, ze obie reguly mozna wielokrotnie
(z réznym skutkiem) stosowaé do tej samej przestanki. Pamieta¢ tez mu-
simy, ze podstawienia musza spetniaé¢ opisane wyzej warunki poprawnosci.
Przeanalizujmy nastepujaca (¢wiczeniowa) dedukcje:

1 VzAzx p.

2 Az 1,VE
3 Aa 1,VE
4 Az 1,VE
5 Afy 1,VE

6 Af(ag(zy)) 1,VE

W przykladzie mamy rozmaite zastosowania tej samej reguly do prze-
stanki z wiersza 1. Pierwsze (wiersz 2) jest trywialne w tym sensie, ze term
podstawiany za x jest identyczny z ta zmienng — po prostu odlaczamy kwan-
tyfikator uwalniajac x. W pozostatych przypadkach dokonujemy faktycznego
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podstawienia, badz statej nazwowej (wiersz 3) badz innej zmiennej (wiersz
4), badz termu ztozonego, nawet o bardzo skomplikowanej strukturze (wiersz
6). W tym ostatnim przypadku zauwazmy, ze wyj$ciowa zmienna & moze po-
nownie pojawié si¢ jako argument wyrazenia funkcyjnego.

W formutach ztozonych lub zawierajacych termy ztozone ze zmiennymi
zwigzanymi przez V postepujemy podobnie. Oto przyktad:

1 Va(Af(zx) — Brx) .

2 Af(zx) - Bx 1,VE
3 Af(aa) — Ba 1,VE
4 Af(zz) - Bz 1,VE
5 Af(g(z)g(z)) —» Bg(z) 1,VE

Ogolnie rzecz biorac stosowanie (VE) w przypadku gdy ¢ (tj. zasieg
naszego kwantyfikatora) nie zawiera innych kwantyfikatoréw nie sprawia ra-
czej probleméw. Musimy pamietaé tylko aby nie tamaé ogblnego warunku
poprawno$ci dla regul inferencji, tzn. stosowaé je tylko do gltéwnej stalej
logicznej wyrazenia (caltej formuly w wierszu), oraz pamietac, ze podstawie-
nia dokonujemy na wszystkich wystapieniach zmiennej, ktora jest zwigzana
przez V. W zwiazku z tym niepoprawne sa nastepujace wnioskowania:

(a) z Ve Ax V Bx do Ax V Bz badz do Ay V By
(b) z Vz(Az V Bzx) do Ay V Bx badz do Ay V Bz

W (a) V nie jest glowna stala wyrazenia. Wprawdzie w pierwszym przy-
padku sama inferencja jest poprawna ale wymagataby bardziej ztozonego do-
wodu (np. rozgaltezionego i z zastosowaniem (VE) do samej formuly Vo Az);
druga jest catkowicie niepoprawna gdyz podstawiliSmy y za = w Bx choé
nie byto w zasiegu kwantyfikatora. W (b) bledne wnioskowania wynikaja
stad, ze nie podstawiliSmy nowego termu za wszystkie wystapienia = lub
podstawilismy rozne termy (y i z) za rézne wystapienia.

Znacznie wieksze problemy moga sie pojawi¢ gdy ¢ (tj. zasieg) zawiera
inne kwantyfikatory. Bezpieczne zastosowania (VE) to zastosowania trywial-
ne (tj. ta sama zmienna) lub takie gdzie podstawiamy stata nazwowa lub
wyrazenie funkcyjne nie zawierajace zmiennych. Oczywiscie musimy pamie-
ta¢ o tym, ze podstawiamy wybrany term tylko za te wystapienia zmiennej,
ktore sa zwigzane przez eliminowany kwantyfikator. W zwiazku z tym nie-
poprawne jest nastepujace wnioskowanie:

(¢) z Ve(Az V Vx(Bx — Cx)) do Ay V Vx(By — Cy) badz do Ay Vv
Vy(By — Cy)
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gdyz tylko pierwsze wystapienie x (przy Ax) jest zwiazane przez elimino-
wany kwantyfikator; pozostale sa zwiazane przez inny kwantyfikator, zatem
dopuszczalna inferencja przy podstawieniu y za x pozwala jedynie na wnio-
sek Ay VVz(Bz — Cx).

Dodatkowe problemy mogg sie pojawi¢ gdy podstawiany term zawiera
zmienne. Niepoprawne jest np. nastepujace wnioskowanie:

(d) z Vo (Az Vv Vy(By — Cz)) do Ay V Yy(By — Cy)

gdyz y w ostatnim wystapieniu stalo sig zwigzane przez inny kwantyfikator.
W podanym przypadku powiemy, ze zastosowanie (VE) jest zabronione za-
réwno dla y jak i dla dowolnego termu ztozonego, ktory te zmienna zawiera
(np. fy, g(fa)y itp.), gdyz y nie jest wolny za x w tym wyrazeniu.

Podobne uwagi dotycza zastosowari (3D). Przyjrzyjmy sie nastepujacej
dedukcji:

Axx AN BxaVv Cfz D
Jx(Axx AN BraVv Cfz) 1
Jy(Ayy AN Bya Vv Cfz) 1,
Jy(Azz AN BxyV Cfz) 1
Jz(Azxz N BxaVv Cfz) 1
Jy(Azz A BxaV Cfy) 1
Jy(Azxz A Bxa Vv Cy) 1,3D
Jy(Ayx AN BxaVv Cfz) 1,3D
Juy(Ayv A Bxa VvV Cfz) 8,3D

© 00 O Otk W~

Jak wida¢ w wierszach 2 i 3 mozna przez zastosowanie (3D) skwantyfi-
kowaé wszystkie wolne wystapienia danej zmiennej albo w takim ksztalcie
w jakim wystepuje w przestance (trywialne podstawienie z za z) albo przez
uzycie innej zmiennej (y zamiast x). Mozna skwantyfikowaé¢ rowniez stala
nazwowa (wiersz 4). Wiersze 5 — 7 pokazuja, ze w przypadku terméw ztozo-
nych mozemy kwantyfikowaé¢ nie tylko ich proste argumenty (wiersz 5 i 6)
ale rowniez cale te wyrazenia (wiersz 7) bez wzgledu na stopien ich ztozono-
$ci. Wiersz 8 i 9 pokazuja, ze stosujac te regule nie jesteSmy zobligowani do
kwantyfikowania wszystkich wolnych wystapient danej zmiennej (czy general-
nie termu) w przestance — mozna dokona¢ wyboru wystapien, ktore chcemy
zwigza¢ z uzyciem kwantyfikatora egzystencjalnego, a nawet uzy¢ roéznych
kwantyfikatoréw. Te ostatnie zastosowania moga w pierwszym odczuciu wy-
daé sie niepoprawne przez skojarzenie z zadaniem podstawiania za wszyst-
kie wystapienia danej zmiennej przy stosowaniu (VE). Zauwazmy jednak, ze
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w poprzednim przypadku kontrola poprawnosci byta zgodna z zastosowa-
niem reguly tj. od przestanki do wniosku, natomiast tutaj poprawnosé spraw-
dzamy w kierunku odwrotnym do zastosowania regutly, tzn. od wniosku do
przestanki. Latwo sprawdzié, ze formula z wiersza 1 spelnia warunki po-
prawnego podstawienia wzgledem zasiegu 3 w kazdym z wierszy 2 — 8§,
a formuta z wiersza 8 wzgledem formuty z wiersza 9. Stosowanie takiej pro-
cedury sprawdzania poprawnosci zastosowania reguty pozwala wykazaé, ze
nastepujace wnioskowanie jest niepoprawne:

(e) z Azy do JyAyy, gdyz Azxy nie jest mozliwe do uzyskania z Ayy przez
podstawienie = za y

Np. wnioskujac w taki sposéb moglibyémy wyprowadzi¢ ewidentnie fal-
szywa formute dy, y < y z formuly z < y, prawdziwej przy dowolnej
interpretacji, ktéra zmiennej x przyporzadkuje liczbe mniejsza od zmien-
nej y.

Na koniec zaobserwujmy, ze formuta ¢[z/7] uzyskana z zasiegu danego
kwantyfikatora (czyli z formuly ¢) przy stosowaniu dowolnej z omawianych
regul, moze mie¢ dokltadnie taka sama strukture jak ¢ ale moze ja zmie-
nia¢ w tym sensie, ze y[x/7] ma mniej réznych wyrazeri nazwowych niz .
Przyktadowo, w podanej nizej dedukcji:

1 Vaz(Az — Ba) p.

2 Ax — Ba 1,VE
3 Ab— Ba 1,VE
4 Aa — Ba 1,VE

Formuty z wiersza 2 i 3 maja taka sama strukture jak ¢ (modulo uzycie
innego termu w wierszu 3), natomiast formula z wiersza 4 ma mniej roznych
argumentow nazwowych. Poniewaz (3D) jest, w sensie stosowanej opera-
cji podstawiania, odwroceniem (VE) wiec uzyskujemy w ten sposoéb pewna
wskazowke o charakterze strategicznym. (VE) moze stuzyé¢ do ujednolicania
terméw w wyrazeniu, natomiast (3D) do ich réznicowania. Ponizsza deduk-
cja ilustruje oba zastosowania:

Vzy(Az V Bya) p.

Vy(AaV Bya) 1,VE
AaV Baa 2,VE
dx(AaV Baz) 3,3D

W N
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5 Jyx(AyV Bax) 4,3D
6 Jzyx(AyV Bzzx) 5,3D

1.6.2 Reguly konstrukcji dowodu dla kwantyfikatoréow

Zarowno dotaczanie V jak i eliminacja 3 wykorzystuja reguty konstrukcji
dowodu o postaci:

r z. 0.1 dxp
ok ¢ okl  lz/a] ze.

on Vrp o.k,VD okn ¥
ok+1 oi,0.k.1 —okmn,dE

Do obu regut dotaczone sa warunki poprawnosci. W przypadku (VD)
zmienna x nie moze by¢ wolna w zadnym zalozeniu, ktére jest aktywne
w chwili zastosowania regulty (albo wcale w zalozeniach nie wystepuje albo
jest zwiazana). Dla poprawnosci (3E) wymagamy, by a bylo stala nazwowa
nie wystepujaca dotad w dowodzie i nie wystepujaca w formule ¢. Poddowod
zainicjowany zalozeniem egzystencjalnym oznaczonym ze. jest pierwszym
wierszem w dowodzie, w ktérym wystepuje ta stata.

(VD) nie wymaga wprowadzania dodatkowych zatozen wiec pozornie wy-
glada jak regula inferencji i to prostsza niz (VE), gdyz nie wymagajaca pod-
stawiania — przestanka ma by¢ identyczna z zasiegiem V we wniosku. Jedyne
co musimy sprawdzi¢ to czy zmienna, ktéra chcemy skwantyfikowaé¢ uniwer-
salnie nie jest wolna w zalozeniach. Bez tego ograniczenia mogliby$my z Ax
(jako zalozenia lub przestanki) wywnioskowaé Vax Az, co z pewnoscia jest za-
biegiem niepoprawnym (np. niech z oznacza 2 a A predykat ... ,jest liczba
parzysta’). Sens dodanego ograniczenia jest nastepujacy: uogdlni¢ mozemy
warunek dotyczacy arbitralnej zmiennej, czyli takiej, o ktorej nic sie wyzej
nie zakladato (nie ma jej w ogole w zatozeniach dowodu lub jest tam zmienna
zwigzang).

5 W rozdziale 2 wprowadzona, zostanie inna reguta pozwalajaca na dowodzenie formut
postaci Vzp. Jest to reguta indukcji matematycznej, powszechnie stosowana w dowodach
w wielu teoriach matematycznych). W przeciwienistwie do reguty (VD) nie jest ona jed-
nak regula uniwersalng lecz stosuje si¢ do zbioréw, ktérych elementy mozna odpowiednio
uporzadkowac.
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Intuicyjny sens (3E) jest nastepujacy: jezeli prawda jest Iz, to istnieje
pewien, co najmniej jeden, obiekt, ktory spelnia ten warunek. Nazwijmy go
umownie a i podstawmy to imie za x, przy czym nazwa a musi byé nowa,
gdyz nie mozemy zakladac, ze jest to jeden z obiektow, o ktérych wyzej co$
juz ustalilismy. Nazwa ta przystuguje rozwazanemu obiektowi jedynie czaso-
wo, aby umozliwi¢ nam przeprowadzenie stosownych inferencji. Formuta
jest z tego zalozenia wydedukowana ale nie méwi nic o obiekcie doraznie na-
zwanym a, zatem jej prawdziwosé nie zalezy od przyjetego zalozenia p[z/a)
i mozemy dodatkowy dowod zakonczyé a i potraktowaé jako wydeduko-
wane z Jxp. Zauwazmy, ze reguta (JF) przypomina regule (DR), w ktorej
rowniez ksztalt dodatkowych zalozen zalezy od wyzej wystepujacej formuty,
a poddowdd koriczy sie przepisaniem wydedukowanej formuty do dowodu
nadrzednego. Analogia ta ma do$¢ Scisty charakter gdyz w kazdym skoriczo-
nym zbiorze obiektéw formute egzystencjalng mozna potraktowaé jako alter-
natywe odnosnych formut zastosowanych do kolejnych obiektow ze zbioru.
Np. w zbiorze 2-elementowym zawierajacym obiekty o nazwach a i b, zamiast
pisa¢ Jxy napiszemy plxr/al V ¢lx/b] a efekt uzyskany przez (3E) mozemy
uzyskaé¢ przez zastosowanie (DR).

Rozwazmy przyktad dowodu Vz(Ax — Bz),Vy(By — Cy) F Vz(Az —
Cz)

1  Vaz(Az — Bz) p.

2 VYy(By—Cy) p.

3 Az— Bz 1,VE

4 Bz—Cz 2,VE

4.1 Az zd.

4.2 Bz 3,41, - F
4.3 Cz 4,42, — F

5 Az—>Cz 41—-43,— D

6 Vz(Az—Cz) 5,VD

Zauwazmy, ze dokonujac eliminacji V na obu przestankach nie dokonu-
jemy dowolnych podstawien (cho¢ uzycie dowolnych terméw byloby w tym
przypadku poprawne) ale w obu przypadkach jest to zmienna z. Jest tak
dlatego, ze wniosek jest formuly, w ktorej z jest skwantyfikowane przez V
a regula (VD) nie dopuszcza zadnych podstawienn w przestance — z musi tam
juz wczesniej sie pojawié¢. Dla poprawnego zastosowania tej reguty musimy
tylko sprawdzié¢, ze z nie wystepuje jako zmienna wolna w aktywnych za-
tozenich lub przestankach. W przyktadzie zmienna z jest wprawdzie wolna
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w zalozeniu z wiersza 4.1 ale w momencie zastosowania (VD) to zalozenie
nie jest juz aktywne, gdyz powyzej zostalo zamkniete (wraz z calym pod-
dowodem) przez zastosowanie (— D). z jest rowniez wolne w wierszach 3
i 4 ale to nie sg zalozenia. Zauwazmy, ze ksztalt wniosku wyznacza gléwna
strategie (dedukujemy Az — Cz aby zastosowac do niej (VD)) ale rowniez
i podstrategie. Poniewaz zasieg V we wniosku jest implikacja wiec zaktada-
my dodatkowo poprzednik i dedukujemy nastepnik aby zastosowaé (— D).
W powyzszym przyktadzie mozna bylo wprawdzie uniknaé wprowadzania
poddowodu i zastosowaé (SH) do wierszy 3 i 4 uzyskujac od razu wiersz 5.
Jednak takie skroty nie zawsze sa mozliwe a zastosowanie obu sprzezonych
ze sobg strategii jest powszechne gdyz czesto mamy do czynienia z dowo-
dzonymi implikacjami poprzedzonymi kwantyfikatorami ogélnymi. W szcze-
gblnosci, strategia ta dobrze pracuje w przypadku tez o postaci implikacji
skwantyfikowanych ogolnie. Przyktadowo aby dowiesé tezy Va (Ve Ax — Ax)
mozemy zaczaé¢ od poddowodu konczacego sie zastosowaniem (— D) a na-
stepnie zastosowaé (VD); wyglada to tak:

1.1 VzAzx zd.

12 Az 1.1,VE

2  VzxAr — Ax 1.1-12,—- D
3  Va(VzAxr — Az) 2,VD

Rozwazmy dedukcje Vay(AzABy), Ve (AzANCx — Dz),3xCx F Jyx(BzA
Dy)

1 Vay(Axz A By) .
2 Vz(Ax AN Cx — Dx) p.
.

3 JzCx

3.1 Ca ze.

3.2  Vy(Aa A By) 1,VE

33  AaA By 3.2,YE

34 AaANCa— Da 2,VE

3.5  Aa 3.3, \E

36 AaACa 3.5,3.1,AD
3.7 Da 3.4,36,— F
38 By 3.3, A\E

39 ByADa 3.7,3.8, AD
3.10 Jz(Bz A Da) 3.9,3dD

3.11 Jyx(Bx A Dy) 3.10,3D

4 Jyz(Bz A Dy) 3,3.1-3.11,3F
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W przyktadzie mamy nie tylko ilustracje zastosowania (IE) ale rowniez
typowej strategii preferencji przy stosowaniu regutl eliminacji kwantyfikato-
row. Jezeli mamy wybor, to zawsze najpierw stosujemy (3E), tzn. wpro-
wadzamy zalozenie egzystencjalne (ze.) z nowa stala a dopiero potem sto-
sujemy (VE) aby podstawi¢ te stala tam gdzie jest potrzebna. Gdybys$my
zaczeli dowod od serii zastosowan (VE) do przestanek 11 2, to bylyby to
oczywiscie poprawne wnioskowania ale zupelnie bezuzyteczne, gdyz po wy-
konaniu (IF) (tj. wprowadzeniu zalozenia egzystencjalnego z nowa stala)
i tak trzeba by bylo ponownie stosowaé¢ (VE) do przestanek z wierszy 1
i 2 aby za x podstawi¢ a. Oczywiscie, nie zawsze struktura formut w dowo-
dzie pozwala najpierw stosowaé¢ (IFE) a dopiero potem (VE). Wtedy nalezy
pamietaé, ze do danej formuly z kwantyfikatorem ogolnym mozna zastoso-
waé (VE) ponownie uzyskujac potrzebne podstawienie. Ponizszy dowod tezy
—VaIy(Ax A = Ay) pokazuje zastosowanie tej strategii:

1 VaIy(Ax A —Ay)  zn.
2 Jy(Az N - Ay) 1,VE

2.1 Ax N\ —-Aa ze.

22  —Aa 92.1,AE

2.3 Jy(Aa N —Ay) 1,VE

2.3.1 AaAN-Ab ze.

2.3.2 Aa 2.3.1,\E

233 L 9.2,2.3.2, 1D

24 1 2.3,2.3.1 —2.3.3,3F
3 1 92,21 — 2.4, 3E

Niestety czasem zmuszeni jestemy wielokrotnie naprzemiennie stosowaé
(3E) i (VE) zanim wreszcie uda nam sie ujednolici¢ stale nazwowe.

Ponizej dwa przyktady blednych dedukcji, ktére pokazuja do czego moze
prowadzi¢ nieprzestrzeganie warunkow ograniczajacych dla obu regut kon-
strukcji dowodu.

1 drzAx A JxBx .

2 drAx 1,AFE

3 JxBx 1,AE

3.1 Aa ze.

3.1.1 Ba ze.

3.1.2 Aa A Ba 3.1,3.1.1,AD

3.1.3 Jx(Ax A Bz) 3.1.2,3D
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3.2 Jx(Ax A Bz) 3,3.1.1-3.1.3,3F
4  Jz(Ax ABz) 2,3.1-323E

Tatwo znalezé interpretacje pokazujaca. ze powyzsze wnioskowanie jest
niepoprawne, np. niech A oznacza ... jest parzysta” a B - ... jest nieparzy-
sta” w zbiorze liczb naturalnych, wtedy zalozenie jest prawdziwe a wniosek
falszywy. Drugie zastosowanie (3E) jest niepoprawne, gdyz zalozenie egzy-
stencjalne inicjujace drugi poddowod zawiera stala a, ktora juz wyzej zostala
uzyta. Jezeli w wierszu 3.1.1 wprowadzimy (poprawnie) jako zalozenie for-
mule Bb, to wtedy nie uda nam si¢ udowodni¢ 3x(Ax A Bzx) (chyba, ze
w bledny sposob zastosujemy (3D) do Aa A Bb kwantyfikujac rozne state
tym samym kwantyfikatorem).

Lamiac zasady poprawnosci regut mozemy tez ,,udowodnié¢” Vady Rry —
JyVx Rxy, dla ktorej to formuly kontrprzykladem jest np. interpretacja, kto-
ra w zbiorze liczb naturalnych przypisze predykatowi R relacje ,,x jest mniej-
sze od y”. Oto przyktad:

1 VzdyRzxy -=.

2 JyRxy 1,VE

2.1 Rxa ze.

2.2 VrRza 2.1,VD

2.3 JyVzRzxy 2.2,3D

3  JyVxRxy 2,2.1—-23,3F

Tym razem blednie zastosowano (VD) w wierszu 2.2, gdyz zmienna x
jest wolna w zalozeniu tego poddowodu.

1.6.3 Reguly wtoérne

W DN dla KRK poprawne sa wszystkie reguty wtoérne jakie wprowadziliémy
dla KRZ. W szczegolnosci wtorna reguta dotaczania (podstawieni) tez do
dowodu. Zauwazmy, ze jezeli wykorzystujemy podstawienia tez zawierajace
wolne zmienne to mozna je poprawnie skwantyfikowaé¢ ogdlnie. Np.

1 AxV-Ax t.
2 Vz(Azx Vv -Az) 1,VD
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oraz

Axy V —~Axy t.

Jz(Axz V - Azy) 1,3D
Vy3z(Azz V —~Azy)  2,VD
Vey3dz(Azxz V —Azy) 3,YD

O R

sa poprawnymi dowodami skwantyfikowanych wersji prawa wytaczonego srod-
ka. W obu przypadkach uniwersalnie kwantyfikowana zmienna nie jest wolna
w zalozeniach czy przestankach ale w podstawieniu tezy.

Bardzo przydatne w dowodach sg reguly De Morgana dla kwantyfikato-
TOW:

—Vzp [/ Jz—p
—Jzp [/ Ve

Oto dowdd pierwszej z nich:
(=)

1 -VxAz =z

2 —Jz—Ax zn.

2.1 —Ax zdn.
2.2 dzx—Ax 2.1,3D
23 1 2,2.2, 1D
3 Azx 2.1-23,-F
4 VzAcz 3,VD
5 L 1,4,1D
(<)
1 dz—Azx  =.

2  VzAxr  zn.

2.1 —-Aa ze.

22 Aa 2,VE

23 L 9.1,2.2, 1D

3 1 2,2.1 —-2.3,3F
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Warto zapamietaé jeszcze nastepujace reguty wtoérne; ich dowody pomi-
jamy gdyz nie nastreczaja szczegdlnych problemoéw.

(DOK) Vz(oAv) /] Ve AVxy
(DOA) Nz V¥V [ V(e V)
(DSA)  Fz(eV) /] JzeV Iz
(DSK) Zz(eAv) [ Jzp AJzy
(PO)  Vayp [/ Vyxp

(PS)  Jzye // yze

(PSO)  FJxVye / VyJzp

1.6.4 Reguly dla identycznosci

KRK bez dotaczenia identycznosci jest logika niewystarczajaca dla formali-
zacji teorii matematycznych. Jezyk KRK poszerzamy poprzez dodanie (jako
nowej stalej logicznej) dwuargumentowego predykatu =, ktory zwyczajowo
bedziemy wpisywaé¢ pomiedzy jego argumenty. Najprosciej mozna scharak-
teryzowaé identycznosé przy pomocy aksjomatu i reguty:

(ID) T=r7
(RL) m =12, ¢/ ¢lm//7]

Aksjomat identycznosci stwierdza po prostu, ze dowolny obiekt o nazwie
T jest identyczny sam ze soba, innymi stowy wyraza on wlasnos¢ zwrotnosci
dla relacji identycznosci. Regula Leibniza (RL), zwana tez czesto reguta eks-
tensjonalnosci dla identycznosci, pozwala zastapi¢ w dowolnym kontekscie
jedna nazwe przez druga, o ile obie denotuja ten sam obiekt. Regula ta jest
obcigzona dwoma warunkami poprawnosci zastosowania:

(a) jezeli 71 zawiera zmienne to musza by¢ one wolne w tym wystapieniu
71, ktore ulega zastapieniu;

(b) jezeli 7o zawiera zmienne to musza one by¢ wolne za 71 w tym jego
wystapieniu, ktore ulega zastgpieniu.

Relacja identycznosci jest relacjg rownowazno$ciowa, co oznacza, ze o-
précz wlasnodci zwrotnosci przystuguja jej tez wlasnosci symetrii i przechod-
niodci. Oto dowdd tej ostatniej:
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1.1 z2=yANy==z z.

12 z=y 1.1, \E

13 y==2 1.1, \FE

14 z=2 1.2,1.3, RL

2 rT=yNy=z—>x=2 1.1-14,—- D
3 Yzz=yAy=z—-x=2) 2,vD

4 Vyzle=yANy=z—xz=2z2) 3,VD

5 Vaxyz(zr=yANy=z—-x=2) 4,VD

ilustrujacy typows strategie dowodzenia ogolnie skwantyfikowanych impli-
kacji. W wierszu 1.4 zastosowalismy (RL) w taki sposob, ze 11 = o toy = 2
a nasza ¢ jest x =y, w ktorej zastapiliSmy y przez z.

Aby lepiej zapozna¢ sie z dziataniem obu nowych regut udowodnimy, ze
nastepujace formulty sa rownowazne:

A FrAx ANVzy(Az N Ay — x =y)
B dx(Ax AVy(Ay =z =vy))
C JaVy(Ay <>z =y)

co oznacza, ze kazda z nich moze byé¢ uzyta w celu charakteryzacji istnie-
nia doktadnie jednego obiektu spelniajacego warunek opisany predykatem
A. W dowodzeniu réwnowaznosci tych formut skorzystamy ze strategii opi-
sanej w paragrafie 1.5.4. tzn. ograniczymy sie jedynie do wykazania, ze A +
B,BFCiCFHk A:

AFB
1 JrAx ANVzy(Az N Ay — z =y) =
2 dxAx 1,AE
3 Vey(Az N Ay — x =y) 1,AE
3.1 Aa ze.
3.1.1 Ay 2.
312 AaNAy—a=y 3,VE
3.1.3 AaA Ay 3.1,3.1.1, AD
314 a=y 3.1.2,31.3, > E
32 Ay—a=y 31.1-314,—- D
3.3  Vy(dy — a=y) 3.2,VD
34  AaNVy(Ay — a=1y) 3.1,3.3,AD
3.5 Jx(Az AVy(Ay — x =vy)) 3.4,3D
4 dx(Az ANVy(Ay — = =vy)) 2,3.1-35,3F



66

ROZDZIAL 1. DOWODZENIE W LOGICE KLASYCZNEJ

Zauwazmy, ze w wierszu 3.1.2 mamy dwukrotne zastosowanie (VE) do

wiersza 3.

BFC

1.1
1.2
1.3
1.3
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8

CFHA

1.1
1.2
1.3
1.3.1
1.3.2
1.3.3
1.3.4
1.3.5
1.3.6
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10

Jz(Ax AVYy(Ay — x =y))
Aa ANVy(Ay — a =1y)

Aa
Vy(Ay — a =1y)
d a=y
2 Ay
a=y— Ay
Ay —a=y
Ay a=y

Vy(Ay < a =y)
JaVy(Ay <> =z =vy)
JzVy(Ay <> = =vy)

JaVy(Ay <> = =y)
Vy(Ay <> a =y)
Ay<ra=vy
Ar—a=z
Ax N Ay

Az

Ay

a=u

a=y

=y

Az NAy =y
Vay(Ax AN Ay — x =vy)
Aaa=a
a=a

Aa

drAx

JxAx ANVzy(Az AN Ay — © =)
JrxAx ANVay(Ax AN Ay — x =y)

zZ.
ze.

1.1,AE

L1,AE

zd.

1.2,1.3.1, RL
1.3.1-132,— D
1.3,VE
14,15, D
1.6,¥D

1.7,4D
1,1.1-18,3E

zZ.
ze.

1.1,VE

1.1,VE

zd.

1.3.1,AF
1.3.1,AE
1.3,1.3.2, RMP
1.2,1.3.3, RMP
1.3.4,1.3.5, RL
1.3.1-1.3.6,— D
1.4,vD

1.1,VE

ID

1.6,1.7, RM P
1.8,3D
1.5,1.9,AD

1,1.1 - 1.10,3E
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W wierszu 1.5 zastosowali$émy od razu dwukrotnie (VD).

Dowody, w ktérych bazuje sie na ciagu przeksztatcen identycznosci wy-
korzystujac (LR) czesto zapisuje sie w podobny sposob jak dowody bazu-
jace na przeksztalceniach rownowaznosci (por. ostatni przykltad z paragrafu
1.5.2.). Dla przyktadu zademonstrujemy dowod prostego twierdzenia teorii
grup, ktora opisuje wlasnoéci pewnych elementarnych struktur algebraicz-
nych znajdujacych rozliczne zastosowania’. Jezyk teorii grup zawiera jedna
stata ,,1” i jedng operacje dwuargumentows, ,,0”, ktére charakteryzuja naste-
pujace trzy aksjomaty®:

Al Vayz(zo(yoz) = (voy)oz)
A2 Vz(xol=ux)
A3 Vydz(yox =1)

Udowodnimy nastepujace twierdzenie teorii grup: Vay(zoy = 1 — yox =

1):

1.1 zoy = 1 zd.

1.2 Jz(yox = 1) A3,VE

1.2.1 yob = 1 ze.

1.2.2 youx = (yox)ol A2,VE

1.2.3 — (yoa)o(yob) 1.2.1,1.2.2,RL
1.2.4 = ((yox)oy)ob Al,VE, 1.2.3,RL
1.2.5 — (yo(zroy))ob Al,VE,1.2.4,RL
1.2.6 = (yol)obd 1.1,RL

1.2.7 — yob A2,YE,1.2.6, RL
1.2.8 = 1 1.2.1, RL

1.3 youx - 1.2,1.2.1 — 1.2.8,3E
2 rzoy=1 — yozx=1 1.1-13,—-D
3 wy(2) 2,¥D

4 Vzy(2) 3,vD

Zauwazmy, ze w wierszach 1.2.2 — 1.2.8 lewa strona identycznosci jest
stata, co wida¢ po zastosowaniu (JF) i przeniesieniu ostatniej identycznosci
do wiersza 1.3. W 1.2.2 wykorzystalismy aksjomat 2, dokonujac podstawienia
y o x za x; podobnych podstawien w aksjomacie 1 uzyliémy w wierszach

"Jedno z nich znalezé mozna w paragrafie 2.7.3.
8 Z uwagi na trzeci aksjomat mozna wprowadzi¢ dodatkows operacje jednoargumen-
towa — w taki sposob scharakteryzowane zostang grupy w paragrafie 2.7.3.
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1.2.4 1 1.2.5. W ostatnich dwoéch wierszach zastosowaliémy réwniez skrot
notacyjny wpisujac zamiast formuty numer jej wiersza w zasiegu dotaczanego
kwantyfikatora ogblnego. Skrot taki jest mozliwy gdyz doltaczajac V niczego
nie zmieniamy w formule kwantyfikowane;j.

1.7 Uwagi koncowe

Na koniec zwrocimy uwage na dwie kwestie: proces konstruowania dowodu
i ekonomizacja jego zapisu.

1.7.1 Strategie dowodzenia

Dowodzenie nie jest czynnoscig mechaniczna, wymaga wyobrazni i wprawy.
Zaczynamy dowod zawsze kierujac sie pewnym celem gtownym (dedukeja
wniosku z przestanek lub dowodd tezy) ale w trakcie dowodzenia czesto po-
jawiaja sie cele czastkowe, czyli formuty, ktére sg nam potrzebne na danym
etapie konstrukcji dowodu. Koncentrujac sie na celu czastkowym nie powin-
nidmy tracié ,z oczu” celu nadrzednego gdyz prowadzi to czesto do mnozenia
poddowoddéw, co komplikuje caty dowdd i czesto utrudnia jego zakonczenie.
Nie nalezy zapominaé¢ o dowodach nie wprost ale lepiej ich nie naduzywaé
(gdy widzimy mozliwos$¢ uzyskania dowodu wprost), gdyz zazwyczaj dowody
takie sa dluzsze a wielu matematykow uwaza je za malo ,eleganckie”.
Zazwyczaj konstruujac dowdd taczymy ze sobg dwa tryby poszukiwania
rozwigzania. Pierwszy ma charakter progresywny; analizujemy przestanki
(zalozenia) i probujemy z nich wydedukowaé¢ formuly, ktore zbliza nas do
rozwigzania zadania. Drugi ma charakter regresywny; analizujemy poszuki-
wany wniosek i probujemy ,o0d korica” znalezé takie formuty, z ktérych da
sie on wydedukowaé. Proces konstrukeji dowodu to ciagle przeplatanie tych
trybéw, kierowane postawionym celem, ostatecznym lub czastkowym.
Szkicujac dowod musimy zaczaé¢ od wypisania zalozen oraz — ponizej al-
bo obok — poszukiwanego wniosku. Analizujac przestanki nalezy caly czas
poréwnywaé je z formula, ktéra chcemy wydedukowaé i staraé sie zastoso-
waé do nich te reguty, ktére mogg zblizy¢ nas do wyniku. Analiza formuty,
ktora jest celem dowodu dostarcza wskazéwek odnoénie ogdlnej strategii do-
wodzenia lub przynajmniej krokéw poprzedzajacych ostatni wiersz dowodu.
Przyktadowo, jezeli mamy dowiesé koniunkcji, to zastanawiamy sie skad wy-
dedukujemy oba jej cztony — mozemy je nawet prowizorycznie wpisaé nad
wnioskiem. Jezeli mamy dowie$¢ formuty skwantyfikowanej ogélnie, to wie-
my, ze przedostatni krok dowodu to zasieg tego kwantyfikatora i musimy
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pomysle¢ jak go wydedukowaé. Czesto jest to implikacja wiec nasuwajaca
sie strategia to rozpoczecie poddowodu (z poprzednikiem tej implikacji ja-
ko zalozeniem dodatkowym) i proba dowiedzenia nastepnika. Strategie te
ilustrowal np. dow6d przechodniosci identycznosci.

Nalezy pamietac, ze implikacja i alternatywa sa wzajemnie zastepowalne
za pomoca reguly (IA). W zwiazku z tym jezeli celem (ogdlnym lub czast-
kowym) jest alternatywa to mozna postuzy¢ si¢ (— D) do jej udowodnienia
(czyli wprowadzi¢ negacje jednego z jej cztonow jako zalozenie dodatkowe
i dowodzi¢ drugiego). Odwrotnie, jezeli dysponujemy w dowodzie implikacja
ale nie mamy poprzednika ani negacji nastepnika, to mozemy potraktowaé
ja jako alternatywe i zastosowaé dowod rozgateziony.

W tekécie liczne dowody zostaly opatrzone komentarzami, ktére poma-
gaja w zrozumieniu jak zostaly skonstruowane. Ponizej dla ilustracji zasto-
sowania omawianych strategii zademonstrujemy bardziej detalicznie proces
konstrukcji dowodu dla rozumowania Jz(Ax A Vy(By — Rzy)) - Vy(By —
Jz(Ax A Rzxy)). Zaczynamy od wypisania przestanki a poniewaz jest ona
skwantyfikowana egzystencjalnie wiec jedyny narzucajacy sie krok to wpro-
wadzenie zalozenia egzystencjalnego co daje:

1 Jz(Az AVy(By — Rxy) p.
1.1 Aa AVy(By — Ray) ze.

Uzyskane zatozenie jest koniunkcja a spojrzenie na wniosek pokazuje, ze
elementy przestanki wystepuja w nim w innym porzadku, zatem rozsadne
jest zastosowanie (AE) co daje:

1 Jx(Az AVy(By — Rxy) p.

1.1 Aa AVy(By — Ray) ze.
1.2 Aa 1.1, AE
1.3 Vy(By — Ray) 1.1, AE

W tym momencie, zanim np. zastosujemy (VE) do wiersza 1.3, lepiej
jest zastanowi¢ sie nad wnioskiem. Jest tak dlatego, ze stosowanie (VE)
dopuszcza rozmaite podstawienia za y wiec nie nalezy tego robié¢ na slepo.
Whiosek jest skwantyfikowany ogolnie zatem mozemy wyobrazaé sobie, ze
ostatni krok to zastosowanie (VD), co daje nam taki schemat dowodu:
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1 Jz(Ax AVy(By — Rxy) p.
1.1 Aa ANVy(By — Ray) ze.
1.2 Aa L1,AE

1.3 Vy(By — Ray) 1.1,AE

n—1 By — Jz(Az A Rzy)
n Vy(By — Jx(Ax A Rxy)) n—1,VD

Naszym celem jest teraz dedukcja implikacji z wiersza n— 1, zatem dobra
strategia jest konstrukcja poddowodu, ktory zacznie sie od zatozenia dodat-
kowego By a po uzyskaniu Jx(Az A Rzy)) pozwoli na zastosowanie (— D).
Myslimy wiec o dowodzie majacym postaé:

1 Jx(Az ANVy(By — Rxy)  p.

1.1 Aa ANVy(By — Ray) ze.

1.2 Aa 1.1, AE

1.3 Vy(By — Ray) 1.1,AE

n—21 By zd.

n—2.k Jz(Ax A Rzy) n—2.4,3D

n—1 By — Jz(Az A Rzy) n—21-n—-2k—D
n Vy(By — Jx(Azx A Rxy)) n—1,VD

Pojawia sie tu jednak pewna trudnoéé: planowany poddowdd, ktéry do-
prowadzi do zastosowania (— D) chyba nie moze by¢ przeprowadzony bez-
posrednio nad wierszem n — 1, gdyz wczesniej zaczeliSmy poddowdd z zato-
zeniem egzystencjalnym, ktory tez musi ulec zamknieciu przez zastosowanie
(3E). Teoretycznie jest mozliwe, ze mielibySmy po prostu dwa niezalezne
poddowody; ten, ktory zaczeliSmy wezesniej (wiersz 1.1) zamknalby sie weze-
$niej a ponizej znalaztby sie niezalezny poddowéd prowadzacy do dedukceji
implikacji z wiersza n — 1. Jednak wydaje sie to ztym tropem biorac pod
uwage, ze w nastepniku tej implikacji znajduje sie formula Az a te mozna
pozyskaé z zalozZenia egzystencjalnego Aa (zamiana a na x dokona sie przez
zastosowanie (3D)). Zatem oba poddowody nie beda niezalezne lecz jeden
bedzie zawarty w drugim. Rzut oka na implikacje z wiersza n — 1 pokazuje,
ze stala nazwowa a w nim nie wystepuje, zatem mozna te formule prze-
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niesé¢ z poddowodu poprzez zastosowanie (3E). Prowadzi to do nastepujacej
modyfikacji naszego szkicu dowodu:

1.1
1.2
1.3

1.k1

1.k.j
1.k+1.

Jz(Az A Vy(By — Rzy)
Aa ANVy(By — Ray)

Aa

Vy(By — Ray)

By

Jz(Az A Rzy)

By — Jz(Ax A Rxy)

By — Jz(Ax A Rzy)
Vy(By — Jx(Az A Rxy))

p.

Ze.
1.1,AE
1.1,AE

zd.

1.k4,3D
1.k1—1.ki,— D
1,11 —1.k+1,3E
2,¥D

Przy okazji widzimy, ze jedyne sensowne zastosowanie (VE) do formuly
z wiersza 1.3. to takie, ktére pozostawi zmienng y, gdyz taka wystepuje
w zalozeniu z wiersza 1.k.1. Zatem otrzymujemy:

1.1
1.2
1.3
14
1.4.1

1.4.j
1.5.

Jz(Azx A Vy(By — Rzy)
Aa ANVy(By — Ray)

Aa

Vy(By — Ray)

By — Ray

By

Jz(Ax A Rxy)

By — Jz(Ax A Rzy)

By — Jz(Ax A Rxy)
Vy(By — 3z(Ax A Rzxy))

.
ze.
1.1, ANE
1.1,AE
1.3,VE
zd.

1.4.4,3D
1.k1-1ki,— D
1,11 —1.k+1,3E
2,¥D

Pozostaje wypehié¢ konkretnymi inferencjami ostatni wykropkowany od-
cinek co jest zadaniem tatwym i daje w rezultacie nastepujacy dowodd:
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1 Jz(Ax AVy(By — Rxy) p.

1.1 Aa AVy(By — Ray) ze.

12 Aa 1L1,AE

1.3 Yy(By — Ray) 1.1,AE

14 By — Ray 1.3,VE

1.4.1 By zd.

142 Ray 1.4,1.4.1, = E
1.4.3 Aa N Ray 1.2,1.4.2,AD
1.44 3x(Ax A Rxy) 1.4.3,3D

1.5 By — Jz(Ax A Rxy) 1.41-144,— D
2 By — Jz(Ax A Rxy) 1,1.1 - 1.5,3F

3 Vy(By — Jx(Az A Rxy)) 2,VD

1.7.2 Dowody nieformalne

Dowody formalne majg te zalete, ze mozna sprawdzi¢ ich poprawnosé
w sposéb prawie mechaniczny. Ich wada jest nadmierna dlugosé. Wpraw-
dzie uzycie rozmaitych §rodkéw w postaci regul wtérnych pozwala skracaé
nieraz w znaczacy sposob dtugosé dowodow ale wraz ze wzrostem bieglosci
w dowodzeniu twierdzen pojawia sie potrzeba szukania oszczednosci w inny
sposéb, poprzez pomijanie oczywistych krokow dowodowych. Zwiazane jest
z tym pewne ryzyko, gdyz okreslenie pewnych krokéw w dowodzie jako oczy-
wistych ma charakter subiektywny. W podrecznikowych ujeciach rozmaitych
dzialéw matematyki przedstawia sie zazwyczaj nieformalne i skrétowe szkice
dowodow zawierajace tylko kluczowe i najtrudniejsze fragmenty wnioskowan.
Przyktadowo, dowody tez bedacych ogélnymi kwantyfikacjami formul impli-
kacyjnych zazwyczaj sa prezentowane jako dowody odpowiednich implikacji.
I tak podany w poprzednim paragrafie dowdd przechodniosci identycznosci
podawaé¢ mozna w takim skrécie:

1.1 z=y z.

12 y==2 z.

1.3 z==2 1.1,1.2, RL

2 r=yANy=z—x=2 1.1—-14,— D
3 Vayz(2) 2,vD

gdzie dodatkowo rozpisaliSmy od razu koniunkcje jako dwa zatozenia i skro-
ciliémy zapis trzykrotnego zastosowania (VD). Biorac pod uwage schema-
tycznosé zastosowan tej ostatniej reguty czesto po prostu pomija sie jej za-
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stosowania traktujac je jako domyslne. Wtedy nie ma potrzeby stosowaé tez
dodatkowej numeracji dla poddowodu; stosujemy po prostu schemat implika-
cji wstepujacej do formuty, ktora jest (domyslnie) ogolnie skwantyfikowana.
W tym konkretnym przypadku dowodzimy © = y Ay = z — x = 2z, np.
w taki sposo6b:

1 z=y z.
2 y==z z.
3 ==z 1.1,1.2, RL
4 r=yNy=z—x=2 1-3,—-D

lub nawet tak:
DowoOD: Zalozmy, ze © =y iy = z. Przez (RL) mamy x = z. O

Ostatni symbol oznacza koniec dowodu. Inne popularne skréty i symbole
czesto uzywane przy nieformalnym zapisie dla zaznaczenia kotica dowodu to
= lub skrot ,Q.E.D” (,quod erat demonstrandum” co oznacza ,co byto do
udowodnienia”) lub po polsku ,c.b.d.u”.

W skréconym lub nieformalnym zapisie dowodu czesto nie zaznacza sie
tez explicite, ze odlaczenie 3 generuje poddowdd a przeksztatcenia identycz-
nosci przedstawia jako jeden ciag, w ktérym ostateczny wynik to identycz-
nos¢ taczaca skrajne termy. Np. podany wyzej dowdéd w teorii grup mozna
zapisa¢ nastepujaco:

DowOb: Zalézmy, ze x oy = 1. Poniewaz z aksjomatu 3 mamy yob =1
dla pewnego b, wiec, korzystajac z aksjomatu 2 i 1 mamy:

yor=(yox)ol=(yox)o(yod)=((yox)joy)ob=(yo(roy))ob=
(yol)ob=yob=1

Zatem x oy = 1 implikuje y o x = 1 dla dowolnego z,y. L.

Powyzsze przyktady ilustruja jedynie niektore sposoby stosowane w celu
efektywnego skracania zapisu dowodéw. Warto jednak pamietaé, ze niefor-
malne szkice niestety czesto pomagaja ukry¢ bledy. Totez zanim dokona-
my nieformalnego zapisu warto rozpisa¢ — przynajmniej dla siebie — dowdd
w spos6b formalny i w miare pelny aby mieé¢ pewnosé, ze nie popelniliSmy
zadnego btedu.

W nastepnym rozdziale zaprezentujemy dwie wazne teorie: arytmetyke
liczb naturalnych w ujeciu Giuseppe Peano i obszerny fragment teorii mno-
gosci w ujeciu Zermelo i Fraenkela. Dowody twierdzen obu teorii beda zapre-
zentowane w sposéb nieformalny ze wzgledow, ktore wyzej podalismy. Oczy-
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wiscie zapis kazdego dowodu w czysto formalnej postaci jest mozliwy; takie
dowody moze czytelnik znalezé np. w podrecznikach Borkowskiego [4, 5],
a w wersji dostosowanej do komputerowego srodowiska MIZAR w podrecz-
niku Nowaka [19]. Zachecamy do ,przepisania” kilku wybranych dowodow
podanych dalej jako pelnych formalnych dowodéw w systemie dedukceji na-
turalnej.



Rozdzial 2

Dowodzenie w arytmetyce liczb
naturalnych 1 teorii zbioréw

2.1 Arytmetyka elementarna

Arytmetyka elementarna jest najprostsza z teorii liczb naturalnych. Ujmuje
ona liczby naturalne bez uwzglednienia dziatan dodawania i mnozenia.

Arytmetyka elementarna jest teorig pierwszego rzedu zdefiniowana aksjo-
matycznie w jezyku z jedna pierwotng stala indywidualng 0 reprezentujaca
liczbe zero oraz jednym pierwotnym l-argumentowym symbolem funkcyj-
nym s, reprezentujacym tzw. operacje nastepnika (ktorej wartoscia na danej
liczbie naturalnej jest liczba nastepna po niej tzn. o jeden wieksza, zwana
wlagnie nastepnikiem danej liczby).

2.1.1 Aksjomaty

(ANL) Var(s(x) # 0),
Liczba zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej.

(AN2) Vavy(s(z) = s(y) = = =y),
Dowolne dwie liczby naturalne sa identyczne, jesli ich nastepniki sa iden-
tyczne.

(Aksjomat indukeji) [¢(0) AVa(¢(x) — ¥(s(x)))] — Va((x)),

gdzie (x) jest formula jezyka, w ktorej x jest przynajmniej jedna

75
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zmienng wolna, za$ ¥(0) oraz v (s(z))! sa formutami uzyskanymi z v (z)
przez zastapienie kazdego wolnego wystepowania zmiennej  w ¥ (x) odpo-
wiednio termami: 0 oraz s(z).

Kazda liczba naturalna x spelnia formutle ¢ (x), o ile liczba 0 ja spelnia
oraz jest tak, ze nastepnik dowolnej liczby spelnia ¢ (z) ilekro¢ ta liczba ja
spehia.

Aksjomat indukcji, podobnie jak niektore aksjomaty teorii ZF czy tez
pewnik Cantora, jest schematem dla aksjomatéw, z ktorego uzyskujemy wta-
sciwy aksjomat (formule jezyka) wstawiajac w miejsce 1(x) konkretng for-
mute jezyka teorii.

Praktycznie wyprowadzamy przy uzyciu aksjomatu indukcji wszystkie
twierdzenia arytmetyki elementarnej o postaci: Va (¢ (z)), a wiec stwierdza-
jace przystugiwanie pewnych wtasnosci wszystkim liczbom naturalnym. Mo-
wimy wowczas, ze dowody takich twierdzeri sa indukcyjne.

2.1.2 Dowody indukcyjne

Aby dowies¢ indukeyjnie twierdzenia postaci Vz(i(z)), wykazujemy praw-
dziwos¢ poprzednika w aksjomacie indukcji dla tej konkretnej postaci for-
muty ¢ (x). Twierdzenie Vx(¢(x)) otrzymujemy jako nastepnik w tym ak-
sjomacie. Poniewaz 6w poprzednik jest koniunkcja, wykazujemy wiec kazdy
z jej cztonow:

(1) ¥(0) (tzw. zerowy krok indukcyjny),

(2) Va((z) = p(s(x))).

Aby dowiesé (2) wybieramy dowolne x oraz zakladamy, ze ¥ (x) (tzw.
zalozenie indukcyjne). Nastepnie dazymy do wykazania: 1(s(x)) (tzw. teza
indukcyjna).

Wyprowadzimy, przy uzyciu aksjomatu indukcji, dwa twierdzenia. Pierw-
sze méwi, ze nastepnik dowolnej liczby naturalnej jest od niej rézny. Drugie,
ze jakakolwiek liczba naturalna rézna od zera jest nastepnikiem jakiej$ licz-
by.

TWIERDZENIE 1. Vz(s(z) # z).

"W notacji z 1.5.3 zapis bylby mniej skrotowy: [z /0], ¥[z/s(x)].
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DowoOD: Jako 9(z) kladziemy w aksjomacie indukcji formule: s(z) # x.
Zastosowanie tego aksjomatu w tym dowodzie bedzie mozliwe po wykazaniu
prawdziwosci dwoéch wyrazen, ktérych koniunkcja jest poprzednikiem ak-
sjomatu indukcji zapisanego dla owej konkretnej formuty ¢ (x). Dowodzimy
zatem:

(1) s(0) # 0 (zerowy krok indukcyjny) oraz

(2) Va(s(z) # x — s(s(x)) # s(x)).

Naturalnie (1) jest bezposrednim wnioskiem z (AN1). Aby wykazaé (2),
zatozmy, ze s(z) # x (zalozenie indukcyjne) dla dowolnie wybranego x. Mu-
simy wykazaé¢ teze indukcyjna postaci s(s(x)) # s(x). Zalozmy nie wprost,
ze s(s(z)) = s(x). Wowczas na mocy (AN2), s(x) = z. Sprzecznos¢ z zalo-
zeniem indukcyjnym. [

TWIERDZENIE 2. Vz(z =0V Jy(z = s(y))).

Dowob: Krok zerowy: 0 =0V 3y(0 = s(y)), jest oczywiscie spetniony.

Zaltozenie indukcyjne: z = 0V Jy(x = s(y)), dla dowolnie wybranego,
ustalonego z. Dowodzimy tezy indukcyjnej postaci: s(z) = 0V Jy(s(z) =
s(y))-

Niech zalozenie indukcyjne bedzie prawdziwe w ten sposédb, ze x = 0.
Wowczas s(x) = s(0), wiec Jy(s(x) = s(y)). Zatem s(z) = 0V Jy(s(x) =
s(y)). Niech zalozenie indukcyjne bedzie prawdziwe w ten sposob, ze Jy(x =
s(y)). Wowcezas dla pewnego a, = = s(a) i konsekwentnie s(z) = s(s(a)),
stad Jy(s(z) = s(y)), a wiec s(x) =0V Jy(s(x) = s(y)). O

2.2 Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem

Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem jest teoria pierwszego rzedu
okreslong aksjomatycznie na jezyku arytmetyki elementarnej rozszerzonym
0 2-argumentowy symbol funkcyjny -+, interpretowany w modelu standar-
dowym arytmetyki elementarnej jako operacja ,zwyklego” dodawania.

2.2.1 Aksjomaty i podstawowe wlasnosci dodawania

Oprocz aksjomatow arytmetyki elementarnej (AN1), (AN2), (Aksjomat in-
dukcji) wystepuja tu dwa aksjomaty, nadajace znaczenie symbolowi + :
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(AN3) Vy(0+y =y),
(AN4) VaVy(s(z) +y = s(z+y)).

Aksjomaty te okreslaja warto$é¢ operacji dodawania na dowolnych licz-
bach naturalnych (1 =97/ 5(0), 2 =%/ s5(s(0)),..., n =% 57(0),...)
w sposob nastepujacy: w mysl twierdzenia 2, kazda liczba naturalna jest badz
liczba 0, badz nastepnikiem jakiej$ liczby naturalnej; (AN3) ustala wartosé
operacji dodawania dla ciagu (0,y), gdzie y jest dowolna liczba naturalna,
za$ (AN4) okresla wartos¢ tej operacji w pozostaltych przypadkach, a wiec
wowcezas, gdy pierwszym argumentem operacji dodawania jest jakakolwiek
liczna naturalna rézna od 0 (liczba s(x)), a drugim dowolna liczba naturalna
y. Aby w mysl (AN4) obliczy¢ wartosé¢ operacji dodawania na ciagu (s(z),y),
trzeba wczesniej zna¢ wartos¢ tej operacji na ciagu (z,y). Aby ja z kolei ob-
liczy¢, bierzemy pod uwage (AN3), gdy « = 0, co zakoriczy obliczenie, albo
znowu (AN4), gdy = # 0, a wiec z = s(z) dla pewnej liczby naturalnej z.
Wowczas jednak nalezy znaé¢ wartosé operacji dodawania na ciagu (z,y),
a wiec znowu korzystamy z (AN3), gdy z = 0 (obliczenie skonczone), badz
z (AN4), gdy z # 0 itd. az do chwili, gdy pierwszy argument operacji bedzie
liczba 0, zatem do obliczen zastosujemy (AN3). Przykladowo:

243 =ug ey 5(5(0)) +5(s(s(0))) = 1) 5(5(0) +5(5(5(0)))) =wg (ana)
5(s(0 + 5(s(5(0))))) =wg (ans) s(s(s (S( ( ))))) =uwg def O

Naturalnie wszystkie twierdzenia arytmetyki elementarnej sa twierdze-
niami arytmetyki z dodawaniem, choé¢ nie na odwrét. Arytmetyka z dodawa-
niem jest bogatsza teoria, zas dowodzenie jej twierdzen opisujacych operacje
dodawania jest trudniejsze niz dowodzenie twierdzeri w arytmetyce elemen-
tarnej. Przyktadowo wykazemy, ze dodawanie jest operacja przemienna.

TWIERDZENIE 3. VaVy(z +y =y + z).

DowoOD: Polézmy ¢(z) := Vy(x +y = y + x). Wowezas dowodzone twier-
dzenie jest nastepnikiem aksjomatu indukcji, ktérego poprzednik ma postac:
(1) Vy(0+y=y+0)AVz[Vy(z +y =y +2) = Vy(s(z) +y =y + s(z))].
Aby wykazaé¢ (1) najpierw indukcyjnie dowodzimy
(2) Yy(0+y=y+0), tzn. ¢(0).
Polézmy wiec ¢(y) :== 0+ y = y + 0. Wowczas (2) jest nastepnikiem
aksjomatu indukcji, ktérego poprzednikiem jest
3) 0+0=0+0AVYy(0+y=y+0—0+s(y) =s(y) +0).



2.2. ARYTMETYKA LICZB NATURALNYCH Z DODAWANIEM 79

Naturalnie pierwszy czlon koniunkcji (3) (formuta (0)) jest spelnio-
ny. Aby wykaza¢ prawdziwos¢ drugiego cztonu, tzn. formuty: Vy(v(y) —
¥(s(y))), wezmy dowolna liczbe y i zatozmy, ze 0 + y = y + 0. Na mocy
(AN3) mamy wowczas: y = y + 0, zatem s(y) = s(y + 0). Stad na mo-
cy (AN4), s(y) = s(y) + 0. Lecz z drugiej strony, na podstawie (AN3),
0+ s(y) = s(y), zatem 0+ s(y) = s(y) + 0. W ten sposob wykazalismy (3),
a wiec w konsekwencji réwniez (2), czyli wykonalismy zerowy krok induk-
cyjny w dowodzie twierdzenia.

Aby dowiesé drugiego czlonu koniunkcji (1), tzn. formuly: Va(p(z) —
¢(s(x))), rozwazmy dowolna ustalong liczbe x oraz zaloézmy
(4) Vy(z+y=y+ux).

Aby wykazaé
(5) Vy(s(z) +y =y +s(x)),
polozmy x(y) := s(z) +y = y + s(x). Dowod (5) bedzie wiec indukeyjny.
Musimy wykazaé
(6) s(z)4+0=0+4 s(x) (tzn. x(0)) oraz
(7) Vy(s(z) +y =y +s(x) = s(x) + s(y) = s(y) + s(z)) (tzn. Vy(x(y) —
X (50)).

Formuta (6) jest oczywistym wnioskiem z (2). Dowodzimy wiec formuty
(7). Wezmy dowolna liczbe y i zalézmy, ze
(8) s(x) +y=y+5(2)

Wéwezas s(z) + $(Y) =na mocy (AN4) S(T + 8(Y)) =na mocy (4) S(s(y) +
T) =pq mocy (AN4) s(s(y+r)) =na mocy (4) s(s(z+y)) =na mocy (AN4) s(s(x)
+Y) =na mocy (8) s(y +s(z)) =na mocy (AN4) s(y) + s(x).

W ten sposob wykazano prawdziwo$¢ formuty (5), wobec czego row-
niez formuty (1), zatem na mocy aksjomatu indukcji dowod twierdzenia jest
zakonczony. [

Wykazujemy, nie stosujac jednak wielokrotnie aksjomatu indukcji, lecz
standardowy sposéb dowodzenia zdania ogélnego, ze dziatanie dodawania
jest taczne.

TWIERDZENIE 4. VzVyVe (x + (y+2) = (z +y) + 2).

DowoOD: Wezmy pod uwage dowolne dwie liczby naturalne y, z. Wykazujemy
indukcyjnie:

Ve (x+ (y+2)=(x+y)+2).
Stosujac dwukrotnie aksjomat (AN3) czynimy krok zerowy indukcji: 0 +
(y+2)=y+ 2= (0+y)+ 2. Przyjmujemy zalozenie indukcyjne:
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r+y+z2)=(@+y) +2
i wykazujemy teze indukcyjna;:

s(@) + (y+2) = (s(x) +y) + 2,
stosujac parokrotnie aksjomat (AN4): s(z) 4+ (y 4+ 2) = s(x + (y + 2)) =
s((@ +y) +2) = s(x+y)+2=(s(x) +y) +2 0

Nie w kazdym dowodzie wykorzystujemy aksjomat indukcji. Czesto wy-
starcza wykorzysta¢ inne twierdzenia (ktorych dowody sa indukcyjne).
W sformutowaniu kolejnego twierdzenia, zgodnie z popularna konwencja,
pomijamy duze kwantyfikatory (szczegblnie w twierdzeniach nie dowodzo-
nych bezposrednio indukcyjnie).

TWIERDZENIE 5. 2 +y =0+ (x=0Ay=0).

DowoOD: (—): Niech x 4+ y = 0 oraz nie wprost, y # 0. Wowczas na mocy
twierdzenia 2, y = s(z), dla pewnego z. Zatem wedlug twierdzenia 3 oraz
(AN3), z+y = z+s(z) = s(z)+x = s(z+x), a wiec z zalozenia, s(z+x) = 0,
co jest sprzeczne z (AN1). Analogicznie, gdy = # 0.

(«<-): Na podstawie (AN3). O

Obecnie poswiecimy uwage twierdzeniom majacym zastosowanie w roz-
wigzywaniu réwnan.

TWIERDZENIE 6. VyVz (r+y=2 — y=0).

DowOD: Rozwazmy dowolng liczbe naturalna y. Wykazujemy indukcyjnie,
ze
Ve(z+y=2 — y=0).

Warunek 0 +y = 0 — y = 0, zachodzi na mocy (AN3). Zalozmy, ze
dla jakiej$ liczby naturalnej z, * +y = ¢ — y = 0. Aby wykaza¢, ze
s(x) +y = s(x) — y = 0, przypusémy, ze s(z) + y = s(x). Wtedy
wedtug (AN4): s(xz 4+ y) = sz, zatem z (AN2): x + y = x. Wobec zalozenia
indukcyjnego, y = 0.

TWIERDZENIE 7. VaVyVz (z+z=2+y — x=1y).

DowOD: Wezmy dowolne liczby naturalne x,y. Wykazujemy indukcyjnie, ze
Vz(z+x=2+y — z=y). Warunek O+ =0+y — z =y, zachodzi na
mocy (AN3). Zalozmy, ze dla jakiej$ liczby naturalnej z zachodzi: z + z =
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z+y — x =y. Aby wykazac, ze s(z)+x = s(z)+y — x =y, przypusémy,
ze s(z) +x = s(z) +y. Wowczas wedtug (AN4), (AN2) mamy z+z = 2+,
co na mocy zalozenia indukcyjnego implikuje: x = y. O

2.2.2 Relacja porzadku

Wzbogacamy jezyk arytmetyki o dwuargumentowy predykat <.
DEFINICIA. VaVy (x <y «+ Jz (z+ 2z =1y)).

Najpierw dowodzimy, ze relacja < jest cze$ciowym porzadkiem, tzn.
jest zwrotna (twierdzenie 8), antysymetryczna (twierdzenie 9) i przechodnia
(twierdzenie 10).

TWIERDZENIE 8. Vz (z < x).

DowoOD: Oczywisty na mocy (AN3). O

TWIERDZENIE 9. VaVy (x <yAy <z — z=y).

DowoOD: Zalézmy, ze ¢ < y oraz y < z. Zatem z definicji relacji <, dla
pewnych liczb naturalnych a,b mamy a + z = y oraz b +y = x. Wobec
tego b + (a + ) = x, co na mocy twierdzenia 4 oraz twierdzenia 3 daje:
x+ (b4 a) = x 1 w konsekwencji b + a = 0, zgodnie z twierdzeniem 6.
Dlatego, na mocy twierdzenia 5, b = 0 oraz a = 0. Ostatecznie wedtug
(AN3), z =y. O

TWIERDZENIE 10. VaVyVz (z <yAy <z — z<2).

DowoOD: Zatézmy, ze x < y oraz y < z. Wtedy dla pewnych liczb natural-
nych a,b mamy a + x = y oraz b+ y = z. Stad b+ (a + x) = z. Stosujac
twierdzenie 4 i definicje relacji < otrzymujemy z < z. O

Liczba 0 jest najmniejsza liczba naturalna:

TWIERDZENIE 11. Vz(0 < x).

DowoOD: Oczywisty na mocy (AN3) i twierdzenia 3. O

TWIERDZENIE 12. Vz(z < s(x)).
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DowoOD: Poniewaz na mocy (AN4), (AN3): s(0)+z = s(0+x) = s(x), wiec
x < s(z). O

TWIERDZENIE 13. Vz(-s(z) < x).

DowoOD: Zalézmy nie wprost, ze s(a) < a dla pewnej liczby naturalnej
a. Wowczas na mocy twierdzenia 12 oraz twierdzenia 9, s(a) = a, co jest
sprzeczne z twierdzeniem 1. [

Twierdzenia 1, 12 oraz 14 lacznie stwierdzaja, ze nastepnik danej liczby
naturalnej jest najmniejsza ze wszystkich liczb wickszych od tej danej liczby.

TWIERDZENIE 14. z <yAzx#y — s(z)<y.

DowoOD: Zatézmy, ze x < y oraz x # y. Wowcezas dla pewnej liczby z, 24z =
y oraz, dzieki (AN3), z # 0. Stad, na mocy twierdzenia 2, z = s(a) dla
pewnej liczby a. Zatem s(a) +z = y, a wiec z (AN4), s(a+x) = y. Stosujac
twierdzenie 3 oraz aksjomat (AN4) otrzymujemy: a + s(x) = y, co daje
s(x) <y. O

Czesciowy porzadek < jest liniowy, tzn. relacja < jest spdjna.

TWIERDZENIE 15. VaVy (z <y Vy < x).

DowoOD: (indukeyjny) Krok zerowy: Vy (0 < y Vy < 0), jest spelniony na
mocy twierdzenia 11. Przyjmujemy zalozenie indukcyjne Vy (x < yVy <
x) 1 dowodzimy tezy indukcyjnej: Yy (s(z) < y Vy < s(x)). Rozwazmy
zatem dowolna liczbe naturalng y i na podstawie zalozenia indukcyjnego
przypusémy, ze pierwszy z dysjunktow: x < y zachodzi. Mamy oczywiscie
alternatywe: x = y lub x # y. Gdy « = y to s(z) = s(y), dlatego, y < s(x)
na mocy twierdzenia 12. Gdy zas$ © # y, to wedtug twierdzenia 14, s(z) < y.
Przypusémy teraz, ze drugi z dysjunktéow z zalozenia indukcyjnego: y < x,
zachodzi. Wéwezas, na podstawie twierdzenia 12 otrzymujemy y < s(x). O

TWIERDZENIE 16. z <y <« s(z) < s(y).

DowOD: (—): Zalézmy, ze © < y. Zachodzi x = y lub z # y. Gdy =y, to
s(z) = s(y), zatem s(x) < s(y), na mocy twierdzenia 8. Gdy zas x # y, to
s(z) <y, namocy twierdzenia 14, zatem s(z) < s(y) na podstawie twierdzen
12, 10.
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(+): Zalozmy, ze s(z) < s(y). Gdyby zachodzilo y < z Ay # =z, to
wowczas wedtug twierdzenia 14 byloby s(y) < z, zatem wobec zalozenia
i twierdzenia 10, s(x) < z, co jest niemozliwe na mocy twierdzenia 13.
Whioskujemy wiec, iz ~y < x Vy = z, co wedlug twierdzen 15, 8 implikuje
z<y. O

Nie istnieje najwieksza liczba naturalna:

TWIERDZENIE 17. —JzVy(y < x).

DowOD: Zalézmy nie wprost, ze dla pewnej liczby naturalnej a, Vy(y < a).
Wowcezas s(a) < a, co jest niemozliwe wobec twierdzenia 13. O

Aksjomat indukcji zazwyczaj wykorzystywany jest dla dowodoéw induk-
cyjnych w bardziej popularnej postaci, mozliwej do napisania dopiero w
jezyku arytmetyki z dodawaniem:

(©(0) AV (Pp(z) = ¢z +1))) = Va(P(z)).

Traktujemy powyzsze wyrazenie jako twierdzenie, bedace oczywistym
wnioskiem z formuty (Aksjomat indukeji) oraz twierdzenia:

TWIERDZENIE 18. Vz(s(x) =z + s(0)).

DowoOD: Rozwazmy dowolng liczbe x. Wéwcezas na mocy twierdzenia 3 oraz
(AN4), (AN3) mamy: = + s(0) = s(0) +z =s(0+ z) = s(z). O

Rozwazmy uogoélnienie aksjomatu indukcji w nastepujacej postaci.

TWIERDZENIE 19. Dla kazdej liczby naturalnej y oraz dowolnej formuty
o(x) jezyka arytmetyki, z co najmniej jedng zmienng wolng x,

[py) AVe (y <z — (p(x) = oz +1))] = Vo (y<z = ¢(x)).
DowoOD: Zaltézmy

(1) é(y) oraz

2) Ve (y<z — (¢(z) = o(z+1))).
Aby wykazaé¢ nastepnik dowodzonej implikacji korzystamy z aksjomatu in-
dukcji dla formuly ¢ (x) postaciy <z — ¢(z). Zatem najpierw dowodzimy:

y<0 — ¢(0).
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Przypu$émy wiec, ze y < 0. Wtedy y = 0, na mocy twierdzen 11 i 9. Stad
iz (1), #(0). Teraz wykazujemy:

Volly <o - 6(x) = (y<z+1 = ga+1))
Wezmy pod uwage dowolng liczbe naturalna x i zalézmy, ze

(3) y<z — ¢(x) oraz

(4) y<z+1.
Oczywiscie zachodzi y =z + 1 luby #x+ 1. Gdy y = z + 1, to ¢(z + 1),
na mocy (1). Jesli zas y # = + 1, to wedlug (4) oraz twierdzen 14, 18 mamy
s(y) < s(x), co implikuje y < x, na mocy twierdzenia 16. Stad i z (3)
otrzymujemy ¢(z) i ostatecznie z (2), ¢p(z +1). O

2.3 Arytmetyka z dodawaniem i mnozeniem

Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem i mnozeniem jest teorig pierw-
szego rzedu okreslong aksjomatycznie na jezyku arytmetyki z dodawaniem
rozszerzonym o 2-argumentowy symbol funkcyjny -, interpretowany jako ope-
racja mnozenia.

2.3.1 Aksjomaty i podstawowe wlasno$ci mnozenia

Aksjomatyka tej teorii ztozona jest z aksjomatow arytmetyki z dodawaniem
oraz dwoch kolejnych aksjomatéw opisujacych operacje mnozenia, analogicz-
nie jak aksjomaty (AN3), (AN4) opisuja dodawanie:

(AN5) vy (0-y =0),
(ANG) VaVy (s(z) -y = (z-y) +y).
Wykazujemy, ze dzialanie mnozenia jest przemienne.

TWIERDZENIE 20. VaVy (z -y =y - x).

DowOD: Indukceyjny. Aby wykonaé krok zerowy wykazemy najpierw induk-
cyjnie, ze

(1) Yy (y-0=0).
Oczywiscie 0 - 0 = 0 na mocy (AN5). Przyjmujemy zalozenie indukecyjne:
y-0 =01 dowodzimy tezy: s(y)-0 = 0. Mamy wiec dzieki (ANG6), zalozeniu
indukcyjnemu i (AN3): s(y)-0=(y-0)+0=0+0=0.
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Teraz zaczynamy dowdd indukeyjny twierdzenia 20. WezZmy dowolna licz-
be y. Wowczas z (AN5) i (1) otrzymujemy: 0-y =0 =y - 0. W ten sposob
dowiedlismy, iz Vy (0-y =y - 0).

Pozostaje wykazaé dla wybranej dowolnie liczby naturalnej x teze induk-
cyjna

Vy (s(z) -y =y - s(z)),
przy zalozeniu indukcyjnym

(2) Vy (z-y=y- =)

W tym celu wykazemy indukcyjnie najpierw, dla owej ustalonej liczby x, ze

3) Yy ((y-z) +y=y-s(x)).

Krok zerowy: (0-2) +0 =040 =0 = 0- s(x), zachodzi na mocy (AN5)
i (AN3). Zalozmy, ze

(y-z)+y=y-s(x)iwykazmy, ze

(s(y) - ) + s(y) = s(y) - s(x).

Mamy zatem, najpierw z (ANG6), nastepnie z zalozenia indukcyjnego, twier-
dzen 3, 4, (AN4) i w konicu (ANG6): s(y) - s(z) = (y - s(x)) + s(z) = (y - =) +
y+s@) =@ -z)+s@)+y=w 2)+s@+y) = z)+sy+2) =
(W-z)+sy)+o=(y-z)+)+s(y) = (s(y) - 2) +5(y).

Zakladamy (2) i bierzemy pod uwage dowolna liczbe y. Wowcezas dzigki
(ANG), (2) (3) mamy s(z)-y = (z-y)+y=(y-2)+y=y-s(zx). O

Lacznosci mnozenia bedziemy dowodzié¢ tak jak w Grzegorczyk|10|, za-
tem positkujac sie rozdzielnoscig mnozenia wzgledem dodawania.

TWIERDZENIE 21. VaVyVz (z-(y+ 2) = (z-y) + (z - 2)).

DowoD: Indukeyjny. Formuta VyVz (0- (y + 2) = (0-y) + (0 - 2)) jest
dowodliwa dzigki (AN5) i (AN3). Wykazujemy, iz YyVz (s(z) - (y + 2) =
(s(x)-y)+(s(x)-2)) przy zatozeniu: VyVz (z-(y+2) = (z-y)+(x-2)). Wezmy
wiec pod uwage dowolne y, z. Wowcezas s(z) - (y+z2) =z-(y+2)+ (y+2) =
(@-y)+(z-2)+(y+2) = ((z-y) +y)+ ((x-2) +2) = (s(z) - y) + (s(z) - 2),
dzieki (ANG6), zalozeniu indukcyjnemu, twierdzeniom 3 i 4 oraz ponownemu
zastosowaniu (ANG). O

TWIERDZENIE 22. YaVyVz (y+2) -z = (y-z) + (2 - z)).

DowoDp: Wezmy dowolne z,vy, z. Z twierdzen 20, 21 mamy (y + z) - & =
v (y+2) = (w9 + (@ 2)=(y-a)+(z-2). O
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TWIERDZENIE 23. VaVyVz (z - (y-2) = (z - y) - 2).

DowoOD: Indukeyjny. Krok zerowy: VyVz(0-(y-z) = (0-y)-z) jest spetniony na
mocy (AN5). Wykazujemy teze indukeyjna VyVz(s(z) - (y-2) = (s(z)-y) - 2)
przy zalozeniu VyVz(z - (y - 2) = (v - y) - 2). Zatem, s(z) - (y - 2) = (x -
(y-2)+ 2=z -y)-2)+y-2)=(z-y) +y - 2= (s(z) y)-
z, dzigki (ANG), zalozeniu indukcyjnemu, twierdzeniu 22 oraz ponownemu
zastosowaniu aksjomatu (AN6). O

2.4 Teoria mnogosci

Kolejnym naszym celem jest prezentacja najbardziej popularnej teorii mno-
gosci, tzw. teorii ZF', czyli teorii Zermelo-Fraenkla. Jej jezyk wyposazony
jest w jedyny pierwotny predykat 2-argumentowy € (poza naturalnie pre-
dykatem identycznodci: =, traktowanym jako stala logiczna) i nie zawiera
zadnych pierwotnych statych indywidualnych ani pierwotnych symboli funk-
cyjnych. Predykat ,,€” czytamy: ,nalezy do” lub , jest elementem” (uzywamy
zapisu: x € y jako rownoznacznego z negacja formuty atomowej: = € y).

2.4.1 Naiwna teoria zbioréow

Teoria Z F moze by¢ wiec traktowana jako jedna z teorii ustalajacych i precy-
zujacych znaczenie terminu: ,,jest elementem mnogosci (zbioru)” czy tez ,,jest
czescia mnogosci”. Historycznie pierwsza z takich teorii formalnych jest tzw.
naiwna teoria mnogosci, sformutowana nieaksjomatycznie w drugiej potowie
XIX stulecia przez Georga Cantora. Miala ona fundamentalny mankament —
byta sprzeczna. Sformutowanie teorii niesprzecznej, lecz zachowujacej pod-
stawowe intuicje znaczeniowe Cantora byto celem badar na poczatku XX w.
Jednym z owocoéw tych badan jest wlasnie teoria ZF. Aby przyblizy¢ owe
intuicje Cantora rozwazmy przez chwile tzw. aksjomatyczng teorie naiwna.
Okreslaja ja nastepujace aksjomaty:

(Az =) VaVy(Vz(z €z < z € y) = x = y),
(AzCan) FyVx(x € y + ¢(x)),

gdzie ¢(x) jest dowolna formuta jezyka teorii, w ktorej = jest przynajmniej
jedng zmienna wolng oraz w ktoérej y nie jest zmienng wolng.
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(Ax =) zwany jest aksjomatem identycznosci lub ekstensjonalnosci.
(AzCan) zwany jest aksjomatem lub pewnikiem Cantora. Nie jest to wta-
Sciwie aksjomat (formuta jezyka) lecz schemat aksjomatu: w zaleznosci od
konkretnej postaci formuty ¢(z) uzyskujemy z (AxCan) konkretny aksjomat
teorii.

Oba aksjomaty maja na celu formalnie ujmowaé nastepujaca intuicje:
dla dowolnie pomyslanej wtasnosci istnieje zbior (mnogosé) tych i tylko tych
obiektow, ktorym ta wlasnosé przystuguje. Owa wlasno$é reprezentowana
jest formalnie formula ¢(x) w (AxCan). Wlasnie (AzCan) stwierdza ist-
nienie zbioru y tych i tylko tych obiektow x, ktorym ,wlasnos¢” ¢(z) przy-
shuguje. Jednakze samo wyrazenie (AxCan) nie wystarcza dla oddania owej
intuicji. Bowiem niejawnie jest w niej mowa o dokladnie jednym zbiorze
tych i tylko tych obiektéow, ktérym dana wlasnosé przystuguje. Tymczasem
(AzCan) nie gwarantuje wcale istnienia doktadnie jednego zbioru y ztozo-
nego z obiektow z, dla ktorych prawda jest, ze ¢(z). Przykladowo rozwazmy

¢(z) postaci
Vz(x # 2z = x € 2),

odpowiadajaca wtasnosci: jest czedcia czegokolwiek réznego od siebie.
Wowczas z (AxCan) otrzymujemy zdanie:

yVr(z € y > Vz(z # 2 = x € 2)).

Zinterpretujmy je w strukturze relacyjnej ({a,b,c}, €), gdzie a,b,c sa
roznymi od siebie obiektami oraz relacja € (nie odrézniana tu symbolicznie
od predykatu €) jest taka, ze ¢ € a i ¢ € b. Wowcezas tatwo sprawdzié, ze
prawdziwe sg formuty:

Va(r € a > Vz(x # 2 — o € z)) oraz
Ve(x € b Vz(x # 2 — o € 2))

(nie odrézniamy tu obiektow a,b od stalych indywidualnych bedacych ich
nazwami w tej interpretacji), tzn. istnieja dwa rézne ,zbiory” y dla ktorych
prawda jest

Ve(x ey <> Vz(x # 2 = x € 2)).

Dodanie aksjomatu (Az =) powoduje, ze 6w zbior y, ktorego istnienie
stwierdza (AzCan) jest dokladnie jeden. (Ax =) stwierdza utozsamienie
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zbior6w majacych te same elementy. W podanej tu przyktadowo interpretacji
oczywiscie (Az =) jest falszywy, bowiem obiekty a,b maja jedyny element
¢ (jeden i ten sam), nie sa za$ identyczne.

Bardziej ogolnie, zalozmy, ze w obecnosci (Azx=), dla ustalonej (kon-
kretnej) formuty ¢(z) prawdziwe sa dwie formuly uzyskane z (AzCan):

(1) Vz(zx € a <> ¢(z)) oraz
(2) Vz(x € b ¢(z)).
Wowezas mamy:

(3) Vz(x € a <> x €D).

Wezmy bowiem dowolny x i w celu pokazania rownowaznosci: x € a <>
x € b, zalozmy, ze x € a. Wowczas z (1) mamy: ¢(z), zatem z (2): = € b.
Tym samym mamy implikacje: ¢ € a — x € b. Dowdd implikacji odwrotne;j:
r € b— x € a, jest analogiczny.

(3) w potaczeniu z (Ax =) w postaci: Vz(z € a <> v € b) — a = b,
prowadzi do: a = b. Zatem zbior, ktorego istnienie stwierdza (AxzCan) (dla
ustalonej ¢(z)) jest doktadnie jeden.

2.4.2 Paradoks Russella

Niestety, jak wiadomo, intuicja, ktorej formalnym ujeciem sa aksjomaty
(Az =), (AzCan) jest naiwna, bowiem jest nieuzasadniona by nie rzec fal-
szywa. Teoria oparta na tych aksjomatach jest bowiem sprzeczna (tzn. jest
zbiorem wszystkich zdan swojego jezyka). Rozwazmy mianowicie formute
¢(x) postaci: x € x, uzyskujac z (AzCan) aksjomat:

WVz(r €y <> x & x).

Oznaczmy 6w jedyny zbidr, ktorego istnienie ta formuta stwierdza symbolem
a. Woéwczas

Vr(r € a <>z € x), a stad
a€a+raé¢a,

Zdanie to, bedace przeciez postaci A <+ = A, w zadnej interpretacji nie jest
prawdziwe. Sprzecznos¢ ta nosi nazwe antynomii Russella, przyczynita sie
ona do rozwoju badari teoriomnogosciowych owocujacych innymi niz naiwna
teoriami mnogosci.
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2.5 Teoria zbioréow Zermelo-Fraenkla

Teoria ZF nie posiada przedstawionego mankamentu teorii naiwnej. Oparta
jest ona na innym zestawie aksjomatow (zachowany jest aksjomat identycz-
nosci), jednakze formuty postaci (AzCan) sa w niej obecne, choé¢ nie dla
wszystkich formutl ¢(z). Z powodu obecnosci (Ax =) w ZF, zbior y, ktorego
istnienie stwierdza w teorii ZF formuta JyVz(z € y < ¢(x)), jest jedyny.
W ogolnosci, jest on oznaczany w znany sposob, jako: {z : ¢(z)} (zbior
wszystkich takich z, ze ¢(z)).

Zatem w teorii ZF réwniez stwierdza sie istnienie zbioréw, ktorych ele-
mentami sa te i tylko te zbiory, ktorym przystuguje ,wlasnosé” ¢(x). Jednak-
ze nie dla kazdej ,wtasnosci” taki zbior istnieje. Przyktadowo, mozna wykazaé
w ZF, ze, zgodnie z krytyka Russella teorii naiwnej, nie istnieje zbiér wszyst-
kich zbioréw nie bedacych swoimi elementami (¢(z) postaci : © ¢ x), co
(w obecnosci aksjomatu ufundowania) jest rownowazne nieistnieniu zbioru
wszystkich zbioréw; innym przykladem jest nieistnienie zbioru wszystkich
liczb porzadkowych (¢(z) postaci: x jest liczba porzadkowa).

2.5.1 Aksjomaty teorii mnogosci ZF'~ (bez aksjomatow ufun-
dowania i wyboru)

W literaturze przedmiotu spotyka sie rozne zestawy aksjomatéw teorii ZF~
(por. np. Beth|2], Fraenkel|7], Fraenkel, Bar-Hillel, Levy|8|, Guzicki, Zbier-
ski[11], Jech[15], Kuratowski, Mostowski|16], Morse[18], Schoenfield|21|, Ta-
keuti, Zaring|23|). Wybieramy zestaw szesciu aksjomatow z encyklopedycz-
nej wersji teorii ZF~ Schoenfield|21]. Aksjomaty sa formutami, w ktorych
poza statymi logicznymi, tzn. spdjnikami —, A, V, —, <>, kwantyfikatorami
V,d oraz predykatem identycznosci =, wystepuja zmienne indywidualne x, y,
z,u, v, w oraz jedyny predykat: €.

Adekwatne objasnienie znaczenia niektorych aksjomatow jest mozliwe
dopiero po wprowadzeniu do teorii odpowiednich poje¢. Wowczas bowiem
jest mozliwy inny, réwnowazny zapis owych aksjomatéow, w znacznie krotszej
postaci, w ktorej obok predykatu € pojawiaja sie symbole tych pojec.

Aksjomat identycznosci (lub ekstensjonalnosci):
(Az =) VaVy(Vz(z €x <> z € y) > & =y).

Zbior x jest tozsamy ze zbiorem y, o ile zachodzi Vz(z € x + z € ¥)
czyli gdy x,y maja te same elementy.
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Aksjomat identycznosci umozliwia definiowanie danego zbioru (o ile on
istnieje) przez podanie jakie zbiory sa jego elementami. Wiedzac bowiem ja-
kie zbiory stanowia wszystkie elementy danego zbioru, mamy, dzieki
(Axz =), jednoznacznie ten zbior wyznaczony.

Nie oznacza to, ze dany zbiér mozna utozsamié¢ z ,sekwencja’ czy ,ekspo-
zycja” jego elementéw. Status ontyczny zbioru ,eksponowanych” elementow
jest taki sam jak status kazdego z jego elementow (sa to obiekty ,Swiata”
zbioréow), lecz rézny od statusu ,ekspozycji”.

Aksjomat Zermelo (lub podzbioréw albo selekcji):
(AxZ)y Vx(p(x) = x € 2) = FyVa(z € y & d(x)),

gdzie ¢(z) jest dowolng formula jezyka teorii, w ktorej = jest przynajmniej
jedna zmienng wolng oraz w ktérej y nie jest zmienna wolna.

Podobnie jak rozwazane wczesniej aksjomat indukcji oraz aksjomat Can-
tora, (AzZ) nie jest pojedynczym (konkretnym) aksjomatem teorii, lecz kla-
sg aksjomatow, z ktorej ,wyjmuje” si¢ konkretny aksjomat (AxZ)4, dla kon-
kretnej formuty ¢(x).

Ponadto, jak wida¢, zmienna z jest w (AxZ), zmienng wolna. Jednakze
wszystkie formuly teorii ZF (dotyczy to jakiejkolwiek teorii pierwszego rze-
du), zatem rowniez jej aksjomaty, winny by¢ domkniete, tzn. nie wystepuja
w nich zmienne wolne. Fakt, ze w (AzZ), pojawia si¢ co najmniej jedna
zmienna wolna z — by¢ moze w konkretnie wzietej formule ¢(x) wystepuja
jeszcze inne zmienne wolne niz zmienna x, ktére to zmienne sa wolne w calej
formule (AxZ)4 — jest oparty na powszechnie przyjetej konwencji notacyj-
nej, wedtug ktorej formute ¥ (xq,...x,), w ktorej x1,...x, sa wszystkimi
jej zmiennymi wolnymi postrzega sie jako formule uniwersalnie domknie-
ta: Vo ... Va, (Y(21, . . . x,)), tzn. przed owa formula ze zmiennymi wolnymi
,widzi” sie kwantyfikatory uniwersalne wiazace wszystkie te zmienne wolne.
W przypadku zapisu formuty (Axz2), zastosowanie owej konwencji notacyj-
nej jest bardzo wygodne, bowiem to, jakie zmienne maja by¢ wiazane kwan-
tyfikatorami uniwersalnymi umieszczonymi przed (AxZ)y4 zalezy przeciez od
konkretnej postaci formuty ¢(z).

Jest widoczne, Ze nastepnik implikacji (AxZ)4 jest identyczny z formuta
(AzCan). Funkcja jaka spelnia (AxZ), w teorili ZF jest wiec podobna do
tej jaka aksjomat Cantora peilni w naiwnej teorii mnogosci. Mianowicie, dla
konkretnej formuty ¢(x), z aksjomatu (AzZ), wnioskujemy réowniez istnie-
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nie zbioru y tych i tylko tych zbiorow z, dla ktoérych zachodzi ¢(x). Jednakze
wnioskowanie to jest uprawnione jedynie wowczas, gdy ¢(x) jest taka for-
muly, ze speliony jest poprzednik (AzZ)y : Va(p(x) — x € 2), gdzie z jest
jakims dowolnie wybranym, ustalonym zbiorem.

Stwierdzenie prawdziwosci owego poprzednika zabezpiecza klase aksjo-
matow (AxZ) przed sprzecznoscia. Bowiem to, ze jest on prawdziwy, ozna-
cza, ze elementy zbioru y, ktérego istnienie stwierdza nastepnik w (Az2),
naleza do wezesniej danego zbioru z; innymi stowy, (AzZ)4 umozliwia utwo-
rzenie zbioru y z elementéw danego zbioru z, czyli utworzenie podzbioru zbio-
ru z. Intuicyjnie rzecz ujmujac, nie widaé¢ nic absurdalnego czy prowadzacego
do sprzecznosci w mozliwosci ,taczenia” niektoérych elementéw danego zbioru
(tutaj oznaczonego symbolem ,,z”) w calo$é¢ zwana zbiorem (tutaj oznaczo-
nym symbolem ,,y”).

To zabezpieczenie przed sprzecznodcia powoduje jednakze, ze ,sita de-
dukcyjna” klasy formut (AzZ) jest stabsza niz klasy formul (AzCan). Stad
teoria ZF~ jest wyposazona w inne jeszcze aksjomaty niz teoria naiwna,
tak, aby intuicyjnie pojmowany ,S$wiat” zbioréw, ktéry mial by¢ ujety teorig
naiwna, byt opisany w teorii ZF .

Z punktu widzenia historii rozwoju aksjomatyki teorii ZF nalezy pod-
kresli¢, ze aksjomat podany przez Zermelo oraz wystepujacy w literaturze
pod nazwa aksjomatu Zermelo ma wlasciwie postaé¢ nastepujaca:

(AxZer)y yVa(z € y < (x € 2 A P(x))).

Latwo wykazaé, ze (AxZ)y jest implikowany przez (AxZer)y: zalézmy
bowiem (AzZer), oraz poprzednik

(1) Vz(o(z) — z € 2)

implikacji (AzZ)4. Niech a bedzie zbiorem, ktorego istnienie (AxZer)y4 stwie-
rdza. Wéwczas mamy:

(2) Vz(xz € a <> (x € z A ¢(x))).
Wykazujemy:

(3) Vz(x € a <> ¢(x)).
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(—): Niech z € a. Wowezas z (2): © € z A ¢(x), zatem ¢(z).
(«): Zalozmy, ze zachodzi ¢(x). Wowcezas z (1): z € z. Zatem z €
z A ¢(x). Ostatecznie x € a na mocy (2).

Na podstawie (3) otrzymujemy bezposrednio nastepnik implikacji
(AzZ)y : YV (z € y > ¢(x)).

Rownie tatwo jest wykazaé, ze klasa formul (AzZ) implikuje (AzZer),
dla dowolnej formuly ¢: rozwazmy bowiem dowolna ¢(z) oraz zalézmy
(AxZ)y, gdzie ¥(x) jest postaci: x € z A ¢(x), tzn. zaldozmy, ze spetnio-
na jest formuta:

(4 Ve((x € 2N P(x)) = x € 2) = yVa(z € y > (x € 2 A ¢(2))).

Poniewaz poprzednik implikacji (4) jest prawdziwy, mamy wiec nastep-
nik czyli (AzZer)y.

Aksjomat zbioru potegowego:
(AzP) YudyVz(z € y <> Vz(z € x = z € u)).

Dla dowolnego zbioru wu istnieje zbior potegowy zbioru wu, tzn. zbiér,
ktorego elementami sa wszystkie podzbiory zbioru u i tylko one (formuta
Vz(z € x — z € u) oznacza, ze x jest podzbiorem zbioru ).

Aksjomat sumy:
(Az ) VudyVe(z € y > Fz(z € u AN x € 2)).

Dla dowolnego zbioru w istnieje suma zbioru w, tzn. zbior, ktérego ele-
mentami sg te i tylko te zbiory, ktore sa elementami jakiego$ elementu zbioru
U.

Aksjomat podstawiania (lub zastepowania):
(AzSUB)y Yy3z(Y(y, z) AVu(¥(y,v) = v =2)) =
JuVz(z € u+ Jy(y € x AY(y, 2))),

gdzie ¥(y, z) jest dowolna formula jezyka teorii, w ktorej y, z sa zmienny-
mi wolnymi, za$ ¢ (y,v) jest formula otrzymana z ¢ (y, z) przez zastapienie
kazdego wolnego wystepowania zmiennej z w 9(y, z) zmienna v.

Pod pewnymi wzgledami (AzSUB), zachowuje si¢ analogicznie jak
(AxZ) 4. Jest, jak widaé, klasg roznych aksjomatow w zaleznosci od réznych
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formut ¥ (y, ). Ponadto wnioskujemy z konkretnego aksjomatu (AzSUB),,
istnienie pewnego zbioru u, gdy poprzednik implikacji (AzSUB), jest spel-
niony.

Ow poprzednik jest spetniony wowczas, gdy formuta (y,z) jest taka,
ze dla kazdego zbioru y istnieje doktadnie jeden zbidr z taki, ze zachodzi
Y (y, z). Krotko mowiac, wowcezas, gdy dysponujemy formuta 1 (y, z) ustala-
jaca jakie$ przyporzadkowanie kazdemu zbiorowi y doktadnie jednego zbioru
z, mamy gwarancje istnienia zbioru u, o ktérym mowa w nastepniku implika-
cji (AzSUB),,. Ow zbiér u jest zalezny od jeszcze jednego parametru jakim
jest zbior oznaczony w (AzSUB),, zmienng (wolna) «. Majac wiec dowolnie
wybrany, ustalony zbiér x, na mocy (AzSUB),, stwierdzamy istnienie zbio-
ru u tych i tylko tych zbioréw z, ktore sa jednoznacznie przyporzadkowane
elementom zbioru x wedtug formuty .

Aksjomat nieskoriczonosci:
(Azoo) Jz[Fy(y € x AVz(z € y))A
Vylyexz = 3z(zexAVu(ue z+ (ueyVu=y))))|

Jest to jedyny z aksjomatow teorii ZF', ktory bezwarunkowo i niezaleznie
od istnienia innych zbioréw stwierdza istnienie pewnego zbioru, oznaczonego
tu zmienng x, o wlasnosciach opisanych formultg w nawiasach kwadratowych,
i ze wzgledu na te wlasnosci nazywanego zbiorem indukcyjnym. Wtasnosci te
powoduja, ze zbior indukcyjny ma nieskoniczenie wiele elementéw. Aksjomat
ten stwierdza wiec istnienie w ,$wiecie” zbioréw zbioru nieskoriczonego.

2.5.2 Inkluzja zbioréw

Mimo ubéstwa pojeé¢ pierwotnych, teoria ZF~ dysponuje niejakim bogac-
twem pojeé¢ definiowanych. Tak jak w kazdej teorii pierwszego rzedu, pojecia
te dzielimy na dwa rodzaje: relacje i operacje (w tym tzw. O-argumentowe
operacje tozsame z wyr6znionymi obiektami). Po stronie jezykowej odpowia-
daja tym pojeciom, odpowiednio predykaty i symbole funkcyjne. W zwigzku
z tym mamy dwa rodzaje definicji nominalnych (tzn. definiujacych wyraze-
nia): definicje predykatow oraz definicje symboli funkcyjnych.

Definicja predykatu wprowadza do jezyka teorii nowy predykat, w ten
sposob, ze formuta atomowa, zbudowana w oparciu o ten predykat, jest skro-
tem dla pewnej, zazwycza]j dosé ztozonej formuty, w ktorej 6w nowy predykat
naturalnie nie wystepuje. Relacje czy stosunek wyrazony definiowanym pre-
dykatem mozna wiec réwniez okresli¢ bez jego wprowadzania — przy pomo-
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cy owej formuly zlozonej. W konsekwencji, kosztem dlugosci zapisu, kazda
z relacji rozwazanych w teorii (poza pierwotnymi) mozna by wyrazaé¢ bez
jej nazwy — predykatu, a wyltacznie przez odwolywanie sie do formul zawie-
rajacych tylko terminy pierwotne teorii. Czego sie naturalnie ze wzgledow
praktycznych nie czyni.

W przeciwienistwie do definicji predykatu, definicja symbolu funkcyjnego
na ogo6t nie okresla zadnego skrétu dla innej formuty, lecz dostarcza na-
zwy dla operacji, ktorej istnienie jest niejawnie opisane w aksjomatach lub
twierdzeniach teorii. Bez takiej definicji nie mozna operacji z aksjomatow
czy twierdzen ,wydobyé¢”. Jezeli operacja jest O-argumentowa, czyli gdy jest
ona wyrdznionym obiektem, jego istnienie i jedynos$é musza by¢ zagwaran-
towane w owych aksjomatach czy twierdzeniach. Dopiero po pokazaniu tych
ygwarancji” mozna definicyjnie wprowadzié¢ staly indywidualng nazywajaca
6w obiekt. Podobnie, aksjomaty czy twierdzenia teorii musza gwarantowaé
istnienie n-argumentowego (n > 1) przyporzadkowania (operacji) dowolnej
sekwencji n obiektow doktadnie jednego obiektu, aby mozna bylo definicyj-
nie wprowadzi¢ symbol funkcyjny wyrazajacy to przyporzadkowanie.

Wprowadzanie poje¢ niepierwotnych teorii ZF' zaczniemy od 2-argumen-
towego stosunku inkluzji.

Uwaga: Na oznaczanie obiektéw opisywanych w teorii, a wiec zbioréw,
bedziemy w dalszym ciagu uzywaé¢ zmiennych indywidualnych w postaci za-
rowno maltych jak i wielkich liter alfabetu tacinskiego, traktujac zmienne
postaci x, X jako rézne. Przypominany, ze stosujemy skrot ,wtw” dla wyra-
zenia ,wtedy i tylko wtedy gdy”.

DEFINICJA. Definiujemy 2-argumentowy predykat inkluzji C (zawierania
sig zbiorow): X CY < Ve(zr e X -z €Y).

(Dla dowolnych zbiorow X, Y zbior X zawiera sie w zbiorze Y lub X jest
podzbiorem zbioru Y wtw kazdy element zbioru X jest elementem zbioru Y).

TWIERDZENIE 1. X C X.

DowOD: Rozwazmy dowolny zbiér X. Woéwcezas prawdziwa jest formuta
Vz(z € X — x € X) (biorac bowiem pod uwage dowolny zbiér x, prawdzi-
wa jest implikacja z € X — = € X). Z definicji inkluzji, X € X. O
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TWIERDZENIE 2. (X CYAY CX)—>X=Y.

DowoOD: Zalézmy, ze
(1) XCVY,
(2) Y CX.
Wykazemy najpierw, ze
(3) Ve(zx e X &>z €Y).
Wezmy wiec dowolny x. Dowodzimy rownowaznosci z € X <> x € Y.
(—): Niech x € X. Poniewaz na mocy (1) z definicji inkluzji mamy:
Ve(zr € X -z €Y), zatem rowniez: c € X »z €Y, wiecx €Y.
Analogicznie dowodzimy odwrotnej implikacji korzystajac z (2). Skorzy-
stajmy teraz z aksjomatu (Ax =) uzyskujac wyrazenie Vz(z € X < x €
Y) - X =Y. Zatem, na mocy (3), X =Y. O

Uwaga. Twierdzenie 2 jest bardzo szeroko stosowane dla dowodzenia row-
nosci zbioréw. Aby wykazac, ze X = Y dowodzi sie inkluzji (C) tzn., ze
X CY; nastepnie inkluzji (2) tzn., ze Y C X (zob. np. dowod twierdze-
nia 6).

TWIERDZENIE 3. (X CYAY CZ)—> X CZ.

DowoOD: Zalézmy, ze
(1) X CY oraz
(2) Y C Z.

Aby wykazaé, ze X C Z musimy zgodnie z definicja inkluzji dowiesé, ze
Vae(x € X — x € Z). Rozwazmy wiec jakis zbior x. Zalézmy, ze x € X. Z (1)
mamy: Vz(z € X w2z €Y). Zatemx € Y. Alez (2): Va(z € Y — z € Z),
zatem z € Z. [

2.5.3 Zbioér pusty

Wezmy na chwile pod uwage aksjomat nieskoniczonosci (Azoo); oznaczmy
zbior, ktorego istnienie on stwierdza symbolem a. Rozwazmy nastepnie ak-
sjomat podzbiorow (AxZ),, taki, ze formuta ¢(z) jest postaci z # x:

Vz[Va(z # x — x € 2) — JyVa(z € y +» x # z)] (po dokonaniu uniwersal-
nego domkniecia).
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Stad otrzymujemy:
Ve(x #x — x € a) —» JyVa(x € y > x # x).

Lecz poprzednik tej implikacji jest spelniony (dla dowolnego x, poprzednik
implikacji: * # x — = € a jest falszywy, zatem jest ona prawdziwa). Stad
prawdziwy w dziedzinie zbioréw jest nastepnik JyVa(z € y <> x # x). Zbioér
(doktadnie jeden), ktorego istnienie on stwierdza oznaczamy symbolem ()
i nazywamy zbiorem pustym:

DEFINICJA. Vz(z € 0 <> x # z), lub @ = {z : = # z}.

Uwaga. Symbol ) jest stala indywidualng wprowadzong definicyjnie do
jezyka teorii.

TWIERDZENIE 4. Va(x & () (2bior pusty nie ma elementow).

DowoOD: Zal6zmy nie wprost, ze —Va(z € 0). Wowcezas Jz(z € (), zatem
dla jakiego$ zbioru a, a € (). Wowczas z definicji zbioru (), a # a co jest
niemozliwe. [

TWIERDZENIE 5. () C X.

DowOD: Rozwazmy dowolny zbior X. Wowcezas formuta Va(z € ) — x €
X) jest prawdziwa (biorac bowiem pod uwage dowolny zbior x, na mocy
twierdzenia 4 falszywy jest poprzednik implikacji x € ) — x € X, zatem
jest ona prawdziwa). Wobec tego z definicji inkluzji, ) C X. O

TWIERDZENIE 6. Va(z € X) — X = 0 (2bidr ) jest jedynym zbiorem nie
majgcym elementow).

DowOD:  Zalozmy, ze Va(x € X). Dowod rownosci X = () opieramy na
twierdzeniu 2.

(©): Pokazujemy, ze X C 0, tzn., ze Vz(x € X — x € (). Wezmy wiec
pod uwage zbioér x. Na mocy zatozenia: x ¢ X, zatem implikacja x € X —
x € () jest prawdziwa (falszywy poprzednik).

(D): Nalezy pokaza¢, ze ) C X, ale to jest oczywistym wnioskiem z
twierdzenia 5.

Ostatecznie na mocy twierdzenia 2 (w postaci: (X C 0 A 0 C X) —
X = () wnosimy, ze X = 0. 0O
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WNIOSEK. Dla dowolnego zbioru X, Va(z € X) +» X = 0 (inaczej: X #
0 < Jz(x € X)).

DowOD: (—): Z twierdzenia 6.
(+): Z twierdzenia 4. [J

2.5.4 Zbioér potegowy zbioru
Biorac pod uwage definicje inkluzji, mozemy aksjomat zbioru potego-
wego (AxP) zapisa¢ w postaci:

VudyVez(x € y <> z C u).

Rozwazmy wiec dowolny zbior U. Woéwcezas ten jedyny zbior y, ktérego
istnienie stwierdza formuta: IyVz(z € y <> & C U) oznaczamy symbolem
P(U) i nazywamy zbiorem potegowym zbioru U (jest to zbior wszystkich
podzbioréw zbioru U):

DEeFINICJA. Dla dowolnego zbioru U,
Ve(x € PU) < a2 CU)lub PU)={x:2 CU}.

Uwaga. Symbol P jest jednoargumentowym symbolem funkcyjnym na-
zywajacym jednoargumentowsg operacje przyporzadkowujaca kazdemu zbio-
rowi jego zbiér potegowy.

TWIERDZENIE 7. Dla dowolnego zbioru U : 0, U € P(U).

DowoD: Poniewaz ) C U oraz U C U (twierdzenia 5 i 1), wiec z definicji
zbioru potegowego, () € P(U) oraz U € P(U). O

WNIOSEK. Dla dowolnego zbioru U, P(U) # (.

DowOD: Na podstawie twierdzenia 7 i wniosku z twierdzenia 6. [

TWIERDZENIE 8. X CY « P(X) C P(Y).

DowOD: (—): Zalozmy, ze X C Y. Niech A € P(X). Wowczas z definicji
zbioru potegowego, A C X. Zatem z zalozenia, na mocy twierdzenia 3,
ACY, czyli A € P(Y). Wobec dowolnosci wyboru zbioru A stwierdzamy,
ze P(X) C P(Y).
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(«): Zalozmy, ze P(X) C P(Y). Poniewaz X € P(X) (twierdzenie 7),
wiec z zalozenia otrzymujemy: X € P(Y). Stad X C Y. O

TWIERDZENIE 9. Vz(x € P(0) <» z = 0) (2bior potegowy zbioru pustego ma
doktadnie jeden element: zbior pusty).

DowOD: (—): Zalozmy, ze © € P((). Zatem z C (). Wowczas, na mocy
twierdzen 5 oraz 2, x = ().
(«<-): Na mocy twierdzenia 7. [

TWIERDZENIE 10. Vz[z € P(P(0)) < (x =0V z = P(0))] (zbior potegowy
zbtoru potegowego zbioru pustego ma dokladnie dwa elementy: zbior pusty
oraz zbior potegowy zbioru pustego).

DoOwOD: (—): Zalézmy, ze x € P(P(()). Wowczas
(1) = P(0).
W celu wykazania alternatywy = = (0 V o = P((), zatozmy, ze x # ().
Wowczas, na mocy wniosku z twierdzenia 6, niech
(2) a € x.
Wtedy z (1): a € P(0), a wiec na mocy twierdzenia 9 mamy:
(3) a=0.
Wykazujemy teraz, ze
(4) P0)C .
Niech wiec y € P(0)). Wowcezas na podstawie twierdzenia 9, y = (). Zatem
z (3): y = a i konsekwentnie na mocy (2): y € x.
Z (1) i (4) wnioskujemy, na mocy twierdzenia 2, iz x = P(()).
(+<): Na mocy twierdzenia 7. [

2.5.5 Suma zbioru

Wezmy pod uwage aksjomat sumy (Azx | J) oraz dowolny zbior w. Ten jedyny
zbior y, ktérego istnienie stwierdza formuta:

YVr(rz €y« Jz(z EuNnz € 2))
nazywamy sumaq (uogdlniong) | Ju zbioru w.

DEFINICJA. Dla dowolnego zbioru w:
Ve(z e Ju+ Fz(z cunozez)) lub Ju={zr:3z(zcunzez)}
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Uwaga. Symbol |J jest jednoargumentowym symbolem funkcyjnym na-
zywajacym operacje przyporzadkowujaca kazdemu zbiorowi u jego sume | Ju
czyli zbiér tych i tylko tych elementéw, ktére nalezg do przynajmniej jednego
elementu zbioru wu.

TWIERDZENIE 11. Dla dowolnego zbioru w:
(1) Ve(x € u— 2z CJu), czyliu C P(Ju),
(2) dla dowolnego y,Ve(x € u —x Cy) = Ju Cy,
3) UP(u) =u,
(4) Uon=no.
Dowop: dla (1): Zalézmy, ze x € u. Aby wykazaé¢ inkluzje x C |Ju, niech
y € x. Zatem 3z(z € u Ay € z). Wobec tego z definicji sumy, y € |Ju.

dla (2): Zatozmy, ze y jest takim zbiorem, ze Va(z € u — = C y). Niech
v € |Ju. Wowczas 3z(z € u Av € z). Zatem dla pewnego zbioru a,a € u
oraz v € a. Wobec tego z zatozenia mamy a C y (bo a € u) skoro wiec v € a,
to v € y, co dowodzi inkluzji (Ju C y.

dla (3): (2): Na mocy (1) zapisanego dla zbioru P(u) w miejsce u mamy:
u € P(u) = u C |JP(u), zatem wedlug twierdzenia 7, u C | J P(u). Aby do-
wies¢ inkluzji przeciwnej zauwazmy, ze Va(z € P(u) <> x C u) i zastosujmy
(2), gdzie w miejscu zbioru u wystapi P(u), za§ w miejscu zbioru y zbior w.
Z (2) mamy wowczas: Va(z € P(u) - = Cu) — |J P(u) C u. Zatem, wobec
prawdziwosci poprzednika, otrzymujemy: | J P(u) C w.

dla (4): Zal6zmy nie wprost, ze |J 0 # 0. Wtedy dla pewnego a, a € |J0.
Zatem 3z(z € D A a € z) skad dla pewnego b, b € (), co jest niemozliwe. [J

2.5.6 Para zbioréw, zbiér jednoelementowy

Rozwazmy aksjomat podstawiania (AxSUB), dla formuty v(y, z) postaci:
(y=0ANz=X)V(y#DAz=Y) oraz dla zbioru oznaczonego zmienna x
postaci P(P(()):

VXVY [Vy3z(¥(y, z) AVo((y,v) = v=2)) =
JuVz(z € u > Jy(y € P(P(0)) AN(y, 2)))]-

Wezmy pod uwage dowolne zbiory X,Y. Wowczas spelniony jest po-
przednik implikacji w (AzSUB)y, tzn. formuta Vy3z(¢(y, z)A Yo(y(y,v)
— v = 2)). Wezmy bowiem pod uwage dowolny zbiér y. Naturalnie y = ()
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lub y # 0. Gdy y = 0, mamy: ¥ (y, X) AVo(¢(y,v) = v = X), gdy zas y # ()
wowczas prawda jest: ¥(y,Y) AVo(¢(y,v) v =Y).

Formuta v (y, z) ustala wiec jednoznaczne przyporzadkowanie kazdemu
zbiorowi y doktadnie jednego zbioru z, mianowicie, zbiorowi pustemu przy-
porzadkowany jest zbiér X, zag kazdemu zbiorowi niepustemu przyporzad-
kowany jest zbior Y.

Prawdziwy jest wigc nastepnik implikacji w (AzSUB)y, czyli formuta

(1) FuVz(z € u+ Fy(y € P(P(D)) Ab(y, 2))).

Wyrazenie Jy(y € P(P(0)) A (y, z)) jest rtownowazne na mocy twier-
dzenia 10 formule

Wy=0vy=PONA((y=0Az=X)V(y#0Az=Y))],

ktora z kolei (bierzemy tu pod uwage wniosek z twierdzenia 7 w postaci:
P(0) # 0) jest rownowazna wyrazeniu z = X V z = Y. Ostatecznie z (1)
otrzymujemy:

JuVz(z cu+ (z=XVz=Y)).

Ow jedyny zbior u, ktérego istnienie stwierdza ostatnia formuta oznacza-
my w postaci: {X,Y} i nazywamy parg zbiordw lub, gdy X # Y — zbiorem
2-elementowym:

DEeFINICJA. Dla dowolnych zbioréw X, Y,

Vz(ze{X, Y} (z=XVz=Y)) lwb{X,Y}={z:2=XVz=Y}.
Ponadto dla dowolnego zbioru X, {X} = {X,X}, tzn. {X} =

{z : 2 = X} badz Vz(z € {X} < z = X). Zbior {X} nazywamy single-

tonem lub zbiorem I-elementowym, ktérego jedynym elementem jest X.

PRrRzZYKLAD. Na podstawie twierdzen 9 i 10 oraz (Az =), P(0) = {0} oraz
P(P(0) ={0, P(0)}.
2.5.7 Operacje boolowskie na zbiorach, zbiér n-elementowy

DEFINICJA. Dla dowolnych zbiorow x,y zbior | J{z,y}, czyli sume pary
zbiorow {x,y} nazywamy sumgq zbioréw x,y i oznaczamy w postaci: z U y.
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Uwaga. Symbol U jest 2-argumentowym symbolem funkcyjnym nazywa-
jacym operacje przyporzadkowujaca zbiorom z,y ich sume x U y.

Twierdzenie ponizej konstytuuje pojecie sumy dwodch zbioréw w znany
sposob:

TWIERDZENIE 12. Dla dowolnych zbiorow x,y,
Vz(z € zUy <> (z € Vz € y)) (suma dwdch zbiorow jest zbiorem tych i tylko
tych zbiorow, ktore nalezg do co najmniej jednego z tych dwdch zbioréw).

DowoOD: (—): Zalézmy, ze z € z Uy, tzn. z € J{z,y}. Wowczas dla
pewnego a € {z,y}, z € a. Z definicji pary zbioréw, a = x lub a = y. Niech
a =x. Wowczas z € x, stad mamy: z € x V z € y. Analogicznie, gdy a = y.

(+): Zalozmy, ze z € x lub z € y. Niech z € x. Poniewaz x = x, wiec
z definicji pary zbiorow, x € {z,y}. Zatem Ju(u € {x,y} A z € u). Ostatecz-
nie z definicji sumy, z € (J{z,y}, tzn. z € z Uy. Analogicznie, gdy z € y.
O

TWIERDZENIE 13. Dla dowolnych zbioréw A, B, X :
(1) ACAUB, BC AUB,

(2) (ACXABCX)—»AUBCX,

(3) ACB«+ AUB=B.

Dowop: dla (1): Niech z € A. Wowcezas x € AV x € B, zatem wedlug
twierdzenia 12, x € AUB czyli A C AUB. Analogicznie dla drugiej inkluzji.

dla (2): Zalozmy, ze A C X, B C X. Niech x € AU B. Woéwczas x €
AV x € B. Zalozmy, ze x € A. Wtedy © € X (skoro A C X). Zalozmy,
ze v € B. Wowczas rowniez x € X (bo B C X). Ostatecznie z € X, czyli
AUBCX.

dla (3): (—): Zatozmy, ze A C B. Wykazujemy, ze AU B = B.

(C): Niech z € AU B. Woéwczas © € AV z € B. Musimy wykazac,
ze x € B. Wystarczy wiec rozwazy¢ przypadek, gdy alternatywa ta jest
prawdziwa w ten sposob, ze jej lewy czlon jest prawdziwy, tzn. z € A.
Woweczas z zalozenia (A C B) mamy: x € B.

(D): Inkluzja B € AU B zachodzi na mocy (1).

(+): Zalozmy, ze AU B = B. Niech x € A. Wowczas © € AV € B.
Stad x € AU B. Zatem z zalozenia, x € B. Ostatecznie A C B. [

DEFINICJA. Dla dowolnego n = 2,3, ..., dla dowolnych zbioréw x1,..., 2y,
Tn+1, {xlv CIRIEINS $n7$n+l} - {1’1, sy l‘n} U {l’n+1}.
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Gdy wszystkie zbiory x1,...,z, (n > 1) sa rézne od siebie, zbidr
{z1,...,x,} nazywamy n-elementowym.

Zbior X nazywamy skoniczonym, gdy X = () lub istnieje liczba naturalna
n > 1 oraz zbiory xy,...,z, takie, ze X = {x1,...,z,}. Zbior nazywamy

nieskonczonym, gdy nie jest on skonczony.

Uwaga. Symbol {...} traktujemy jako n-argumentowy symbol funkcyjny
nazywajacy n-argumentowa operacje przyporzadkowujaca sekwencji n zbio-
réw zbior, ktérego elementami sa wszystkie zbiory z tej sekwencji i tylko
one. Intuicyjnie rzecz biorac, ilo§¢ elementéw zbioru n-elementowego wynosi
n.

TWIERDZENIE 14. Dla dowolnego n > 1, dla dowolnych zbiorow x1,. .., Ty,
({}) Ve(z € {x1,...,zp} o (x=21 V... V2 =1,)).

Dowop:  (indukcyjny) Dla n = 1 oraz n = 2 warunek ({}) jest spelniony
na mocy definicji singletonu oraz definicji pary zbioréw.

Zalozmy, ze dla pewnego n > 1 warunek ({}) zachodzi dla dowolnych
zbioréw x1,...,T,. Mamy wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw xi,..., Ty,
Ty, Ve(x € {z1,.. ., xn,Tnr1} > (=1 V...VZ =2, VT =Tpt1)).

Wezmy wiec pod uwage jakie§ zbiory xi,...,Zn, Tnt1. Wowcezas z de-
finicji zbioru {x1,...,Zpn, Tnt1}, Tw.12, zaloZenia indukcyjnego oraz defi-
nicji singletonu mamy: =z € {z1,...,2n, Tpt1} Wtw = € {x1,...,2,} lub
zE€{xppitwtw (x =21V...Vz=x,) lubz =z, g wtwaz =z V... Vo =
Tp VI =2apy1. O

PrRzZYKLAD. P({z,y}) ={0,{z}, {y},{z,y}} dla dowolnych zbioréw z,y.

Rozwazmy aksjomat podzbiorow (AzZ)y, gdzie formuta ¢(x) jest postaci
T € uN\x € v, oraz w ktérym zbiér oznaczony zmienna z jest zbiorem wu:

VuVoVz((z e u Az € v) € u) — FyVe(z €y« (x € u Az € v))].

Wezmy pod uwage dowolne zbiory u,v. Wéwczas poprzednik implikacji
w (AzZ)y jest prawdziwy, mamy zatem nastepnik

JyVz(z €y <> (x EuAzx € v)),

co prowadzi do definicji iloczynu v N v zbioréw u, v:
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DEFINICJA. Dla dowolnych zbioréw u, v,
Vr(z € unv + (z € uAz € v)) lubunv = {x : € uAz € v} (iloczyn dwoch
zbioréw jest zbiorem tych i tylko tych zbioréw, ktore naleza do kazdego
z tych dwoch zbiorow).

Zbiory u,v nazywamy roztgcznymi, gdy uNv = () (tzn. gdy nie maja one
wspOlnego elementu).

TWIERDZENIE 15. Dla dowolnych zbioréw A, B, X:
(1) AnBC A, AnBC B,

(2) (XCAANXCB)—XCANB,

(3) ACB«+~ AnB=A.

DowoOD: dla (1): Niech x € AN B. Wowczas © € AAx € B. Stad x € A,
ostatecznie AN B C A. Analogicznie dla drugiej inkluzji.

dla (2): Zalozmy, ze X C A, X C B. Niech x € X. Wowczas z zalozenia,
r €A x € B, czyli x € AN B. Ostatecznie, X C AN B.

dla (3): (—): Zalozmy, ze A C B. Wykazujemy, ze AN B = A. Inkluzja
() zachodzi na mocy (1).

(2): Niech = € A. Wowczas z zalozenia, x € B, zatem x € ANz € B,
czyliz € AN B.

(+): Zalozmy, ze AN B = A. Aby dowies¢, ze A C B przypusémy, ze
x € A. Wowcezas z zalozenia, x € ANB. Stad x € ANz € B, awiecx € B.
Il

Postepujac analogicznie z aksjomatem podzbioréw jak powyzej, lecz dla
formuly ¢(z) postaci: x € u Az & v, uzyskujemy definicje réznicy u — v
zbioréw u, v:

DEFINICJA. Dla dowolnych zbioréw u, v,
Ve(reu—ve (zeunzgv)lubu—v={z:xcurz v}

TWIERDZENIE 16. Dla dowolnych zbiorow A, B, X:
(1) A—BC A,

(2) (A—B)NnB =10,

B) (XCAANXNB=0)—XCA-B,

(4) ACB+ A—B=0.

Dowonp: dla (1): Niech z € A — B. Wowczas © € AN x € B. Stad = € A.
Zatem A — B C A.
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dla (2): Zalozmy, ze (A — B) N B # (. Wowczas dla jakiego§ zbioru
z, x € (A—B)N B. Wtedy * € A — B oraz ¢ € B. Z definicji réznicy
zbioréw, x € ANz &€ B. Stad z &€ B. Sprzeczno$c.

dla (3): Zalozmy, ze X C A oraz XNB = (). Aby wykaza¢, ze X C A—B,
wezmy x € X. Wowcezas z zalozenia, ze X C Amamy: z € A. Ponadtor ¢ B
(gdyby x € B, to x € X N B, zatem X N B # (), co jest niemozliwe na mocy
zalozenia). Zatem x € A — B, czyli wobec dowolnosci wyboru elementu
r, X CA-B.

dla (4): (—): Zalozmy, ze A C B oraz ze A — B # (). Wowczas istnieje
taki z, ze x € A — B, tzn. © € A oraz x ¢ B. Lecz skoro A C B (zalozenie)
oraz x € A, wiec x € B. Sprzecznosé.

(«): Zalozmy, ze A — B = (). W celu wykazania, ze A C B zal6zmy,
ze x € A. Naturalnie x € BVz ¢ B. Gdyby x ¢ B,toxr € A—- B
i konsekwentnie A — B # (), co jest niemozliwe na mocy zalozenia. Zatem
x € B, co dowodzi inkluzji A C B. [

DEFINICJA. Niech U bedzie dowolnym zbiorem. Dla dowolnego A € P(U)
niech —A = U — A. Przy ustalonym zbiorze U, — jest jednoargumento-
wa operacja zwana operacja dopetnienia, tzn. —A nazywamy dopelnieniem
zbioru A (do zbioru U).

TWIERDZENIE 17. Dla dowolnych A, B € P(U):

(1) —(AuB)=-AN-B,
(2) —(AnB)=-AU-B,
(3) __A:A7

(4) ACB+ —BC —A,
(b) —AUA=T,

(6) —ANA=10,

(7) =U =0,

8) —0=U.

Dowob: dla (1): (€): Niech € —(AUB). Wowczas € U oraz x ¢ AUB.
Stad x € A oraz x &€ B. Zatem x € —A oraz x € —B, czyliz € —AN—B.

(D): Niech z € —AN—B. Zatem z € —A oraz x € —B, czyli x € U oraz
xgAix g B. Stadx & AUB, czyli z € —(AU B).

dla (2): (©): Niech z € —(AN B). Wowczas x € U oraz © ¢ AN B. Stad
€ AVzx & B. Zalozmy, 7e ¢ & A. Wtedy z € —A, za§ —A C —AU —B,
zatem x € —A U —B. Zalézmy, ze x ¢ B. Wowczas x € —B lecz —B C
—AU—-B, wieccz € —AU —B.
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(2): Niech x € —AU —B. Wowczas x € —AV z € —B. Zalézmy, ze
x€—A Wtedy z e Uorazx ¢ A. Stad x ¢ AVae & B, czylix & AN B.
Zatem x € —(AN B). Zaloézmy, ze © € —B. Wowczas analogicznie jak przed
chwilg otrzymujemy: z € —(A N B).

dla (3): (€): Niech z € ——A. Zatem x € U oraz x ¢ —A. Ostatnie
wyrazenie jest rownowazne formule z ¢ U V x € A. Skoro wiec x € U, to
x € A.

(2): Niech x € A. Poniewaz A C U, wiec ¢ € U. Mamy: « ¢ —A
(gdyby = € —A, to x ¢ A wbrew zalozeniu). Ostatecznie v € U —(—A), tzn.
r e ——A

dla (4): (—): Zalézmy, ze A C B. Wowczas na mocy twierdzenia 13(3),
AUB = B. Zatem —(AU B) = —B, co na mocy (1) implikuje: —AN—-B =
—B, wiec rowniez —B N —A = —B i konsekwentnie na mocy twierdzenia
15(3), —-B C —A.

(+): Zalozmy, ze —B C —A. Wowezas na mocy przed chwila dowiedzio-
nej implikacji otrzymujemy: ——A C —— B, zatem z (3): A C B.

dla (5): Poniewaz —A C U oraz A C U, wiec na mocy twierdzenia 13(2),
—AUA C U. Aby dowies¢ inkluzji (D) zalézmy, ze = € U. Naturalnie
x€AVe ¢ A Gdy x € A, to oczywiscie x € —AUA (bo A C —AU A),
gdy zas x ¢ A, to x € —A, a poniewaz —A C —AU A, wiecx € —AU A.

dla (6): Zalozmy, ze —AN A # (). Niech x € —AN A. Wowcezas © € —A
oraz x € A. Jednakze skoro x € —A, to x ¢ A. Sprzecznos¢.

dla (7): Na podstawie (5), (1), (3) i (6) mamy: —U = —(—AU A) =
——AN-A=AN—-A=0 (bo naturalnie AN —A =—-ANA).

dla (8): Z (7): =U =0, zatem ——U = —0), wiec z (3), U =—-0. O

2.5.8 Przekroj zbioru niepustego

Zastosujmy aksjomat podzbioréw w postaci:

(AzZ)p VulVz(Vz(z eu w2z € 2) 2z € Ju) —
yVr(z € y <> Vz(z € u — € 2))].

Rozwazmy dowolny zbior u. Naturalnie u = () lub u # (. Gdy u = 0, wyra-
zenie Vz(z € u — x € z) (dla ustalonego dowolnego zbioru x) jest prawdziwe,
bowiem poprzednik implikacji: z € u — = € z dla dowolnego zbioru z jest
falszywy. Tymczasem wyrazenie z € (Ju jest na mocy twierdzenia 11(4)
fatszywe. Ostatecznie, poprzednik implikacji w nawiasach kwadratowych
w (AxZ)4 jest falszywy. Nie mozemy wiec oderwaé nastepnika.
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Rozwazmy jednakze przypadek: u # (. Wowczas 6w poprzednik jest
prawdziwy. Wezmy bowiem pod uwage dowolny zbiér z oraz zalézmy, ze
Vz(z € u = x € z). Skoro u # (), wiec dla pewnego zbioru a, a € u.
Woweczas z zalozenia, © € a, zatem Jz(z € u Az € z), czyli x € Ju.

Ostatecznie, dla dowolnego niepustego zbioru u odrywamy nastepnik
w (AxZ)4, co prowadzi do definicji iloczynu (uogdlnionego) lub przekroju
() w niepustego zbioru u, jako zbioru tych wszystkich zbiorow z, ktore nale-
73 do kazdego elementu zbioru wu:

DEFINICJA. Dla dowolnego niepustego zbioru u,
Ve(r e Nu+Vz(zeu—zez)lubNu={z:Vz(z €u—xe€2)}

Przekroj niepustego zbioru ma analogiczne wtasnosci do podanych
w twierdzeniu 11(1),(2) dla sumy zbioru:

TWIERDZENIE 18. Dla dowolnego niepustego zbioru u:
(1) Vz(zr € u— NuCx),
(2) dla dowolnego y, Vz(z € u -y Cx) -y C(u.

Dowob: dla (1): Zaléozmy, ze x € u. Niech a € (|u. Wowczas z definicji
przekroju, Vz(z € u — a € z). Stad i z zalozenia mamy: a € z, co dowodzi
inkluzji (u C x.

dla (2): Zatozmy, ze y jest takim zbiorem, ze Va(z € u — y C z). Niech
a € y. Aby wykazaé, ze a € [|u (co dowiedzie inkluzji y C (u) musimy
dowies¢, ze Vz(z € u — a € z). Niech wiec z € u. Wowcezas z zalozenia
otrzymujemy: y C z i dalej, skoro a € y, to a € z, co dowodzi wyrazenia
Vz(z€u—acz). O

Przekroj pary zbioréw jest iloczynem jej elementow:

TWIERDZENIE 19. Dla dowolnych zbiorow x,y : (\{z,y} =z Ny.

DowoD: Rozwazmy dowolny zbior a. Mamy: a € ({z,y} wtw Vz(z €
{z,y} maez)wtwVz((z=2Vz=y) 2 a€z2) wtw (a €z Na € y) wtw
a € x Ny, co dowodzi, ze Vv(v € ({z,y} <> v € zNy). Zatem z aksjomatu
rownosci (Az =) w postaci Vo(v € ([{z,y} <> vexzny) - ({z,y} =zNy
uzyskujemy: ({z,y} =znNy. O
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2.6 Algebra Boole’a zbioréw

2.6.1 Cialo zbioréow

DEFINICJA. Zbior C C P(U) nazywamy ciatem zbioréw (doktadniej ciatem
podzbioréw zbioru U), gdy

(1) ¢ #0,

(2) VX(XeC——-X€(),

(3) VXVY((X eCAY €C) - XNY ().

PRZYKLAD. Zbioér potegowy P(U) jest cialem zbioréw (ciatem wszystkich
podzbioréw zbioru U), bowiem P(U) # 0 i gdy X € P(U), to —X € P(U)
oraz gdy X,Y € P(U), czyli X, Y C U, to XNY C U, zatem XNY € P(U).

Innym przykladem ciata podzbioréw zbioru U jest zbior {0, U}. Oczy-
wiscie warunek (1) definicji ciata zbiorow jest dla C = {0, U} spelniony. Wa-
runek (2) jest spelniony na mocy twierdzenia 17(7),(8), natomiast warunek
(3) na mocy oczywistych faktow: UNU = U, N0 = () oraz dNU = UNY = (.

TWIERDZENIE 20. Niech C bedzie dowolnym ciatem podzbioréw zbioru U.
Wowczas

(1) VXVY(X eCAY €C) - XUY €(),

(2) D eC orazU € C.

Dowobp: Niech C C P(U) bedzie ciatem podzbioréw zbioru U.

dla (1): Zalézmy, ze X, Y € C. Wowczas na mocy warunku (2) definicji
ciala zbiorow, — X, —Y € C. Stad, na mocy warunku (3): —X N -Y € C.
Wobec tego, na podstawie twierdzenia 17(1), —(X UY') € C. Zatem znowu
z warunku (2) definicji, ——(X UY") € C, co na mocy twierdzenia 17(3) daje:
XUYeCcC.

dla (2): Na mocy warunku (1) definicji ciata zbioréw, niech X € C. Wow-
czas na podstawie warunku (2) tej definicji, —X € C. Zatem na podstawie
warunku (3): =X N X € C, czyli na mocy twierdzenia 17(6), § € C. Konse-
kwentnie, na mocy (2) definicji ciata zbioréw, otrzymujemy: —) € C. Zatem
wedltug twierdzenia 17(8), U € C. O

WNIOSEK. Cliato {0,U} jest nagmniejszym (w sensie inkluzji) ciatemn pod-
zbiorow zbioru U.

DowoD: Na mocy twierdzenia 20(2) zbior {(,U} zawiera sie w kazdym
ciele C podzbioréw zbioru U. [J
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PRrRzYKLAD. Wszystkie ciata podzbioréw zbioru U = {a, b, c}:

{0,U},{0,{a},{b,c}, U}, {0,{b}, {a, c}, U}, {0,{c}, {a, b}, U}, P(U).

Cialo zbioréw jest przyktadem zbioru zamknietego na operacje: N, U, —.
Moéwimy bowiem, ze zbior jest zamkniety na dana n-argumentows, operacje,
gdy jej wartos¢ na dowolnej sekwencji (tzn. obiekt przyporzadkowany se-
kwencji) n elementéw tego zbioru jest rowniez elementem tego zbioru. Gdy
zbidr jest zamkniety na dang operacje, to méwimy, iz jest to operacja na tym
zbiorze.

Rozwazymy obecnie ilo$¢ elementéw najwiekszego (w sensie inkluzji)
ciala podzbioréw danego m-elementowego zbioru U, czyli po prostu ilosé
wszystkich podzbiorow zbioru U (ilo§¢ elementéow zbioru potegowego
n-elementowego zbioru). W tym celu sformutujmy pomocniczy fakt, wyko-
rzystywany dalej w dowodzie twierdzenia ustalajacego owa ilosé. Pojawiajace
sie tu zbiory A, B istnieja na mocy aksjomatu podzbiordw.

LEMAT. Niech U bedzie dowolnym niepustym zbiorem oraz a € U. Niech
ponadto A={X : X CUANa¢g X},B={X:X CUAaec X}. Wowczas
AUB = P(U) oraz ANB = (). Ponadto zbiory A, B majg tyle samo elemen-
tow.

DowoOD: Dowodzimy pierwszej rownosci. (C): Niech X € A U B. Wowcezas
XeAV XeB Gdy X € A, to X CUorazgdy X € B, torowniez X CU
z definicji zbiorow A, B, zatem ostatecznie X € P(U), czyli AUB C P(U).

(D): Zaltozmy, ze X € P(U). Wowczas X C U. Naturalniea € XVa ¢ X
Gdy a € X, to wowczas X € B, zatem X €¢ AV X € B, czyli X € AUB.
Gdy zasa & X, to X € A, czyli znowu X € AV X € B, skad X € AUB.
Ostatecznie, P(U) C AU B.

Dowodzimy drugiej rownosci. Zalozmy, ze A N B # (). Niech wiec X €
AN B. Wowcezas X € A oraz X € B. Zatem a ¢ X oraz a € X z definicji
zbiorow A, B. Sprzecznosé.

Aby wykazaé, ze zbiory A, B maja te samg ilos¢ elementow, wezmy pod
uwage dowolny X € A. Wowczas X C U oraz a ¢ X. Zatem X U {a} € B
(bo X U{a} CU oraz a € X U{a}).

Rozwazmy przyporzadkowanie kazdemu elementowi X ze zbioru A ele-
mentu X U {a} ze zbioru B. Przyporzadkowanie to ma dwie nastepujace
wlasnosci:
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(wl) dla dowolnych X7, X9 € A, (X # X2 — X1 U {a} # X2U{a}),
(w2) dla dowolnego Y € B istnieje X € A taki, ze Y = X U {a}.

Aby dowies¢ (wl) zatozmy: X7 U{a} = XoU {a} dla jakichs X, Xy € A
i wykazmy réwnosé¢ X7 = Xo.

(©): Niech z € X;. Wowczas € X7 U {a}. Zatem z zalozenia, x €
XoU{a} czylix € XoVa = a. Lecz x # a (gdyby bowiem = = a, to = & X1,
bo a ¢ X skoro X; € A). Zatem x € Xo. Analogicznie dowodzi sie inkluzji
2.

Aby dowies¢ (w2) rozwazmy dowolny Y € B. Wowczas Y C U oraz a €
Y. Poniewaz Y —{a} C Y, wiec Y —{a} C U. Oczywiscie a ¢ Y —{a}. Zatem
Y — {a} € A. Ponadto (Y — {a}) U{a} =Y. Mamy bowiem: Y — {a} C Y
oraz {a} CY (boa €Y). Stad na mocy Tw.13(2), (Y —{a})U{a} C Y. Aby
dowiesé odwrotnej inkluzji zatézmy, ze x € Y. Naturalnie x = aVax # a. Jesli
r=a,tox € {a},zas {a} C (Y —{a})U{a}, czyliz € (Y —{a})U{a}. Jesli
x #a,tox ¢ {a}, zatem z € Y —{a}, a poniewaz Y —{a} C (Y —{a})U{a},
wiec v € (Y — {a}) U{a}.

Ostatecznie dla wybranego dowolnie Y € B znalezliSmy X € A taki, ze
Y=XU{a} (6w X =Y — {a}).

Jak wida¢, fakt, ze zbiory A, B maja tyle samo elementow, jest bezpos-
rednim wnioskiem z (wl) i (w2). Wtasnos¢ (wl) bowiem moéwi, ze w zbiorze
B nie ma mniej elementéw niz w zbiorze A, za$ (w2) mowi, ze w B nie ma
wiecej elementéow niz w A. O

TWIERDZENIE 21. Dla dowolnej liczby naturalnej n, dla dowolnego n-ele-
mentowego zbioru U, zbior potegowy P(U) jest 2™-elementowy.

DowoD: (indukeyjny) Dlan = 0, U = 0. Wowcezas P(U) = {0} (twierdzenie
9) czyli P(U) jest 2°-elementowy. Ustalmy dowolne n > 0.

Zaltozenie indukcyjne: dla dowolnego n-elementowego zbioru U, P(U)
jest 2™-elementowy.

Teza indukcyjna (mamy ja dowiesé): dla dowolnego (n+1)-elementowego
zbioru U, zbior P(U) jest 2" F1-elementowy.

Rozwazmy (n + 1)-elementowy zbior U. Wowcezas U # (). Niech a € U
bedzie dowolnie wybranym elementem. Oznaczmy:

A={X:XCUAa¢g X}, B={X:XCUAhae X}

Na mocy lematu mamy natychmiast:
(1) AUB = P(U) oraz
(2) ANB=0.
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Wykazemy:

(3) A= P(U —{a}).

Dowdd (3) opieramy na nast¢pujacej rownowaznosci:

(4) (XCUANagX)wtwVa(x € X - x €U — {a}), dla dowolnego X.

Aby dowies¢ (4) (—) zaloézmy, ze X C U oraz a ¢ X. Wezmy dowolny
x. Niech z € X. Wowczas © € U. Ponadto =z # a (gdyby z = a, to a € X
wbrew zalozeniu) czyli x ¢ {a}. Ostatecznie x € U — {a}.

(4) («-): Na odwrot, zalozmy, ze Va(z € X — = € U—{a}). Aby wykazac
inkluzje X C U, wezmy x € X. Wowczas z zalozenia, € U — {a}, czyli
x € UNz ¢ {a}, skad otrzymujemy, ze x € U. Aby wykaza¢, iz a ¢ X,
przypusémy, ze a € X. Wowczas z zalozenia: a € U — {a}, co oznacza,
ze a € UNa & {a}. W szczegblnosci wiec a & {a}, czyli a # a, co jest
niemozliwe.

Wykazujemy teraz (3):

(©): Niech X € A Wowczas X C U Aa ¢ X. Zatem na mocy (4),
X CU —{a}, czyli X € P(U — {a}).

(D): Na odwrot, zatozmy, ze X € P(U—{a}), tzn. X C U—{a}. Wowczas
z (4) mamy natychmiast: X CU Aa & X, a zatem X € A.

Bezposrednio na mocy lematu mamy:

(5) Zbiory A, B maja tyle samo elementow.

Poniewaz zbior U — {a} jest n-elementowy, wiec stosujac do tego zbio-
ru zatozenie indukcyjne, otrzymujemy: zbior P(U—{a}) jest 2"-elementowy.
Zatem, na mocy (3), zbior A jest 2"-elementowy. Wobec tego, zgodnie
z (5), zbior B jest rowniez 2"-elementowy. Ostatecznie, w oparciu o (1)
i (2) stwierdzamy, ze zbior P(U) ma 2" + 2" elementéw (bo ilosé¢ elementow
sumy skonczonych roztacznych zbioréw jest réwna sumie ilosci elementéw
tych zbioréw), tzn. zbior P(U) jest 2" !-elementowy. [J

2.6.2 Algebra Boole’a

DEFINICJA. Dowolny zbiér A wraz z nastepujacymi operacjami na nim:
2-argumentowymi A,V, l-argumentowa —, oraz wyrdéznionymi elementami
1, 0, spelniajacymi réwnosci:

(1) x ANz ==z, rVor=ux,

(2) zAhy=yAux, xVy=yVuz,

B) xA(yANz)=(xAy)Az, xV(yVvz)=(xVyVz

(4) zA(zVy) =z, zV(rAy) =z,

(5) zA(yVz)=(zAy)V(zAz), zV(yAz)=(xVy AxVz2),
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(6) xA1=ux, zV0=uz,
7)) —x ANz =0, —xrVar=1,
(

nazywamy algebrq Boole’a.

PrzykrADp. Uktad ({1,0},A,V,—,1,0), gdzie 1,0 sa wartosciami logicz-
nymi odpowiednio prawdy i falszu oraz A,V, — sa operacjami na tych war-
tosciach logicznych odpowiadajacymi warunkom prawdziwosci w logice kla-
sycznej dla spojnikéw odpowiednio koniunkcji, alternatywy i negacji, tzn.
dla dowolnych z,y € {1,0} :

zAy=1,gdy x =y =1, w przeciwnym wypadku z Ay = 0,
xVy=0,gdy r =y =0, w przeciwnym wypadku z Vy =1,
-1=0,-0=1,

jest 2-elementowsg, algebra Boole’a.

TWIERDZENIE 22. Niech C C P(U) bedzie ciatem podzbioréw zbioru U.
Wowczas (C,N,U,—,U,0), gdzie N,U sq odpowiednio operacjami iloczynu
i sumy dwdch zbiorow oraz — jest operacjq dopetnienia (do zbioru U) jest
algebrqg Boole’ a.

DowOD: Rzeczywiscie, z definicji ciala zbioréw, N oraz — sg odpowiednio
2- i l-argumentowymi operacjami na zbiorze C. Na mocy twierdzenia 20(1)
rowniez U jest operacja na zbiorze C, za$ zgodnie z twierdzeniem 20(2), U
oraz () sa elementami zbioru C. Aby wiec dowies¢, ze uklad (C,N,U, —, U, ()
jest algebra Boole’a nalezy wykazaé, ze rownosci (1) - (7) z definicji algebry
Boole’a, zapisane dla operacji N, U, — oraz elementéw wyrdznionych U, ), sa
spelnione.

Rownosci (1), (2) oraz (3) sa w oczywisty sposob spelnione.

Wezmy dowolne X,Y,Z € C. Dla rownosci (4): X N (X UY) C X na
mocy twierdzenia 15(1). Poniewaz X C X oraz X C X UY (twierdzenia 1
oraz 13(1)), wiec wedlug twierdzenia 15(2), X € X N (X UY'). Ostatecznie,
XN(XUY) = X. Analogicznie dowodzimy druga z réwnosci (4).

Dla (5): X NY C Y (twierdzenie 15(1)) oraz Y C Y U Z, (twierdzenie
13(1)) zatem na mocy twierdzenia 3, X NY C Y U Z. Ponadto X NY C
X. Zatem, wedlug twierdzenia 15(2), X N Y C X N (Y U Z). Analogicznie
wykazuje sie, iz X NZ C XN (Y UZ). Z dwoch ostatnich wyrazen wnosimy,
na mocy twierdzenia 13(2), iz (X NY)U(XNZ) C X N (Y UZ). Pozostaje
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dowies¢ odwrotnej inkluzji. Niech € X N (Y U Z). Wowczas © € X oraz
reYUZ. Stad x € Y lub x € Z. Niech zatem x € Y. Wowczas z € X NY,
stad x € (X NY)U(XNZ). Gdy zas x € Z, to x € X N Z, zatem réwniez
r e (XNY)U(XNZ). Ostatecznie X N (YU Z) C (X NY)U (X NZ).
Analogicznie dowodzimy druga z rownosci (5).

Dla (6): Rownosci: X N U = X oraz X U () = X wynikaja odpowiednio
z twierdzenia 15(3) (bo oczywiscie X C U), oraz rownosci (2) (przemiennosé
sumy), twierdzenia 13(3) i twierdzenia 5.

Rownosci (7) to twierdzenie 17(6),(5). O

PRZYKLAD. Zbiér potegowy dowolnego zbioru wraz z odpowiednimi ope-
racjami jest algebra Boole’a. Ilustracje algebr Boole’a wszystkich podzbioréw
zbioru {a, b} oraz zbioru {a,b,c} sa nastepujace:

o8
{a} {b} {a,b}
\@(Z)/ {a}

Linia tamana prowadzaca ku gorze (na kazdym swoim odcinku) od jed-
nego do drugiego zbioru, oznacza, ze zbiér potozony nizej jest podzbiorem
zbioru bedacego wyzej.

O algebrach Boole’a dowodzi si¢ twierdzenia w pewnym sensie odwrot-
nego do twierdzenia 22: kazda algebra Boole’a ma ,strukture algebraiczna”
pewnego ciala zbioréw (zob. np. Traczyk|24]).

2.7 Relacje i funkcje

2.7.1 Para uporzadkowana. Produkt kartezjarski dwéch zbio-
row

Dla pary zbiorow {z,y} zachodzi, jak tatwo sprawdzi¢, rownos¢ {z,y}
= {y, z}. To znaczy, kolejno$¢ wymienienia elementéw pary zbioréw jest dla
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jej okreslenia nieistotna. Wprowadzimy pojecie uporzgdkowanej pary zbio-
row: <z,y> takiej, ze <x,y> # <y,x> oile x # y.

DEFINICJA. Dla dowolnych zbiorow z,y, <z,y> = {{z},{z,y}}.

TWIERDZENIE 23. <z,y> = <u,v> = (r =u /Ay =v).

DowOD: Zatézmy, ze <z, y> = <u, v>. Wowczas z definicji pary uporzadko-
wanej mamy:
(1) {{o}h oy} = {{u}, {u. 0}

Oczywiscie x = y lub o # y. Gdy = = y, to {{z},{z,y}} = {{z}}.
Zatem z (1) mamy: {{z}} = {{u}, {u,v}}, co oznacza, ze
(2) {z} = {u} oraz
3) {z} ={u,v}.

Z (2) otrzymujemy: = = u, zas z (3): * = u = v, zatem skoro y = x, wigc
y=n.

Zatozmy, ze x # y. Wowczas
() {a} £ {59}

Wtedy na podstawie (1):

({w} = {u} lub {z} = {u,v}) oraz ({2, 5} = {u} lub {z,y} = {u,v}).

Gdy {z} = {u}, to {z,y} # {u} na mocy (4), zatem {z,y} = {u,v}.
Gdy zas {z} = {u,v}, to {z,y} # {u,v}, czyli {z,y} = {u}. Mamy zatem
nastepujace dwa przypadki:

(5) {z} =A{u}i{z,y} ={u,v},
(6) {2} = {u,v}i{z,y} = {u}.

Jednakze przypadek (6) nie moze zachodzi¢, bowiem gdyby zachodzil,
to x = u oraz y = u, czyli byloby x = y. Zatem zachodzi przypadek (5), co
oznacza, ze * = u, a ponadto skoro y # x czyli y # u, wiec y = v. [

WNIOSEK. <z,y> = <y,z> — T =Y.
DowOD: Oczywisty na podstawie twierdzenia 23. [J

Wykorzystamy aksjomat podzbioréw, aby dowies¢ istnienia zbioru
wszystkich par uporzadkowanych, z ktérych pierwszy element nalezy do

jednego danego zbioru, za$ drugi element pary do drugiego danego zbioru.
W tym celu wykazujemy fakt pomocniczy:

LEMAT. (u€aAv€b) — <u,v>C P(aUDb).
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DowoOD: Zalézmy, ze u € a oraz v € b. Wowcezas {u} C a C aUb. Ponadto,
{u,v} CaUb. Zatem {u},{u,v} € P(aUb), czyli {{u},{u,v}} C P(aUb),
a wiec z definicji pary uporzadkowanej: <u,v> C P(aUb). O

Rozwazmy w aksjomacie podzbioréow (AxZ), formule ¢(x) postaci
Juv(u € a Av € bAx = <u,v>) oraz zbior z postaci P(P(a U b)),
otrzymujac wyrazenie

VaVbVz(Fudv(u € a ANv € bAz = <u,v>) — = € P(P(aUb))) —
JyvVa(z € y < FJuFv(u € aANv EbAx = <u,v>))],

ktore, wobec prawdziwosci poprzednika glownej implikacji (na mocy lematu)
prowadzi do definicji produktu kartezjariskiego a x b dla dowolnych zbioréw
a,b:

DEFINICJA. Dla dowolnych zbioréw a, b,
Ve(r €axb+ Judv(u€aAveEbAr = <u,v>)) lub
axb={z:Juv(ucanvebAe=<uv>)}={<u,v>ucalveb}
Produkt kartezjariski a x b zbioréw a, b jest zbiorem wszystkich par upo-
rzadkowanych, ktérych pierwszy element nalezy do zbioru a, zas drugi do
zbioru b.
Produkt a X a bywa oznaczany jako a?.

Uwaga. Ostatnia z réwnos$ci w definicji produktu zostata uzyskana na
podstawie konwencji notacyjnej, w mysl ktérej sekwencja symboli
{F(z1,...,24) : ¥(x1,...,2,)}, gdzie F jest symbolem n-argumentowej
operacji, za$ xy, ..., &, zmiennymi wolnymi w formule ¢(z1,...,z,), ozna-
cza zbior wszystkich wartosci F'(x1, ..., z,) operacji F' na tej sekwencji zbio-
rOW Z1, ..., Ty, dla ktorej prawdziwe jest ¥ (z1,...,x,).

Uzywaé réowniez bedziemy konwencji notacyjnej polegajacej na pisaniu
{z € A :9(x)} na oznaczenie zbioru {z: x € AANY(z)}.

Ponadto uzywaé¢ bedziemy kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie:
Va(w)(8) =aes Va(a(z) = B) oraz 3a(x)(8) =4y Jr(alx) A B), gdzie al)
jest formula, w ktoérej x jest zmienng wolng oraz 5 jest formula. Na przy-
ktad bedziemy pisa¢ Vx € A(x € B) lub po prostu Va € A, = € B zamiast
pisa¢ Vz(x € A — = € B). Podobnie bedziemy pisa¢ 3x € A(x € B) lub
dr € A, z € B zamiast Jx(x € ANz € B).
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Wreszcie zamiast pisaé VzVy badz Vo € AVy € A bedziemy pisaé¢ od-
powiednio Vz,y badz Vz,y € A. Analogicznie dla zbitki kwantyfikatorow
egzystencjalnych.

2.7.2 Relacje binarne

DEFINICJA. Dla dowolnych zbiorow A, B, dowolny podzbior R C A x B
nazywamy relacjq binarng na zbiorach A, B. Méwimy, ze R jest relacjg bi-
narng okreslong na zbiorze A, gdy R C A x A. Zbior ) C A x A nazywamy
relacja pustq na zbiorze A, za$ sam produkt A x A — relacja petng na zbiorze
A.

Niech R C A x B. Zbiér D(R) = {x € A: Jy € B(<z,y> € R)}
nazywamy dziedzing relacji R, natomiast zbior D™ R) = {y € B : 3z €
A(<z,y> € R)} nazywamy przeciwdziedzing relacji R.

Uwaga. Istnienie dziedziny i przeciwdziedziny danej relacji binarnej jest
naturalnie gwarantowane przez aksjomat podzbioréw.

DEFINICJA. Niech R C A x A. Méwimy, ze relacja R jest

zwrotna na A < Vr € A, <x,x> € R,

przeciwzwrotna na A <> Vx € A, <z,z> ¢ R,

symetryczna na A < Vz,y € A(<z,y> € R — <y,z> € R),
przeciwsymetryczna na A <> Vx,y € A(<z,y> € R — <y,z> ¢ R),
antysymetryczna na A <> Vx,y € A((<z,y> € RN\ <y,x> € R) >z =1y),
przechodnia na A <> Vz,y,z € A((<z,y> € RN <y,z> € R) —» <zx,z> €
R),

spdjna na A <> Vx,y € A(<z,y> € RV <y,z> € RV z =y).

Wiekszo$é z powyzszych formalnych wlasnosci relacji binarnych daje sie
zilustrowaé na diagramie relacji. Napiszmy w postaci macierzy wszystkie
pary uporzadkowane nalezace do produktu A x A, n-elementowego zbioru
A={ay,ag,...,ap}:

<aj,a; >,<ai,ag >,...,<ai,ap >
< ag,a1 >,<ag,as >,...,< a9,y >



116 ROZDZIAL 2. DOWODZENIE W TEORII ZBIOROW

Kazda niepusta relacje binarng okreslong na zbiorze A mozna teraz uwi-
doczni¢ przez podkreslenie par do niej nalezacych. Nazwijmy ekspozycje
podkreslonych par uporzadkowanych — diagramem relacji R.

Jest jasne, ze relacja R jest zwrotna, gdy przekatna macierzy o koncach
< ay,a; >, < ap,a, > zawiera sie w diagramie R, natomiast R jest prze-
ciwzwrotna, gdy owa przekatna nie ma wspdlnych par z diagramem relacji
R.

Ponadto, R jest symetryczna, gdy, ilekroé¢ jakas para z macierzy jest
w jej diagramie, tylekro¢ ,zwierciadlane odbicie” tej pary wzgledem przekat-
nej (tzn. warto$¢ symetrii osiowej wzgledem przekatnej na tej parze) rowniez
nalezy do diagramu R.

R jest przeciwsymetryczna, gdy, ilekro¢ jakas para z macierzy jest
w diagramie R, tylekro¢ ,zwierciadlane odbicie” tej pary wzgledem prze-
katnej nie jest w tym diagramie. W szczegblnosci wiec, zadna para z prze-
katnej nie jest w diagramie takiej relacji (tzn. relacja przeciwsymetryczna
jest przeciwzwrotna), skoro ,zwierciadlanym odbiciem” pary z przekatnej
jest ona sama.

Relacja R jest antysymetryczna, gdy dla par spoza przekatnej zacho-
wuje sie ona jak relacja przeciwsymetryczna, tzn., ilekro¢ jakas para spoza
przekatnej jest w jej diagramie, tylekro¢ ,zwierciadlane odbicie” tej pary
nie znajduje sie w diagramie; jednakze, w przeciwienistwie do relacji prze-
ciwsymetrycznej, jakiekolwiek pary z przekatnej moga nalezeé¢ dla relacji
antysymetryczne;j.

Relacja R jest spdjna, gdy dla dowolnej pary uporzadkowanej poza prze-
katna, para ta lub jej ,zwierciadlane odbicie” wzgledem przekatnej sa
w diagramie relacji R.

Jest widoczne, ze niektore z wymienionych wyzej wlasnosci relacji nie
sa niezalezne od siebie. Przyktadowo, zwiazki miedzy przeciwzwrotnoscia
a przeciwsymetrig sg postaci:

TWIERDZENIE 24. Niech R bedzie relacjq binarng okreslong na zbiorze A.
(1) Jezeli R jest przeciwsymetryczna, to R jest przeciwzwrotna.
(2) Jezeli R jest przeciwzwrotna i przechodnia, to R jest przeciwsymetryczna.

Dowonb: dla (1): Zalozmy, ze Vx,y € A(<z,y> € R — <y, x> ¢ R) oraz nie
wprost, ze R nie jest przeciwzwrotna, tzn. dla pewnego x € A, <x,x> € R.
Wowecezas z warunku przeciwsymetrii mamy: <z,z> € R — <x,x> ¢ R.
Stad <z, z> ¢ R. Sprzecznosc.
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dla (2): Zalozmy, ze Vo € A, <z,z> ¢ RorazVz,y,z € A((<z,y> € R A
<y,z> € R) — <x,z> € R) i nie wprost, ze R nie jest przeciwsymetryczna,
tzn. dla pewnych x,y € A, <z,y> € R oraz <y,x> € R. Z przechodnio$ci
mamy: (<z,y> € R A <y,z> € R) —» <z,z> € R. Stad <z,z> € R.
Jednakze z przeciwzwrotnosci, <z, x> ¢ R. Sprzeczno$é¢. [

DEFINICJA. Niech R C Ax B. Przez konwers relacji R (lub relacje odwrotng
do R) rozumiemy relacje R~ C B x A okreslona nastepujaco: R~ = {<z, y>
€ BxA:<y,z> € R}, tzn. Vo € BYy € A, <z,y> € R~ wtw <y,xz> € R.
Niech ponadto S C B x C. Przez ztozenie (lub superpozycje) relacji R, S
rozumiemy relacje Ro S C A x C okreslong nastepujaco:
RoS ={<z,y> € AxC :3z € B(<z,z> € RN\ <z,y> € S)}, tzn.
Vo € AVy € C, <x,y> € Ro S wtw 3z € B(<z,2> € R A <z,y> € 5).
Zbior idy = {<z,x> v € A} = {<x,y> € A% : 2 = y} nazy-
wamy relacja identycznodciowqg lub tozsamosciowq na zbiorze A. Inaczej,
Va,y € A, <x,y> € idg wtw z = y.

Uwaga. Nietrudno zastosowaé¢ aksjomat podzbioréw dla dowodoéw istnie-
nia konwersu oraz ztozenia relacji jak réwniez relacji identycznosciowe;.

TWIERDZENIE 25. Niech RCAXx B, SCBxC, TCCxD. Wéwczas
(1) Ro(SoT)=(RoS)oT,

(2) Ro idgp= idgo R=R,

(3) (RoS)~”=S"oR"™.

DowoOD: dla (1): Naturalnie SoT C B x D, za§ RoS C A x C. Zatem
Ro(SoT)C Ax Doraz (RoS)oT C AxD.
(C): Niech dlaa € Aide D, <a,d> € Ro (SoT). Wowczas dla
pewnego b € B:
(4) <a,b> € R oraz
(5) <b,d>€ SoT.
Z (5) dla pewnego ¢ € C":
(6) <b,c> € S oraz
(7) <c,d>€T.
Zatem z (4) 1 (6): <a,c> € Ro S, stadiz (7): <a,d> € (RoS)oT.
Dla inkluzji (2) dowdd jest analogiczny.
dla (2): Wykazujemy, ze R o idg = R. Niech a € A oraz b € B.
(Q): Zalozmy, ze <a,b> € R o idp. Wowczas dla pewnego = € B,
<a,xr> € R oraz <z,b> € idp. Stad x = b, czyli <a,b> € R.
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(2): Niech <a,b> € R. Poniewaz <b,b> € idp, wiec z definicji ztozenia
relacji mamy: <a,b> € R o idp.

Analogicznie wykazujemy, ze id4 o R = R.

dla (3): Naturalnie (RoS)~ C Cx A (bo RoS C Ax () oraz S~oR™ C
C x A (bo S~ CC x Boraz R~ C BxA).

(C): Niech ¢ € C oraz a € A. Zalozmy, ze <c,a> € (Ro S)~. Wowczas
<a,c> € Ro S, zatem dla pewnego b € B, <a,b> € Ri <b,c> € S. Czyli
<c,b> € 8™ oraz <b,a> € R™. Ostatecznie, <c,a> € S~ o R™.

(2): Rozumowanie odwrotne do powyzszego. [J

TWIERDZENIE 26. Niech Ri,Rs C A x B oraz S C B x C. Wowczas
(1) R1§R2—>RloS§RgoS,

(2) (R1 N RQ)N = le N R’QV,

(3) (R1 U RQ)N = RT U RQN

Dowop: dla (1): Zaléozmy, ze Ry C Ra. Niech dla a € A oraz ¢ € C,
<a,c> € Ry0S. Wowcezas dla pewnego b € B, <a,b> € Ry oraz <b,c¢> € S.
Z zaltozenia zatem otrzymujemy: <a,b> € Ry i ostatecznie, <a,c> € Rp0.S.

dla (2): Mamy: <b,a> € (R1 N Ry)~ wtw <a,b> € R N Ry wtw
<a,b> € R; oraz <a,b> € Ry wtw <b,a> € Ry oraz <b,a> € Ry wtw
<b,a> € R} N Ry, co na mocy aksjomatu identycznosci implikuje rownosé
(Rl N RQ)N = RT N R;

dla (3): Analogicznie jak dla (2). O

Nietrudno zauwazyé¢, ze warto$ci operacji ztozenia i konwersu na rela-
cjach binarnych okre§lonych na danym zbiorze A sg relacjami na tym zbio-
rze. Innymi stowy, zbior wszystkich relacji okreslonych na zbiorze A, czyli
zbior P(A x A) jest zamkniety na te dwie operacje. Jako ciato zbiorow, jest
on réwniez zamkniety na operacje: N, U, —. Zbiér potegowy P(A x A) wy-
posazony w operacje: N, U, —, 0, z wyr6znionymi elementami: (), A x A, id4
nazywamy algebrq relacji lub algebrg relacyjna.

Operacje na relacjach moga postuzyé do wyrazenia wtasnosci formalnych
relacji okreslonych na danym zbiorze. Przyktadowo:

TWIERDZENIE 27. Dla dowolnej relacji R C A?:
(1) R jest zwrotna na A wtwidsg C R,

(2) R jest symetryczna na A wtw R~ = R

(3) R jest przechodnia na A wtw Ro R C R.
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Dowop: dla (1): Mamy oczywiste réwnowaznosci:
R jest zwrotna wtw Vo € A, <x,x> € R wtw idg C R.

dla (2): (—): Zalozmy, ze Vo,y € A(<z,y> € R — <y,x> € R).
Aby wykazaé¢ rownosé R = R~ dowodzimy inkluzji (C): niech <z,y> € R.
Wowcezas na mocy symetrii: <y, x> € R, zatem z definicji konwersu, <z, y>
€ R™. (2): Niech <z,y> € R~. Wowczas <y,x> € R, zatem z warunku
symetrii, <x,y> € R.

(+—): Zalozmy, ze R = R~. Aby dowies¢ warunek symetrii wezmy z,y €
A i zalozmy, ze <z,y> € R. Wowczas z zalozenia, <z,y> € R~ skad
<y,r> € R, zatem R jest symetryczna na A.

dla (3): (—): Zalozmy, ze Vz,y,2z € A((<x,y> € R A <y,z> € R) —
<z,z> € R). Aby wykazaé inkluzje Ro R C R zalézmy, ze dla jakichs x,y €
A, <x,y> € RoR. Wowczas z definicji ztozenia, <x,a> € R oraz <a,y> €
R dla pewnego a € A. Zatem z przechodniosci otrzymujemy: (<z,a> € R A
<a,y> € R) = <z,y> € R, skad mamy natychmiast: <z,y> € R, co
konczy dowdd inkluzji Ro R C R.

(«+): Zalozmy, ze Ro R C R. Aby wykaza¢ warunek przechodniodci
rozwazmy x,y,z € A i zalézmy, ze <z,y> € R oraz <y, z> € R. Wowczas
<z,z> € Ro R, zatem z zalozenia, <x,z> € R, co dowodzi przechodniosci
relacji R na zbiorze A. [J

Uwaga. Dla pozostalych formalnych wtasnosci relacji binarnych okres-
lonych na zbiorze A tzn. dla przeciwzwrotnosci, antysymetrii, przeciwsyme-
trii oraz spdjnosci mozna réwnie tatwo podaé ich odpowiedniki w terminach
operacji na relacjach.

2.7.3 Funkcje

DEFINICJA. Relacje binarng f na zbiorach A, B nazywamy funkcjg prze-
ksztatcajgeq zbior A w B (co zapisujemy f : A — B) gdy

(1) Ve € A3dy € B(<x,y> € f),

(2) Ve € AVy,z € B((<z,y> € f AN<z,2> € f) >y =2).

Gdy relacja f C A x B jest funkcja przeksztalcajaca zbior A w B, to
zapis <z,y> € f interpretujemy nastepujaco: element y ze zbioru B jest
przyporzgdkowany wedtug funkcji f elementowi x ze zbioru A. Wowczas wa-
runek (1) definicji funkcji, rownowazny skadinad wyrazeniu D(f) = A,
czytamy nastepujgco: kazdemu elementowi ze zbioru A jest przyporzadko-
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wany wedlug f jakis§ element ze zbioru B. Natomiast warunek (2) mowi,
iz co najwyzej jeden element ze zbioru B moze by¢ przyporzadkowany da-
nemu elementowi ze zbioru A. Ostatecznie, biorac pod uwage interpretacje
obu warunkoéw, postrzegamy funkcje f przeksztatcajaca A w B jako przypo-
rzqgdkowanie kazdemu elementowi zbioru A doktadnie jednego elementu ze
zbioru B. Ten jedyny element y taki, ze <x,y> € f, tzn. przyporzadkowany
elementowi x wedlug funkcji f, oznacza sie jako f(x) i nazywa wartoscig
funkcjyi f dla argumentu x. Mamy zatem:

Ve e AVy € B(<z,y> € f <>y = f(x)).

Zbior wszystkich funkcji przeksztalcajacych zbior A w B oznaczamy:
B4, tzn.

BA = {f C Ax B : f jest funkcja przeksztatcajaca A w B}.

Uwaga. Dla dowolnego zbioru B, B = {()} oraz 04 = 0, gdy A # 0.

Naturalnie zbior oznaczany powyzej jako B istnieje, na podstawie ak-
sjomatu podzbioréw, w ktorym formula ¢(z) jest postaci: x jest funkcja
przeksztalcajaca A w B, oraz zbior z jest postaci: P(A x B).

Pierwsze z twierdzen podaje oczywisty warunek konieczny i wystarczaja-
cy na to, aby dwie funkcje przeksztalcajace jeden zbiér w drugi byly jednym
i tym samym zbiorem; warunkiem tym jest identycznosé wartosci tych funk-
cji na wszystkich argumentach:

TWIERDZENIE 28. Dia dowolnych f,g € BA, f = g wtw Va € A, f(z) =
9(x).

Dowob: Niech f,g € BA.

(—): Zalozmy, ze f = g. Wezmy = € A. Wowczas <z, f(x)> € f, zatem
<z, f(x)> € g. Lecz rowniez <z,g(x)> € g. Wobec warunku (2) definicji
funkeji, f(z) = g(x).

(+): Zalozmy, ze Vo € A, f(x) = g(x). (C): niech <x,y> € f. Wowczas
y = f(z), zatem y = g(z); lecz <z, g(x)> € g, wiec <x,y> € g. Analogicznie
dla inkluzji (2). O

TWIERDZENIE 29. Niech f: A— B orazg: B — C. Wowczas fog €
CA. (Ztozenie dwdch funkcji jest funkcjq.)
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DowOD: Jest oczywiste, ze fog C A x C.

Wykazujemy warunek (1) definicji funkcji: niech a € A. Wowezas
<a, f(a)> € f oraz < f(a),g(f(a))> € g, zatem <a,g(f(a))> € fog
oraz g(f(a)) € C.

Wykazujemy warunek (2) definicji funkeji: niech <a, x>, <a,y> € fog,
gdzie a € A, x,y € C. Zatem dla pewnych b,c € B, <a,b> € fi<bx> € g
oraz <a,c> € f i <c,y> € g. Stad, poniewaz f jest funkcja, na podstawie
warunku (2) mamy: b = ¢; zatem <b,z>,<b,y> € g. Lecz g jest funkcja,
wiec x =y. U

Ustalmy ezplicite warto$¢ ztozenia dwoch funkcji na dowolnym argumen-
cie:

TWIERDZENIE 30. Niech f : A — B oraz g : B — C. Wowczas

Va € A, (f o g)(a) = g(f(a)).

DowoD: Niech a € A. Wowcezas dla dowolnego ¢ € C, ¢ = (f o g)(a)
wtw <a,c> € fog wtw dla pewnego b € B, <a,b> € fi<bc> € g
wtw dla pewnego b € B, b = f(a) i ¢ = g(b) wtw ¢ = g(f(a)). Stad
(fog)a) =g(f(a). O

W ogélnosci nie jest tak, ze relacja odwrotna do funkcji f : A — B
jest funkcja przeksztalcajacg zbior B w A. Na przyktad relacja odwrotna do
funkcji f : P(P(0)) — P(P(()) okreslonej nastepujaco: f(0) = f(P(0)) =
(), nie spelnia zadnego z warunkow (1), (2) definiujacych funkcje. Obecnie
ograniczymy zbior B4 wszystkich funkcji przeksztalcajacych A w B do zbio-
ru tylko takich funkcji, ktorych konwers nalezy do zbioru AZ.

DEFINICJA. Funkcja f : A — B jest 1-1 (albo jedno-jednoznaczna lub
réznowartosciowa), gdy Vr,y € A (f(z) = f(y) = z =y) (tzn. gdy Va,y €
AVz € B(<z,z> € f A<y,z> € f > x =1y)).

f A — B jest ,na” (doktadniej: przeksztatca zbior A na B), gdy
Vy € B3xr € A (y = f(z)) (inaczej, gdy D~L(f) = B).

f A —> B jest bijekcjg, gdy f jest 1-1 i na”.

TWIERDZENIE 31. Relacja identycznosciowa id jest bijekcjq przeksztatca-
jacg A na A.

DowOD: Oczywisty. [
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TWIERDZENIE 32. Jezeli f : A — B jest bijekcjg, to f~ € AB.

DowoD: Niech f: A — B bedzie bijekcja. Wykazujemy, ze f~ jest funkcja
przeksztalcajacg B w A.
Warunek (1) definicji funkcji: Niech b € B. Poniewaz f przeksztalca A
na B, wiec dla pewnego a € A, b = f(a), tzn. <a,b> € f. Stad <b,a> € .
Warunek (2) definicji funkeji: Niech b € B, z,y € A oraz <b, x>, <b, y>
€ f~. Zatem <z, b>,<y,b> € f. Poniewaz f jest 1-1, wiec x = y. [J

Gdy relacja odwrotna do funkcji f € B4 jest funkcja przeksztalcaja-
cg zbior B w A, wowczas zwigzki miedzy tymi funkcjami sa nastepujacej
postaci:

TWIERDZENIE 33. Niech f € BA. Jezeli f~ jest funkcjq przeksztatcajgcq B
w A, to:

(1) dla dowolnych b € B,a € A, f~(b) =a wtw b= f(a),

(2) Yoe B, f(f~(b)) =b orazVa € A, f~(f(a)) = a,

(3) f~of=1idg oraz fo f~ = idy.

DowoD: Niech f € BA oraz f~ € AB.
dla (1): f~(b) = a wtw <b,a> € f~ wtw <a,b> € f wtw b= f(a).
dla (2): Na mocy (1) poniewaz f~(b) € A mamy: f~(b) = f~(b) wtw
f(f~(b)), skad b = f(f~(b)) oraz, poniewaz f(a) € B, wiec f~(f(a)) =
o i F(a) oy, sk (e = o
dla (3): (3) jest wnioskiem z (2), twierdzenia 30, definicji relacji (funkcji)
identycznosciowej oraz twierdzenia 28. [

Aby wykaza¢, ze ograniczenie zbioru B4 do zbioru bijekeji przeksztal-
cajagcych zbior A na B jest réwniez niezbedne, a nie tylko wystarczajgce
(twierdzenie 32) na to, by relacje odwrotne do nich byly funkcjami prze-
ksztalcajacymi zbiér B w A, wykorzystamy warunek konieczny i wystarcza-
jacy dla bycia bijekcja, sformutowany w nastepujacym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 34. Dla dowolnej funkcji f : A — B, f jest bijekcjg wiw
istnieje funkcja g : B — A taka, Ze fog = idg oraz go f = idp.

DowOD: (—): na mocy twierdzen 32 oraz 33(3).
(+): Niech f € BA oraz g € AP beda takie, ze fo g = idy oraz go f =
idp. Zalozmy, ze f(z) = f(y) dla z,y € A. Wowczas g(f(x)) = g(f(y))-
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Lecz z zalozenia, g(f(x)) = x oraz g(f(y)) = y. Zatem x = y czyli f jest
1-1. Niech b € B. Na mocy zalozenia, f(g(b)) = b oraz oczywiscie g(b) € A.
Zatem f przeksztatca A na B. [J

TWIERDZENIE 35. Niech f € BA. f jest bijekcjg wtw f~ € AB.

DowoOD: (—): Twierdzenie 32.
(+): Niech f~ bedzie funkcja przeksztalcajaca zbior B w A. Wowczas
na mocy twierdzen 33(3) oraz 34, f jest bijekcja. O

TWIERDZENIE 36. Niech f € BA. Jezeli f~ € AB, to f~ jest bijekcja.

DowoOD: Niech f~: B — A. Zastosujmy twierdzenie 34 ktadac w miejsce
funkcji f funkcje f~ (zamieniajac zbior A na B oraz B na A). Wowczas
w oparciu o twierdzenie 33(3), wnosimy, iz f~ jest bijekcja. O

Podamy algebraiczny opis zbioru Bij(A) wszystkich bijekcji przeksztal-
cajacych zbior A na siebie (naturalnie istnienie takiego zbioru jest gwa-
rantowane przez aksjomat podzbiorow). W tym celu sformutujmy najpierw
twierdzenie méwiace, ze operacja ztozenia funkcji zachowuje wtasnosé bycia
bijekcja:

TWIERDZENIE 37. Zlozenie bijekcji jest bijekcig.

DowOD: Niech f: A — B oraz g : B — C beda bijekcjami. Niech x,y €
A oraz zalozmy, ze (f o g)(z) = (f o g)(y). Wowczas na mocy twierdzenia
30, g(f(x)) = g(f(y)). Poniewaz g jest 1-1, f(x) = f(y), a stad = =y, bo
f jest 1-1. Ostatecznie, f o g jest réznowartosciowa.

Niech ¢ € C. Wowczas ¢ = g(b) dla jakiegos b € B, bo g przeksztalca B
na C. Lecz b = f(a) dla jakiegos a € A, bo f przeksztalca A na B. Zatem
c=g(f(a)) = (fog)(a), czyli f o g przeksztalca A na C. O

DEFINICJA. Dowolny zbiér A z operacjami 2-argumentowsg o, l-argumen-
towa —, oraz wyrdznionym elementem 1 spelniajgcymi rownosci, dla dowol-
nych z,y,z € A:

(zoy)oz=wo(yoz),

rzol=1lox =z,

ro—x=—xozx =1,

nazywamy grupg.
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TWIERDZENIE 38. (Bij(A4),0,~,id4), gdzie Bij(A) jest zbiorem wszystkich
bijekcji przeksztatcajgeych zbior A na A, jest grupq.

DowOD: Na podstawie twierdzenia 37, operacja zlozenia relacji o jest ope-
racja na zbiorze Bij(A). Wedlug twierdzen 32 i 36 operacja konwersu relacji
™~ jest operacja na zbiorze Bij(A). Wreszcie, na mocy twierdzenia 31, id4 €
Bij(A).

Rownosé (fog)oh = fo(goh) jest prawdziwa juz dla dowolnych relacji
binarnych f, g, h okreslonych na zbiorze A (twierdzenie 25(1)). Podobnie
rownosci  fo idy = f oraz idg o f = f zachodzg juz dla dowolnej relacji
binarnej f na zbiorze A (twierdzenie 25(2)). Réwnosci f o f~ = idg oraz
f~ o f =idy dla dowolnej f € Bij(A), sa konsekwencja twierdzenia 33(3).
O

%
DEFINICJA. Niech f: A — B. Dla dowolnego X C A, zbior f(X)={b e
B:3a € X, b= f(a)} = {f(a) : a € X} nazywamy obrazem zbioru X
wedtug funkcji f.
(—
Dla dowolnego Y C B, zbior f(Y) = {a € A : f(a) € Y} nazywamy
przeciwobrazem zbioru Y wedtug funkcji f.

Uwaga. Naturalnie istnienie obrazu i przeciwobrazu zbioru wedtug danej
funkcji jest gwarantowane przez aksjomat podzbiorow.

TWIERDZENIE 39. Dla dowolnych f: A— B, XY CA, ZC B:
— —
1) XCY - f(X)C f(¥),
_>

(

(2) F(XUY)= F(X)U F(Y),

@ fxnv)cfenfy,

(@) fhest 1=1— F(XNY) =F(X) N V),

(5) X C 1(F(x)),

6) F(f(2) ¢ o

(7) 1 jest bijekeja — (X = [(F(X)) A [(F(2)) = 2).

H
DowoOD: dla (1): Zalozmy, ze X C Y. Wezmy b € f(X). Wowezas b = f(a)
—
dla pewnego a € X. Zatem z zalozenia, a € Y, czyli f(a) €f (Y), tzn.
—
bef(Y).



2.7. RELACJE I FUNKCJE 125

dla (2 ) Poniewaz X C X uYy oraz Y C XUY, quc na mocy (1) mamy:

- —

F(X) C F(XUY)oraz f(Y) CF(XUY), Zatemf( JUT(Y)C f

(X UY). Aby dowies¢ odwrotnej inkluzji zalozmy, ze b € f(X UY). Zatem

dla pewnego a € X UY, b = f(a). Mamy quc a € X lub a €Y. Gdy
%

a € X, to oczywiscie f(a) € f(X) C f( ) U f( ), czyli b € f( ) U f( ).

Analogicznie gdy a € Y.

dla (3): Pomewaz X Ny € X _oraz XNy C Y, WIQC na mocy (1),

f(XﬁY) - f( ) oraz f(XﬁY) C f( ), zatem f(XﬁY) C f( )N f( ).

dla (4): Zalozmy, ze f jest réznowartosciowa. Na mocy (3) wystarczy

— - - — -

wykazac¢ inkluzje f(X) N f(Y)C f(XNY). Niech wiec b € f(X) N f(Y).
- -

Wtedy b € f(X) oraz b € f(Y). Zatem dla pewnego a1 € X, b = f(ay)

oraz dla pewnego az € Y, b = f(a2). Wowczas, skoro f(ai1) = f(az2), wiec

z zalozenia, a; = ay. Zatem a; € Y (bo ag € V). Ostatecznie, a; € X NY,

— —
skad f(a1) € f(XNY), tzn. be f(XNY).
%
dla (5): Niech a € X. Wowczas f(a) € f(X), zatem z definicji przeciw-
— =
obrazu: a € f(f(X)).
— —

dla (6): Niech b € f(f(Z)). Wowczas dla pewnego a € f(Z), b= f(a).
Lecz wtedy, z definicji przeciwobrazu, f(a) € Z, zatem b € Z.

dla (7): Zatozmy, ze f jest 1-1 oraz ,na”. Aby wykazac pierwsza z rownosci

— =

wystarczy, na mocy (5), wykazaé¢ inkluzje f(f(X)) € X. Niech wiec a €
— = .
f(f(X)). Wowczas f(a) € f(X), zatem dla pewnego a1 € X, f(a) = f(a1).
Poniewaz f jest 1-1, wiec a = ay, stad a € X.

Aby wykazaé¢ druga réownosé wystarczy, na mocy (6) wykaza¢ inkluzje

=
Z C f(f(2)). Zalozmy wiec, ze b € Z. Poniewaz funkcja f przeksztalca
zbiér A na B za$ Z C B, wiec dla pewnego a € A, b= f(a). Stad f(a) € Z
-

zatem o € f( ), co z kolei oznacza, ze f(a) € f (f (Z)). Ostatecznie,

be 1(£(2). O

Twierdzenie 39 nie jest naturalnie wyczerpujacym przegladem wlasnosci
obrazu i przeciwobrazu zbioru. Mozna go rozszerzy¢ podajac na przyktad
odpowiedniki warunkow (1), (2), (3), (4) dla przeciwobrazu:

UCV - f(U)C f(V),
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[UUV) = W)U IV
fionv)y= f(U)nN f(V), dla dowolnych U,V C B.

Na koniec zdefiniujmy jeszcze uzyteczne pojecia obciecia funkcji oraz
ciagu.

DEFINICJA. Niech f € B4 oraz X C A. Naturalnie zbior par uporzadko-
wanych {<z, f(x)>: x € X} jest funkcja przeksztalcajaca zbior X w zbior
B. Nazywamy ja obcieciem funkcji f do zbioru X i oznaczamy: f [ X.

DEFINICJA.  Niech A bedzie niepustym zbiorem. Dowolna funkcje
a: {l,..,n} — A nazywamy n-wyrazowym ciggiem elementow ze zbio-
ru A i oznaczamy (a(1l),...,a(n)).

Dowolna funkcje a : {1,2,...} — A nazywamy ciggiem (nieskoriczo-
nym) elementdw ze zbioru A i oznaczamy (a(1),a(2),...).

Wartosé ciagu a na argumencie ¢ € {1,...,n,...}, czyli a(i), nazywamy
1-tym wyrazem ciqggu a.

2.8 Zbiory ufundowane

Obecnie skupimy uwage na roli aksjomatu ufundowania (regularnosci)
w teorii Zermelo-Fraenkla ZF. W tym celu rozwazamy najpierw teorie bez
tego aksjomatu, zastepujac go innym, nie nalezacym ani do ZF~, ani do
ZF (formuta Q). W ten sposob zapewniamy istnienie zbioréw nie majgcych
elementu minimalnego oraz tzw. zbioréw nieufundowanych. Aby oddaé¢ intu-
icje zwiazane z pojeciami takich zbior6w, wprowadzamy nieformalne pojecie
nieskoriczonego zejscia zbiordw. Twierdzenia 41, 42, 44, a wiec twierdzenia,
w ktorych to pojecie wystepuje, nalezy zatem traktowac nieformalnie — nie
nalezg one do ZF'. Ponadto twierdzenie 40 roéwniez nie jest twierdzeniem tej
teorii, lecz z innego powodu: jego sformulowanie i dowdéd wymagajg aksjo-
matu (2). Natomiast twierdzenia 43, 45, 46, 47, 48, 49 naleza do teorii ZF~,
bowiem w ich sformutowaniu i dowodach nie wykorzystuje sie formuty (£2).

DEFINICJA. Dla dowolnych zbioréw x,y, y jest elementem minimalnym
zbioru z, gdy y € x oraz y Nx = ).

PRZYKLAD. Zbior () jest (jedynym) elementem minimalnym zbioru {0, P(()}.
Zbiory 0, {P(0)} sa elementami minimalnymi zbioru {0, { P(0)}}.
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W celu okreslania elementéw minimalnych w danym zbiorze, wygodnie
jest postuzy¢ sie ilustracja tzw. grafu zbioru.

Fakt, ze y € x ilustrujemy w postaci: y o — o x, tzn. rézne zbiory x,y
oznaczamy réznymi punktami, a zachodzacy miedzy nimi stosunek nalezenia
zaznaczamy odpowiednio strzatka. Przez ilustracje grafu zbioru « bedziemy
rozumie¢ rysunek, na ktérym znajduja sie punkty odpowiadajace zbiorowi x
oraz wszystkim jego elementom, oraz strzatki pokazujace wszystkie stosunki
nalezenia jakie zachodza miedzy zbiorami, ktérym odpowiadaja owe punkty.
Element minimalny zbioru x bedzie wéwczas oznaczony punktem, do ktérego
nie ,wchodzi” zadna strzalka ,wychodzaca” z jakiego$ elementu tego zbioru.

PrzykrAD. Grafy dwoch zbioréw z przyktadu powyzej:

{0,P(@)} = P(P@®) {0,{P(0)}}

o

/N N
(P

(¢]

0 P(0) = {0} 0

()}

Ponizej podajemy przyktady graféw zbiorow, ktére nie posiadaja
elementu minimalnego (gdyby takie zbiory istnialy). Kazdy z tych zbiorow
ilustrowany jest punktem najwyzej na rysunku potozonym. Pierwszy z tych
zbioréw jest 3-elementowy, pozostate dwa zbiory sg jednoelementowe:

1) . 2) 3)
AN, 6 ©

2.8.1 Teoria ZF~ z aksjomatem ()

W dalszym ciggu do zestawu aksjomatow teorii ZF~ dodajemy formute
(por. np. Aczel[l]):

(Q) WVr(r ey >z =1y).
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Oznaczmy zbior, ktorego istnienie ona stwierdza symbolem ). Wéowczas
mamy:

(1) Ve(z € Q4+ z=Q).

Z (1) otrzymujemy natychmiast: Q € Q oraz 2 jest jedynym takim zbio-
rem z, ze x € (). Krotko mowiac 2 jest singletonem, ktorego jedynym ele-
mentem jest wladnie (). Precyzyjniej, mozna to wykaza¢ nastepujaco. Z de-
finicji zbioru 1-elementowego mamy:

(2) Ve(x € {Q} 2 =Q).

Zatem z (1) oraz (2): Vz(x € Q <> x € {Q}), skad przy uzyciu aksjomatu
identycznosci uzyskujemy:

(3) Q={Q}.

Zauwazmy, ze aksjomat identycznosci nie gwarantuje wcale jedynosci
zbioru, ktorego istnienie stwierdza formuta (€2), czyli roznych zbiorow €
o wlasnosci (3) moze istnie¢ wiecej niz jeden. Mowiac dalej o zbiorze 2 ma-
my na mysli jakikolwiek ze zbiorow o wlasnosci (3). Jak widaé, graf takiego
zbioru jest przedstawiony powyzej na trzecim diagramie.

TWIERDZENIE 40. Zbior 2 nie ma elementu minimalnego.

DowOD: Oczywiscie jedynym elementem zbioru 2 jest €, lecz ) nie jest
elementem minimalnym zbioru €, bowiem QN Q # (), skoro QN Q. = Q =

{2} £0. O

DEFINICJA. Sekwencje zbiorow (niekoniecznie roznych) z1,z2,..., Ty, ...
nazwiemy nieskoriczonym wejsciem (zejsciem), gdy x1 € xo,z2 € I3,...,
Tp—1 € Tpy Ty € Tyl ee- (cooy Tntl € Ty Ty € Ty—1,...,T3 € Ta,Ta € T1).

PRZYKLAD. Sekwencja zbiorow 0, {0}, {{0}},...,{..{0}..},... jest nieskon-
czonym wejsciem. Natomiast sekwencja — Q,{Q}, {{Q}}, ..., {.{Q}..},
... jest jednoczes$nie nieskoniczonym wejsciem i zejSciem. Z definicji singleto-
nu jest bowiem oczywiste, ze Q € {Q} e {{Q}} e ...e{...{Q}...} ...
Jednakze rowniez mamy: ... € {...{Q}...} € ... € {{Q}} € {Q} € Q,
skoro na mocy (3), dowolny singleton {...{Q}...} jest identyczny ze zbio-
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rem (), zatem sam jest jedynym swoim elementem (powyzsza sekwencja ma
oczywiscie postaé: ,Q, ..., Q,...).

Uwaga. Pojecie nieskoniczonego zejscia (wejscia), tak jak zostato tu wpro-
wadzone, formalnie nie jest pojeciem teorii ZF~, bowiem bazuje ono na
pojeciu sekwencji zbioréw, ktore z kolei jest tutaj pojeciem wylacznie intu-
icyjnym, pierwotnie zaktadanym, a wiec nie nalezacym formalnie do teorii
ZF~. Powodem, dla ktérego wprowadzamy pojecie nieskoniczonego zejsécia
jest objasnienie intuicji zwiazanych z pojeciem zbioru nieufundowanego.

W dalszym ciggu twierdzenia, w ktérych sformutowaniu badz dowodzie
pojawia sie pojecie nieskoniczonego zejscia beda oznaczane symbolem *.

DEFINICJA. Powiemy, ze zbiér x ma nieskoriczone zejScie, gdy istnieje
nieskoriczone zejscie postaci: z, x1,x2, ..., Ty, . ... WOwczas bedziemy mowié
rowniez, ze takie nieskoniczone zejscie jest nieskoniczonym zejSciem zbioru x.

PrzYKLAD. Naturalnie zbiér {2 ma nieskoriczone zejscie: €,€2, ..., .. ..

*TWIERDZENIE 41: Kazdy niepusty zbidor nie majgcy elementu minimalnego
ma nieskoriczone zejscie.

DowOD: Niech z bedzie niepustym zbiorem nie majacym elementu mi-
nimalnego. Woéwczas dla pewnego zbioru y; mamy: y; € x (bo z # 0).
Z zalozenia, y; nie jest elementem minimalnym zbioru x, zatem y; N x # ().
Istnieje wiec zbior yo taki, ze y2 € y; oraz yo € x. Choé yy jest elementem
zbioru z, to jednak nie jest jego elementem minimalnym. Zatem istnieje
zbior y3 taki, ze ys € yo oraz y3 € x. I tak dalej. Jest widoczne, ze sekwencja
T,Y1,Y2, Y3, - .. jest nieskonczonym zejéciem zbioru z. [

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 41 nie jest prawdziwe. Istnieja zbio-
ry (oczywiscie w ramach ZF~ z aksjomatem (2)) z nieskoniczonym zej$ciem
majace element minimalny. Np. zbior P(€)) ma te wlasnosé: zbior ) jest jego
elementem minimalmym, chociaz sekwencja {0, Q},Q,Q,...,Q, ... jest jego
nieskoniczonym zejsciem, jak na to wskazuje graf zbioru P(Q):

o P(Q)

. N\
O
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DEFINICJA. Moéwimy, ze zbior z jest ufundowany, gdy dla dowolnego zbioru
y, jezeli x € y, to y ma element minimalny.

Gdy zbiér nie jest ufundowany, mowimy, ze jest on nieufundowany. Za-
tem x jest nieufundowany, gdy jest on elementem pewnego zbioru nie maja-
cego elementu minimalnego.

PRZYKLAD. Zbior () jest ufundowany. Jesli bowiem () € g, to () jest elemen-
tem minimalnym zbioru y, bo f Ny = 0.
Zbior P() nie jest ufundowany. Rozwazmy bowiem zbior {P(f2),}.

Naturalnie P(2) € {P(Q2),Q}, lecz zbior {P(Q2),2} nie ma elementu mi-
nimalnego:

o {P(2),0}

LN
O

*TWIERDZENIE 42. Kazdy zbior nicufundowany ma nieskoriczone zejscie.

P(Q)o

DowOD: Niech z bedzie zbiorem nieufundowanym. Wowczas dla pewnego
zbioru y, = € y oraz y nie ma elementu minimalnego. Zatem x nie jest
elementem minimalnym zbioru y, czyli Ny # 0. Niech wiec y; € = oraz
Y1 € y. y1 nie jest elementem minimalnym zbioru y, zatem y; Ny # (). Niech
wiec yo € y1 oraz yo € y. I tak dalej. Naturalnie sekwencja x, y1,y2, . .. jest
nieskoriczonym zejsciem zbioru x. [

Jak wida¢ na podstawie twierdzen 41 i 42, niepuste zbiory nie majace
elementu minimalnego oraz zbiory nieufundowane zachowuja sie podobnie
ze wzgledu na posiadanie nieskoriczonego zejécia. Spréobujmy blizej scha-
rakteryzowaé¢ zwigzki miedzy tymi klasami zbioréw, w ramach teorii ZF~
(twierdzenia 43, 45, 46, 47) oraz ZF~ z aksjomatem (2) (twierdzenie 44).

TWIERDZENIE 43. Kazdy niepusty zbior nie majacy elementu minimalnego
jest zbiorem nieufundowanym. (Inaczej, kazdy niepusty zbior ufundowany ma
element minimalny.)

DowoD: Niech x # () bedzie zbiorem nie majacym elementu minimalnego.
Rozwazmy zbior x U {x}. Wowczas naturalnie z € x U {x}. Wykazemy,
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ze x U {z} nie ma elementu minimalnego, co skoriczy dowod. Zalozmy nie
wprost, ze y jest elementem minimalnym zbioru x U {z}. Wowczas
(1) y e xU{z} oraz
(2) yn(zU{z})=10.

Konsekwencja (2) jest oczywiscie
(3) ynz =9,
gdyby bowiem dla pewnego z, z € yNz, to z € y oraz z € x, skad z € xU{x},
zatem z € y N (x U {z}), co jest niemozliwe wobec (2).

Z (1) mamy natychmiast: y € z lub y = z. Gdy y € z, to wobec (3), y
jest elementem minimalnym zbioru x, wbrew zalozeniu. Gdy zas y = z, to
wedtug (3), © = 0, co rowniez jest sprzeczne z zatozeniem. [

TWIERDZENIE 44. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 43 jest falszywe,
tzn. istniejg zbiory nieufundowane posiadajgce element minimalny.

DowoDb: Wykazmy, ze zbior A = {{P(2)}, P(Q)} nie jest ufundowany, lecz
posiada element minimalny. Graf zbioru A jest postaci:

oA
/ \O
Zatem P(2) jest elementem minimalnym zbioru A.

Oczywiscie A € ({A}UQ)U{P(Q)}. Jednakze zbior ({A}UQ)U{P(Q)}

nie ma elementéw minimalnych:

{P()F P(Q) = {0,9}

o({At L Q) U{P(Q)}

AN
P(Q) @

Zatem A nie jest ufundowany. [

Nie jest rowniez tak, ze zbior nieufundowany musi mieé¢ element, kto-
ry nie ma elementéw minimalnych. Zbiér A z dowodu twierdzenia 44 jest
nieufundowany, lecz kazdy jego element posiada element minimalny. Grafy
elementéw zbioru A sa postaci:
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Okazuje sie jednak, ze zbiér nieufundowany musi mieé¢ element, ktory nie
jest zbiorem ufundowanym:

TWIERDZENIE 45. Dla dowolnego zbioru x, jezeli x nie jest ufundowany,
to istnieje zbior y taki, ze y € x oraz y nie jest ufundowany. (Inaczej, jezeli
kazdy element zbioru x jest ufundowany, to x jest ufundowany.)

DowoOD: Dowodzimy drugiego sformutowania twierdzenia. Zalézmy, ze
Vy(y € x — y jest ufundowany). Aby wykazaé¢, ze z jest ufundowany, za-
tozmy, ze x € z. Wykazemy, ze z ma element minimalny. Naturalnie x jest
elementem minimalnym zbioru z lub x nie jest elementem minimalnym zbio-
ru z. Zatézmy wiec, ze x nie jest elementem minimalnym zbioru z. Wowczas
x Nz # (. Niech a € x oraz a € z. Poniewaz z zalozenia kazdy element
zbioru x jest ufundowany, wiec a jest ufundowany. Zatem, skoro a € z, to z
ma element minimalny. O

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 45 jest rowniez prawdziwe.

TWIERDZENIE 46. Dowolny zbidr majacy nieufundowany element jest nie-
ufundowany. (Inaczej, kazdy element dowolnego zbioru ufundowanego jest
zbiorem ufundowanym.)

DowOD: Zatézmy, ze x,y sa zbiorami takimi, ze
(1) y €z oraz
(2) y jest nieufundowany.

Na mocy (2) niech z bedzie takim zbiorem, ze
(3) y € z oraz
(4) z nie ma elementu minimalnego.

Rozwazmy zbior zU{x}. Naturalnie z € zU{x}. Pokazemy ze zbior zU{x}
nie ma elementu minimalnego. Zalézmy nie wprost, ze a jest elementem
minimalnym tego zbioru, tzn.

(5) a€zU{z} oraz
(6) an(zu{z})=0.
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Wowcezas z (5): a € z lub a = z. Zalézmy, ze a € z. Na mocy (4), a
nie jest elementem minimalnym zbioru z, zatem a N z # (). Stad roéwniez
an(zU{x}) # 0; sprzecznosé¢ z (6). Zalozmy, ze a = x. Wowczas z (1)
mamy: y € a. Ponadto z (3), y € zU{z}. Czyli y € aN (2 U {x}). Zatem
znowu a N (z U {z}) # 0.

Ostatecznie, = nie jest ufundowany. [J

RoézZnice miedzy pojeciami zbioru nieufundowanego oraz niepustego zbio-
ru nie posiadajacego elementu minimalnego mozna intuicyjnie wyjasnié
w oparciu o pojecie nieskoriczonego zejscia. Choé zardéwno zbiér nieufundo-
wany jak i niepusty zbioér nie majacy elementu minimalnego maja nieskoni-
czone zejscia (Twierdzenia 42 1 41), to jednak zbior posiadajacy nieskoriczone
zejécie moze mieé¢ element minimalny, tymczasem jest on zbiorem nieufun-
dowanym. Bowiem:

*2bior nieufundowany to taki zbidr, ktéry ma nieskoriczone zejscie.

Aby to stwierdzenie uzasadni¢ wezmy pod uwage jakikolwiek zbior x
majacy nieskoriczone zejscie: x,¥y1,...,Yn,... 1 rozwazmy klase wszystkich
zbiorow w tym zejsciu (sekwencji) wystepujacych. Zbior = jest elementem
tej klasy, lecz klasa ta nie ma elementu minimalnego, skoro kazdy zbior z tej
sekwencji ma element wystepujacy (bezposrednio za nim) w tej sekwencji.
Zatem zbior x jest nieufundowany.

Uzasadnienie to miatoby nieformalna wartos$¢, gdyby wyrazenie ,klasa”
mozna byto zastapi¢ wyrazeniem ,zbiér” lub tez zmodyfikowaé¢ definicje zbio-
ru nieufundowanego w sposéb nastepujacy: zbior x jest nieufundowany, gdy
istnieje klasa (mnogosé, ekspozycja) zbiorow, w ktorej x sie znajduje oraz
kazdy zbiér tej klasy ma element w niej wystepujacy.

Pierwsze z tych rozwiazan odrzucamy — nie mamy bowiem w ogélno-
$ci zadnych gwarancji istnienia zbioru wszystkich zbioréw wystepujacych
w jakim$ nieskoniczonym zejéciu. Drugie rozwigzanie latwo akceptujemy,
lecz wylacznie w ramach rozwazan nieformalnych (tzn. poza teoria ZF ™),
ktore przeciez od zakonczenia dowodu twierdzenia 46 prowadzimy, skoro
postugujemy sie pojeciem nieskoriczonego zejscia.

Latwo zauwazy¢, ze przy tak zmienionym pojeciu zbioru nieufundowane-
go, mozna bez trudnosci zmodyfikowaé¢ dowdd twierdzenia 42, aby uzasadnié¢
twierdzenie: *kazdy zbior nieufundowany ma nieskoriczone zejscie.
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Naturalnie w ramach teorii ZF~ czy ZF funkcjonuje pojecie zbioru nie-
ufundowanego (czy ufundowanego) wezesniej zdefiniowane bez odwolywania
si¢ do pojecia niekoriczonego zejscia. Nie mozna w ZF~ utozsamiaé (for-
malnie) zbioru nieufundowanego ze zbiorem majacym nieskonczone zejscie,
bowiem w ramach tej teorii nie mamy przeciez pojecia nieskonczonego zej-
$cia.

Patrzac jednak nieformalnie na zbiory nieufundowane jako na te i tyl-
ko te, ktore posiadaja nieskonczone zejécie, jasniejsze staja sie twierdzenia,
ktore funkcjonuja bez pojecia nieskoriczonego zejscia:

twierdzenie 43 — na mocy twierdzenia 41, *niepusty zbidr nie majgcy
elementu minimalnego ma nieskoriczone zejscie, zatem jest nieufundowany,

twierdzenie 44 — *istniejq zbiory majgce nieskoriczone zejicie oraz ele-
ment minimalny,

twierdzenie 45 — *jezeli 2bior x ma nieskonczone zejscie, powiedzmy x, y1,
Y2y vy Yny - -+, t0 Y1 € T 0TAZ Y1 MG nieskoriczone zejScie Y1, Y2, - -+, Yny - - -5

twierdzenie 46 — *jezeli y € x oraz y ma nieskoriczone zejscie y, y1,yo, - - - ,
Yn, - - -, 0 2b10T T ma nieskoniczone zejscie T, Y, Y1, Y2y -« - Yny - - --

W teorii Z F'~ klasa wszystkich zbioréw niepustych nie majacych elemen-
tu minimalnego zawiera sie w klasie wszystkich zbioréw nieufundowanych
(twierdzenie 43). Zatem, gdyby w ZF~ nie bylo zbioréw nieufundowanych,
to nie bytoby tam réwniez niepustych zbioréw nie majacych elementu mi-
nimalnego. Jednakze tatwo zauwazy¢, ze réwniez odwrotnie, gdyby nie byto
tam niepustych zbioréw bez elementu minimalnego, to nie bytoby réwniez
zbioréw nieufundowanych:

TWIERDZENIE 47. Kazdy niepusty zbior ma element minimalny wtw kazdy
zbior jest ufundowany.

DowOD: (—): Zatézmy, ze kazdy niepusty zbior posiada element minimalny
oraz nie wprost, niech a bedzie zbiorem, ktory nie jest ufundowany. Wow-
czas dla pewnego zbioru y nie majacego elementu minimalnego, a € y. Lecz
wowcezas y # (), zatem z zalozenia musi mie¢ element minimalny. Sprzecz-
nosé.
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(+<): Na mocy twierdzenia 43. [
Odnotujmy dwie istotne wlasnosci zbioréw ufundowanych:

TWIERDZENIE 48: Vz(z jest ufundowany — = & x).

DowOD: Zalézmy nie wprost, ze a jest ufundowany oraz a € a. Poniewaz
a € {a}, wigc zbior {a} ma element minimalny (z definicji zbioru ufundowa-
nego). Niech b bedzie elementem minimalnym zbioru {a}. Wowczas b € {a}
oraz b N {a} = 0. Zatem b = a i konsekwentnie a N {a} = 0. Tymczasem
z zalozenia, a € a. Poniewaz a € {a}, wiec a € aN {a}, czyli a N {a} # 0.
Sprzecznosé. [

TWIERDZENIE 49. Dla dowolnego zbioru x, jezeli x jest ufundowany, to nie
istnieje liczba naturalna n oraz zbiory yi,yo, ..., yn takie, ze x € y1 Ay €
YN o NYn—1 €EYn ANYn € .

DowOD: Zatézmy nie wprost, ze a jest zbiorem ufundowanym oraz dla
pewnych y1,y2,...,Yn mamy:

(1) a€y1 EY2 €... € Yp—1 € Yyp € a.

Poniewaz a jest ufundowany oraz a € {a,y1,%2,...,Yn}, wiec zbior
{a,y1,vy2,...,yn} maelement minimalny. Tymczasem na mocy (1), jak wska-
zuje ilustracja grafu tego zbioru, zbiér ten nie ma elementu minimalnego:

@)

{a,y1,92, ... yn}
R

Oyl

ao

N .,
/

\

Yn—10 oys3
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2.8.2 Aksjomat regularnosci (ufundowania)

W jezyku pierwotnym teorii mnogoéci aksjomat regularnoséci ma postac:
(AzR) Vz[Fy(y € ) —» Jy(y € x AVz(z € y — 2z € x))].

Kazdy niepusty zbior (tzn. taki zbior z, ze Jy(y € z)) posiada element
minimalny (tzn. taki element y, ktory ze zbiorem x nie ma wspolnych ele-
mentow: Vz(z € y — z € x)).

Mozna sformulowaé 6w aksjomat nastepujaco:
(AzR) Va(z # 0 — Jy(y jest elementem minimalnym z)),
lub réwnowaznie na mocy twierdzenia 47:
(AzR)" Vx (x jest ufundowany).

W teorii ZF (z aksjomatem regularnosci) nie istnieja zbiory takie jak
Q (negacja formuly () jest twierdzeniem ZF') czyli zbiory nieufundowa-
ne. Wedtug nieformalnych rozwazan, takie zbiory nie maja ,pelnego fun-
damentu”, co sie przejawia w posiadaniu nieskoriczonego zejscia. Jednakze
pojecie nieskoriczonego zejscia nie miesci sie w ramach, czesto nieSwiadomie
akceptowanego, atomizmu metodologicznego B. Russella, wedtug ktoérego ja-
kiekolwiek konstrukty formalne winny by¢ na poczatku budowane z funda-
mentalnych cegietek (atomow) — tzw. building blocks. Zbior, jako konstrukt
formalny, winien byé ,rozktadalny” w skoriczonej ilosci krokéw na ostatecz-
ne elementarne cze$ci. Tymczasem zbiér posiadajacy nieskonczone zejscie,
,rozktadalny” jest w nieskoriczonos¢.

W ZF, na podstawie aksjomatu ufundowania, otrzymujemy jako wnioski
z twierdzen 48 oraz 49 odpowiednio nastepujace zdania:

WNIOSEK Z TWIERDZENIA 48. Vz(z & x),
WNIOSEK Z TWIERDZENIA 49. Dla dowolnego zbioru x nie istnieje liczba

naturalna n oraz zbiory yi1,yo, ..., Yn takie,ze x E Y1 Ay1 € Yo A .. AYn—1 €
Yn NYn € T.
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Konsekwencja wniosku z twierdzenia 48 jest

TWIERDZENIE 50. —3JyVa(x € y) (nie istnieje zbior wszystkich zbiorow).

DowoOD: Zalozmy nie wprost, ze IyVe(z € y). Wowcezas dla pewnego zbioru
V mamy: Vz(z € V). Zatem V € V, co jest niemozliwe na mocy wniosku
z twierdzenia 48. [

2.9 Interpretacja arytmetyki elementarnej w teorii
ZF

Interpretacja arytmetyki elementarnej w teorii ZF polega na wykazaniu, ze
kazde twierdzenie arytmetyki elementarnej jest twierdzeniem teorii mnogosci
ZF, o ile wczedniej, po pierwsze, ustalono do jakich zbiorow (opisywanych
w ZF') odnosza si¢ kwantyfikatory w jezyku arytmetyki, czyli jakie zbiory
maja by¢ postrzegane jako liczby naturalne, oraz po drugie, zinterpretowano
w Z F' pierwotne pojecia arytmetyki elementarnej: liczbe zero oraz nastepnik,
tzn. okreslono jaki wyrdzniony zbior (wsrod zbiorow okreslonych jako liczby
naturalne) odpowiada stalej 0 oraz jaka operacja na zbiorach (okreslonych
jako liczby naturalne) odpowiada symbolowi funkcyjnemu s.

Naturalnie, aby wykazaé, ze kazde twierdzenie arytmetyki elementarnej
jest twierdzeniem teorii ZF, wystarczy wykazaé, ze kazdy aksjomat arytme-
tyki (po zinterpretowaniu) jest twierdzeniem ZF.

2.9.1 Operacja nastepnika

Na poczatek zdefiniujmy jednoargumentows operacje S zwang operacja nas-
tepnika, okreslong dla wszystkich zbiorow:

DEFINICJA. Dla dowolnego zbioru z, S(x) = z U {z}. To znaczy,
Vy(y € S(z) < (y€zVy =1x)).

Nastepnik S(x) zbioru x jest wiec takim zbiorem, ze jednoczesnie = €
S(z) oraz x C S(x).

TWIERDZENIE 51. Dla dowolnego zbioru x, S(x) jest nagmniejszym zbiorem
(wzgledem inkluzji) wsrod wszystkich zbiorow y takich, ze x € y oraz x C y.
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DowoOD: Zalézmy, ze x € y oraz x C y. Wowczas {x} C y, zatem zU{x} C
y, czyli S(z) Cy. O

Zauwazmy ponadto, ze dla dowolnego zbioru z nie istnieje taki zbior y,
ze x € y oraz y € S(x). Gdyby bowiem taki y istnial, to byloby: y € = lub
y = x, lecz oba czlony tej alternatywy sa zabronione, na mocy wnioskdw
z odpowiednio twierdzenia 49 oraz 48.

Kolejne dwa twierdzenia charakteryzujace operacje .S, wskazujg na moz-
liwos¢ jej wykorzystania jako interpretacji symbolu funkcyjnego ,,s” z jezyka
arytmetyki:

TWIERDZENIE 52. Vz(S(x) # 0).

DowoD: Oczywisty na mocy definicji operacji nastepnika. [

TWIERDZENIE 53. VaVy(S(z) = S(y) — = =vy).

DowoOD: Zalozmy, ze S(z) = S(y). Poniewaz wedlug wniosku z twierdze-
nia 49 wykluczona jest koniunkcja x € y Ay € x, wiec prawdziwa jest
alternatywa = ¢ yVy & x. Zalozmy, ze © ¢ y. Poniewaz z € S(x), wiec
z zalozenia dowodu uzyskujemy: x € S(y), zatem z € yVz =y, skad x = y.
Analogicznie postepujemy przy zaltozeniu, ze y &€ . [

Jak wida¢, twierdzenie 52 jest interpretacja aksjomatu (AN1), o ile zbiér
pusty uznamy za interpretacje statej 0. Naturalnie twierdzenie 53 jest in-
terpretacja aksjomatu (AN2) arytmetyki elementarnej. Na uwage zastuguje
fakt, ze kwantyfikatory pojawiajace sie w tych dwdch twierdzeniach odnosza
sie do wszelkich zbioréw, zatem réwniez do tych, ktére pdzniej okreslimy
jako liczby naturalne.

Ograniczenie kwantyfikacji przy interpretacji aksjomatow arytmetyki
w ZF do specjalnej klasy zbioréow, okazuje sie konieczne. Nie oczekujmy
bowiem, ze interpretacja aksjomatu indukcji, w ktérej kwantyfikatory odno-
szg sie do wszelkich zbiorow (gdy interpretacjami 0 i s sa odpowiednio ), S)
— nawet przy jakim§ rozsadnym ograniczeniu klasy formul ¢ (z) (teraz beda-
cych formutami jezyka ZF') — okaze sie twierdzeniem teorii ZF'. Gdyby tak
byto, to kazde twierdzenie arytmetyki elementarnej, wedtug tejze interpre-
tacji (ktorej dziedzing jest klasa wszystkich zbiorow), byloby twierdzeniem
ZF. Tak jednakze nie jest. Rozwazmy na przyktad twierdzenie 2 arytmetyki
elementarnej, po zinterpretowaniu w postaci: Va(z = 0V Iy(x = S(y))). By-
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najmniej nie jest to twierdzenie teorii mnogosci. Wezmy bowiem pod uwage
zbior {{0}}. Wowczas prawda jest, ze {{0}} # 0A—-Fy({{0}} = S(y)). Gdy-
by bowiem dla pewnego zbioru y : {{0}} = S(y), to mielibysmy: y € {{0}},
zatem y = {0}; lecz wowczas S(y) = y U {y} = {0} U {{0}} = {0,{0}}
i ostatecznie {{0}} = {0,{0}}, co oczywiscie nie zachodzi.

To, ze kluczowa role w interpretacji arytmetyki elementarnej odgrywa
aksjomat indukcji jest widoczne na podstawie faktu, iz same twierdzenia
52 oraz 53 nie sa wystarczajace do uznania, ze jedyna mozliwg interpreta-
cja symbolu ,,s” z jezyka arytmetyki jest operacja nastepnika S. Gdyby na
przyktad interpretowaé¢ 6w symbol jako operacje zbioru potegowego P (oraz
0 jako zbior 0)), z aksjomatow (AN1), (AN2) otrzymujemy twierdzenia teorii
ZF":

Vo (P(z) # 0) (wniosek z twierdzenia 7),

VaVy(P(z) = P(y) — = y) (na mocy twierdzen 1, 8, 2).

2.9.2 Indukcja

Przedstawimy interpretacje aksjomatu indukcji, w ktoérej symbol ,,s” repre-
zentuje operacje S, uzyskujac z tego aksjomatu twierdzenie teorii ZF'.

Stosujac operacje nastepnika mozna zapisaé¢ aksjomat nieskoriczonosci
w krotszej postaci:

(Az oo) Fz(b € z AVy(y € . — S(y) € x)).

Zbior, ktorego istnienie 6w aksjomat stwierdza, nosi nazwe zbioru induk-
cyjnego:

DEFINICJA. Dla dowolnego zbioru z, x jest indukcyjny, gdy 0 € z oraz
Vy(y € z — S(y) € z).

Zbior jest wiec indukeyjny, gdy jego elementem jest zbior () oraz gdy jest
on zamkniety na operacje nastepnika.

W ten spos6b uzyskujemy najprostsza postaé¢ aksjomatu nieskoriczono-
$ci:

(Az 00)” Fz(x jest indukeyjny).
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Pojecie zbioru indukcyjnego umozliwia wyodrebnienie sposréod zbioréw
tych, ktorych mnogosé¢ stanowi¢ bedzie dziedzine modelu dla aksjomatow
arytmetyki elementarnej. Zbiory te nazwiemy wiec liczbami naturalnymi.
Wtadnie do tych zbioréw ograniczymy kwantyfikacje interpretujac aksjomaty
arytmetyki elementarne;j.

DEFINICJA. Dla dowolnego zbioru x, x jest liczbg naturalng, gdy Vy(y jest
indukeyjny — = € y) (zbior jest liczba naturalna, gdy jest elementem kaz-
dego zbioru indukcyjnego).

Bezposrednio z definicji liczby naturalnej oraz zbioru indukcyjnego otrzy-
mujemy:

TWIERDZENIE 54. Zbior () jest liczbg naturalng.
Mnogos¢ liczb naturalnych jest zamknieta na operacje nastepnika:

TWIERDZENIE 55. Va(x jest liczbg naturalng — S(x) jest liczbg naturalng).

DowoOD: Zalozmy, ze zbiér x jest liczba naturalna, tzn. Vy(y jest indukeyj-
ny — x € y). Aby wykazaé, ze S(z) jest liczba naturalng rozwazmy dowolny
zbior indukcyjny y. Wowcezas z zalozenia, x € y. Zatem z definicji zbioru in-
dukcyjnego mamy: S(z) € y, co wobec dowolnosci wyboru zbioru y dowodzi,
ze S(x) jest liczba naturalna. OJ

Wykazemy teraz, ze owa ,,mnogos¢” liczb naturalnych jest po prostu zbio-
rem (tzn. obiektem, ktorego istnienie jest dowodliwe w ZF'). W tym celu
rozwazmy w aksjomacie podzbioréw formute ¢(z) postaci: x jest liczba na-
turalna. Oznaczmy symbolem A jakikolwiek ze zbioréw, ktorych istnienie
stwierdza aksjomat nieskoniczonosci, uzyskujac prawdziwe zdanie: A jest in-
dukcyjny. Wéwcezas natychmiast z definicji liczby naturalnej otrzymujemy
prawdziwy poprzednik implikacji (AzZ)g,

Va(x jest liczba naturalng — x € A),
zatem rowniez prawdziwy nastepnik w aksjomacie podzbioréw,

JyVz(z € y <> x jest liczba naturalna),



2.9. INTERPRETACJA ARYTMETYKI ELEMENTARNEJ 141

co w konsekwencji prowadzi do definicji zbioru liczb naturalnych NV:

DEFINICJA. Vz(x € N < z jest liczba naturalng) lub N = {x : x jest liczba
naturalna}.

Jako bezposredni wniosek z twierdzeni 54 oraz 55 uzyskujemy
TWIERDZENIE 56. N jest indukcyjny.

Dzieki twierdzeniu 56, symbole funkcyjne 0, s wystepujace w aksjoma-
tach arytmetyki elementarnej mozemy interpretowaé jako odpowiednio, zbiér
() oraz operacja nastepnika S (skoro ) € N oraz zbior N jest zamkniety na
te operacje). Jest oczywiste, ze na podstawie twierdzen 52 oraz 53 mamy

Vo € N (S(z) #0), oraz
Yo,y € N (S(x) = S(y) = = =y),

czyli dwa pierwsze aksjomaty arytmetyki elementarnej sg prawdziwe w dzie-
dzinie N (sa one przeciez prawdziwe w dziedzinie wszystkich zbioréw). Aby
wykazaé, ze aksjomat indukcji jest rowniez prawdziwy w dziedzinie N do-
wiedZmy najpierw, ze zbior liczb naturalnych jest najmniejszym (wzgledem
inkluzji) zbiorem indukcyjnym.

TWIERDZENIE 57: Vz(x jest indukcyjny — N C x).

DowoOD: Zalézmy, ze = jest indukcyjny. Niech y € N. Skoro wiec y jest
liczba naturalng, to y € z, co dowodzi inkluzji: N C z. O

Interpretacja aksjomatu indukcji ma postaé:

TWIERDZENIE 58. Dla dowolnej formuty () jezyka teorii ZF,
[(0) AV € N(¥(x) = (S(2)))] = Vo € N(i(x)).
DowoOD: Zalézmy, ze
(1) (@) oraz
(2) Vo e N(i(z) = $(5(x))).
Wstawmy w aksjomacie podzbiorow (AxZ), jako ¢(x) formute
x € N A(z) uzyskujac poprzednik tego aksjomatu w postaci:
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Vz((x € N AY(z)) — = € N).

Oderwijmy wiec nastepnik:
JyVz(r € y > (z € N Ayp(x))).

Stad dla pewnego zbioru B,
(3) Va(x € B <> (x € N ANp(x))).

Wykazmy, ze B jest zbiorem indukcyjnym. Poniewaz () € N, wiec na
mocy (1) i (3), 0 € B. Zalozmy, ze y € B. Wowczas z (3), y € N oraz
Y (y). Zatem z zalozenia (2), (S(y)). Ponadto, skoro y € N, wiec S(y) € N
(twierdzenie 55). Ostatecznie z (3), S(y) € B, czyli B jest indukcyjny.

Zatem na podstawie twierdzenia 57 otrzymujemy
(4) N CB.

Aby wiec dowiesé, ze Vo € N(¢(x)) rozwazmy dowolny x € N. Wowczas
x € B na mocy (4) czyli, biorac pod uwage (3), zachodzi ¥ (x). O

Warto podkredli¢, ze w interpretacji aksjomatu indukcji jaka jest twier-
dzenie 58, nie ma zadnych ograniczen dla formut v (z). Zastosujmy twier-
dzenie 58 w przypadku, gdy formuta ¢(x) nie ma swojego odpowiednika
w jezyku arytmetyki elementarnej:

TWIERDZENIE 59. Kazdy element dowolnej liczby naturalnej jest liczbg na-
turalng, tzn. Yo € N Vy(y € x — y € N).

DowoOD:  Poltézmy ¢(x) := Vy(y € x — y € N). Wowczas dowodzone
twierdzenie jest nastepnikiem implikacji twierdzenia 58 (aksjomatu induk-
cji). Udowodnijmy wiec poprzednik. Formuta (), a wiec formuta postaci:
Vy(y € ) — y € N) jest naturalnie prawdziwa.

WeZzmy dowolne x € N oraz przyjmijmy zalozenie indukeyjne, ze 1(z),
tzn. Yy(y € © — y € N). W celu wykazania, ze prawda jest ¢(S(z)), tzn.
formuta postaci: Vy(y € S(x) — y € N), wezmy dowolny y i zal6zmy, ze
y € S(x). Wowcezas y € x luby = z. Gdy y € z, to z zalozenia indukcyjnego
mamy: y € N, gdy zas y = x, to oczywiscie y € N (box € N). O



Bibliografia

(1]

2]

13

[4]

15]

[6]

7]

18]

9]

[10]

[11]

AczgeL P., Non-Well-Founded Sets, CSLI, Lecture Notes 14, Stanford
1988.

BeETH E. W., The Foundations of Mathematics, North Holland, Am-
sterdam 1959

BORKOWSKI L., J. SLUPECKI, ‘A Logical System based on rules and its
applications in teaching Mathematical Logic‘, Studia Logica, 7: 7T1-113,
1958.

BORKOWSKI L., Logika formalna, PWN, Warszawa 1970.

BorkowskI L., Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, Wyd. KUL,
Lublin 1991.

CORCORAN, J. ‘Aristotle’s Natural Deduction System‘, w: J. Corcoran
(red.), Ancient Logic and its Modern Interpretations, Reidel, Dordrecht
1972.

FRAENKEL A. A., Abstract Set Theory, North Holland, Amsterdam
1976

FRAENKEL A. A., J. BAR-HILLEL, A. LEVY, Foundations of set theory,
North Holland, Amsterdam 1973

GENTZEN, G., ‘Untersuchungen iiber das Logische Schliessen‘, Mathe-
matische Zeitschrift 39:176-210 and 39:405-431, 1934.

GRZEGORCZYK A., Zarys arytmetyki teoretycznej, PWN, Warszawa
1971

Guzickl W., P. ZBIERSKI, Podstawy teorii mnogosci, PWN Warszawa
1978

143



144

[12]
[13]

[14]

[15]

[16]

[17]
[18]
[19]
[20]

[21]

[22]

23]

[24]

BIBLIOGRAFIA

INDRZEJCZAK A., Elementy logiki, wyd. WSHE, L6dz 2004.

INDRZEJCZAK A., Natural Deduction, Hybrid Systems and Modal Lo-
gics, Springer 2010.

JASKOWSKI, S., ‘On the Rules of Suppositions in Formal Logic‘ Studia
Logica 1:5-32, 1934.

JECH T. J., Lectures in set theory, Lectures Notes in Mathematics 217,
Springer-Verlag 1971

Kurarowskl K., A. MOSTOWSKI, Teoria mnogosci, PWN, Warszawa
1978

MALINOWSKI, G., Logika ogdlna, PWN, Warszawa 2010.
MORSE A. P., A Theory Of Sets, Academic Press, Orlando 1986
NowaAK M., Elementy teorii mnogosci w Mizarze, ¥.6dz 1990.

PorREBSKA M., W. SUCHON, Elementarne wprowadzenie w logike for-
malng, PWN, Warszawa 1991.

SCHOENFIELD J. R., ‘Axioms of set theory‘, w: J. Barwise (red.) Hand-
book of Mathematical Logic, North Holland, Amsterdam 1977

SLUPECKI J., L. BORKOWSKI, Elementy logiki matematycznej i teorii
mnogosci, PWN, Warszawa 1984.

TAKEUTI G., W. M. ZARING, Introduction to Aziomatic Set Theory,
Springer-Verlag, New York 1971

TrACzZYK T., Wstep do teorii algebr Boole’a, PWN, Warszawa 1970



	Cover
	Front matter
	Spis treści
	Wstęp
	Rozdział 1 Dowodzenie w logice klasycznej
	1.1 Klasyczny rachunek zdań
	1.1.1 Jezyk KRZ
	1.1.2 Aksjomatyzacja KRZ
	1.1.3 Dowód

	1.2 Dedukcja naturalna
	1.2.1 Pierwotne reguły inferencji
	1.2.2 Proste dedukcje
	1.2.3 Dowody załozeniowe wprost
	1.2.4 Dowodzenie nie wprost
	1.2.5 Dowody a dedukcje
	1.2.6 Równowaznosci

	1.3 Zaawansowana dedukcja
	1.3.1 Stosowanie załozen dodatkowych
	1.3.3 Poddowody nie wprost
	1.3.4 Poddowody wielokrotne i zagniezdzone

	1.4 Dodatkowe środki dowodowe
	1.4.1 Reguły wtórne
	1.4.3 Dodatkowe reguły konstrukcji dowodu
	1.4.4 Dodatkowe sposoby dowodzenia równoważnosci

	1.5 Klasyczny rachunek kwantyfikatorów
	1.5.1 Jezyki pierwszego rzędu
	1.5.2 Zmienne wolne i związane
	1.5.3 Podstawianie i zastępowanie

	1.6 Dowodzenie w rachunku kwantyfikatorów
	1.6.1 Reguły inferencji dla ∀ i ∃
	1.6.2 Reguły konstrukcji dowodu dla kwantyfikatorów
	1.6.3 Reguły wtórne
	1.6.4 Reguły dla identycznosci

	1.7 Uwagi końcowe
	1.7.1 Strategie dowodzenia
	1.7.2 Dowody nieformalne


	Rozdział 2 Dowodzenie w arytmetyce liczb naturalnych i teorii zbiorów
	2.1 Arytmetyka elementarna
	2.1.1 Aksjomaty
	2.1.2 Dowody indukcyjne

	2.2 Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem
	2.2.1 Aksjomaty i podstawowe własnosci dodawania
	2.2.2 Relacja porzadku

	2.3 Arytmetyka z dodawaniem i mnożeniem
	2.3.1 Aksjomaty i podstawowe własności mnożenia

	2.4 Teoria mnogości
	2.4.1 Naiwna teoria zbiorów
	2.4.2 Paradoks Russella

	2.5 Teoria zbiorów Zermelo-Fraenkla
	2.5.1 Aksjomaty teorii mnogości ZF −  (bez aksjomatów ufundowaniai wyboru)
	2.5.2 Inkluzja zbiorów
	2.5.3 Zbiór pusty
	2.5.4 Zbiór potegowy zbioru
	2.5.5 Suma zbioru
	2.5.6 Para zbiorów, zbiór jednoelementowy
	2.5.7 Operacje boolowskie na zbiorach, zbiór n-elementowy
	2.5.8 Przekrój zbioru niepustego

	2.6 Algebra Boole’a zbiorów
	2.6.1 Ciało zbiorów
	2.6.2 Algebra Boole’a

	2.7 Relacje i funkcje
	2.7.1 Para uporządkowana. Produkt kartezjanski dwóch zbiorów
	2.7.2 Relacje binarne
	2.7.3 Funkcje

	2.8 Zbiory ufundowane
	Teoria ZF − z aksjomatem Ω
	2.8.2 Aksjomat regularnosci (ufundowania)

	2.9 Interpretacja arytmetyki elementarnej w teorii ZF
	2.9.1 Operacja nastepnika
	2.9.2 Indukcja


	Bibliografia

