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1. Uwagi wstępne

Problem k o n stru kc ji testów s e r i i  był rozważany Już w la tach  

trzyd z iestych  bieżącego s tu le c ia  (po r. S t e v e n s  [ lO ] ) .  

M o o d  [9j opublikował fundamentalną monografię ogólnej t e o r i i  

s e r i i .  Pierwsze ta b lic e  kw antyli warunkowego rozkładu licz b y  se­

r i i ,  um ożliw iające zastosowanie t e o r i i  Stevensa i  Mooda, opracowa­

l i  S w e d  i E i s e n h a r t  [ l l ] .  T ab lice  rozkładu bez­

warunkowego licz b y  s e r i i  d la prawdopodobieństw sukcesu różnych od 

1/2 opublikował D o m a ń s k i  [ l ]  . Omawiane ta b lic e  do ogó l­

nych zastosowań, m. In . do ko n stru kc ji standardowych testów s e r i i ,  

są w zasadzie w ystarcza jące. Jednakże badania w łasności testów 

s e r i i  wymagają t a b l ic ,  um ożliw iających budowę testów zrandomizo- 

wanych.

Możliwości ko n stru kc ji t a b l ic  rozkładów lic z b y  s e r i i  lim itow a ­

ne były  możliwościami obliczeniowym i. Ponadto, znane wzory kombi- 

natoryczne by ły  niewygodne w ob liczen iach  numerycznych. Opracowa­

n ie t e o r i i  s e r i i  w u ję c iu  rekurencyjnym ( D o m a ń s k i ,  T o- 

m a s z e w i c z  [ } ] ,  D o m a ń s k i  [é ] )  pozwala ominąć te 

tru d n o śc i.
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Renesans zainteresowań te o rią  s e r i i  n a s tą p ił w la tach  p ię ć ­

d z ies ią tych  wraz z rozwojem e lek tro n icz n e j tech n ik i o b liczen io we j,  

a w szczególności metod Monte Carlo i  trwa on do chwi l i  obecnej. 

Wynika to głównie z potrzeb ko nstru kc ji coraz to lepszych gene­

ratorów licz b  pseudolosowych. Za pomocą testów s e r ii  weryfikuje s ię  

podstawowy p o s tu la t, jakim je s t  n iezależność lic z b  produkowanych 

przez dany generator. Ponadto, te o r ia  s e r i i  stanowi podstawę do 

ko nstru kc ji testów w eryfiku jących  hipotezę o równości rozkładów 

dwóch popu lac ji (p o r. m. in . W a l d ,  W o l f o w i t z  [13] ) 

h ipotezę o lin io w o śc i modeli ekonometrycznych z jedną lub dwiema 

zmiennymi ob jaśniającym i ( D o m a ń s k i ,  T. o m a s z e w i c z

[4 ])  itp .  Można też wskazać na w ie le  zastosowań rozkładów s e r i i  w 

s ta ty s tyczn e j k o n tro li jako śc i oraz w t e o r i i  masowej obsług i (po r. 

np. G i  b b s o n [0 ] ,  s. 50-67).

2. Rozkład licz b y  s e r i i  

Niech będzie dany c iąg  niezależnych zmiennych losowych

(1 ) X p  x2, . . . .  x2n_1, x2n

0 symetrycznym rozk ładzie  dwupunktowym

(2 ) P (X X = A) = P (X 2 - 0) * i

dla t * 1, 2 , . . . . ,  2n. Weźmy pod uwagę licz b ę  s e r i i  w ciągu ( l ) s

(3 ) R = card { t  : 2 s  t s  2n, Xt J , i Xt J- .

Oznaczmy ponadto przez N  ̂ i  N, odpowiednio licz b ę  elementów A

1 8 w ciągu (1 ) t

(4 ) = card j t  : Xt = a | ,  N2 * card | t s X  ̂ = ß j.

Przedmiotem naszych rozważań je s t  rozkład zmiennej losowej R 

przy warunku

(5 ) Nl  N2 « r .

Rozkład ten je s t  szczególnie przydatny do we r y f ik a c j i  h ipotez, 

że dwie równoliczne próby proste



Zl ,  Z2-

pochodzą z p op u lac ji o tym samy® rozk ładz ie , t j .  j e ś l i  ( t  = 1, 

n ) mają rozkład o dystrybuancie F , zaś Zt ( t  = 1, n) -

rozkład o dystrybuancie G, to  HQ : F = G. Należy wziąć lew ostron ­

ny obszar k ry tyczny , gdyż ty lko  mała licz b a  s e r i i  świadczy na nie­

korzyść HQ. W w ie lu  innych przypadkach jednakże (np. d la  testu  

losowości próby przeciw ujemnej a u to k o re la c ji)  należy stosować ob­

szar krytyczny prawostronny.

Rozkład zmiennej R badany by ł m. in .

[lO] , M o o d a [9] oraz W a 1 d a 

[13 ]. W swej s łyn n e j monografii F i s z  

wzór, z którego wynika natychmiast

przez S t  e v 

i  W o 1 f o w 

[ 7]  podaje na

e n s a 

i  t z a 

s, 4 37

(6 ) P(R * г I N
1

n)

2 fi : !]
- "itr
[S:}][-;

0dy 2k

[*!]
} gdy r = 2k + 1

dla 2. 3, 2n.

3. Formuły rekurencyjne

Wzór (6 ) je s t  bardzo e leg an ck i, lecz n iezbyt wygodny do o b l i ­

czeń numerycznych. Efektywny algorytm wyznaczania warunkowego roz­

kładu licz b y  s e r i i  znacznie le p ie j  oprzeć na formułach rekurencyj- 

nych. Niech n będzie usta lone , n ž  2 i  niech

(7 ) Pr = P(R = r INj = N2 = n)

Z (6 ) wynika natychm iast

■ ń
(p ierw szy wzór przy к = 1) oraz



(9 )
2(n - i )

Т Г
(druQi wzór przy к * 1 ). Ponadto, d la r * 2k, к > 2 mamy 

£2k
r 2(k - i У

zatem

( 10 )

.CLlil 
К: 1]' (к - l ) l 2(n - к ) ! 2

(к  - 2 )12(п  - к ♦ I ) ! 2

(п  - 1 ) ! ‘

2к (п - к ♦

2(к - 1) (к  - 1) 

oraz dla г = 2к + 1, к 2  2, analog iczn ie

f

2к-1 

a więc

( 11)

fn - 1] 'n - ľ
L k J Lk - l J (n - 1)1 (k - 2)1(n - к ♦ 1)!
fn - l i n - 1' ‘ к 1 (n - к - 1)1 (n - 1)1 *
Lk - l j .k - 2.

Р2к+1 (п - к + 1 )(п  - к )

’

Z (10) i  (11) wynika ogólny wzór rekurencyjny

»2
gdy с = 2k,

( 12 )

(n - k ♦ 1 )' p

(k  - 1 )?

'  k k i i ^ 1»  k> % - !■  «<* '  • 1 

d la r = 4, 5, . . . ,  2n przy warunkach początkowych (8 ) i  (9 ) .

4. Kwantyle interpolowane

Rozważany pfzez nas rozkład s e r i i  je s t  oczyw iście  dyskretny. 

Zatem dla danego poziomu is to tn o śc i oć na ogół n ie  można tak do­

brać lewostronnej w artości k ry tyczne j r^, aby

(13) P(R < гд) * ol.



N zastosowaniach, do u s ta len ia  obszaru krytycznego, przyjm uje s ię  

kwantyl ca łkow ity

(14 ) r a  * inax-jr : P (R >  d )<  aj-, 

wobec tego, na ogół

(15 ) P(R < r^ ) < od.

Dla teoretycznych badań w łasności testów s e r i i ,  szczególnie 

d la ana lizy  mocy fak t ten je s t  bardzo k ło p o tliw y . Porównywanie bo­

wiem testów o różnych rozmiarach budzi zawsze poważne zastrzeże ­

n ia . Ola tych celów buduje s ię  testy  zrandomizowano.

Zrandomizowany lewostronny te s t s o r i i  polega na:

- odrzuceniu HQ, gdy R < r^,

- odrzuceniu HQ z prawdopodobieństwem

p ot - P(R < r„,)

( l ^  Pct 1 P(R = ra  + 1 ) ’

gdy R » tu * 1,

- j e ś l i  zaś R < r^  + 1, to n ie ma podstaw do odrzucania h ipo­

tezy HQ.

Z prawdopodobieństwem randomizacyjnym łączy s ię  p o ję c ie  kwan- 

ty la  interpolowanego, wprowadzone przez D o m a ń s k i e g o  i 

T o m a s z e w i c z a  [з ] (po r. także monografie D o m a ń ­

s k i  [2 ] ,  s. 170 oraz T o m a s z e w i c z  [1 2 ], s. 320). 

Lewostronny kwantyl interpolowany d e f in iu je  s ię  jako sumę

(17)

Mając kwantyl intorpolowany r j.  można oczyw iście  wyznaczyć г., 
p QC ot

1 p"a ;

(18 ) r^  = e n t ie r ( r ^ ) ,

(19 ) P^=  c i  - r* .

Wprowadzenie po jęc ia  kwantyla interpolowanego służy n ie  ty lko

do wygodnej dem onstracji kwantyla całkow itego rtí i  prawdopodo-
R

bieństwa randomizacyjnego P^, lecz pozwala na sku teczn ie jsze  ba­

danie ciągów kwantyli i  prawdopodobieństw randomizacyjnych o b lic z o ­

nych dla różnych liczeb nośc i próby n, m. in . na ich  aproksymację.



Analogicznie, prawostronny kwantyl ca łkow ity  je s t  równy

r^  * m in{r s t*(R > r )  s  or}.

Zrandomizowany prawostronny te s t polega na: 

odrzuceniu Jig , gdy Л > ra ,

- odrzuceniu HQ z prawdopodobieństwem

o< - P(R > r^ )

o t  “
” °> PŁ  ■ m • r-~ -1) •

gdy R - t a  - 1,

- J e ś l i  zaś R < r^  - 1, to n ie  ma podstaw do odrzucenia h i ­

potezy Hg .

Prawostronny kwantyl interpolowany d e fin iu je  s ię  następująco:

(21)

skąd

(22) ги  = - e n t le r (- r^ ),  p J  * r^  - r£.

5. Tab lice

Na podstawie rekucencyjnogo wzoru (12) przy warunkach począt­

kowych (8 ) i (9 ) zosta ły  opracowane prezentowane w tym a rtyku le  

ta b lic e  kw antyli interpolowanych warunkowego rozkładu licz b y  эе- 

r i  i 1 d la N: = N2.

Nietrudno sprawdzió na podstawie (6 ) ,  że

(23) P(R = r )  = P(R = 2(n + 1) - r ) .

Oznacza to , że rozkład licz b y  s e r i i  je s t  symetryczny. Ogranicza­

my s ię  przeto do podania ty lko  kw antyli lewostronnych. Zgodnie z

(2 4 ), j e ś l i  r ^  i  r^  oznaczają lewostronny kwantyl odpowiednio 

ca łkow ity  i  interpolowany, to analogiczne kwantyle prawostronne są

równe

* Rozszerzone ta b lic e  warunkowego rozkładu s e r i i  publikujemy w 
pracy D o m a ń s k i e g o  [б ].



n + l  - r, n + 1 - r
O t-

Lewostronne kwantyle interpolowane d la n a jc z ę ś c ie j stosowanych 

poziomów is to tn o śc i

oi = 0,01; 0,05; 0,10

oraz n < 1000 zawarte są w ta b l. 1. Ze względu na oszczędność 

m ie jsca , n ie  podajemy kw an ty li d la  wszystkich n; ograniczmy s ię  do 

następu jących :

od 5 do 100, co 1; 

od 100 do 200, co 5; 

od 200 do 600, co 10; 

od 600 do 1000, co 20.

Ola pozostałych n S  1000 można stosować In te rp o la c ję  lin io w ą :

<»> , 1ЛМ *  = r^Cn,) .  “  ^  -. -.z1 t (n - n , ) ,

gdzie: n  ̂ i n2 sp e łn ia ją  nierówność n  ̂ < n < n2 oraz n  ̂ bez­

pośrednio poprzedza n2 w ta b l. 1.

T a b l i c a

Lewostronne kwantyle interpolowane 
warunkowego rozkładu s e r i i

n ot = 0,01 4,= 0,05 Я «I o i— o n d = o,oi (X = 0,05 ci r o,io

1 2 3 4 5 6 7 8

5 2,065 3,081 3,475 16 10,062 11,907 12,944

6 2,724 3,604 4,304 17 10,873 12,760 13,779

7 3,282 4,476 5,172 18 11,595 13,584 14,678

В 4,050 5,267 5,997 19 12,405 14,453 15,553

9 4,759 6,086 6,861 20 13,236 15,326 16,455

10 5,393 6,962 7,638 21 14,031 16,204 17,358

11 6,174 7,670 8,511 22 14,933 17,108 18,262

12 7,025 8,506 9,374 23 15,686 17,988 19,184

13 7,665 9,338 10,250 24 16,510 18,863 20,089

14 8,436 10,191 11,156 25 17,342 19,708 21,025

15 9,235 11,083 12,034 26 18,194 20,594 21,906



Tab lica  1 (c d . )

1 2 3 4 5 6 7 8

27 19,074 21,472 22,823 61 48,705 52,427 54,426

20 19,900 22,364 23,714 62 49,587 53,356 55,370

29 20,726 23,266 24,632 63 50,483 54,284 56,313

30 21,545 24,163 25,540 64 51,380 55,218 57,261

31 22,399 25,082 26,460 65 52,282 56,148 58,205

32 23,263 25,975 27,381 66 53,193 57,088 59,157

33 24,134 26,869 28,303 67 54,100 58,019 60,100

34 25,030 27,741 29,234 68 55,021 58,952 61,055

35 25,853 28,642 30,157 69 55,903 59,865 61,999

36 26,701 29,535 31,097 70-- 56,796 60,794 62,946

37 27,544 30,440 32,020 71 57,682 61,715 63,880

38 28,411 31,348 32,955 72 58,581 62,646 64,828

39 29,287 32,258 33,859 73 59,481 63,573 65,766

40 30,167 33,179 34,790 74 60,386 64,505 66,714

41 31,067 34,091 35,705 75 61,296 65,437 67,656

42 31,931 35,022 36,637 76 62,207 66,371 68,605

43 32,789 35,912 37,561 77 63,127 67,309 69,551

44 33,639 36,822 38,494 78 64,042 68,244 70,500

45 34,513 37,717 39,426 79 64,956 69,186 71,449

46 35,390 38,630 40,359 80 65,842 70,122 72,398

47 36,275 39,538 41,298 81 66,744 71,068 73,350

48 37,173 40,455 42,232 82 67,641 72,006 74,300

49 30,067 41,373 43,177 83 68,549 72,941 75,254

50 38,969 42,293 44,111 84 69,457 73,864 76,204

51 39,818 43,220 45,061 85 70,369 74,800 77,161

52 40,694 44,141 45,995 86 71,286 75,729 78,111

53 41,567 45,076 46,934 87 72,202 76,666 79,071

54 42,454 46,000 47,857 88 73,126 77,599 80,021

55 43,346 46,918 48,797 89 74,046 78,537 80,978

56 4Л.242 47,821 49,726 90 74,968 79,475 81,920

57 45,149 48,743 50,667 91 75,862 80,414 82,874

58 46,051 49,656 51,602 92 76,770 81,355 83,819

59 46,954 50,580 52,544 93 77,673 82,296 84,772

60 47,818 51,501 53,404 94 78,586 83,241 85,720



Tab lica  1 (c d . )

1 2 3 4 5 6 7 8

95 79,490 84,162 86,674 290 262,505x 270,702w 275,080w

96 60,414 85,130 67,624 300 272,044x 280,361м 284,011w

97 81,334 86,073 68,579 310 201,555x 290,040w 294,546

90 82,254 87,024 89,531 320 291,105x 299,701w 304,293

99 63,160 67,958' 90,486 330 300,636x 309,377w 314,049

100 84,104 88,899 91,441 340 310,192w 319,070w 323,796w

105 88,681y 93,591x 96,222 350 319,747y 320,749x 333,540

110 93,283* 98,312м 101,020w 360 329,308w 338,437w 343,309

115 97,913y 103,058w ’l05,790w 370 330,0Q8x 340,139w 353,079

120 102,508х 107,774x 110,576 300 340,449x 357,B38x 362,042w

125 107,154* 112,504w 115,372 390 350,046w 367,535 372,606

130 111,782y 117,253w 120,177 400 367,617x 377,246 302,378

135 116,414* 122,Ól5w 124,994w 410 377,21Jw 306,967 392,157

140 121,OQ7x 126,753w 129,785w 420 306,011y 396,670w 401,938w

145 125,724y 131,501w 134,591 430 396,404w 406,386 411,712

150 130,379w 136,266 • 139,404 440 406,026w 416,115 421,493

155 135,070w 141,047w 144,225 450 415,620w 425,837x 431,280

160 139,723x 145,802x 149,055w 460 425,239w 435,559 441,074

165 144,394w 150,567 153,870x 470 434,062x 445,291 45O,061w

170 149,097w 155,344 158,690 400 444,474w 455,034 460,649

175 153,771y Ш.131 163,514 490 454,lllw 464,762 470,442

100 150,453w 164,910x 168,345 500 463,735x 474,496 400,240

105 163,162w 169,689w 173,104 510 473,366w 484,241 490,044

190 167,863y 174,474 170,024 520 483,019w 493,993 499,84lw

195 172,552w 179,269 102,057w 530 492,645w 503,730 509,640

200 177,264w 104,071 107,608w 540 502,290w 513,476 519,443

210 186,688y 193,653x 197,371w 550 511,949w 523,230 529,251

220 196,135y 203,259w 207,073w 560 521,506w 532,992 539,064

230 205,573y 212,070y 216,763w 570 531,244w 542,730 548,072w

240 215,057х 222,407w 226,463w 580 54O,9O0x 552,493 550,678

250 224,510x 232,1.25w 236,179w 590 550,556w 562,255 560,490

260 234,017x 241,755x 245,890x 600 560,224w 572,024 578,305

270 243,489x 251,394w 255,612w 620 579,553y 591,543w 597,944w

200 253,016* 261,057w 265,340w 640 598,908x 611,O07w 617,576w



Tabl ica  i  ( c d . )

1 2 3 4 5 6 7 8

660 618,255x 630,624w 637,223 840 792,B41x 006,797x 814,239

680 637,617y 650,178w 656,876w 860 B12,273x 826,395w 833,932w

700 657,005x 669,733x 676,525w 880 831,715x 846,009w 853,619

720 676,373x 689,296w 696,188 900 851,167x 865,611 873,316

740 695,767y 708,870x 715,854w 920 B70,ćl6x 885,227 893,022

760 715,169x 728,439w 735,519 940 890,085w 904,840x 912,719

780 734,570x 74B,029w 755,195 960 909,542x 924,466w 932,424

800 753,990x 767,606 774,875w 980 929,026w 944,098 952,136

820 773,406x 787,201w 794,552w 1000 948,491w 963,724w 971,840w

C iągi kw antyli interpolowanych są b a rd z ie j "g ła d k ie " n iż od­

powiednie c ią g i kw antyli ca łkow itych . Niemniej jednak występują w 

tych ciągach pewne n ie re g u la rn o śc i, których konsekwencją może być 

dość znaczny błąd in te rp o la c j i l in io w e j:

(25) d ^ n ) = |r^ (n ) - r^ (n )|

w n iektórych  p rzedzia łach . Oznaczmy

dd(n , , n? ) » max d ^ n ) 
nx<n<n2

Inform acje o w ie lko śc i maksymalnego błędu w przedzia le  

nj s  n n2 podane są w tab lica ch  poprzez dopisanie Jednej z l i ­

te r w, x, у po kwantylu r^ (n 2) ,  przy czym:

*
symbol w oznacza, że 0,002,< d ^ n ^ , n2) £  0,005,

*
symbol x oznacza, że 0,005 < d^in^, n2) < 0,010, 

symbol у oznacza, że d ^ n ^ , n2) > 0,010.

W przypadku braku któregokolw iek z wymienionych symboli

d JC ł ij , n2 ) < 0,002.

P r z y k ł a d  1

Przypuśćmy, że chcemy znaleźć kwantyl r^ (n ) d la ci = 0,05,



n = 2. Z ta b l.  1 odczytujemy:

r^(210) = 193,653 i  r^(220) » 203,259.

Na podstawie wzoru (2 4 ):

4 (2 1 5 ) = 193,653 ♦ ^ °3д'2~2'5~Г~аГ51̂ ~  (215 " 210) " 198>456‘

W ta b l.  1 po kwantylu r ^ (220) występuje symbol w. Oznacza to , 

że błąd in te rp o la c j i  l in io w e j n ie  przekracza 0,005. W rzeczyw i­

s to ś c i r^(215) a 198,4516, a w ięc, is to tn ie

1198,456 - 198,45161 = 0,0034 < 0,005.

P r z y k ł a d  2

Załóżmy, że weryfikujem y hipotezę H q  o  n ieza leżnośc i k o le j ­

nych obserwacji w ciągu (1 ) ,  t j .  h ipotezę o losowości próby, na 

podstawie 60-elementowej próby wylosowanej z p op u lac ji o rozkł a ­

dzie symetrycznym dwupunktowym. Przypuśćmy, że zaobserwowaliśmy w 

te j  próbie licz b ę  s e r i i  r = 54. Z ta b l. i odczytujemy:

dla ot = 0,10 Гд = 53,544 , stąd r^ * 53 i P« * 0,544,

dla or. 0,05 Гд = 51,501, 3tąd ^ = 5 1  i P^  = 0,501..

Na poziomie Is to tn o śc i 0,05 n ie  ma więc podstaw do odrzucenia 

hipotezy Hq . J e ś l i  zaś przyjmiemy paziom is to tn o śc i 0,10, to 

s tosu jąc  te s t nlezrandomlzowany n ie  ma podstaw do odrzucenia HQ, 

natom iast w przypadku testu  zrandomlzowanego należy Hg odrzucić z 

prawdopodobieństwem 0,544.
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Czesł aw Domański, Andrzej S. Tomaszewicz

INTERPOLATED QUANTILES OF DISTRIBUTION 
OF A NUMBER OF SERIES FOR n ^ n j

The le f t- s id e  q u an tile s  of d is tr ib u t io n  of a number 
f or nx * n2 * 5(1)100(5)200(10)600(20)1000 and oC = 0 ,

0,01, 0,05, 0.10 are given* The construction  of these 
been based upon recu rs ive  formulae, more e f fe c t iv e  in 
c a lc u la t ions.

of se r ie s  
005, 0.10,

tab les  has 
num erical


