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MODELE STOPY SPOT NA RYNKU POLSKIM

Streszczenie. W artykule zaprezentowano wczesne modele stopy spot, sposoby estymacii
ich parametréw metoda regresji oraz uog6iniong metoda momentéw. Dokonano kalibracji
rozpatrywanych modeli na rynku polskim dla jednodniowej stopy WIBOR.

Slowa kluczowe: model Vasitka, modei Coxa-Ingersolla-Rossa, model Brennana-
Schwartza, model Chana-Karolyiego-Longstafla-Sandersa.

1. WPROWADZENIE

Préby opisu zachowar stop procentowych, podejmowane zaréwno przez
teoretykéw, jak i praktykéw w ostatnim stuleciu zostaly zwieiczone stwo-
Izeniem dopiero na przelomie lat siedemdziesiatych i osiemdziesiatych

w. pierwszych, wzglednie skutecznych, modeli dynamiki stép procen-
towych. Dzigki latwosci implementacji oraz mozliwosci wyceny obligacii
! opcji na obligacie modele te szybko zyskaly duza popularnoéé oraz
doczekaly si¢ w nastepnych latach wielu rozwinigé.

W artykule tym przypomnimy wczesne modele stopy spot, sposoby
Estymacji ich parametréw metoda regresji oraz uogélniona metoda momentow,
4 nastepnie dokonamy kalibracji rozpatrywanych modeli na rynku polskim
dla jednodniowej stopy WIBOR.

2. CHWILOWA STOPA SPOT, KRZYWA DOCHODOWOSCI

Jezeli przez B(t, T) oznaczymy cen¢ w momencie t< T obligacji zero-
l(llponowej o terminie wykupu T i wartoéci nominalnej B(T, T) = 1 PLN,
to stope dochodu w terminie do wykupu
\\
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i, T) = — - InB(, T) )

dla kazdego te[0, T) nazywamy stopa spot. Zalezno$é stop zwrotu wolnych
od ryzyka instrumentow finansowych od ich terminéw do wykupu okre§lamy
mianem struktury terminowej stép procentowych — méwimy, ze stopa r(t, T)
jako funkcja T w momencie ¢ stanowi krzywg dochodowosci. Wczesne
modele struktury terminowej opisywaly zachowanie chwilowej stopy spot r,,
takiej ze

7= limr(t, T) 2)

-t

ktora mozna utozsamiaé ze stopa oprocentowania trwajacej dowolnie krétki
okres [t, t+ dt] pozyczki rozpoczgtej w momencie t.

3. MODELE CHWILOWEJ STOPY SPOT

Dynamike chwilowej stopy spot (2) mozna opisywaé za pomoca procesu
stochastycznego (r,);»0, zdefiniowanego na przestrzeni probabilistycznej
(L, F, P) z filtracja (F ), 0, generowang przez jednowymiarowy ruch Browna
wzgledem miary P. W sposob ogélny pierwsze modele chwilowej stopy spot
mozna przedstawi¢ za pomoca procesu powrotu do S$redniej Ornsteina
~ Uhlenbecka danego, wzgledem neutralnej wobec ryzyka miary Q, wzorem:

dr, = x(u—r)dt + ar} dW, (3)

gdzie stale, niezalezne od czasu, parametry oznaczaja odpowiednio: u> 0
~ dlugoterminowy poziom stopy spot, x >0 — szybkoié, z jaka stopa r,
zmierza do u,o>0 i >0 - wspblczynniki wplywajace na zmiennoéé
procesu, W, — ruch Browna wzgledem miary Q. Niejawnie zaklada si¢ tutaj, ze:

— istnieje stabilny, dlugotrwaly poziom stopy spot réwny u;

= (>0 jest procesem powracajagcym do $redniej u z szybkoscia x;

— zmienno$¢ stopy spot opisuje funkcja o};

~ dla kazdego s<t rozklad przyrostow r,—r, warunkowo na F, jest
aproksymacyjnie normalny ze $rednig

E[r|F,] = x(u—r)(t—s)
i wariancjg

var(r,|F,] = a*r}'(t — ).
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Modele dane (3) okresla si¢ czgsto jako endogeniczne, poniewaz generuja
Strukture terminowa, ktorej warto$¢ poczatkowa niekoniecznie odpowiada
Wartodci zaobserwowanej na rynku, bez wzgledu na to jak dobrane zostaly
Parametry modelu.

3.1. Model Vasitka

Analizowany przez Vasitka (1977) model nalezy do najwcze$niejszych
Mmodeli stopy spot. Zaklada si¢ w nim, Ze proces chwilowej stopy spot r,
Jest opisany jest za pomoca stochastycznego réwnania rézniczkowego:

dr, = x(u —r)dt + adW,, 4)

€O po scalkowaniu, dla kazdego s <t, daje proces
]
= u +(r‘_”)e—x(l—l)+a.j‘e—x(l—l)d“,.,
s
O normalnym rozkladzie warunkowym z §rednia
E[r|F,]1=pu+(r,— w9
i wariancja
varr,|F,] = f[l —e -9,

Jak latwo zauwazy¢ (4) otrzymujemy z (3) dla y = 0. Gléwna wada
Modelu Vasi¢ka jest to, iz stopa r, w (4) moze przyjaé warto$¢ ujemna.

3.2. Model Coxa-Ingersolla-Rossa (CIR)

Przyjmujac w réwnaniu (3) y = 0,5, otrzymamy model Coxa, Ingersolla
i Rossa (1985), dany zaleznoicia:

dr, = x(p-—r,)dt+a~/ﬂdW, (5)

ktory po scalkowaniu, dla kazdego s<t, przyjmie postac:
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‘ _—
o= o+ (ry— W)™ 4 e [0, fr g,

o rozkladzie warunkowo na F, niecentrowanym x(2cr, 2942, 2u) z 29+ 2
stopniami swobody i parametrem 2u,, gdzie:

S 2K
o[l -]
u=cre "9
v = CI,,
=B,

0,2

Powyiszy rozklad w sposob jawny mozemy zapisaé jako:

q
f(r|F,) = ce"“"(g)zl,[z\/;‘;'],

gdzie I [ ] jest zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju z indeksem
q. Zgodnie z tym rozkladem $rednia i wariancja procesu warunkowo na F,
wynosza odpowiednio:

E[T'IF,] = U (f, 2y I‘)e_‘“_.)

2

T o-ntt=a) _ o= 26t~0) o’ N 3
var[r,lF,]:r,; e -6 +y£ l-e ‘

Model ten generuje jedynie wartosci dodatnie.

3.3. Model Brennana-Schwartza (BS)

Brennan i Schwartz (1979) zaproponowali model postaci:
dr, = x(u —r)dt + or,dW, (6)

' Nie jest to rozkiad x? ktéry otrzymamy dopiero biorgec ! = 2cr, wtedy

ri posiada warunkowo na F, nie centrowany rozklad y?, taki e f(r}| F}) =

= yenpl—etri+ 20 1, [ ]
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ktérego warunkowy rozklad nie jest znany, co m. in. spowodowalo, ze
model ten jest mniej popularny od wcze$niej oméwionych. Dla kazdego
St rozklad (6) warunkowo na F, mozemy aproksymowaé rozkladem
Normalnym z $rednia

E[r|F,] = x(u—r(t—s)
i wariancja

var[r,|F,] = a*rf (t - 5).

3.4. Model Chana-Karolyiego-Longstaffa-Sandersa (CKLS)

W pracy Chana i in. (1992) dokonano poréwnania oméwionych wlasnie
Modeli dla stép rentowno$ci amerykanskich jednomiesigcznych bonow
skarbowych za okres od 1964 r. do 1989 r. otrzymujac dla procesu stopy
Spot, danego réwnaniem (3), wspolczynnik y~1,5. W tym przypadku
Warunkowy rozklad réwniez nie jest znany, ale moze by¢ aproksymowany
dla kazdego s <t rozkladem normalnym z §rednig

Efr|F,] = x@u—r)(t—s)
i wariancjg
var[r,|F,] = a%r} V5(t — s).

Na rysunku 1 pokazano przykladowe realizacje procesu (3) dla réznych
Wartogci parametru y i 7, = 0,15, x = 3, u= 0,15, ¢ = 0,06 oraz At = 0,001
Przy zastosowaniu tych samych liczb losowych.
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Rys. 1. Realizacje procesu Vasicka, CIR, BS i CKLS przy zastosowaniu tych samych
parametrow i liczb losowych

Zrédlo: opracowanie wilasne

Jak latwo zauwazy¢ na rysunku 1, im wigksza warto§¢ wspolczynnika ,
tym mniejsza zmienno$¢ procesu (3).

4. METODY KALIBRACJI MODELI

4.1. Dyskretyzacja proceséw cigglych
W celu numerycznej aproksymaciji procesu (3) dokonamy jego dyskretyzacji
za pomoca schematu Eulera:
Tobar = r,+x(y—r,)At+a{\/A—ts,+A, (7
co po przeksztalceniu daje:
Tevar = KpAt + (1 — xAt)r, + o} \/Aie,ﬂ, (8)
gdzie &~ N(0, 1), zob. Janicki, Izydorczyk (2001).

4.2. Regresja metodq najmniejszych kwadratéw

Majac dany szereg czasowy stopy krotkoterminowej (r,),-o. 1, ... n, MOZEMY
dokona¢ estymacji parametrow procesu (3) przy zadanym y (réwnym
odpowiednio 0; 0.5; 1; 1.5) poprzez regresje:
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Tei o Kp o ar,"+br}"+aJAte,.,M 9)
gdzie:
a = KkulAt, b=1—xAt,

Otrzymujgc estymatory:

A 5o SR Ik odchylenie standardowe reszt
ety Tl ol T W 6 JA

Metoda ta w praktyce czgsto nie daje dobrych rezultatéw — w przypadku
gdy At nie jest bardzo male, estymatory # i k nie sq zbyt dokladne (zob.
Ball, Torous 1996), dlatego w dalszej czg$ci rozpatrzymy bardziej odpowiednia
W finansowych zastosowaniach metod¢ momentow.

4.3. Metoda momentow

Chan i in. (1992) uzyli metody momentéw do estymacji parametrow
Procesu (3) w jego dyskretnej postaci (7). Majac dany szereg czasowy stop
Procentowych r,, ktorego ewolucja zalezy od wektora parametréw (a, b, a, 7),
Mozliwe jest znalezienie funkcji fi(t, a, b,a,9), i=1, .., 4, takiej ze
E[_fx(',; a, b, a, y)) =0. Wezmy e,y = r,y; —(a+ br), co daje e, = or}e,;,.

€zeli model jest poprawnie zdefiniowany, wtedy:

= €41~ N(0, a*r¥At) i E[e+,] =0, E[e?  —a*r¥At] =0 itd.;

~ €4, sa nieskorelowane w czasie, tzn. E[e,,¢,] =0, E[e,; ¢, 1] =0 itd;

~ €4, s3 nieskorelowane w czasie z r, wigc E[e,,r]=0,
El(e?,, — a?r2'At)r) = 0 itd.;
stad:

1 N
fl(rt; ab, oy = N z (res s —'a—b't) (10)
t=1
1 N
farg a, b, a,7) = N Y [(res 1 —a—br)?* —a?r¥’At) (11)
t=1
1 N
fs(r:; a, b! a, }’)__—N Z(rl+l'—a'—br1)tt (12)
t=1

N
fo(rga, b, a,y)= I:—I Y [(res s —a—br)* —a*rP'Adr, (13)
t=1
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Nastepnie wybierajac (a, b, @, y) i przyrownujac funkcje (10)«(13) do zera
poprzez minimalizacj¢ wyrazenia:

4
J@a, b, a,y)= Y ft (14)
i=1
otrzymujemy estymatory:
(@, b, 3,9 =arg min {J(a, b, o, y)} (15)
(a,b,0,9)

metody momentéw dla wektora parametréw (a, b, o, ).

4.4. Weryfikacja wyestymowanego modelu

Badanie istotnosci parametréw w przypadku regresji zostato przeprowa-
dzone na podstawie testu parametrycznego F - Fishera — dla wektora
parametrow (a, b) byla testowana hipoteza

Hy:(a, b) =0,

na poziomie istotnosci 0,05 — taki zostal przyjety we wszystkich prze-

prowadzonych testach. Do badania istotnosci wplywu poszczegblnych zmien-

nych objasniajacych wykorzystalismy statystyke t-Studenta, testujac hipotezy
Hy:a=0, Hy:b=0,

na zalozonym poziomie istotnosci.

5. KALIBRACJA NA RYNKU POLSKIM

Na podstawie notowan jednodniowej stopy WIBOR za okres
2.01.2001-20.03.2002, (zob. rysunek 2), parametry procesu (3) zostaly
wyestymowane metoda regresji oraz metoda momentdw.
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Rys. 2. Jednodniowa stopa WIBOR za okres 2.01.2001-20.03.2002
Zrédlo: opracowanie wlasne

Wyniki estymacji modelu regresji przy ustalonym y zostaly przedstawione
W tabeli 1. Najlepsza warto§¢ kryterium (15) otrzymalismy w przypadku
?=0, co przemawia za stosowaniem dla jednodniowej stopy WIBOR
Modelu Vasi¢ka, najgorsza za$ dla y = 1,5, a wiec modelu CKLS.

Tabela 1. Wyniki regresji

I e
7 ~ -

a b R R 3 i &
m 0,02172509 | 0,86510378 | 0,01792427 | 33,7530489 | 0,16105038 | 0,28352944
0.5 | 0,02058653 | 0,87210620 | 0,04561227 | 32,0009381 | 0,16096585 | 0,72150335
10 | 0,02485273 | 0,84426745 | 0,12550681 | 38,9666090 | 0,15958594 | 198528979
1& 0,03420040 | 0,77842233 | 0,37669136 | 554420408 | 0,15434948 | 595857315

Zrédio: obliczenia wiasne.

Przy zalozonym poziomie istotnosci 0,05 dla wszystkich rozpatrywanych
Wartosci y, warto§é empiryczna statystyki F, (zob. tabela 2), przekroczyla
Warto§é krytyczng Fo,s.2.300 = 3, €0 pozwala odrzuci¢ hipotezg H,: (a, b) = 0.
Réwnies warto§¢ empiryczna statystyki ¢ we wszystkich przypadkach prze-

Oczyla warto$¢ krytyczna to,0s.300 = 1,96, a wigc mozemy odrzucié¢ hipotezy
Ho:a=0i Hy:b=0 (z0b. tabela 2).
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Tabela 2. Statystyki regresji

Biad standardowy Wartos¢ statystyki ¢ Statystyka F
14
a b d b warto§é istotnos¢
0,0 | 0,00482131 | 0,02896591 4,5060521 29,866270 445,99705 1,84E-90
0,5 | 0,00428520 | 0,02714708 | 4,8040999 32,125233 82,54699 2,85E-29
1,0 | 0,00392601 | 0,02661743 6,3302755 31,718594 20,03619 6,83E-09
1,5 | 0,00374776 | 0,02772951 9,1255527 28,071983 264,22012 8,15E-67

Zrédio: obliczenia wlasne.

W przypadku metody momentéw za punkt startowy (a, b, o, y) przyjelismy
wartosci z tabeli 1. Najlepsza wartos¢ kryterium (15) otrzymalismy dla
modelu CIR i nieznacznie gorsze dla modelu Vasicka (zob. tabela 3). Warto
podkresli¢, ze przeprowadzone symulacje wykazaly duza wrazliwosé tej
metody na wybrany punkt startowy.

Tabela 3. Estymatory metody momentéw i wartoéé funkcji minimalizowanej

K [z a P J(a, b, a, )
33,753049 0,161050 0,283529 1,903635E-13 6,037652E-07
34,281451 0,161074 0,713969 0,5097368107 3,822710E-07
38,601560 0,161247 1,961607 1,0822465557 2,755169E-05
35,347404 0,161121 5,935679 1,7339637539 9,074772E-06

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Podsumowujac wyniki, mozemy stwierdzi¢ koniecznoéé stosowania na
rynku polskim raczej modeli charakteryzujacych si¢ duza zmiennoécia, jak
model Vasitka i Coxa-Ingersolla-Rossa, niz modeli o malej zmiennosci typu
Chana-Karolyiego-Longstaffa-Sandersa.

6. KIERUNKI DALSZYCH BADAN

Przeprowadzone badania pozwolily okresli¢ kierunek dalszych prac nad
rozpatrywanym zagadnieniem. Do dyskretyzacji procesu ciaglego uzylismy
najprostszego schematu. Mozna przypuszczaé, iz lepsze wyniki estymacji
dalyby schematy Milshteina i It6-Taylora zwlaszcza wyzszego rzedu, jednak
kosztem wydluzenia czasu obliczef. Metod¢ momentéw uzyta do estymacii
parametrow zastosowali$my w klasycznej formie — liczba parametréw rowna
jest liczbie momentoéw. Byé moze lepsze efekty przyniostoby zastosowanie
wigkszej liczby momentow, powstaje jednak problem, ktére momenty
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wybra¢. Rozwazenia wymaga rowniez tzw. efektywna metoda momentow
(zwana symulowang metoda momentéw). Metoda momentéw, jakkolwiek
Prosta i dajagca dobre rezultaty nie wykorzystuje wszystkich dostgpnych
informacji na temat procesu, jak np. znajomo$¢ warunkowego rozkladu,
Stad potrzeba rozpatrzenia estymacji parametréw rozwaznych procesow
metodg najwigkszej wiarygodno$ci — zwlaszcza dla modelu Vasitka i CIR,
ktérych rozklady warunkowe sa znane.
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Witold Szczepaniak

SPOT RATE MODELS ON THE POLISH MARKET
Summary

In this paper early spot rate models are presented as well as regression method and
Beneral method of moments of estimation of their parameters. These models are calibrated
according to the polish market with WIBOR rates calibration being an example.



