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1. WPROWADZENIE

Analiza statystyczna w oparciu o dane wtorne czgsto ograniczana jest przez
material statystyczny w postaci szeregéw rozdzielczych przedzialowych. Niesie
to za sobg w konsekwencji wigksze bledy oszacowania parametréw rozktadu niz
w przypadku, gdy dysponuje si¢ danymi szczegélowymi. Wynika to z nieposia-
dania przez badacza czg$ci informacji o badanej zbiorowosci, w szczegolnosci
niewiedzy o tym, jaki byl rzeczywisty rozklad zbiorowo$ci w poszczegélnych
przedziatach.

Znaczacy wplyw na uzyskiwane wyniki ma réwniez poprawno$¢ przepro-
wadzanego grupowania na etapie analizy danych pierwotnych. Celem grupowa-
nia w wigkszosci przypadkow jest przedstawienie danych w przejrzystej dla
odbiorcy formie. Tym samym naturalnie gléwnym kryterium staje si¢ uzyskanie
latwego w odbiorze szeregu rozdzielczego. Stad tez czgsto dazy si¢ do tego, aby
np. rozpigtosci przedzialow byly jednakowe, by rozpigtosci przyjmowaly warto-
$ci ,,nominalowe”, zaleca si¢ likwidowanie przedzialow zawierajacych jedna
badZ niezawierajacych zadnych jednostek. Czgsto tez, przy publikacji danych
okresowych, budowa przedzialow jest taka sama, jak we wcze$niejszych okre-
sach. Podejscie to skutkowaé moze w praktyce gorsza jako$cig danych wtornych
z punktu widzenia uzytkownika, dla ktorego sa one podstawa analizy.

Kolejnym problemem, z ktorym w praktyce spotka¢ si¢ mozna przy analizie
wtérnego materiatu statystycznego, jest fakt przedstawiania danych w postaci
szeregdw rozdzielczych o otwartych przedzialach klasowych. Istnieje wpraw-
dzie mozliwoéé arbitralnego okreslenia granic przedzialow otwartych, ale ich
okreslenie ma wplyw na uzyskiwane wyniki analizy. Stad tez zaleca si¢ w takich
przypadkach rezygnacj¢ z miar klasycznych i stosowanie miar pozycyjnych.
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W gospodarce globalnej niezwykle waznym czynnikiem konkurencyjnosci
Jest posiadanie aktualnych i wiarygodnych danych bedacych podstawa do po-
dejmowania decyzji. Rozwdj metod ilosciowych pozwala na uzyskiwanie coraz
lepszych informacji z posiadanych zbioréw danych, jednakze w przypadku da-
nych wtérnych mozliwoéci takich jest znacznie mniej. Celem artykutu jest
przedstawienie innego niz tradycyjny sposobu interpolacji kwantyli rozktadu na
podstawie danych pogrupowanych oraz ocena jakosci tej metody.

2. SZACOWANIE KWANTYLI ROZKELADU

Kwantyle rozkladu cechy (czy zmiennej losowej) sa podstawowymi pozy-
cyjnymi miarami polozenia rozktadu. Na bazie kwantyli zbudowane sg pozostate
pozycyjne miary opisujace rozklad, jego zroznicowanie, asymetri¢ czy splasz-
czenie. Kwantyle pelnig fundamentalna rolg w statystyce, kwantylami sq bo-
wiem np. wartosci krytyczne w testowaniu hipotez, czy granice przedzialow
ufnosei, funkcje kwantyli wykorzystuje sig takze w symulacjach do generowania
zmiennych losowych o rozkladach innych niz réwnomierny (Kotz, Johnson
1986, s. 424) (metoda odwracania dystrybuanty).

Zgodnie z definicja kwantylem rzedu p nazywamy taka wartos¢ cechy x,, ktora
dzieli zbiorowos¢ na pN wartosci niewigkszych od kwantyla i (1 — p)N wartosci
niemniejszych od kwantyla. W przypadku wnioskowania statystycznego kwantylem
Jest wartos¢ x, speniajaca nierdwnosci P(X <x,) = p; P(X> x,) = 1 - p.

Wyznaczanie (estymacja) kwantyli w szeregu szczegdélowym o liczebnosci
N polega na znalezieniu warto$ci cechy znajdujacej si¢ na p(N + 1)-ej pozycji w
uporzadkowanym niemalejaco szeregu (por. Kot, Jakubowski, Sokolowski 2007,
s. 168; Luszniewicz, Staby 2008, s. 29; Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka 1999,
s. 57; Sobezyk 2006, s. 38). W przypadku gdy pozycja kwantyla p(N + 1) jest
wartoscig niecatkowita przyjmuje si¢ jako warto§é kwantyla $rednia, $rednia
wazong lub blizsza z dwoch wartoéci znajdujacych sig najblizej pozycji kwantyla.

Dla szeregu rozdzieleczego przedzialowego warto$é kwantyla wyznacza sie
najczesciej za pomocy interpolacji wartosci kwantyla w pierwszym przedziale
(0 numerze i), w ktérym liczebnos¢ skumulowana co najmniej réwna si¢ pozycji
kwantyla. Wzor interpolacyjny mozna przedstawi¢ jako (por. Kot, Jakubowski,
Sokotowski 2007, s. 174; Luszniewicz, Slaby 2008, s. 51; Ostasiewicz, Rusnak,
Siedlecka 1999, s. 57; Sobczyk 2006, s. 39):

i1 o
xp=x,0+(pN—anJ—nL (1)
J=1 i
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gdzie ¢; jest rozpieto$ciag przedziatu, x;o dolna granica, a n; liczebnoscig tego
przedziahu.
Wz6ér ten powstal przy zaloZeniu, Ze rozklad jednostek w przedziale jest
‘rozkladem réwnomiernym (Szulc 1976, s. 187). Zalozenie to zazwyczaj nie jest
spelnione, gdyz dla wigkszosci rozkladow wigcej jednostek w przedziale bedzie
skupionych w poblizu tego kranca przedziatu, ktory jest blizej wartosci dominu-
jacej (por. wykres 1). Skutkiem tego zalozenia bedzie niedoszacowanie warto$ci
kwantyli w przedzialach ponizej punktu skupienia i przeszacowanie w przedzia-
fach powyzej.
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Wykres 1. Histogram dla préby z rozktadu N(10,1)
Zrédlo: Opracowanie wiasne.

Rozklad warto$ci cechy w wigkszosci przedzialow wydaje si¢ by¢ bardziej
zblizony do rozkladu wyznaczonego przez prosta rownolegla do punktow wy-
znaczanych przez liczebno$ci sasiednich przedzialow, skorygowana tak, aby
pole pod prosta w danym przedziale bylo réwne polu prostokata obrazujacego
liczebnos¢ danego przedziatu co ilustruje rysunek 1.
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Rysunek 1. Aproksymacja gestosci rozkladu w szeregu przedzialowym
Zré6dlo: Opracowanie wiasne.

W niniejszej pracy zatozono, ze rozklad cechy w przedziale jest réwnolegly
do prostej wyznaczanej przez prawy gorny kraniec poprzedniego przedziahu
i lewy gorny kraniec nastgpnego przedziatu. Przy tym zafozeniu mozna przed-
stawi¢ wzdr interpolacyjny kwantyla rozkladu jako:
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Z praktycznego punktu widzenia stosowanie wzoru (2) zamiast (1) niesie ze
sobg tylko nieznaczne skomplikowanie obliczen, natomiast sama procedura wy-
znaczania kwantyla, tzn. znalezienie na podstawie liczebnosci skumulowanych
przedziatu kwantyla pozostaje bez zmian.

Wzér (2) nie moze i nie powinien by¢ stosowany mechanicznie. Jednym
z ograniczen jest sytuacja, gdy liczebnodci przedzialéw sasiadujacych z prze-
dziatem kwantyla sq jednakowe. W takim przypadku n’; = n;, a wiec mianownik

gdzie: n, =n, -
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bylby rowny 0. Réwniez sytuacja, gdy uklad liczebnosci przedzialow kwantyla,
poprzedniego i nastgpnego powoduja, ze aproksymowany rozklad w przedziale
znajdowalby si¢ czeSciowo ponizej osi OX, prowadzi¢ moze w efekcie do du-
zych bled6w oszacowan. Stad tez proponowany algorytm postgpowania:

1. Jezeli niy = n; lub nyy = n; lub (niy > n; 1 nyy > ) lub nyy = nyy nalezy za-
stosowac wzor (1).

2. Jezeli n;y + nuy > 2m; to nalezy przyjaé:

o jezeli niy <nyy to n’; = n; oraz nyy = 2n;— ny;

° jezeli Niy > Ny t0 1 = 2n; — niyy Oraz Ny = 20 — Niyy
i zastosowaé wzor (2).

3. Dla pozostatych przypadkéw zastosowaé wzor (2).

3. SYMULACYJNA ANALIZA EFEKTYWNOSCI ESTYMATOROW
KWANTYLI

Aby oceni¢ efektywnosé stosowania modyfikacji wzoru interpolacyjnego
przeprowadzono eksperymenty symulacyjne. W pojedynczej symulacji genero-
wano wartosci z rozkladow:

e w wariancie 1. normalnego ze $rednig 10 i odchyleniem standardowym 1;

e w wariancie 2. logarytmiczno-normalnego z parametrami x = 010 = 0.3;

e w wariancie 3. logarytmiczno-normalnego z parametrami =010 = 0.7.

Pierwszy rozklad jest rozkladem symetrycznym, drugi i trzeci prawostronnie
asymetrycznymi z momentem trzecim wzglednym wynoszacym odpowiednio
0,94953 i 2,8884, a wigc o stosunkowo nieduzej i o skrajnej asymetrii. Z uwagi
na automatyczne grupowanie danych, aby unikna¢ bledéw powodowanych przez
wartoéci skrajnie odstajace, wygenerowane warto$ci ograniczono do +5 odchy-
lefi standardowych dla rozkfadu normalnego. Dla rozkfadéow logarytmiczno-
normalnych przyjeto analogiczne ograniczenie z prawej strony rozkladu, z ana-
logicznym prawdopodobiefistwem wystapienia warto$ci odstajacych. Dla wa-
riantu drugiego ograniczeniem gornym byla warto$¢ 5, dla trzeciego wartos¢ 33.

Analize przeprowadzono dla pigciu wielko$ci zbiorowosci wynoszacych ko-
lejno: 200, 500, 1000, 5000 i 10000. Dla wygenerowanej proby obliczano naj-
pierw w celach poréwnawczych wartosci 19 kolejnych kwantyli rzedu 0,05,
0,10; 0,15; ...; 0,95 na podstawie szeregu szczegotowego. Za warto$¢ kwantyla
przyjmowano warto$¢ w uporzadkowanej probie wskazana przez pozycje kwan-
tyla lub $rednig z dwoch wartosci najblizszych pozycji kwantyla.

W kolejnym kroku probe grupowano w k przedzialéw, gdzie przyjmowano
podzial na k = 3, 4, ..., 20 przedzialéw. Z uwagi na automatyzacj¢ obliczen do
grupowania zalozono podzial na przedzialy o réwnych rozpigtosciach, gdzie
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dolny kraniec pierwszego przedziatu byl wyznaczany przez warto§é minimalng
w probie, a gérmy kraniec ostatniego przedzialu przez warto$¢ maksymalna.

Dla pogrupowanych danych, dla wszystkich 18 wariantéw grupowania, wy-
znaczano kwantyle rzedu 0,05; 0,10; 0,15; ...; 0,95 przy pomocy wzoréw inter-
polacyjnych (1) i (2).

Na podstawie wynikow 10 000 symulacji porownywano uzyskiwane trzema
metodami oszacowania wartosci kwantyli z warto$cig rzeczywistg dla rozktadu.

4. WYNIKI ANALIZY EFEKTYWNOSCI ESTYMATOROW

W klasycznym wnioskowaniu statystycznym efektywnos¢ estymatora, czyli
miara bliskosci uzyskiwanych oszacowan od prawdziwej wartosci parametru,
jest oceniana na podstawie jego wlasno$ci probkowych. Do wiasnosci tych naleza,
m. in. warto$¢ oczekiwana, wariancja, btad $redniokwadratowy i inne charakte-
rystyki rozkladu estymatora. Miarami efektywnosci estymatora okreslanymi w
badaniu symulacyjnym moga by¢ przyktadowo obciazenie, czyli r6znica migdzy
srednig uzyskiwanych wynikow a warto$cig rzeczywista, wariancja uzyskiwa-
nych wynikéw, $redni blad kwadratowy (MSE), czyli sredni kwadrat réznic
miedzy uzyskiwanymi oszacowaniami a prawdziwa wartoscia, czy tez przeciet-
ne bezwzgledne odchylenie wynikéw od wartosci rzeczywistej parametru.
W artykule jako miar¢ jakosci oszacowania przyjeto pierwiastek ze Sredniego
bledu kwadratowego (RMSE). Sredni blad kwadratowy uwzglednia bledy osza-
cowania powstale zar6wno w wyniku systematycznego zanizania czy tez zawy-
zania wartosci parametru (obcigzenie) jak i w wyniku zmiennoéci uzyskiwanych
oszacowan (wariancja). Pierwiastek ze $redniego bledu kwadratowego jest ta-
twiejszy w interpretacji, jest to $rednie odchylenie uzyskanego oszacowania od
rzeczywistej wartosci parametru.

Wiyniki symulacji dla wybranego przypadku przedstawiono w tablicy 1.
Przy podziale na pig¢ przedzialéw i liczebnosci zbiorowosci wynoszacej 1000
elementow zastosowanie zmodyfikowanej wersji wzoru interpolacyjnego daje,
zwlaszcza dla rozkladu normalnego, w czgsci przypadkéw nawet lepsze wyniki
niz oszacowanie na podstawie szeregu szczegdtowego. Jednoczesnie wersja zmody-
fikowana w zdecydowanej wigkszos$ci przypadkow jest znacznie lepsza od tra-
dycyjne;j.

Poréwnanie efektywnosci wzoréw interpolacyjnych (1) i (2) przedstawiono
na wykresach 2, 3 i 4. Przy niewielkiej liczebnosci zbiorowosci i symetrycznym
rozkladzie cechy wzor (2) jest efektywniejszy przy matych ilosciach przedzia-
16w, w ktorych pogrupowano dane. Przy duzej ilosci przedzialow jest tylko nie-
znacznie mniej efektywny. Wraz ze wzrostem liczebno$ci zbiorowosei przewaga
efektywnosci wzoru (2) rosnie, jedynie dla najmniejszej liczby przedzialow w okoli-
cach drugiego i 6smego decyla roznica efektywnosci ponownie si¢ zmniejsza.
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Tablica 1. Warto$¢é RMSE oszacowari kwantyli® dla n= 10001 k=5

N(10,1) lognorm(0,0.3) lognorm(0,0.7)
P N X, T e A Xt R x X
0,05 | 0,066 | 0211 | 0,076 | 0,012 | 0,145 | 0,059 | 0,015 | 0,098 | 0,088
0,10 [ 0,053 | 0,228 | 0,057 [ 0,011 | 0,129 | 0,047 | 0,015 | 0,084 | 0,067
0,15 | 0,048 | 0,191 | 0,049 [ 0,010 [ 0,100 | 0,035 | 0,016 | 0,075 | 0,063
0,20 | 0,045 | 0,141 | 0,045 | 0,010 | 0,072 | 0,026 | 0,017 | 0,094 | 0,097
0,25 0,043 0,099 | 0,043 0,011 0,049 | 0,020 | 0,019 [ 0,132 | 0,146
0,30 | 0,042 | 0,072 | 0,041 | 0,011 | 0,033 | 0,016 | 0,020 | 0,178 | 0,198
0,35 | 0,041 | 0,058 | 0,040 [ 0,011 | 0,023 | 0014 [ 0,022 | 0,226 | 0,249
0,40 | 0,040 | 0,049 | 0,039 | 0,011 | 0,020 | 0,0i5 | 0,024 | 0,273 | 0,297
0,45 | 0,040 | 0,043 | 0,038 | 0,011 | 0,023 | 0,017 | 0,026 | 0,317 | 0,341
0,50 | 0,040 | 0,041 | 0,038 [ 0,012 | 0,029 | 0,020 | 0,028 | 0,357 | 0,380
0,55 | 0,040 | 0,044 | 0,038 [ 0,012 | 0,035 | 0,023 | 0,031 | 0,390 | 0,412
0,60 | 0,040 | 0,050 | 0,039 | 0,013 | 0,040 | 0,026 | 0,034 | 0416 | 0,435
0,65 | 0,041 | 0,059 | 0,041 | 0,014 | 0,044 | 0,027 | 0,038 | 0432 | 0,448
0,70 0,042 | 0,073 0,042 | 0,015 0,046 | 0,027 | 0,043 0,436 | 0,447
0,75 | 0,043 | 0,099 [ 0,043 | 0,016 | 0,047 | 0,026 | 0,049 | 0426 | 0,432
0,80 | 0,045 [ 0,140 [ 0,045 | 0,017 | 0,052 | 0,024 | 0,058 | 0,408 | 0,400
0,85 0,048 | 0,190 [ 0,048 | 0,020 | 0,062 | 0,023 0,070 | 0,395 | 0,350
0,90 | 0,054 [ 0,229 | 0,056 | 0,024 | 0,075 | 0,026 | 0,093 | 0412 | 0,286
095 | 0,067 | 0214 | 0,076 | 0,033 | 0,080 | 0,034 | 0,149 | 0,439 | 0,230

’x,, ~ 0szacowanie na podstawie szeregu szczegélowego; x, — oszacowanie na podstawie
wzoru (1); x,, — oszacowanie na podstawie wzoru (2) wg przedstawionego powyzej algorytmu.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

W przypadku rozkladow umiarkowanie asymetrycznych efektywnosé wzoru
(2) do$¢ mocno zalezy od wyznaczanego kwantyla. Przy niewielkich liczebno-
Sciach zbiorowosci posta¢ (2) jest efektywniejsza przy stosunkowo niewielkiej
liczbie przedzialéw, przy czym mniejsza efektywnosé zaobserwowaé mozna
w okolicach centrum rozkladu wyznaczanego przez dominante. Przy bardzo
duzych zbiorowosciach zdarza sig, ze wzor (2) w okolicach dominanty rozktadu
daje dla pewnego zakresu kwantyli gorsze oszacowania.

W przypadku skrajnej skosnosci rozktadu takze wystepuja takie kombinacje
wielkodci zbiorowosci i liczby przedzialow, zwlaszcza w okolicach lewego
krafica rozktadu o prawostronnej asymetrii, przy ktorych efektywno$¢ oszaco-
wan dla pewnego zakresu kwantyli za pomoca wzoru (2) jest gorsza od (1). Jed-
nak dla wigkszosci przypadkow modyfikacja poprawia znaczaco wyniki osza-
cowania. Nalezy tutaj pamigtaé, ze sfabsza efektywnos¢ moze byé wynikiem
zastosowanego w symulacji podziatu na rowne przedzialy klasowe. Przy silnej
asymetrii dane wtorne przedstawiane sa zazwyczaj w formie szeregu roz-
dzielczego o nierdwnych rozpigtosciach poszczegdlnych klas, co powinno po-
prawiaé efektywno$¢ wzoru (2).
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n = 10000
Wykres 2. RMSE(x,,') / RMSE(x,,) dla rozktadu normalnego

08§ OX - liczba przedzialow k; s OY - rzad kwantyla; o§ OZ — iloraz RMSE
Zrédlo: Opracowanie wlasne. ,
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n=10000
Wykres 3. RMSE(x,,') / RMSE(x,) dla rozkiadu logarytmiczno-normalnego z ¢ = 0.3
0$ OX — liczba przedzialéw k; 0§ OY — rzad kwantyla; 0§ OZ - iloraz RMSE
Zr6dlo: Opracowanie wiasne.
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n= 10000
Wykres 4. RMSE(xP') / RMSE(x,) dla rozkladu logarytmiczno-normalnego z ¢ = 0.7
0$ OX - liczba przedzialéw k; 0§ OY ~ rzad kwantyla; o§ OZ — iloraz RMSE
Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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5. WNIOSKI

Na podstawie przeprowadzonych symulacji mozna stwierdzi¢, ze wzor in-
terpolacyjny (2) moze by¢ z pewnymi ograniczeniami stosowany w praktyce,
poniewaz poprawi¢ moze jakoé¢ uzyskiwanych wynikéw. Szczegélnie dotyczy
to tych sytuacji, gdy zbiorowosé, ktora przedstawia rozktad, byta bardzo liczna,
a wiec dla np. danych pochodzacych z duzej populacji. Z takimi danymi staty-
styk ma do czynienia, gdy zrédlem danych sa np. roczniki statystyczne. Jedno-
czednie sama metoda wyznaczania jest stosunkowo prosta i nie rozni si¢ nazbyt
od tradycyjnie stosowanej w dydaktyce, co ma swoje praktyczne znaczenie.

Poprawa efektywnosci interpolacji bedzie najwigksza w tych przedziatach,
w ktorych liczebnosé jest zblizona do $redniej liczebnosci z przedzialow sasied-
nich. Nalezy zwréci¢ jednak uwage na fakt, ze nie nalezy mechanicznie (jak
mialo to miejsce w symulacjach) stosowaé wersji (2). Wydaje si¢ zasadnym
postulat, aby poprzedzi¢ zastosowanie wzoru (2) chociazby analiza graficzng
i ocena, czy rzeczywisty rozklad cechy w danym przedziale moze by¢ dobrze
aproksymowany prosta rownolegta do punktéw wyznaczanych przez liczebnosci
sasiednich przedziatow.
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Tomasz Jurkiewicz

ON DETERMINING QUANTILES IN FREQUENCY INTERVAL
DISTRIBUTIONS

Interval frequency distributions used as a secondary data do not provide full infor-
mation about the distribution of the variable of interest. In order to estimate quantiles, it
is common to use one of interpolation formulae based on the assumption that the distri-
bution of the variable is uniformly distributed in each interval. This assumption, if not
met, may result in large bias.
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Author suggests using different formulae, which do not require uniform distribution
in intervals, and depend on the frequencies of neighbouring intervals. Simulation ex-
periments were applied for the normal and lognormal distributions to assess efficiency of
both kinds of interpolation formulae. Different population sizes and different numbers of
intervals in the frequency distribution were also considered.



