IZABELA JOZEFCZYK

ROMUALD MALECKI

ROMAN RUMIANOWSKI

Politechnika Warszawska, Filia Ptock

ZASTOSOWANIE ZBIOROW ROZMYTYCH W OCENIE
OSIAGNIECIA EFEKTOW KSZTALCENIA

Streszczenie. Praca przedstawia propozycje wykorzystania zbioréw rozmytych do oceny
stopnia osiagnigcia przez studentow zakladanych efektow ksztalcenia. Proponowane rozwiazania
testowano na wynikach osiagnigtych przez studentdéw w ramach modutu ksztatcenia Matematyka
na kierunku Ekonomia w Filii Politechniki Warszawskiej w Ptocku.

Porownywano metodg klasyczna oceny studenta z metoda wykorzystujaca zbiory rozmyte.
Druga metoda okazata si¢ korzystniejsza dla studentow.

Stowa kluczowe: logika rozmyta, ocena studenta.

1. Wprowadzenie

Weryfikacja wiedzy studenta i jej ocena jest dylematem dla wigkszosci wy-
ktadowcow, szczegodlnie widocznym obecnie wobec dynamicznych zmian pro-
gramowych w szkole $redniej oraz wprowadzonych w uczelniach Krajowych
Ram Kwalifikacyjnych. Konieczno§¢ wypelnienia przez studentow efektow
ksztatcenia moze by¢ rozumiana w postaci ,,twardej” i ,,migkkiej” (por. Kac-
przyk 1986). Przez ,twarda” weryfikacj¢ rozumiemy spelnienie wszystkich
efektow niezaleznie od siebie w nie mniej niz np. 50%. Zaktadane efekty moga
by¢ zalezne; znajomos$¢ przerobionego materiatu moze by¢ konieczna do zrozu-
mienia kolejnej czeg$ci materiatu obejmujacej inny efekt ksztalcenia. Jest to wi-
doczne w wielu dziedzinach nauki, w szczegdlno$ci w matematyce. Na przyktad
efekt dotyczacy wiedzy z teorii ciagdw 1 szeregow koreluje z efektem obejmuja-
cym rachunek r6zniczkowy i catkowy. Wiedza zdobyta wigc w pierwszych czg-
sciach wyktadu z matematyki wptywa dodatnio na poznanie dalszych tematow.
Bywa tez odwrotnie; student, ktory nie zdazyt przygotowac si¢ dostatecznie do
sprawdzianu w pierwszych tygodniach semestru, w dalszej czg$ci moze uzupet-
ni¢ braki i1 nastgpny sprawdzian napisa¢ znacznie lepiej. Wprowadzenie wigc
scisle okreslonych zasad i ograniczefn, w naszym rozumieniu ,twardej” oceny
moze nie by¢ rzeczywistym odzwierciedleniem koncowej wiedzy studenta.
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Bardziej elastyczny sposob weryfikacji efektow i ich oceniania wiaze sig
z teoria zbioréw rozmytych, ktory mozemy okresli¢ jako koncepcje ,,migkka”.
W dotychczasowej literaturze poswigconej takiej ocenie przedmiotu mozna wy-
r6zni¢ prace (Przybyszewski 2006, s. 629-639) i (Przybyszewski 2008, s. 1033—
1044), w ktérych autor reprezentuje skale ocen w postaci ciagu liczb rozmytych
1 wykorzystuje do weryfikacji testow (problemow zamknigtych).

2. Klasyczna metoda oceniania

W tej czeSci pracy opiszemy klasyczny model oceniania efektow i wysta-
wiania oceny koncowej studenta. Niech {U;,U,, ..., U, } beda efektami umiejet-
nos$ci oraz {W,W,, ..., W,} efektami wiedzy. Kazdy efekt oceniany jest punkto-
wo na podstawie zestawu zadan lub pytan sprawdzajacych. Zdobycie odpowied-
niej liczby punktow zalicza efekt; wszystkie efekty musza by¢ zaliczone. Na
ogot przyjmuje sig zaliczenie efektu po zdobyciu minimum 50% wszystkich
punktow przypadajacych na dany efekt. Nastepnie sumuje si¢ wszystkie punkty
i okre$la liczbe procent jaki student zdobyt w ciagu caltego okresu weryfikacyj-
nego w stosunku do maksymalnej liczby punktow. Zamiana wartosci procento-
wych na oceng moze by¢ wykonana zgodnie z nast¢pujaca tabela nr 1.

Tabela 1. Zamiana warto$ci procentowych uzyskanych punktéw na oceng

Przedziat warto$ci procentowych Ocena liczbowa s
<0; 0,5> 2
(0,5; 0,6> 3
(0,6; 0,7> 3,5
(0,7; 0,8> 4
(0,8; 0,9> 4,5
0,9; 1> 5

Zrodto: Opracowanie whasne.

Opisany powyzej model oceniania zastosowano do oceny wynikow uzyska-
nych przez studentow semestru pierwszego przedmiotu Matematyka w Kole-
gium Nauk Ekonomicznych i Spotecznych Filii Politechniki Warszawskiej
w Plocku. Wprowadzenie zasady zaliczenia wszystkich efektow na poziomie co
najmniej 50% zdobytych punktow okazalo si¢ bardzo wymagajace. Wielu stu-
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dentow poprawiato wybrane efekty wielokrotnie. Wydaje sig, ze zamiana liczby
uzyskanych punktow na koncowa oceng powinna by¢ zgodna z tabela 1.

Na wymienionym powyzej kierunku studiéw, w przedmiocie matematyka,
wyodrebniono cztery efekty umiejgtnosei 1 cztery efekty wiedzy. Duza liczba
efektow pozwolita precyzyjnie opisa¢ kazdy efekt oraz doktadnie przeprowadzié
jego weryfikacjg¢ przy pomocy odpowiednich zadan i testow sprawdzajacych.
W czasie trwania semestru studenci zaliczali trzy testy sprawdzajace wiedze¢
1 dwa kolokwia sprawdzajace umiejetnosci. Za efekty wiedzy otrzymywali mak-
symalnie 9 punktow, a za efekty umiejgtnosci 36 punktow. Egzamin sktadat si¢
z dwoch czeséci — weryfikujacej efekty wiedzy na poziomie 15 punktow oraz
weryfikujacej umiejetnosci z 40 punktami. W sumie studenci mogli zdoby¢
w calym semestrze maksymalnie 24 punkty za efekty wiedzy i 76 za efekty
umiejetnosci.

Rozwazmy przyktad studentoéw, ktorzy uzyskali w czasie ¢wiczen za po-
szczegollne efekty liczbg punktow zgodnie z danymi w nastgpujacej tabeli nr 2.

Tabela 2. Liczba punktéw uzyskanych w czasie ¢wiczen dla poszczegdlnych efektow
przez przyktadowych 5 studentow

Sprawdziany Kolokwia
EW! | EW2 | EW3 | EW4 | Suma | EUl | EU2 | EU3 | EU4 | Suma
ptlncli':)o?/v 2 2 2 3 9 8 | 10 | 12| 6 | 36
Studentnr 1| o 1 0 3 6 5 3 8,5 1,5 18
Studentnr2| 1,5 1 3 7,5 5 3,5 10 5 23,5
Studentnr3 | 15 1.5 2 3 8 5,5 3 9 3 20,5
Studentnr4 | 1,5 2 3 8.5 5 5,5 10 4 245
Studentnr5 | 2 2 3 9 55 7 11 5 | 285

Zrodto: Opracowanie wiasne.

W czasie egzaminu pigciu studentow uzyskato nastgpujace wyniki wyrazone
liczba punktéw w nastgpnej tabeli nr 3.
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Tabela 3. Liczba punktéw uzyskanych w czasie egzaminu dla poszczegdlnych efektow

przez przyktadowych 5 studentéw

Egzamin — efekty wiedzy Egzamin — efekty umiejetnosci
EwWl |EW2 |EW3 |EW4 |Suma |EUl1 |EU2 |[EU3 |EU4 |Suma
pt 'ncli:)c,?w 3 4 4 4 15 8 8 | 12 | 12 | 40
Studentnr 1| 0,5 0 0,5 1,5 2,5 6 2,5 6,5 1,5 16,5
Student nr 2 3 2 2 0,5 7,5 6 6 5 5 22
Student nr 3 3 2 2 2 9 5 7 10 8 30
Student nr 4 3 3 1,5 3 10,5 6 5,5 11 5,5 28
Student nr 5 3 4 1 4 12 8 2 11 10 31

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Ostatecznie po obliczeniu sumy wszystkich efektow mozemy wystawi¢ oce-
n¢ zgodnie z tabela 1 1 wyniki przedstawi¢ w nastgpne;j tabeli 4.

Tabela 4. Laczna liczba punktow uzyskanych dla poszczegdlnych efektow

przez przyktadowych 5 studentow

Efekty wiedzy razem Efekty umiejgtnosci razem
EW EU EW+EU | Ocena
EWI1 |EW2 |EW3 |EW4 | Suma |EU1 |EU2 | EU3 | EU4 | Suma
Liczba | g 6 | 6 | 7 | 24 |16 |18 |24 | 18| 76 | 100
punktéw
Studentnr 1 | 2,5 1 05 (45| 85 | Il |55] 15| 3 |345| 430 2
Studentnr2 | 5 3,5 3 3,5 15 11 {95 15 | 10 | 455 60,5 3,5
Studentnr3 | 4,5 | 3,5 | 4 5 17 |10,5| 10 | 19 | 11 | 50,5 67,5 3,5
Studentnr4 | 5 | 4,5 | 3,5 6 19 | 11 | 11 | 21 [ 9,5 | 52,5 71,5 4
Studentnr5 | 5 6 3 7 21 (135 9 | 22 | 15 | 59,5 80,5 4,5

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Wedhug powyzej opisanej metody klasycznej oceniono 146 osob. Uzyskane
oceny przedstawione sa na wykresie 1.
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Wykres 1. Zestawienie wynikow dla modelu klasycznego
Zrédto: Opracowanie whasne.

Parametry statystyczne wynikow modelu klasycznego sa nastgpujace.

Srednia | Mediana | Wariancja Odchylenie stand. | Kurtoza Skosnos¢ Licznik

3,315 3,5 0,7 0,8 -0,6 0,198 146

Zrédto: Opracowanie wihasne.

Uzyskane wyniki, szczegdlnie duza liczba ocen niedostatecznych, jest kon-
sekwencja przyjetych zatozen zaliczenia wszystkich efektow w przypadku zdo-
bytych co najmniej w 50% mozliwych punktow oraz rezygnacji wielu studentow
z kontynuowania studiéw juz w pierwszym semestrze.

3. Model rozmyty

Omowimy teraz rozmyty model oceniania. Niech X= {2; 3; 3,5; 4; 4,5; 5}
bedzie liczbowa skala ocen oraz p = 2, gdzie ¢ — jest liczba punktow uzyska-

nych przez studenta z danego efektu, a d — maksymalna liczba punktéw dla da-
nego efektu. Liczba p wyraza wigc procentowa oceng efektu uzyskana przez
danego studenta. Oznaczmy przez pu; liczbg procent jakie zdobywa student
z efektu U; (i = 1, 2,..., m) oraz pw; liczbg procent za efekt W, (i = 1, 2,..., n).
Znaczenie poszczegolnych efektow w ogdlnej ocenie okreslamy przez wagi qu;
i odpowiednio gw;. Zaktadamy, ze Zlm:l qu; =1 oraz Z:’zl gw; =1.
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Liczba procent oceniajaca umiejgtnosci wynosi U = ZL‘]"‘I' pu, oraz wie-
dz¢ W = Z;qu pw;. Liczba procent zdobyta w semestrze przez studenta jest
kombinacja wypukla umiejgtnosci i wiedzy. tzn. p = AW+ (1 —)U, gdzie
Ae (0,1).

Zgodnie z tabela 1 mozemy obliczy¢ oceng efektu s €X przy pomocy funk-
cji S(p), gdzie:

2 dla pe<0;0,5>

3 dla pe(0,50,6>

3,5 dla pe(0,6;0,7>

S(p)= (3.1
4 dla pe(0,7;0,8>

4,5 dla p<(0,8;0,9 >

5 dla pe(0,9;1>

Rozwazmy funkcje przynaleznosci f{s,p) oceny s i uzyskanego wyniku pro-
centowego p.
Dla s = 2 definiujemy funkcjg f nastgpujaco

2p gdy pe<0;0,5>
f@2.p)= (3.2)
1 gdy pe<05;1>
Dlas>21is € X okreslamy funkcj¢ f nastgpujacym wzorem
10p+1-28(p) gdy s=S(p)
S(s,p)=41 gdy s <S(p) (3.3)

0 gdy s>S(p)

Dla danej wartosci p (oceny procentowej) i ustalonego efektu E zdefiniuje-
my nast¢pujacy zbior rozmyty wyrazony w zapisie Zadeha (1965, s. 338-353).

Alf = ZSEX@ (34)
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Na przyktad dla p = 0,77, na mocy wzoru (3.1) ocena s = S(0,77) = 4. Stad
ze wzoru (3.3) mamy

0,7 gdy s=4
f(5,0,77) =41 gdy s<4 (3.5
0 gdy s>4

Oznacza to ze zbidr rozmyty dla p = 0,77 ma postac

1 1.1 07 0 0
Ayr=—F—Ft—+—"—+—+—
’ 2 3 35 4 45 5
Na mocy powyzszej konstrukeji mozemy powiedzieé, ze zbidr rozmyty Ao 77
reprezentuje ocen¢ co najmniej dobra, gdyz f(s, 0,77) >0 dla s <4 i mniej niz
dobra plus, gdyz f(s, 0,77) =0 dla s > 4.5.
Dla danego zbioru rozmytego mozemy tez ustali¢ oceng w zaleznosci od
wspotczynnika wymagan ¢. Przyjmujac, Zze zbidr rozmyty (oceniajacy) ma po-
stac:

A= ZSE XgAT(S) mozemy przyporzadkowa¢ mu oceng s jako warto$¢ na-

stepujacej funkcji C.
s=C(4.q)=max{xe X; g,(x)=q}. (3.6)

Przechodzimy teraz do formalnego opisu migkkiej (rozmytej) oceny studen-
ta. Wykonujemy nastgpujace kroki.
1. Tworzymy zbiory rozmyte {Ag] , A;jz yeens Ag,,, } oraz {AZ , AZZ oo AZ: } od-
powiadajace ocenom procentowym poszczegolnych efektow danego studenta.
2. Konstruujemy zbiory rozmyte bgdace ich kombinacja wypukta:
AY = ZL qul.Agi oraz A" = ZLI quAZ .
3. Tworzymy zbior rozmyty oceniajacy taczng wiedzg studenta z catego seme-
stru A=24" +(1-1)A4Y.
4. Dla danego wspotczynnika wymagan ¢ , na podstawie wzoru (3.6) oblicza-
my oceng liczbowa s = C(4, q).
W punkcie 2 i 3 postugujemy si¢ wzorami na kombinacj¢ wypukla zbiorow
rozmytych (Kacprzyk, 1986).
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4. Przyklad obliczeniowy

W tej czgsci przedstawimy przyktadowe wyniki uzyskane na podstawie opi-
sanego modelu rozmytego korzystajac z danych zawartych w tabelach 2—4.

Rozktad punktow dla poszczegdlnych efektow, na podstawie tabeli 4, wyra-
zony przy pomocy wspotczynnikéw wiedzy gw; oraz wspotczynnikow umiejet-
nosci qgu; opisuje ponizsza tabela 5.

Tabela 5. Rozktad punktéw dla poszczegodlnych efektow

Numer efektu qu; qw;
| 8 s
38 24
, 9 o
24
12
; 2 B
38
4 2 z
38 24

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Jak wida¢ z powyzszego opisu parametr 4 = 0,24.

Rozwazmy efekty wiedzy (W)); - 1234 dla przykladowych pigciu studentow,
ktorych wyniki sa podane w tabelach 2—4. Korzystajac z funkcji f(s, p) danej
wzorami (3.2) i (3.3) konstruujemy zbiory rozmyte AZ_ dlai =1, 2, 3, 4. Na
podstawie wynikéw z tabeli 4 oraz wspotczynnikéw gw; z tabeli 5, zbiory roz-

myte 4" = Zj:] qwiAZ maja posta¢ opisang w tabeli 6.

Tabela 6. Zbiory rozmyte dla efektow wiedzy dla przyktadowych 5 studentow

Zbiory rozmyte
Efekty wiedzy
Ocena 2 3 3,5 4 4,5 5

Student nr 1 0,63 0,29 0,13 0,00 0,00 0,00
Student nr 2 1,00 0,42 0,21 0,21 0,21 0,21
Student nr 3 1,00 0,96 0,67 0,25 0,21 0,00
Student nr 4 1,00 0,96 0,75 0,63 0,38 0,21
Student nr 5 1,00 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75

Zrodto: Opracowanie wiasne.
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Stosujac zapis Zadeha wyrazamy je nastgpujaco (Yager, Filev 1995):

0,63 029 013 0 0 O
+ + +— =

2 3 35 4 45 5
1 042 021 021 021 021
+ + + + +

2. —
2 3 3,5 4 4,5 5
1 09 0,67 025 021 0
3. —+ + + + +—=
2 3 3,5 4 45 5
1 09 0,75 0,63 038 0,21
4. —+ + + + +
2 3 35 4 4,5 5
1 075 0,75 0,75 0,775 0,75
5. —+ + + + +
2 3 3,5 4 4,5 5

W podobny sposob, stosujac kombinacje wypukla 4" = Zi] qu,AY , kon-

i“Tp;>
struujemy zbiory rozmyte odpowiadajace efektom umiejetnosci.

Tabela 7. Zbiory rozmyte dla efektoéw umiejetnosci dla przyktadowych 5 studentow

Zbiory rozmyte
Efekty umiejgtnosci
Ocena 2 3 3,5 4 45 5
Student nr 1 0,75 0,53 0,26 0,00 0,00 0,00
Student nr 2 1,00 0,72 0,26 0,00 0,00 0,00
Student nr 3 1,00 0,89 0,46 0,29 0,00 0,00
Student nr 4 1,00 0,83 0,53 0,32 0,24 0,00
Student nr 5 1,00 0,76 0,76 0,76 0,49 0,05

Zrodto: Opracowanie wiasne.

W zapisie Zadeha maja one postac:

0,75 0,53 0,26 0 0
L. + + +—F—+—=
2 3 35 4 45 5

I 0,72 026 0 O
+ ==+

0
2 3 35 4 45 5
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1 089 046 029 0 O
3. —+ + + +—+—
2 3 3,5 4 45 5
1 083 053 032 024 0
4. —+ + + + +—
2 3 3,5 4 45 5
1 076 0,76 0,76 0,49 0,05
5. —+ + + + +
2 3 3,5 4 4,5 5

Przyjmujac kombinacje wypukta A4=A4" +(1-1)4" z parametrem
A= 0,24 otrzymujemy wynikowy zbior rozmyty dla kazdego studenta. Dla pigciu
wymienionych studentow zbiory rozmyte maja posta¢ dang tabelg

Tabela 8. Zestawienie koncowe zbiordw rozmytych dla przyktadowych 5 studentow

Zbidr rozmyty koncowy
Ocena 2 3 3,5 4 4,5 5
Student nr 1 0,72 0,47 0,23 0,00 0,00 0,00
Student nr 2 1,00 0,65 0,25 0,05 0,05 0,05
Student nr 3 1,00 0,91 0,51 0,28 0,05 0,00
Student nr 4 1,00 0,86 0,58 0,39 0,27 0,05
Student nr 5 1,00 0,76 0,76 0,76 0,55 0,22

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Zgodnie z algorytmem opisanym w rozdziale 3 pozostato nam wyznaczy¢
ostateczna oceng wykorzystujac wzor (3.6). Zauwazmy, ze wszystkie zbiory
rozmyte majg nierosnace funkcje przynaleznosci g(s) dla s € X. Poczatkowe
zbory rozmyte uzyskane z zamiany warto$ci procentowej p oraz z zastosowania
wzoréow na (3.2) i (3.3) przyjmuja tylko trzy wartosci: 0, 1 i jedng wartos¢ z
przedziatu (0,1). Na przyktad dla oceny dostatecznej z minimalna ilo$cig punk-
tow 51% odpowiedni zbidr rozmyty w zapisie Zadeha ma postaé:

1 01

0 0 0 O
t—+—t+—+—
2 3 35 4 45 5

Zauwazmy, ze suma wartosci funkcji przynaleznosci f{(s) dla s € X w po-
wyzszym zbiorze wynosi 1,1. Oznacza to, ze warto$¢ $rednia przypadajaca na

. L1
kazda oceng wynosi g = ? ~0,183.
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Koncowe zbiory rozmyte, uzyskane przez dwukrotne zastosowanie kombi-
nacji wypuklej wspomnianych zbioréw rozmytych przyjmuja na ogédt wigcej niz
jedna warto$¢ z przedziatu (0,1) co widoczne jest w tabeli 8. Dlatego minimalny
wspotczynnik wymagan wystepujacy we wzorze (3.6) przyjeliSmy g = 0,183. W
tabeli 9 przedstawiono, dla réznych parametréw ¢, wyniki zamiany koncowych
zbiorow rozmytych, opisanych tabela 8, na oceng.

Tabela 9. Zestawienie koncowe oceny w zaleznosci od g dla przyktadowych 5 studentow

Ocena koncowa
q=0,183 qg=0.2 qg=0,25 q=0,35
Student nr 1 3,5 3,5 3 3
Student nr 2 3,5 3,5 3,5 3
Student nr 3 4 4 4 3,5
Student nr 4 4.5 4.5 4.5 4
Student nr 5 5 5 4.5 4.5

Zrodto: Opracowanie whasne.

5. Whnioski koncowe

Porownanie tabeli 9 z ocenami przedstawionymi w ostatniej kolumnie tabeli
4 wskazuje na istotng réznicg modelu klasycznego oceniania i opisanego modelu
rozmytego. Model rozmyty jest korzystniejszy dla studenta, wyznacza oceng
wyzsza lub rowna od oceny w modelu klasycznym.

Powyzszy model zostal zweryfikowany na bazie 146 studentéw ocenianych
w modelu klasycznym. W nastepujacej tabeli 10 oraz wykresie 2 podano kon-
cowe wyniki porownujace oba modele.

Tabela 10. Zestawienie wynikow dla modelu klasycznego i rozmytego
(z uwzglednieniem r6znych wartosci q)

Oceny 2 3 3,5 4 4.5 5 Razem
Model klasyczny 31 28 40 34 6 7 146
Model rozmyty g = 0,183 26 13 31 40 23 13 146
Model rozmyty ¢ = 0,25 27 20 33 39 20 7 146
Model rozmyty g = 0,3 29 24 37 35 14 7 146

Zrodto: Opracowanie wiasne.
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45

Poréwnanie modeli oceny studenta

Liczba ocen

15 2 2,5 3

=@ = model klasyczny =l = =0,183

Oceny

—.—q=0’25 - @ = g=0,3

Wykres 2. Zestawienie wynikow dla modelu klasycznego i rozmytego

(z uwzglednieniem r6znych wartosci q)

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Obliczono rowniez wartosci srednie oraz wspolczynniki korelacji modelu
rozmytego 1 modelu klasycznego. Wyniki zamieszczono w tabeli 11.

Tabela 11. Wspodtczynniki korelacji modelu rozmytego i modelu klasycznego

Srednia Wslf(;’:ecéz;mk
Model klasyczny 3,32 1,00
Model rozmyty g = 1.1/6 3,62 0,92
Model rozmyty ¢ = 0,25 3,50 0,94
Model rozmyty g = 0,3 3,41 0,93

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Z powyzszych obliczen mozemy stwierdzi¢, ze zaprezentowany ,,migkki”
model rozmyty przybliza dobrze klasyczny model oceniania i jest bardziej

korzystny dla studenta.



Zastosowanie zbiorow rozmytych w ocenie osiagnigcia efektow ksztalcenia 55

Z wykresu 2 wynika, ze dobor wspolczynnika wymagan ¢ istotnie wplywa
na oceng koncowa. Wraz ze wzrostem g model rozmyty przybliza si¢ do modelu
klasycznego.
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FUZZY LOGIC IN EDUCATION

Summary. This work presents using of fuzzy logic for analysis of achievement by a student
the assumed effects education. It was researched on the base of results achieved by the students as
part of subject mathematics in Ptock Branch of Warsaw University of Technology. Finally, we
have shown that fuzzy logic is a better method of students grading.
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