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BOOTSTRAPOWY TEST WIELOKROTNY

Streszczenie. W artykule podjeto prébe zastosowania techniki bootstrapowej w testo-
waniu wielokrotnym. Przy testowaniu wielu hipotez jednocze$nie nalezy zwrécié szczeg6lng
uwage na og6lny poziom istotnosci definiowany jako prawdopodobiefAstwo odrzucenia co
najmniej jednej prawdziwej hipotezy zerowej. Zaproponowano sekwencyjng procedure
testowa stuzaca do weryfikacji hipotezy o odpowiednim uporzgdkowaniu $rednich w populac-
jach reprezentowanych przez préby losowe.

W procedurze tej zastosowano technike bootstrapowa czyli taka, w ktérej nieznany
rozktad zostaje zastgpiony jego empirycznym odpowiednikiem.

Stowa kluczowe: test wielokrotny, test sekwencyjnego odrzucania, technika bootstrapowa.

I. SEKWENCYJINY TEST WIELOKROTNY

Rozwazmy sytuacje, w ktorej pobrano L prob o liczebnosciach od-
powiednio ny, n2, nL z L populacji. Poréwnujemy warto$ci oczekiwane
HIt ..., \iL, w celu stwierdzenia, ktére z tych parametrow sg rdzne oraz
ustalenia ich porzadku w kolejnosci malejace;.

Jezeli L> 2, wtedy mamy do czynienia z problemem poréwnan wielo-
krotnych (por. Miller 1980). Testujemy hipoteze zerowg HQ = .. = "L
Wydaje sie jednak ona mniej odpowiednia dla testowania porownan parami,
stad hipotezami zerowymi bedg hipotezy postaci:

Hoij- ij=12 L i @
natomiast alternatywne hipotezy beda postaci:

Huj. Bi>Bp i, j=1 2 .., L i*j @
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Nicch Du = nt—Hj oraz Du= yt— bedzie estymatorem D(J. Ustawiamy
Djj w kolejnosci malejacej, oznaczajac Dt jako najwieksza roznice, az do
najmniejszej DK, gdzie K = L(L—1).

Hipotezy (1) i (2) porzadkujemy w ten sam sposOb. Biorgc pod uwage
oczywisty fakt, ze < fijo 2y < 0, mozemy zapisa¢ hipotezy w nastepujacy
sposoéb:

Ho*:Dt<0; fc= I, 2, K (3)

Hik:Dk>0- k=1, 2, .., K 4)
Hipotezy (3) testujemy w spos6b sekwencyjny (por. Holm 1977):

Testujemy HOi Nie ma podstaw do Nie ma podstaw do odrzucenia
odrzucenia Hdk wszystkich Hak dla i>K

|
Odrzucamy Hdk

1

Testujemy H&
dla k= 1,2...... K —1

Il. METODA BOOTSTRAPOWA

Bootstrap (Efron 1982) jest metoda pobierania préb w celu estymacji
rozktadow z proby bez posiadania informacji o rozkladzie populaciji.

Rozwazmy prébe o liczebnosci n z populacji o nieznanej dystrybuancie
rozktadu F.

Xj, ., X,,~F (5)

Niech O bedzie funkcjg z tej proby

0=0(xj, .., X] (6)

i niech F oznacza empiryczny, bootstrapowy rozkiad prawdopodobienfstwa.
Losujemy prébe x?, ..., X£, ..., x* i obliczamy warto$ci statystyki

0* = O(x*, X2, ..., X*), x*~ F (7)

z préby bootstrapowej.



Taka procedura jest powtarzana B razy, dajac powtdrzenia estymatorow
0i, 02, O«- Otrzymujemy wiec rozktad z préby estymatora 0 oraz estymator
wariancji O

620)= 8§13 (8)

gdzie 0-= g 1 0*
"=l

I11. BOOTSTRAPOWY TEST WIELOKROTNY

Idea bootstrapowej procedury testu wielokrotnego opiera sie na utworzeniu
wszystkich mozliwych poréwnan parami sposréd L Srednich z prob
YH «~> $1 oraz stwierdzeniu, czy obserwowane roznice miedzy S$rednimi
w prébach bootstrapowych moga pojawia¢ sie losowo i czy mozna na ich
podstawie wnioskowa¢ o roznicach miedzy odpowiednimi parametrami.

Od kazdej obserwacji odejmujemy jej $rednig yt. Przeksztatlcamy w ten
sposéb L préb tak, aby w kazdej z nich $rednia wynosita zero.

Z tak przeksztatconych rozktadéw generujemy prébe bootstrapowga oraz
testujgc hipoteze (3) obliczamy réznice bootstrapowa D\. Niech yj oznacza
$rednig z préby bootstrapowej dla t= 1,2, L. Poniewaz E(yJ) = 0, stad
E(D[) = 0 dla k=\,...,K. Wtedy kazde odchylenie od zera dla D\ jest
losowe.

Poréwnujemy prawdziwe réznice z prob z bootstrapowymi i mamy
podstawe do stwierdzenia, czy te pierwsze pojawiajg sie przypadkowo, czy
wskazujg na réznice pomiedzy parametrami.

Wprowadzmy teraz zmienne Ik, k = 1, ..., K, ktére bedg nam wskazywaé
na powyzsze roznice. Wartosci |k przyjmowane sg w nastepujacy sposoéb:
jezeli Dk<Dk, k=1,...,K oraz k'=k, k+1,...,K, wtedy Ik =1k+ 1

Wiemy wiec, ile jest przypadkow w prébie bootstrapowej takich, ze Dk < Dk.
Dla najwiekszej roznicy Dt stwierdzamy, ktéra z réznic bootstrapowych jest
ta najwieksza. W przeciwnym przypadku Dj>0 i dla 22 stwierdzamy,
ktora z roznic bootstrapowych (oprécz D\) jest ta najwiekszg itd. dla
K roznic z préby.

Cata procedura jest powtarzana B-razy, gdzie B jest liczbg z przedziatu
(1000, 10 000). Oczywiscie 0 K=1 2, K i tatwo zauwazyé, ze
jezeli liczba wskazéwek Ik dla hipotezy #0* jest dostatecznie duza, wtedy
Hok moze by¢ odrzucona. Prawdopodobienstwo odrzucenia HOk na podstawie
wynikéw z proby, jezeli w rzeczywistosci jest ona prawdziwa, jest rowne



1JB. Jezeli warto$¢ krytyczna bytaby réwna Dk to poziom istotnosci byiby
rowny 1JB. Decyzja przejecia lub odrzucenia ma charakter sekwencyjny.
Jezeli ogolny poziom istotnosci jest ustalony jako a, to wtedy dla k= L
-jezeli 1JB § a to odrzucamy HOk i testujemy hipoteze //ot+1
- jezeli 1JB >a, to nie ma podstaw do odrzucenia HO dla i"k.
Mozna zauwazy¢, ze hipoteza 110k nie moze by¢ odrzucona tak dtugo,
dopdki nie odrzucimy wszystkich hipotez 110i dla i< k.
Rozwazmy przypadek dla L= 3. Mamy do czynienia z nastepujgcymi
mozliwymi zalezno$ciami miedzy badanymi S$rednimi:

Hi=Ri = Hi 9)
=A2*N3 (10)

Ri (1)
Bi =Ri~ A3 (12)
nuxous (13)

Zaleznos$é (9) odpowiada hipotezie zerowej (1). Przypusémy, ze pierwsza
hipoteza fit<u}i,y= 1,2, .., L jest odrzucona, gdyz yt—yj jest najwieksza
réznicg z proby. Stwierdzamy wiec, ze (it> p}. W nastepnym kroku nic
musimy rozwaza¢ zadnej hipotezy zawierajacej /i, = u}. Niech na przyktad
1=11ij = 3. Po stwierdzeniu, ze > 113 pozostajg nam tylko trzy moz-
liwosci: (10), (U) i (13), poniewaz zaleznosci miedzy S$rednimi (9) i (12)

zawierajg = fi3. Wynika stgd, ze testowanie nastepnej hipotezy zerowej,
powiedzmy przeprowadzamy zgodnie z jednym zatozen (10), (11)
lub (13).

Poniewaz nie wiemy, ktére z nich jest prawdziwe, testowanie prze-
prowadzamy osobno dla (10), (11) i (13), a najwiekszg liczbe wskazdwek Ik
wykorzystujemy do weryfikacji hipotezy. Wzrost mocy jest oczywisty.
Liczone sa roznice bootstrapowe miedzy pierwsza i drugg S$rednig oraz
miedzy drugag i trzecia (U), gdy testowanie bez rozwazania mozliwosci
(9) —(13) oznacza testowanie wszystkich rdznic jednoczesnie. Jezeli
to w tym samym czasie jest mozliwe, aby =42 i uy2= "3 Procedura
testowa moze zakoriczy¢ sie w kazdym jej kroku. Wynika stad, ze w przypad-
ku odrzucenia pierwszej hipotezy, dalsze wnioski nie sg juz konieczne.
Pojawia sie tutaj pewna sugestia, aby odrzucac¢ tak duzo hipotez, jak tylko
jest to mozliwe bez zakonczenia procedury oraz wiaczenia tego kroku od
pierwszej hipotezy, ktéra nie byla odrzucona. Cala procedura testowa
zatrzymuje sie, gdy nawet koncowy krok nie powoduje odrzucenia pewnej
hipotezy.



Powyzsza metoda wydaje sie bardziej ogdélna niz poréwnania wielokrotne.
Procedura bootstrapowa zastepuje teoretyczne rozkiady ich empirycznymi
odpowiednikami. Nie wystepuje tutaj jakiekolwiek ograniczenie liczby
testowanych hipotez, liczby obserwacji lub réznych rozmiaréw prob.
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Dariusz Parys

THE BOOTSTRAP MULTIPLE TEST

(Summary)

In this paper a new multiple test procedure is presented. This procedure is based on the
bootstrap technique.

We consider a situation where L samples, of sizes n,, n2, ..., nL, from L distributors, with
expected values ftit.., u,, are to be compared. The null and alternative hypotheses are the
following

Hoj:M<M U =12, .. Land i*]
Hujm >V «./=1,2.. Land i*j

These hypotheses are tested in sequentially rejective manner and the test in each step is
performed by means of the bootstrap technique. Compared to other methods this procedure
is very general according to number of hypotheses, sample distribution and number of hypotheses.



