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Przedmiotem rozwazan rozprawy doktorskiej sa pewne naturalne ope-
ratory rozniczkowe w wigzce tensoréw symetrycznych na rozmaitosci Rie-
manna M wymiaru n. W szczegolnosci badane sa dwa operatory: gradient
oraz dywergencja, ktérych definicje sa analogiczne do definicji gradientu i
dywergencji w wiazce form skosnie-symetrycznych wedtug H. M. Rummlera
[HR]. Gléwna role w konstrukecji Rummlera odgrywa operator j okreslony
na wigzce form skos$nie-symetrycznych stopnia k, dziatajacy w wigzke form
stopnia k — 1 o wartosciach w wiazce stycznej. Analogicznie do operato-
ra j okreslamy operator a, ktéry réwniez zalezy od struktury riemannow-
skiej. Definiujemy dwa rodzaje §ladu tr i tr. Pierwszy jest podstawieniem,
drugi za$ jest kontrakcja z metryka Riemanna. Oprécz tych trzech operato-
row rzedu zerowego rozwazamy operator rézniczki symetrycznej d°, ktory
jest operatorem rézniczkowym rzedu pierwszego stanowiacym symetryczna
cze$¢ pochodnej kowariantnej Levi - Civity V i w odréznieniu od przypadku
sko$nie-symetrycznego zalezacym od struktury riemannowskie;j.

Definiujemy gradient nastepujaco:

grad =ad® — d°a.

Jest to operator rozniczkowy rzedu pierwszego dziatajacy z wigzki tensorow
symetrycznych stopnia k w wiazke tensorow symetrycznych stopnia k o war-
tosciach w wiazce T'M. W przypadku, gdy k = 0 powyzsza definicja pokrywa
sie z definicja gradientu funkcji. Okazuje sig, ze gradient, podobnie jak d°,
ma wtasnosé¢ rézniczkowania:

Dla ¢ € C*(S*) oraz ¢ € C*(S') mamy:

grad (p ©¥) = gradp © Y + ¢ © grad .
Definiujemy dywergencje nastepujaco:
div = tr d® — d° tr.

Jest to operator rézniczkowy rzedu pierwszego dziatajacy z wiazki tensoréw
symetrycznych stopnia k o wartosciach w T'M w wiazke tensoréw symetrycz-
nych stopnia k. Jest on formalnie sprzezony do operatora — grad wzgledem
globalnego (catkowego) iloczynu skalarnego. Spelnia on analogiczng do gra-
dientu wtasnosc:

Dla ¢ € C*(S*) oraz ) € C®(S' ® T') mamy

div(p ®vY) =p® divey + gradp ® 1.
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Ztozenie gradientu i dywergencji jest operatorem rézniczkowym rzedu
drugiego, ktory - z doktadnoscig do znaku - jest klasycznym operatorem
Bochner’a - Laplace’a:

—div grad = V* V.

Rozwazamy réwniez inny operator rézniczkowy rzedu drugiego w wiazce
tensoréw symetrycznych:

A= -

Operator ten jako pierwszy badat J. H. Samphson w kontekscie teorii Chern’a
w [S]. Ostatnio operator ten byt rozwazany przez Balcerzaka i Pierzchalskie-
go w [BaP] w kategorii algebroidéw Liego. Ponadto Stepanov i Mikes badali
w [SM] tzw. Yano rough Laplacian - operator podobny do A® w przypad-
ku 1-tensoréw pod katem jego wtasnosci spektralnych. Warto zauwazy¢, ze
ostatnio réwniez Heil, Moroianu and Semmelmann w [HMS] badali pewne
eliptyczne operatory w wiazce tensoréw symetrycznych w kontekscie tenso-
row Killinga i konforemnych tensoréw Kilinga.

Interesujace jest, ze div grad i A® rdéznig sie, tak jak w przypadku
skosnie-symetrycznym, o operator rzedu zerowego (tensor), zalezny od krzy-
wizny, tj. formuta a Weitzenbocka zachodzi réwniez w wiazce tensoréw sy-
metrycznych:

A® = —div grad —fR.

Operatory div grad oraz A® sa operatorami silnie eliptycznymi drugie-
go rzedu, zatem naturalne wydaje sie badanie ich zachowania na brzegu. W
szczegblnoscei interesujace jest skonstruowanie uktadu naturalnych warunkéw
brzegowych w sensie Bransona - Pierzchalskiego (manuscript 2004). Reguta
konstruowania takiego uktadu zostata opisana dla gradientow Steina - We-
issa w [KP]. Stosujac ta regute okreslamy geometrycznie naturalny uktad
warunkéw brzegowych dla operatora div grad. W wiazce S* tensoréw sy-
metrycznych stopnia k istnieje 2! takich warunkéw. Wszystkie one zostaly
zbadane szczegdtowo. W szczegdlnosci udowodniono, ze kazdy z nich jest
samosprzezony oraz eliptyczny w sensie Gilkey - Smitha (cf. [PBG], [?]).

Jako wniosek otrzymano, ze przy kazdym z tych warunkéw brzegowych
operator div grad ma dyskretne spektrum. Co wiecej, istnieje zupelny w
L? uktad gtadkich cie¢ S* spetiajacych ten warunek brzegowy. Doktadniej,
mozemy to sformutowaé nastepujaco:



Dla kazdego z rozwazanych 2! warunkéw brzegowych istnieje ciag (®,,),
n =1,... gtadkich cie¢ wigzki S* na M, ze

a) (®,) jest zupelnym, ortonormalnym uktadem wektoréw wtasnych w L?

div grad ®,, = X\, D,

b) formy ®,, spelniaja warunek brzegowy, tj. ®,, € A%,
c) wartosci wlasne \, sa rzeczywiste oraz

lim A\, = oc.
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