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Hipoteza jod

Przez wieki nieskoficzono$é funkcjonowala w matematyce jako warto§¢
potencjalna. Nieskoficzono§¢ aktualna nie byla znana. Wraz z pojawieniem
sie nieskonczonoéci aktualnych, a zwlaszcza mnogosci tych nieskonczonosci,
okazato sic mozliwym rozwazenie nieskonczenie matych wielkosci genero-
wanych przez te nieskoficzono$ci. Mozna wregez zaryzykowac stwierdzenie, Ze
istnienie nieskonczonej iloéci rézaych, nieskonczenie matych wielkosci jest
prosta konsekwencja istnienia nieskoficzenie wielu, réznych liczb nieskon-
czonych. W pracy zostala podijeta proba rozrdznienia nieskonczonej ilosci
wartoéci potencjalnie zerowych, ktore dotychczas kryja si¢ pod postacia
jednej aktualnej wartosci zera. Tradycyjnie, to jedno aktualne zero jest
rozumiane jako odwrotno$é wszystkich liczb nieskofczonych. Jednak kazda
liczba nieskoniczona jest rézna od pozostalych, co oznacza, ze odwrotnosci
kazdej z tych liczb winna odpowiadaé inna, nieskonczenie mala liczba. Idea
niezerowych odwrotnoéci liczb nieskonczonych nie jest nowa. Pojawila si¢
wraz z teoria liczb nadrzeczywistych (ang. hyperreal numbers) bedacych
waznym, wlaSciwym podzbiorem zbioru liczb surrealnych (ang. surreal
numbers)’. Tak wiec wydaje si¢, ze nieskoficzona klasa wartosci nieskon-
czonych powinna wymagal swoistego odpowiednika w postaci rowniez
nieskoriczonej klasy wartosci odpowiadajacych ich odwrotno$ciom, czyli
wartoéciom potencjalnie zerowym. Tak jak potencjalna nieskonczonosc
zostala zastapiona klasa aktualnych nieskonczonosci, tak aktualne zero
powinno zosta¢ zastapione klasa potencjalnych zer, czyli klasa liczb in-
finitezymalnych — liczb zarazem wigkszych od zera i mniejszych od dowolnej
liczby rzeczywistej?.

Celem tej pracy jest przedstawienie hipotezy zakladajacej fraktalng strukture
osi liczbowej oraz wynikajaca z tego zaloZenia wzglednosc takich pojeé, jak
,,claglosé” czy ,,gestosc”. Istnienie wielkosci infinitezymalnych wydaje si¢

1 Patrz Conway, Guy 1998; 1], [2]. Teoria liczb nadrzeczywistych poza wspomniana
niezerowoscia odwrotnosci liczb nieskonczonych nie ma jednak zwiazku z zaproponowana
w pracy hipotezg.

2 Patrz [1].
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by¢ nie do pogodzenia z wiara zaréwno w bezwzgledna ciagloéé, jak
1 w bezwzgledna gesto$¢ zbioru liczb rzeczywistych.

Ponadto w pracy jest postawione otwarte pytanie dotyczace nieistnienia
najmniejszej nieskonczono$ci. Schodzenie w dot struktury fraktalu, jakim
jest of liczbowa, moze przeciez zosta¢ odwrécone i w efekcie zastapione
przez wspinanie si¢ wzwyZz tej samej fraktalnej struktury3. Proces ten
nieuchronnie generuje nieskonczenie wicle nieskoficzonoéci mniejszych od
N,. Naturalnie, pojmowanie osi liczbowej jako fraktalu nie pociaga za soba
koniecznosci uznania klasy nieskonczono$ci mniejszych od N,. Wystarczy
bowiem przyja¢, ze of liczbowa jest fraktalem z nieskonczona co prawda
iloscig poziomé6w, jednak wéréd nich istnieje poziom pierwszy, odpowiadajacy
wlaénie liczbie N,.

1. Paradoks osi liczb rzeczywistych

Jedna z dajacych si¢ sformutowac postaci paradoksu osi liczb rzeczywistych
jest nastgpujace rozumowanie:

m Paradoks osi liczbowej

»1llo$é liczb wymiernych to W), za$ niewymiernych c. Poniewaz N, <¢,
wigc liczb niewymiernych jest istotnie wigcej niz liczb wymiernych. Jak
Jest wiec mozliwe, aby miedzy dowolnymi dwiema liczbami niewymiernymi
(zawsze) istniala liczba wymierna?”’

Naturalnie, mozna stwierdzi¢, Ze¢ w przypadku zbioréw nieskoficzo-
nych tradycyjna intuicja zawodzi i w zwiazku z tym istnieje wiele fak-
tow, ktore moga uchodzi¢ za paradoksalne. Wydaje si¢ jednak, ze przy-
toczone wyzej rozumowanie pozostaje paradoksalnym nawet w kontekicie
wszystkich istotnych ,,nieintuicyjnych” faktow dotyczacych zbioréw nie-
skonczonych.

3 Fraktal jest zbiorem o szczegdlnie skomplikowanej budowie. Dowolnie maty jego fragment
jest tak samo skomplikowany jak calos¢. Fraktal jest konstrukcia wykazujaca tak zwane
»nieskonczone samopodobieristwo™. Oznacza to, ze dowolnie maly jego kawalek, odpowiednio
powigkszony, przypomina do zhidzenia caly zbidr lub jego znaczna czesé. Jednoczesnie fraktale
maja prosty opis i czesto sa otrzymywane przez powtarzanie nieskoniczenie wiele razy tej samej
operacji. Teoria fraktali powstala na poczatku XX w. jako skutek badan matematycznych nad
definicja wymiaru i definicja krzywej. Najbardziej znanymi, a zarazem jednymi z najprostszych,
fraktalami sg: trojkat Sierpifiskiego, dywan Serpifiskiego i piramida Sierpiniskiego; patrz: internetowa
strona Wydzialu Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej,
http://www.mini.pw.edu.pl.
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Mogloby si¢ na przyklad wydawal, ze paradoksalno$¢ wyzej przed-
stawionego rozumowania znika wraz z uSwiadomieniem sobie faktu gestosci
zbioru liczb wymiernych:

»Dla dowolnych dwdch réinych liczb wymiernych a i b istnieje liczba
¢ taka, e a<c<b”.

Coz jednak z tego, skoro zbidr liczb niewymiernych rowniez jest gesty
w tym samym znaczeniu stowa ,,gesty”’. Niewyobrazalna wrecz roznica w ilo$ci
liczb wymiernych i niewymiernych sugeruje, ze zbior liczb niewymiernych
powinien by¢ ,,znacznie bardziej gesty’’ niz zbior liczb wymiernych. Z drugiej
jednak strony, obowiazuje twierdzenie gloszace, ze migdzy dowolnymi dwiema
roznymi liczbami niewymiernymi zawsze istnieje liczba wymierna. Jak wida¢,
uwzglednienie gestosci obu zbiordéw nie rozwiazuje paradoksu osi liczbowe;j.

Propozycje rozwiazania tego paradoksu poprzedZzmy analiza niezwykle
prostego problemu. Rozwazmy dwa zbiory: 4 = {k: k = 5n, dla ne N} oraz
B = N\A, gdzie N jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych. Przy mniej
precyzyjnym zapisie zbiory te maja postaé: A= {0, 5, 10, 15, ..} oraz
B={1, 2, 3, 4, 6, ...}. Latwo zauwazy¢, Zze prawdziwe jest:

ZDANIE 1: ,,Dla dowolnych dwdch roinych liczb a i b nalezqcych do zbioru
A, jesli a< b, to istnieje taka liczba ¢ naleiqca do zbioru B, ie a<c<b”.

Nie jest natomiast prawda:

ZDANIE 2: , Dla dowolnych dwéch roznych liczb a i b nalezqcych do zbioru
B, jeSli a<b, to istnieje taka liczba ¢ nalezqca do zbioru A, e a<c<b”.

Jednoczesna prawdziwos¢ obu zdan wymagalaby tego, aby po kazdej
liczbie jednego zbioru istniala liczba drugiego zbioru. Brak tej naprzemiennosci
sprawia, ze ktore§ ze zdan 1, 2 musi by¢ falszywe. Zauwaimy bowiem, Ze
je$li nastepna, ze wzgledu na wielko$¢, po liczbie ae B jest liczba beB, to
dla tych wlasnie liczb a i b nie istnieje w zbiorze A liczba lezaca na osi
liczbowej migdzy nimi.

Bardzo dobrze znane sa nastepujace twierdzenia dotyczace liczb wymiernych
i niewymiernych:

TWIERDZENIE 1. Miedzy dowolnymi dwiema réinymi liczbami niewymie-
rnymi istnieje liczcha wymierna (istnieje nieskonczenie wiele liczb wymier-
nych).

TWIERDZENIE 2. Miedzy dowolnymi dwiema roznymi liczbami wymiernymi
istnieje liczha niewymierna (istnieje nieskonczenie wiele liczb niewymiernych).
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TWIERDZENIE 3. W dowolnie malym otoczeniu liczby niewymiernej istnieje
nieskonczenie wiele liczh wymiernych.

TWIERDZENIE 4. W dowolnie malym otoczeniu liczby wymiernej istnieje
nieskoriczenie wiele liczb niewymiernych.

Doskonale wiemy, Ze zbior wszystkich liczb wymiernych Q stanowi
dyskretny podzbiér zbioru wszystkich liczb rzeczywistych, za$ liczebno§é
zbioru liczb rzeczywistych R, a wigc i niewymiernych NQ — to tak zwane
continuum c. Aby wigc prawda byly twierdzenia 1 i 2, powinna mie¢ miejsce
swoista naprzemienno$¢ liczb wymiernych i niewymiernych na osi liczbowe;.
Poréwnujac liczebno$¢ obu zbioréw, musimy jednak taka naprzemienno$é
wykluczy¢. Co wigeej, skoro moc zbioru NQ jest ¢, za§ moc zbioru Q, to
N, musza istnie¢ takie dwie liczby wymierne migdzy, ktérymi powinien
znajdowac si¢ caly (ciagly) przedzial liczb niewymiernych. Przeczy to jednak
prawdziwosci twierdzen 1 i 3.

Istnieje wigc sprzeczno$¢ miedzy twierdzeniem 1 a wiedza dotyczaca
liczebnosci zbioréw Q i NQ.

Wykorzystujac przedstawiony wyzej przyklad, warto sprobowaé od-
powiedzie¢ na pytanie:

Pod jakim warunkiem mamy zagwarantowanq jednoczesng prawdziwo$é
zdan 1 i 2, mimo niezmienionej postaci zbiorow A i B?

Przyjmijmy, ze z jakich§ powodow nie jesteSmy w stanie operowaé
odleglosciami mniejszymi niz 5. Wowczas, w zbiorze B jestesmy w stanie
odré6zni¢ liczbe I dopiero od liczby 6. Odleglo$é liczby I od liczb 2, 3, 4,
5 jest dla nas praktycznie réwna zero. Tym samym, nie ma dla nas sensu
operowanie takim wyrazeniem, jak na przyklad: ,miedzy liczba I a liczba
4”. Jedli wigc uzywamy wyrazenia ,,miedzy liczba a, a liczba b”, to mamy
na mysli liczby odlegle od siebie o co najmniej 5. W takiej sytuacji zmianie
ulegto wyrazenie stwierdzajace rozno$¢ dwoch liczb. Od liczby 1 rézna nie
jest ani liczba 2, ani 3, ani 4, ani 5. Od liczby I rozne sa dopiero wszystkie
liczby wigksze od liczby 5, a zatem 6, 7, &, itd. Widaé, ze przy takim
rozumieniu wyrazen ,,migdzy” oraz ,,rézny” prawdziwe sa oba zdania: — tak
1, jak i 2. Zdanie 1 z oczywistych powoddw pozostaje prawda. Teraz jednak
prawdziwe jest réwniez:

ZDANIE 2. ,,Dla dowolnych dwdch réznych liczb a i b nalezqcych do zbioru
B, je§li a<b, to istnieje taka liczba ¢ nalezqca do zbioru A, e a<c<b”.

Przyklad analizowanych wyzej dwoch zbioréow A i B pokazuje, ze
Jednoczesna prawdziwo§¢ dwoch twierdzen gloszacych wzajemnie, ze migdzy
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dwiema dowolnymi réznymi liczbami jednego zbioru, zawsze istnieje liczba
drugiego zbioru, moze by¢ niemozliwa do zaakceptowania nawet w przypadku,
gdy oba zbiory sa tej samej mocy. Fakt ten jest oczywisty i moze by¢ bez
najmniejszego trudu zilustrowany na wiele réznych sposobow, np. 4 — zbidr
liczb naturalnych parzystych, B — zbior liczb naturalnych nieparzystych bez
liczby 7; A — zbidr liczb pierwszych, B — zbior liczb naturalnych nie-pierwszych;
A — zbior liczb wymiernych, w ktorych zapisie uproszczonych postaci
ulamkowych nie wystgpuje liczba 3 (np. 5/19, 27/11), B=(Q — A4) — [1/555,
1/554) (np. 1/23, 3/77).

Skoro wigc naprzemienno$¢ dwoch zbioréw jest czym$§ wigcej niz row-
noliczno$¢ tych zbioréw, czy faktycznie mozliwa jest do pomysSlenia na-
przemienno$¢ dwdch zbiordw, z ktorych jeden jest w istotny sposob liczniejszy
od drugiego, nawet przy zalozeniu ich gestosci? Ponadto pojawia si¢ obawa,
czy z zalozenia ggstosci zbioru nie zwyklisSmy wyciaga¢ zbyt daleko idacych
wnioskoéw? Czy fakt gestoSci zbioru nie dostarcza usprawiedliwienia, ktore
ulatwia akceptacje zbyt wielu twierdzen. Moze gesto§C zbioru znaczy mniej,
niz przypuszczamy?

2. Paradoks liczb nieskonczonych

Przyjecie istnienia klasy roznych liczb nieskonczonych bez jednoczesnego
zalozenia istnienia odpowiadajacej jej klasy liczb nieskonczenie matych
nieuchronnie prowadzi do trudnosci, ktéra mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

® Paradoks alefow

,,Odwrotnosci dowolnych dwdch roznych liczb sq liczbami réznymi. Wartosci
nieskoniczone W, ¢, 2°,... sq réznymi liczbami. Mimo to, wszystkie te liczby
majq wspélng odwrotnosé: zero”.

Przyjmijmy zatem istnienie odpowiadajacej klasie wszystkich liczb nie-
skonczonych generowanych przez operacje pot¢gowania klasg jod, wielkosci
niewyobrazalnie matych:

=11, 0 =1, 2= 1/Q21¢), 5= I/2}(270)), °y = 1/@QM2A (2 ), - *

Wybbr hebrajskiej litery *(jod) nie jest przypadkowy i nawiazuje do
dokonanego kiedy$ przez Georga Cantora wyboru innej hebrajskiej litery N

4 afb = ab.
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(alef) na okreslenie wartoéci nieskonczonej. Poniewaz rozwazania nasze dotycza
niezwykle matych wartoéci, wrod roznych liter hebrajskiego alfabetu najlepszym
kandydatem wydaje si¢ by¢ wlanie joda, ktéra w europejskiej kulturze, od
wiekow jest symbolem czego$§ bardzo malego.

Naturalnie, skoro:

Ry <e<2fe <2121 c) < 2121 (21 c)) < 22121 (21 e) < ...,
wiec
> >, >0 >0 > L > (.

Zauwazmy, ze kazda z jod, poczawszy od pierwszej jody zero, spelnia
definicje wielkosci infinitezymalnych: jest jednoczesnie liczba dodatnia (wicksza
od zera) i zarazem mniejsza od dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej®.
Istotnie, skoro dla dowolnej liczby rzeczywistej r, r <, wiec Iir>7, @2
dowolnosci liczby rzeczywistej r wynika, dowolno$¢ liczby rzeczywistej 1jr).

Wszystkie jody sa liczbami réznymi od zera, jednak na tyle matymi, ze
ich r6zno§¢ od zera jest niewyrazalna za pomoca liczb wymiernych. Nie
moze przeciez istnie¢ ulamek p/q taki, ze p i q sa liczbami catkowitymi
(nalezacymi do zbioru C), g jest liczbg niezerowa oraz p/q =", dla jakie-
gokolwiek ke N. Tak wigc, z punktu widzenia liczb wymiernych, *, praktycznie
jest zerem, nalezaloby jednak rzec zerem potencjalnym. Podobnie kazda
z pozostalych jod jest jedynie zerem potencjalnym, nie za$ aktualnym.

Zalozenie r6znosci od zera odwrotnosci wspomnianych liczb nieskoniczonych
ma swoje istotne konsekwencje. Przyjmujac bowiem niezerowosé jody zero,
nalezy uzna¢, ze — dla przykladu — granica ciagu {I/n}, nie jest zero, lecz
wlasnie > ;. Kazda podstawiona w miejsce zmiennej n niezerowa liczba naturalna
jest przeciez mniejsza od N,. Oznacza to, ze bez wzgledu na liczbe 7, Ijn
zawsze przyjmuje warto$¢ wigksza od 3, Dlatego tez,

lim, o, (I/n) = %, > 0.

Nie dysponujagc jodami uwazamy, Ze granica tego ciagu jest zero, chociaz
tak naprawde granica ta jest I/N,. Jefli 1/8, byloby zerem, to tym bardziej
zerem bylyby odwrotnosci wszystkich pozostatych liczb nieskoriczonych: 1/c,
1/(2te), ...

Inng konsekwencja hipotezy jod jest konieczno$é przyjecia, iz wartosé
ulamka okresowego 0,(9) nie jest rowna /. Naturalnie, argumentu za
podobnym rozr6znieniem obu liczb nie dostarcza fakt, iz obie liczby rdzniag
si¢ zapisem, i to w sposob dosé istotny: 0,99999... oraz 1,00000... Nalezy
bowiem zauwazy¢, Ze liczba 0,(9) jest granica ciagu {I — 1/10"}, ktéry zgodnie

3 Liczba x # 0 jest infinitezymalna (ang. infinitesimal) wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna
skoficzona suma |x|+ ... +|x| ma warto§¢ mniejsza od 1, patrz Conway, Guy 1998.
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z hipoteza jod nie jest zbiezny do liczby I, lecz do I — I/N,, czyli do liczby
1 - >, Zatem:

0,(9) = lim,_, (1 — 1]10"y =1 — "< 1.

Przypomnijmy, Ze juz od uczniow szkol podstawowych wymagana jest
umiejetno$é zamiany utamkéw okresowych na zwykle — zamiana utamkow
zwyklych na okresowe jest banalna. Tak wigc, uczen konczacy szkole
podstawowa winien wiedzie¢, ze na przyklad:

0,(1) =1/9 0,(01) = 1/99 0,(001) = 1/999

0,(2) = 2/9 0,(30) = 30/99 = 1033 0,(030) = 30/999 = 10/333
0,(6) =6/9=2/3  0,(55)=55/99 0,(055) = 55/999

0,(7) =7/9 0,(81) = 81/99 = 9/11 0,(810) = 810/999 = 90/111

Problemem jest jednak kazdy ulamek posiadajacy w okresie liczbe 9.
Stosujac powyzszy algorytm mozna latwo obliczy¢, Ze:

0,(9) =9/9 = 1.

O ile jednak kazdy z ulamkéw okresowych, ktorych okresem nie jest
liczba 9 daje si¢ otrzymaé jako wynik podzielenia licznika przez mianownik
odpowiedniego ulamka zwyklego, np. dzielac I przez 9 otrzymamy 0,1111111...,
o tyle nie sposdb w analogiczny spos6b otrzymac liczbe 0,9999999... Trudnosé
ta dotyczy kazdego ulamka posiadajacego w okresie liczb¢ 9, np. 5,(9);
14,5694(9); 0,000(9); 1,89898(9).

Tak wigc, odrzucenie zaloZenia, iz odwrotnos¢ alefa zero jest warto$cia
niezerowa, jest réwnowazne przyjeciu, ze 0,(9) = 1. Co wigcej, juz samo
dzialanie na liczbach wymiernych jest de facto odrzuceniem niezerowosci
odwrotnoéci alefa zero — w $wiecie liczb wymiernych odwrotno$¢ alefa zero
jest po prostu zerem.

3. Nastepnik liczby wymiernej

Hipoteza jod ma jednak znacznie bardziej zaskakujace konsekwencje.
Rozwazane w poprzednim paragrafie dwa ciagi sa, zgodnie z teoria jod,
zbiezne odpowiednio do liczb °, oraz I —*,. Sprobujmy wigc znalezé odpowiedzi
na dwa nastgpujace pytania:

Czy istnieje liczha wymierna wigksza niz 0 i mniejsza niz °y?
Czy istnieje liczba wymierna wigksza niz 1 — >, i mniejsza niz 17
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Naturalnie, odpowiedzia na kazde z tych pytad, zgodna z zapropono-
wang tu hipoteza, jest NIE. W pierwszym przypadku nie jest mozliwe
dodanie do zera takiej liczby wymiernej, aby w konsekwencji otrzymaé
liczb¢ wigksza od 0 i mniejsza niz >, W drugim przypadku nie istnieje
napis w postaci rozwinigcia dziesigtnego reprezentujacy liczbe wigksza od
0,(9) i mniejsza niz 1.

Zatem, w Swietle powyzszych rozwazaf, mozna przyjaé, ze w Swiecie
liczb wymiernych poszerzonym o niezerowa jod¢ zero, °, jest nastepnikiem
liczby 0, za$ I jest nastgpnikiem liczby 0,(9). Co wigcej, dla dowolnej liczby
wymiernej a, jej nie do konca ,,wymiernym” nastgpnikiem jest a +°, Nalezy
bowiem podkresli€, ze poniewaz liczba *, nie jest wyrazalna za pomoca
ulamka p/q, gdzie peC, qeC—{0}, wigc liczba a+°, jest ,wymiernym”
nastgpnikiem liczby a niewyrazalnym w $wiecie liczb wymiernych — liczba
*p wyraza najwigksza odleglod¢, w promieniu ktorej nie ma innej liczby
wymierne;j®.

Rozwazmy zbior wszystkich dodatnich liczb wymiernych Q*. Oczywiscie,
zastapienie w naszych rozwazaniach zbioru Q zbiorem Q% nie ma innego
znaczenia jak tylko wygode i prostote zapisu. Poniewaz liczebno§é zbioru
Q" to N, mozemy wigc ustawiC wszystkie elementy tego zbioru w ciag:

oy, Oy O3y e

Naturalnie, istnieje nieskoriczenie wiele permutacji ciagu {a,, a,, a, ...}.
Czy wsérod nich jest dokladnie jedna

p 92 93 -
spelniajaca nastgpujacy warunek:
vx, y Gesli (x, ye{q, g, g5 .} i x#y), to (x= g:;<q =y wtw i<j))?

Skoro sa wszystkie mozliwe permutacje, to moze powinna by¢é i ta jedna
szczegOlna. Jesli tak, to ciag {q,, ¢,, g;, ...} jest zbiorem wszystkich dodatnich
liczb wymiernych ustawionych w kolejnosci wzrastania. Naturalnie q,=0.
Ponadto, ciag ten ma niezwyklg wlasnosé:

»migdzy dowolnymi dwiema kolejnymi liczbami wymiernymi ciggu {q: 4,
gs, ...} nie ma innych liczb wymiernych”.

¢ Stowo ,,wymierny” w wyrazeniu ,,«wymierny» nastepnik”, ma sygnalizowaé wzglednosc
pojecia nastepnika. Jeli bowiem uwzglednimy kolejne jody, mniejsze od 7, to natychmiast
okaze sig, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb w otoczeniu dowolnej liczby wymiernej o promieniu
réwnym jod zero.
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Istotnie, skoro ciag {g,, ¢, g, ...} zawiera wszystkie dodatnie liczby wymierne,
a ¢,.; jest wigksze niz gq,, to nie istnieje taka liczba wymierna g, ze

4n<q <Gny1-

Dla kazdej liczby wymiernej g, (ne{l, 2, 3, ...}), liczba ¢, jest wiec
jej nastepnikiem. Ponadto, dla dowolnej liczby naturalnej ne N:

albo g,y — 4, =" albo Gn+1 — 4n>"0

Jedli przyjmiemy, ze g,,; — 4, =", to jod zero okaze si¢ liczba wy-
mierna niewyrazalng w postaci ulamka p/g, réznych od zera liczb na-
turalnych p, g. Dla prostoty dalszej analizy przyjmijmy t¢ wilasnie ro-
wnos¢’.

4. Fraktal osi liczbowej, czyli wzglednosé¢ ciaglosci

Analizowany w pierwszym paragrafie przyklad ilustrowal sytuacje pole-
gajaca na tym, ze uwzglednianie jedynie takich odlegtodci, ktore sa wigksze
od pewnej danej wartosci, sprawia, iz mozliwe do udowodnienia staje sig,
fatszywe skadinad, twierdzenie mowiace, ze migdzy dwiema dowolnie wy-
branymi liczbami zbioru bardziej licznego zawsze istnieje liczba (a nawet
nieskonczenie wiele liczb) zbioru istotnie mniej licznego. Jesli uwzglednimy
hipoteze jod, ten paradoksalny fakt nie daje si¢ juz udowodni€, przynajmnie;
w tak mocnej wersji.

ZalozyliéSmy, Ze najmniejsza, w sensie wyrazalnoSci za pomoca
liczb wymiernych oraz jody zero, odleglo$¢ migdzy liczbami wymiernymi
wynosi °,. Te odlegto$¢ nazwiemy Q-pod-mierzalng; kazda odleglos¢ wyrazalna
w liczbach wymiernych lub nieskoriczonych nazwiemy odleglodcia Q-mierzalng,
kazda za§ odlegto$¢ mniejsza od Q-pod-mierzalnej bedziemy nazwal Q-
-niemierzalng.

Z perspektywy wielkosci wyrazonej przez jode zero, of liczbowa jest
zbiorem przedziatow liczb niewymiernych, na krancach ktorych znajduja si¢
(pojedyncze) liczby wymierne, oddalone od siebie o odlegtodci Q-pod-mierzalne
wyrazajace dlugosci tych przedzialow. Innymi stowy, o§ liczbowa jest
dyskretnym zbiorem liczb wymiernych oddzelonych od siebie przedzialami
liczb niewymiernych:

7 Dalsze rozwazania s3 rowniez mozliwe przy zatozeniu, ze g,, , — ¢, > Co wigcej, z punktu
widzenia poruszanych dalej kwestii, roznice wynikajace z przyjecia tego lub drugiego z dwoch
mozliwych zalozen nie sa istotne.
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Przy takim podejsciu, nie jest prawda, zdanie:

»»Migdzy dowolnymi dwiema réznymi liczbami niewymiernymi istnieje liczba
wymierna (istnieje nieskonczenie wiele liczb wymiernych)”;

prawdziwe jest natomiast:

TWIERDZENIE.

a) Miedzy dowolnymi dwiema liczbami niewymiernymi takimi, ze odleglo$é
migdzy nimi jest Q-mierzalna istnieje nieskonczenie wiele liczb wymie-
ruych.

b) Istniejq takie dwie réine liczby niewymierne oddalone od siebie o odleglosé
Q-nie-mierzalng, miedzy ktérymi nie ma liczby wymiernej.

Poszukujac odlegloéci wyrazonej przez * ,, rozwazmy teraz przedzial otwarty,
ktorego krancami sa dowolne dwie kolejne liczby wymierne: g, 1 guy;. Do
tego zbioru naleza wszystkie liczby niewymierne wigksze od g, i mniejsze od
4n+1, 1 nie nalezy Zadna liczba wymierna. Rozumujac analogicznie do
przypadku liczb wymiernych, dochodzimy do wniosku, ze odwrotnosci
continuum ¢ winna odpowiada¢ warto$¢ potencjalnie zerowa z punktu widzenia
liczb rzeczywistych, ktorych jest wlasnie c. Aktualnie warto$é ta jest oczywiscie
réozna od zera:

Yy =1/e>0.

Jest to wigc wielkos¢ bedaca odlegloscia miedzy kolejnymi dwiema liczbami
niewymiernymi, ktora konsekwentnie nazwiemy NQ-pod-mierzalng. Oczywiscie
operowanie wielkosciami wigkszymi od NQ-pod-mierzalnych sprawia, ze nie
dostrzegamy jakichkolwiek odlegtosci migdzy kolejnymi liczbami niewymier-
nymi, méwigc {ciSlej: nie jesteSmy w stanie nawet o tych odleglociach
pomysle¢. Nie tylko z punktu widzenia wielko§ci Q-mierzalnych, ale réwniez
z perspektywy wielko§ci Q-pod-mierzalnych, °, jest zerem. Jeéli jednak
uwzglednimy ten kolejny rodzaj wielkoéci potencjalnie zerowych, stwierdzimy,
ze migdzy dowolnymi dwiema kolejnymi liczbami niewymiernymi jest caly
przedzial liczb nie bedacych liczbami rzeczywistymi, a ktoérych ilosé jest
réwna 2/c.
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Mamy wiec kolejne szczeble w drodze do zera aktualnego:

1 i

Oczywiscie pojecie ciagu wiaze si¢ §ciSle ze zbiorami o mocy ¥,. Jesli jest
wiec mowa o kolejnosci liczb niewymiernych r, 7;, 7,, ..., nie jest to kolejnos¢
rozumiana w sensie iteracji liczbami naturalnymi. Tym bardziej pojecie ciagu
ulega zmianie na kazdym réznym od wymiernego poziomie.

Moc znanych nam zbiorow liczbowych, ktoérymi zwyklisSmy operowac,
nie jest wigksza niz c. Liczby rzeczywiste stanowia najwigkszy Swiat liczb,
jakimi operujemy. Nie oznacza to jednak, ze nie istnieje daleko potg¢zniejszy
$wiat liczb pod-rzeczywistych. Zaproponowana tutaj hipoteza jod zaklada, iz
na o liczbowa mozemy spojrze¢ jak na zbidr nie tylko liczb naturalnych,
wymiernych i rzeczywistych, ale jak na zbior zawierajacy w sobie kolejne
nienazwane liczby ze zbiorbw o mocy 2fc, 2/(27c), 2/(27(21c)),
27(2#(27(27¢c))),... Aby jednak dostrzec kolejne nieznane nam liczby, nalezy
,,wlozyé odpowiednie okulary”. Okulary te sprawia, iz zaczniemy dostrzegac
odpowiednio male, a §ciSlej mowiac, nieskonczenie male, infinitezymalne
wartoéci, warto§ci niewyrazalne za pomoca liczb wymiernych8. Analiza
matematyczna od dawna operuje warto$ciami nieskonczenie maltymi. Z punktu
widzenia naszego podej$cia, wartoSci te nie zastluguja jednak na swoja nazwe.
Sa to bowiem warto$ci bardzo male, ale jednak wyrazalne przy pomocy
liczb wymiernych, a wigc nie nieskonczenie male. Tylko wowczas, gdy
operujemy tak duzymi wielkoSciami jak te, ktére sa wyrazalne liczbami
wymiernymi, mozemy udowodni¢ twierdzenia 1 oraz 3. Otoczenie liczby
niewymiernej jest wowczas na tyle wielkie, ze mieSci w sobie nieskoficzona
iloé¢ liczb wymiernych.

Aby wejs¢ w S$wiat kolejnych coraz to pot¢zniejszych zbiorow liczb
pod-rzeczywistych, nalezy operowa¢ wielkosciami nie dajacymi si¢ wyrazi¢
za pomoca liczb wymiernych, czyli wielko$ciami mniejszymi niz Q-pod-

8 Wielko$é nieskoficzenie mata w analizie matematycznej to dowolnie mata wielko$¢ wymierna.
W tym sensie wielkosé infinitezymalna to nie to samo co wielko$¢ nieskoficzenie mata. ,,Wielko§¢
nieskoficzenie mala” jest wigc pojeciem wzglednym, zaleznym od tego, na jakim poziomie
fraktalu si¢ znajdujemy. Lepiej jest wigc operowaé pojeciem ,,wielkoéci infinitezymalnej”.
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-mierzalne. Z punktu widzenia §wiata wielkosci Q-mierzalnych, czyli tych
dajacych si¢ wyrazi¢ liczbami wymiernymi lub nieskoficzonymi, wszystkie
wielkoSci mniejsze, czyli co najwyzej Q-pod-mierzalne, sa postrzegane jako
zera, cho¢ nimi nie s3.

Mozna pokusi¢ si¢ o stwierdzenie natury ogblniejszej: z punktu widzenia
Swiata liczb tworzacych zbior o mocy m = 2/(...(2/c)), $wiat liczb tworzacych
zbior 2/m wydaje si¢ by¢ zbiorem ciagtym, a wiec zbiorem miedzy liczbami
ktérego nie ma niezerowych odleglosci. Odleglodci te pojawia sie, jesli tylko
zejdziemy w glab osi liczbowej na kolejny nizszy stopiefi, poprzez zwigkszenie
zbioru niezerowych wielkosci o nowa, kolejna jode.

Zgodnie z przedstawiona koncepcja, o§ liczbowa jest wiec fraktalem,
czyli struktura nieskoficzenie samopodobna. Wielostopniowo$¢ tej struktury
ma t¢ ceche, iz na kazdym poziomie wyglada ona tak samo. Gdy patrzymy
na nia z perspektywy wielkoSci Q-wymiernych, widzimy, ze jest ona ciaglym
zbiorem liczb niewymiernych ,,0d czasu do czasu poprzerywanym” izolowanymi
(pojedynczymi) liczbami wymiernymi. Okazuje si¢ jednak, Ze patrzac na o$
liczbowa z perspektywy niezerowych odleglosci migdzy kolejnymi liczbami
niewymiernymi, widzimy, Ze jest ona ciaglym zbiorem jakich§ liczb pod-
rzeczywistych poprzerywanym izolowanymi (pojedynczymi) liczbami niewymier-
nymi. Oznacza to, ze obraz osi liczbowej jest z obu perspektyw identyczny.
W kolejnych krokach schodzenia w §wiat coraz to mniejszych wielkosci oé
liczbowa staje sie ciaglym zbiorem liczb pod"*!-rzeczywistych poprzerywanym
pojedynczymi liczbami pod™-rzeczywistymi. Tak wigc, na kazdym poziomie
of liczbowa wyglada tak samo.

Fraktalna struktura osi liczbowej wyklucza bezwzgledna ciagloéé kté-
regokolwiek ze zbiordw liczbowych. O ciagloSci moina méwié jedynie
w kontekscie okreSlonego poziomu fraktalu. Kazdy zbiér liczb mocy
2fm = 2M2/(...(2/y))) jest ciagly jedynie na tym poziomie, ktéry jest
najwyzszym spos$rod wszystkich tych poziomoéw, dla ktérych I/m jest
wielko$cia odr6znialna od zera.

5. Czy fraktal osi liczhowej ma poziom pierwszy?

Z perspektywy teorii jod, 0§ liczbowa jest fraktalem. Nie jest jednak
przesadzone, czy fraktal ten ma poziom pierwszy, czy tez nie. Mozna wiec
przyja¢ zardwno to zatozenie, ktére zaklada, iz poziom liczb wymiernych jest
pierwszym i zarazem najwyzszym poziomem fraktalu osi liczbowej, jak
1 zalozenie, zgodnie z ktorym, fraktal osi liczbowej nie ma poziomu pierwszego
— kazdy poziom jest jednoczesnie ,,nad” nieskoficzona liczba jednych i ,,pod”
nieskonczona liczba innych pozioméw.
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Odrzucajac zalozenie, Ze fraktal ma poziom pierwszy, przyjmujemy istnienie
takiego poziomu, na ktérym zbior liczb wymiernych jest zbiorem ciaglym
poprzerywanym izolowanymi liczbami nad-wymiernymi. Z perspektywy tego
poziomu liczby niewymierne sa niedostrzegalne. Poglad odrzucajacy istnienie
poziomu pierwszego fraktalu osi liczbowej jest o tyle uzasadniony, iz nie
istnieje taki skonczony zbior, ktorego np. zbiér potggowy bylby rownoliczny
ze zbiorem liczb wymiernych: zbi6ér potggowy jakiegokolwiek zbioru skon-
czonego nie ma mocy nieskonczonej, chocby tej najmniejszej ze znanych.
Co wiecej, nie ma operacji, ktéra wykonana na zbiorach skonczonych dawataby
zbidr nieskonczony. Innymi stowy, istnieje przepasé migdzy Swiatem wartosci
skoniczonych a §wiatem wartoSci nieskonczonych. Tymczasem przejscie na
wyzszy poziom fraktalu jest rOwnoznaczne z wejSciem w $wiat jakich§ liczb
nad-wymiernych tworzacych zbiér nieskonczony o mocy mniejszej niz N,.
Te nowa moc zbioréw nieskonczonych oznaczmy N_;. Wprost z przyjetych
zatozen wynika, ze:

N, = 2%,

Oznacza to, ze liczb nad-wymiernych jest nieskonczenie wiele, ale istotnie mniej
niz liczb wymiernych. Stosunek iloci liczb nad-wymiernych do iloéci liczb
wymiernych ma si¢ tak jak stosunek liczb wymiernych do liczb niewymiernych,
czyli réwniez tak jak liczb pod™rzeczywistych do liczb pod”* -rzeczywistych.
Proces odwrotny do potegowania zbiorow mozemy wigc kontynuowac dalej,
uzyskujac w efekcie ciag malejacych warto$ci nieskonczonych:

e <N <R, <N <L <R <Ny,
takich, ze dla neN,
N, = 2Nni,

Naturalnie i te nieskonczono$ci winny mieC swoje, wzajemnie rézne od
siebie odwrotnosci:

aany ’_3 = I/N__;, ’_2 = I/R_g, ’_1 = I/N_I.

Jednak z perspektywy liczb wymiernych trudno byloby liczby te zaliczyc
do wielkosci infinitezymalnych. Jaka wigc wielkoscia z punktu widzenia
$wiata liczb wymiernych jest °_;, joda minus jeden? Czy jest ona wartoscia
skonczong, czy moze juz nieskonczona? Czy jody nie przechodza w wielkosci
nieskonczone, a wielkoSci nieskonczone w jody? By¢é moze to, Ze pewne
liczby zaliczamy do liczb nieskonczonych, inne za§ do jodow, wynika wylacznie
z naszej perspektywy liczb wymiernych?
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Nieskonczono$¢ nieraz juz pokazata, iz intuicje z nia zwiazane sa mylace
i znacznie upraszczajace to, co si¢ za jej pojeciem kryje. Czyz jest wiec
wykluczone, aby w zbiorze liczb nieskonczonych nie tylko nie bylo wielkosci
najwickszej, ale aby nie bylo réwniez wielkosci najmniejszej

<R <R <SRG <N <R <N <e < 2fe < 2M21¢) < 2/21(210) < .2

6. Konstrukcja liczb pod-rzeczywistych

Konstrukcja dodatnich liczb pod-rzeczywistych zostanie poprzedzona
konstrukcja dodatnich liczb rzeczywistych w postaci ulamkoéw dziesigtnych.
Niech Z* bedzie zbiorem indeksow. Zalézmy, ze Z* = N. Niech ponadto
kazdemu niezerowemu elementowi keZ* odpowiada dziesigcioelementowy
zbior Z, =10, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Liczbie k = 0€ Z* odpowiada zbiér
wszystkich liczb naturalnych: Z, = N.

Dodatnia liczba pod-rzeczywista w systemie dziesiatkowym dana w postaci
ulamka dziesigtnego jest nieskonczony ,.ciag” liczb naturalnych, taki, ze
kazdy jego k-ty element nalezy do zbioru Z,. Pierwszy element z indeksem
zero oddzielmy od drugiego elementu posiadajacego indeks dwa przecinkiem.
Przykladem tak otrzymanej liczby jest

12,3874092551...

gdzie: ky= 12, k; =3, k,=8; ky=7, k, =4, k;=0; ky=2; k,=5; k; = 5,
k,=1; ..

Z*

[ ) >

012345678 9101 12.. N
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Oczywistym faktem jest to, ze w wyzej przedstawiony sposéb mozna
zbudowaé dowolna dodatnia liczbg rzeczywista w systemie dziesigtkowym
dang w postaci ulamka dziesigtnego. Ich ilos¢ wyraza si¢ wzorem:

R, (10/R,) = c.

Mozliwa jest rowniez konstrukcja liczb w systemie innym niz dziesiagtkowy.
Jeli, dla przyktadu: Z, = {0, I}, dla k > 1 oraz Z,= {0, 1, 10, 11, 100,
101, 110, 111, ...}, to liczby konstruowane w sposob analogiczny do wyzej
przedstawionego sa liczbami rzeczywistymi w systemie dwojkowym danymi
w postaci ulamka dziesigtnego. Zbiér wszystkich takich liczb stanowi
mnogos¢ réwnoliczng ze zbiorem liczb rzeczywistych w systemie dziesiat-
kowym:

R, (2/N,) = c.

Zaproponowana konstrukcja daje si¢ z niewielkimi zmianami powtdrzy¢
tak, aby w jej efekcie powstawaly liczby pod-rzeczywiste w danym systemie
i w postaci utamka dziesi¢gtnego. Ograniczmy si¢ do systemu dziesiat-
kowego.

Dostosowujac do tego zadania wezesniejsza konstrukcje, wystarczy przyjac,
e zbidr indekséw Z* jest zbiorem wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych
R*. Pozostale clementy konstrukcji sa niezmienione. Niech wigc kazdemu
niezerowemu elementowi r € Z* odpowiada dziesiecioelementowy zbior Z, = {0,
1,2, 3,4, 5 6,7, 8, 9}. Liczbie r =0€Z* odpowiada zbior wszystkich
liczb naturalnych: Z,= N.

Dodatnia liczba pod-rzeczywista w systemie dziesiatkowym dang w postaci
ulamka dziesietnego jest nieskonczony ,ciag” liczb naturalnych taki, ze
kazdy jego r-ty element nalezy do zbioru Z°. Pierwszy element z indeksem
zero oddzielmy od pozostalych elementéw tego ,ciagu” przecinkiem. Przy-
kladem tak otrzymanej liczby jest

12 »(ao:az).j' (a,,a,)8(a,a5)7(aza)¥(a,a)0(as,a)9(a50,)2(a7,a5)5...

9 Naturalnie, pojecie ,,ciagu” wystepujace w opisie konstrukeji liczby pod-rzeczywistej jest
niestandardowe. Kolejno§é ustalana przez tego typu ,.ciag” jest wyznaczona przez relacjg wigkszosci
okre§lona na liczbach rzeczywistych.
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Tak jak w przypadku liczby rzeczywistej, na pozycji » = 0 mamy liczbe
a, = 12, na pozycji r =1 liczb¢ a,= 3, na pozycji r=2 liczbe a,=8, na
pozycji r =3 liczbe a; =7, itd. Tym, co rézni liczbe pod-rzeczywista od
liczby rzeczywistej, jest wystepowanie nieskorniczenie wielu liczb a, zbioru
Nw=1{0,1, 2, 3,4,5, 6, 7,8, 9} na pozycjach r. Oczywiscie pozycje te
sq wyrazone liczbami spoza zbioru liczb naturalnych N. Liczby wystepujace
na nowych pozycjach znajdujacych si¢ migdzy dwiema pozycjami odpowia-
dajacymi kolejnym liczbom naturalnym tworza wigc przedzialy (a,, a;.,),
dla ie N. W przypadku pod-rzeczywistej liczby podanej jako przyklad a, = 12,
a,=3,a,=8 a;=7,a,=4,0a,=0,a,=9, a,=2, ag=5... Zatem, postaé
dowolnej liczby pod-rzeczywistej jest nastepujaca:

ap(ap.a)aa,, az)az(azxa3)a3(a3:a4)a4(a4:as)a5(asxa6)as(aana7)a Aanagay...

gdzie a;eN; a, a,, a,, a,, a5 a,, a,..€ N, oraz kazde r, bedace indeksem
liczby z przedziatu (a, a;,;) dla ieN (a wiec i<r<i-+ 1), jest dodatnia
liczba rzeczywista. Latwo zauwazy¢, ze iloé¢ wszystkich liczb pod-rzeczywistych
w systemie dziesigtkowym wyraza si¢ wzorem:

Ry (107¢) = N, (27c) = 2/e.

Kazdy przedziat (a, a;, ) taki, ze kazda liczba a, z przedzialu (a;, a;,,) jest
réwna zero, oznaczymy symbolem (= 0). Je$li natomiast pewna liczba a,
z przedzialu (a, a;,;) jest roina od zera, to (a, a,.;) = (#0). Gdy dla
kazdego ieN, (a, a;,;) = (=0), woéwczas liczba pod-rzeczywista:
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ay(ag.a)afa;a,) az(azﬂs)as(%ra4)a4(a4'05)05(‘15:‘16)36(“6:‘17)‘1 Aa;,a5)a;...

jest liczba rzeczywista:

ap.(= 0)a,(= 0)a = 0)as(= D)af= D)as(= O)al(= 0)a,(= 0)a,... =
= a,,a,a,a,a,0:0,a,0...

Podobnie, dowolna liczba naturalna n ma w $wiecie liczb pod-rzeczywistych
postac:

n = n(= 0)0(= 0)0(= 0)0(= 0)0(= 0)0(= 0)0(= 0)0(= 0)0...

Fraktalna struktura osi liczbowej oznacza, ze wszystkie liczby pod-
-rzeczywiste maja na tej osi swoje miejsce. Porzadek liczb pod-rzeczywistych
jest generowany przez porzadek liczb rzeczywistych:

Zalémmy, ze

P, = a(a,.a,)aa,a,)aa,a;)a5a;a,)a a,a5)a(a5,a,)a4a5,0,)aa7.a5)as...
Py = a,(ap,a,)aa,a)ala,a5a5a;a,)a,(a,a5)a5(a5,0)a/a5,a,),a7.05)a...

sa dwiema liczbami pod-rzeczywistymi. Niech ponadto dla ie{l, 2},
r,e R*(s,e R*) oznacza liczb¢ naturalng przypisana r-tej (s-tej) pozycji w liczbie
p-r. Jesli dla dowolnej r <s, r,=r, to z dwoch pod-rzeczywistych liczb
pr, i pr, wigcksza jest ta, ktora ma wigksza liczbg¢ naturalna przypisana
pozycji s.

O niezwyklej mocy zbioru wszystkich liczb pod-rzeczywistych moze
§wiadczyé nastepujacy przyklad. Rozwazmy dwie liczby wymierne I,/ oraz
1,2. Naturalnie,

1,1 = 1,(= 0)1( = 0)0(= 0)0(= 0)...
1.2 = 1,(= 0)2(= 0)0( = 0)0(= 0)...

Wirod liczb wigkszych od 1,/ i mniejszych niz 1,2 sa nastgpujace klasy liczb:

1(= 0)1(# O)a(= 0)as(= D)a,= O)as...
1(= 0O)I(= 0)a# 0)a(= 0)a = O)a;...
1(= 0)I(= O)a,(= Da,(# Da= Da;...
1(= 0)1(= 0)a,(= O)a (= 0)a,# O)a;...

1,(= 0)I(# 0)a(# O)ay(= O)a = D)a;...
1(= 0)I(= O)a,(# 0a# O)a = D)as;...
1,(= 0)I(= 0)ay(= O)a,(# O)a+ O)as...
1(= 0)I(= 0)a,(= O)a(= O)a,(# O)a..
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1,(= 0)I(# 0)a(# O)a[(# O)a(= O)as...
1(= 0)I(= 0)ay(# O)ay(# 0)a,(# O)as...
1(= 0)I(= 0)a)(= 0)a,(# D)a# 0)a;...
1(= 0)I(= 0)a(= O)ay (= O)a,(# O)a;...

1,(= 0)1(# 0)a,# 0)ay(# Da(# 0)as...
L(= 0)1(= 0)a(# 0)ay(# 0)a,(# O)as...
1,(= 0)I(= 0)a(= O)as(# O)a# O)as...
1,(= 0)1(= O)a(= 0)a(= 0)a(+# O)a,...

dla a, a;, a, a; a, a;eN. Naturalnie, kazde wystapienie symbolu (# 0)
wyraza 2fc przypadkow pod-rzeczywistych liczb.

Wykonywanie dziatan na wielu liczbach pod-rzeczywistych jest tak samo
niemozliwe, jak wykonywanie tych dzialad na wiclu liczbach niewymiernych.
Precyzyjne i pelne okreSlenie dziatan arytmetycznych jest, w praktyce,
ograniczone do zbioru liczb wymiernych. Sposrod wszystkich liczb niewymier-
nych dostgpne dla dziatad s3 bowiem tylko te liczby, ktdre posiadaja nazwy.
Jedynie nadanie specjalnych nazw niektérym liczbom niewymiernym np.

W27 w37, 17, .e”, umozliwia wykonywanie na tych liczbach dzialad
tak, jak gdyby byly one liczbami wymiernymi. Brak nazw dla wielu liczb
niewymiernych sprawia, ze dzialania na nich sa niewykonalne, bo juz samo
wyrazenie wartoSci tej liczby jest niemozliwe. Poszerzenie zbioru liczb
wymiernych o pewien, niekoniecznie skonczony chociaz przeliczalny, zbidr
podstawowych liczb niewymiernych, takich jak wyzej wspomniane, ma robié
wrazenie, ze dzialania na dowolnych liczbach rzeczywistych sa wykonalne.
Tymczasem, dysponujac liczba e, mamy jedynie e/2, 3e/4, itd. Traktujemy
tym samym ,.e” jak nowy element dodany do zbioru liczb catkowitych,
ktory mozna stosowa¢ w konstrukcji nazw liczb wymiernych, tak jak to
si¢ czyni z innymi symbolami liczb catkowitych, a wiec na przyktad z symbo-
lem ,,271°,

10 O charakterze tego poszerzenia §wiadczy chociazby to, ze jest ono przeprowadzane na
wzor konstrukcji liczb urojonych a,+ b, dla a, beR oraz i=\/:f, Z ta roznica, ze dzialania
w przypadku obu cial liczbowych s3 réznie okreSlone. Nie jest przeciez trudnym zadaniem
sprawdzi€, ze zbior liczb {a\/ 2+ b a, beQ} z dobrze znanymi dzialaniami jest cialem liczbowym,

podobnie jak ciatem liczbowym jest zbidr liczb urojonych. Symbol ,,\/2” nie jest zastgpowalny
zadnym innym symbolem liczby wymiernej tak samo jak symbol ,,i”. W podobnym zreszta
sensie nie jest zastgpowalny symbol dowolnej liczby naturalnej, np. ,,2°. Dostepny dla nas
zbior liczb rzeczywistych przypomina wige zbidr okreslony nastgpujaco:

{plg: p, qeNU{I, 2, 3,.} 1 ¢#0},
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Ta trudno$¢ dotyczaca zbioru liczb rzeczywistych ,,przenosi” si¢ na zbior
liczb pod-rzeczywistych. Kwestia otwarta pozostaje znalezienie dzialania,
ktoére analogicznie do wyprowadzajacego poza zbior liczb wymiernych
pierwiastkowania, wyprowadzaloby poza zbior liczb rzeczywistych. Jasnym
jest jednak, iz wobec praktycznej niewykonywalnoSci na liczbach rzeczywistych
nawet tak prostego dzialania jak dodawanie, znalezienie dzialania wy-
prowadzajacego poza zbidr liczb rzeczywistych wydaje si¢ by celem szczeg6lnie
trudno osiagalnym.

7. Podsumowanie

Hipoteza jod bazuje na obowiazujacym juz w niektorych teoriach
matematycznych zaloZeniu niezerowosci odwrotnosci liczb nieskonczonych.
Przyjecie tej hipotezy oznacza zaloZenie istnienia nieskonczenie wielu wartosci
nieskonczenie malych. Pojecie ,,wielkoSci nieskonczenie malej” jest jednak
rozumiane w inny sposob, niz ma to miejsce w tradycyjnej analizie matematycz-
nej. Wielkosci nieskonczenie male reprezentowane w przedstawionej tu hipotezie
przez jody sa wielkoSciami wigkszymi od zera i mniejszymi od dowolnej
dodatniej liczby wymiernej, a wigc mniejszymi rowniez od dowolnej dodatniej
liczby rzeczywistej. Sa wigc wielkosciami niewyrazalnymi w postaci ulamka
plq, gdzie p i q sa liczbami catkowitymi, za$ g jest dodatkowo liczba roina
od zera. Istnieje jednak mozliwo$¢ innego wyrazenia za pomoca liczb
wymiernych najwigkszej sposrod jod, jako granicy ciagu:

Yo = limn—»oo(]/n)'

Nie istnieje jednak jakakolwiek mozliwo§¢ wyraZenia pozostatlych jod za
pomoca liczb wymiernych.

Wszystkie jody bedace odwrotnoSciami generowanych przez operacje
potegowania warto$ci nieskoficzonych tworza ciag nieskonczony liczb in-
finitezymalnych zbiezny do zera. Naturalnie, liczba zero nie moze byé
elementem tego ciagu, gdyz w przeciwnym razie oznaczaloby to zalozenie, iz
w ciagu liczb nieskonczonych

Ny ¢, 2fc, 21(2fc), 27(21(2fc)), 21 (21 (21 (27c)))s -

gdzie {I', 2, 3, ...} jest przeliczalnym zbiorem nowych symboli zarezerwowanych dla pewnych
niewymiernych wielkosci. To rozszerzenie ciala liczb wymiernych o pewna przeliczalng ilo&é
liczb rzeczywistych sprawia, ze okreSlenie dziataft na liczbach rzeczywistych jest ograniczone
jedynie do przeliczalnego podzbioru zbioru R. Mozna wige przyjac, ze wszystkie znane w ciele
liczb wymiernych dziatania sg okre§lone jedynie na przeliczalnym podzbiorze zbioru R. Oznacza
to, ze nawet tak proste dzialanie jak dodawanie nie jest na zbiorze R okreSlone.
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istnieje liczba najwigksza. Wiadomo jednak, ze zaloZenie istnienia zbioru
wszystkich zbioréw, jak réwniez zalozenie istnienia zbioru o najwiekszej
mocy, prowadzi do sprzecznoSci, co oznacza, ze ukryty w liczbach Bég
Georga Cantora jest nieosiagalny rowniez na gruncie matematyki. Wielkosci
nieskonczone daza do Tej Jednej Nieskonczonosci, lecz jej nie osiagaja

No<ec<2fe<2f(2fc) <27 (21 (2/c)) <2/ (21(2/(2/c))) < ... < o0,

W pewnym sensie nieosiagalno$¢ Tej Jednej Nieskoficzonosci wpltywa na
charakter zera. Naturalnie, jest ono wynikiem odejmowania dowolnej liczby
a od siebie samej, jednak jedynym ciggiem zbieznym do zera jest ciag jod.
Kazdy konstruowalny za pomoca liczb wymiernych i bez uZzycia operacji
odejmowania ciag zbiega do wielkodci roznej od zera. Fakt, iz jody sa
odwrotnosciami liczb nieskoficzonych, oznacza, ze wartosci nieskonczone sa
odwrotnosciami jod. Tymczasem, odwrotno$¢ zera 1/0 jest wartoscia nie-
okre§lona, tak jak nicokreslong jest Nieskonczono$¢ co. Jest to kolejny
argument za istnieniem wielkoéci infinidezymalnych. Skoro nieskonczonosci
postaci:

27(..(21%%))

sa definiowalne, a wigc tym samym sa okreSlone, ich odwrotnoéci réwniez
winny by¢ okreSlone, ktérych z kolei odwrotno$ci takze powinny byé
wielkoSciami okreSlonymi. Je§li wiec odwrotnoscia definiowalnej liczby
nieskonczonej 27(...(2/¥N,) ) ma by¢ zero, to odwrotno$¢ zera, bedac wielkoscia
nieokreSlona, nie powinno by¢é réowne 27(..(2/%,)). Ponadto - jak juz
zostalo to wczeniej zauwazone — jedna liczba, w tym wypadku zero, nie
powinna by¢ odwrotnoscia wielu roznych liczb.

Zgodnie z hipoteza jod, z punktu widzenia $wiata liczb wymiernych,
wszystkie jody sa wartoSciami zerowymi. Sa to jednak zera potencjalne, nie
za§ aktualne. Dotychczasowy zakres nazwy ,zero” zostal podzielony na
zakresy nazw ,,joda zero”, ,,joda jeden”, ,,joda dwa”, ... oraz ,,zero w weZszym
rozumieniu”. Zero w wezszym rozumieniu jest wigc zerem aktualnym,
odpowiadajacym odwrotnoSci jednej jedynej i niewyrazalnej, najwickszej
Nieskonczonosci ograniczajacej ciag wszystkich znanych nam nieskonczonosci,
o ile ograniczenie to w ogole istnieje. Istnienie za$ tego Ograniczenia wydaje
sie pozostawac kwestia wiary.
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