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PRZEDMOWA

Tres¢ tej nieduzej ksigzki pokrywa sie w zasadzie z trescig wyktadow, ktére od kilku
lat prowadzg¢ dla doktorantéw Wydziatu Matematyki Uniwersytetu L6dzkiego, wybiera-
jacych w swoim przewodzie doktorskim jako dodatkowy, egzamin z filozofii. Nie sa to
wyklady z filozofii matematyki w pelnym tego stowa znaczeniu. Zgodnie z tytutem, sta-
nowig one wilasnie rodzaj takiego wprowadzenia do filozofii matematyki, ktére mogtoby
utatwic lekture pozycji obszerniejszych, powazniejszych i Zrédtowych.

Dwa pierwsze wyktady maja charakter zdecydowanie ogélny. W pierwszym usitowa-
fem objasnié, czym jest wspoiczesdnie filozofia, jakie miejsce zajmuje w niej refleksja nad
nauka i jakie sg jej odmiany; w drugim staratem si¢ usytuowa¢ matematyke w konstelacji
og6tu dyscyplin naukowych majac na wzgledzie ich zréznicowanie pod réznymi wzgle-
dami istotnymi z filozoficznego punktu widzenia. Wyktad trzeci wprowadza w problema-
tyke ontologii, istotng w kontekscie dyskusji nad przedmiotem matematyki. Z uwagi na
to, ze jako cel dociekan naukowych wskazuje si¢ zazwyczaj zbudowanie reorii, wyktad
czwarty poswiecitem pojeciu teorii. Pokazuje w nim, ze to, co si¢ faktycznie okresla
mianem teorii w matematyce i w naukach Scistych w istotny sposéb odbiega od pojecia
teorii jako systemu aksjomatyczno-dedukcyjnego.

Kolejne wyktady, od piatego do dziewiatego, traktuja o pojeciach, procedurachi twier-
dzeniach, ktore zazwyczaj sa przedmiotem dyscyplin okreslanych mianem logiki for-
malnej, metalogiki badZ metamatematyki. Znalazty si¢ one tutaj ze wzgledu na to, ze
nie wszyscy studenci i absolwenci matematyki, do ktorych ta ksigzka jest adresowana,
dysponujg wystarczajagcym zasobem wiadomosci z tych dziedzin, a bez nich problemy
wspoélczesnej filozofii matematyki pozostalyby niezrozumiate. Ta cz¢$¢ wyktadéw ma
zatem charakter wyraznie propedeutyczny, a przy tym elementarny.

Wyktad dziesiaty informuje o tzw. twierdzeniach limitacyjnych, za sprawa ktorych za-
wiodly pewne oczekiwania zwigzane z formalizacja rozumowan matematycznych i zmie-
nit si¢ obraz matematyki jako tzw. nauki formalne;j.

Wyktady jedenasty i dwunasty traktujg o dwdch centralnych problemach wspétcze-
snej filozofii matematyki i zarazem odwiecznych problemach filozoficznych. Sg to pytania
o przedmiot matematykii swoistoS¢ poznania matematycznego. W wyktadzie trzynastym
(ostatnim) podejmuje problem, na czym polega korzystanie z matematyki w ,,naukach
realnych”, a przede wszystkim w fizyce.



Pod pewnym wzgledem tres¢ tej ksigzki jest niejednorodna. W wyktadach, gdzie
dominuje problematyka formalno-logiczna i metamatematyczna, przedstawiam pojecia
i twierdzenia uznane za bezsporne. Nie jest to mozliwe w wykladach, w ktérych prze-
waza problematyka stricte filozoficzna. Mamy woéwczas do czynienia z zagadnieniami,
ktore nie doczekaty si¢ (i zapewne nigdy nie doczekaja) ostatecznych i niepodwazalnych
rozstrzygnie¢. W tym wypadku nie stroni¢ od ujawniania wlasnego, z natury rzeczy
kontrowersyjnego, stanowiska.

Ksigzka ta nie pretenduje do roli monografii z dziedziny filozofii matematyki. Pro-
blemy tej dyscypliny filozoficznej zostaly tu potraktowane wybidrczo i ujete w sposob
elementarny. Poniewaz staratem si¢, aby tres¢ ksiazki byta dost¢pna nie tylko dla matema-
tykow, lecz réwniez dla filozoféw, Czytelnik — zaleznie od tego, czy jest matematykiem,
czy filozofem — moze te lub owe wyjasnienia uznaé za zb¢dne.

Czytelnikowi, ktdrego ta ksigzka sktoni do zapoznania si¢ z aktualnym stanem
filozoficznej refleksji nad matematyka zalecam, w pierwszej kolejnosci, lekture anto-
logii zredagowanej przez Romana Murawskiego, zatytutowanej Wspdtczesna filozofia
matematyki (Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2002). Znajdzie tu kilkanascie
pozycji Swiatowego piSmiennictwa z tej dziedziny opatrzonych komentarzem i obszerna
bibliografia.

Tym, ktérego dokonania najsilniej wptynely na aktualny obraz matematyki jako nauki
formalnej, byt niewatpliwie Kurt Godel. Totez jego poglady filozoficzne i filozoficz-
ne implikacje jego twierdzefi budza duze zainteresowanie zarOwno matematykow, jak
i filozofow. Zainteresowanym stanowiskiem filozoficznym Godla i wptywem, jaki jego
odkrycia wywarly na filozofi¢ (nie tylko filozofi¢ matematyki) polecam dwie monografie:
Krzysztofa Wéjtowicza, Platonizm matematyczny. Studium filozofii Kurta Goédla (Se-
ria Rozprawy OBI, Wydawnictwo Biblos, Tarnéw 2002) oraz Stanistawa Krajewskiego,
Twierdzenie Godla i jego interpretacje filozoficzne. Od mechanicyzmu do postmodernizmu
(Wydawnictwo IFiS PAN, Warszawa 2003).

Lodz, czerwiec 2003 roku Adam Nowaczyk



Wyklad pierwszy

FILOZOFIA, NAUKA, FILOZOFIA NAUKI

Filozofia jest szacowng dyscypling wyktadang i uprawiana od wiekéw na uniwersytetach,
ale nie jest nauka. Swiadcza o tym pojawiajace sie od czasu do czasu hasta ,,unaukowienia
filozofii”. Natomiast pozostaje ona z naukg w rozmaitych zwigzkach.

Po pierwsze, filozofia europejska' i prawie wszystkie dziedziny nauki maja wspélny
poczatek i wyrosty z tej samej ludzkiej potrzeby objasniania i rozumienia otaczajacego
nas $wiata”. Na przestrzeni wiekéw poszczegélne dyscypliny naukowe wyodrebnily sie
z filozofii, uzyskujgc samodzielno$é, czesto pod hastem przeciwstawiania si¢ ,,filozoficz-
nym spekulacjom”. Stosunkowo wczesnie oddzielily si¢ od filozofii nauki przyrodnicze,
takie jak fizyka i chemia, aczkolwiek warto zauwazy¢, ze dzieta Newtona i Daltona?,
ktére stworzyly podstawy tych nauk mialy jeszcze w tytule stowo filozofia. Ow proces
emancypacji r6znego rodzaju dociekan od filozofii trwa nadal, zwlaszcza w dziedzinie
nauk humanistycznych.

Po drugie, mimo pewnych préb radykalnego odseparowania filozofii od nauki (po-
dejmowanych — co ciekawe — gtéwnie przez filozoféw o krytycznym nastawieniu do
filozofii) zwiazki filozofii z naukami trwaja, a ich wyrazem sg tzw. filozoficzne zagadnie-
nia danej dyscypliny (np. fizyki, biologii, jezykoznawstwa itp.). Te filozoficzne zagad-
nienia zwigzane sa na ogot badz z przedmiotem danej dyscypliny, badz z charakterem
jej aparatu pojeciowego, natomiast nie daja si¢ wyrazi¢ w jej specjalistycznym jezyku;
przeciwnie — formufowane sa za pomoca tradycyjnych pojec filozoficznych. Przyktadem
filozoficznego zagadnienia fizyki moze by¢ szeroko dyskutowany (zwlaszcza w latach
piecdziesigtych XX w.) problem deterministycznego wzglednie indeterministycznego
charakteru praw fizyki. Pojecie determinizmu (podobnie jak kojarzone z nim pojecie

! Filozofie krajéw pozaeuropejskich majg odmienny charakter, z czym zapewne wigze si¢ zdumiewajacy
fakt, ze nauki przyrodnicze, a zwlaszcza tzw. nauki Sciste, sg produktem europejskim, ktéry inne kultury
z Europy importowaly.

2 Prawie wszystkie, bowiem nie dotyczy to arytmetyki i geometrii, ktérych poczatki zwigzane
byly w wiekszym stopniu z zaspokojeniem potrzeb praktycznych. Uwaga ta dotyczy réwniez astronomii,
natomiast nie odnosi si¢ do kosmologii.

3 1. New ton, Philosophiae naturalis principia mathematica (1687);J. Dalton, A New System of
Chemical Philosophy (1808).
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przyczyny) jest pojeciem filozoficznym i nie daje si¢ zdefiniowac za pomoca pojec¢ zadnej
teorii fizyczne;j.

Po trzecie, filozofi¢ z nauka wiazg liczne unie personalne. Arystoteles (384-322
p.n.e.), jeden z najwybitniejszych filozoféw starozytnych, prowadzil, miedzy innymi, sta-
ranne obserwacje i dociekania w dziedzinie biologii. Filozofowie Kartezjusz (1596—1650)
i Leibniz (1646—1716) wniesli istotny wkiad do matematyki, a Pascal (1623-1662) row-
niez do fizyki. Fizyk Ernst Mach (1838-1916) jest tworca oryginalnej filozofii zwanej
empiriokrytycyzmem lub ,,drugim pozytywizmem”. Réwniez wielu uczonych wspoéicze-
snych ma w swoim dorobku publikacje filozoficzne, na ogét zwiagzane z zagadnieniami
filozoficznymi swojej dyscypliny.

Po czwarte, domeng filozofii jest filozoficzna refleksja nad naukg rozumiang badz
jako profesjonalna dziatalnoS$¢ uczonych, badz jako produkt tej dziatalnosSci. Refleksja
taka przybrata wspoélczesnie ksztatt wyodrebnionej specjalnosci filozoficznej pod nazwa
filozofii nauki. Uzycie tu stowa refleksja z przymiotnikiem filozoficzna wymaga wyja-
Snienia. Ot6z stowo refleksja — zgodnie ze stownikowym znaczeniem przymiotnika
,refleksyjny” — zwraca uwage na zwrotny charakter dociekan (przedmiotem poznania
jest tu wlasnie poznanie, mianowicie poznanie naukowe), natomiast przymiotnik ,.filozo-
ficzna” jest tu niezbedny z uwagi na to, ze w ostatnich czasach powstato wiele dyscyplin
naukoznawczych, ktérych zwigzek z filozofig jest mniej lub bardziej luzny.

Nalezatoby tu wymieni¢ przede wszystkim historie nauki, ktérej zadaniem jest re-
konstrukcja dziejow nauki od jej poczatkow do wspolczesnosci. Zadania tego nie mozna
oddzieli¢ od préb zrozumienia przemian w nauce, czyli od poszukiwania odpowiedzi na
pytania typu ,,dlaczego?”. Pytania takie nie pozwalaja abstrahowa¢ od pewnych zatozen
filozoficznych, co sprawia, ze badania historyczne majg istotne znaczenie dla filozofii
nauki. Znaczenie to polega gléwnie na tym, ze historia nauki dostarcza dociekaniom
filozoficznym materiatu faktograficznego, z ktérym pomysty filozoféw moga by¢ kon-
frontowane.

Inng dyscypling naukoznawcza jest socjologia nauki uprawiana czesto jako dziat so-
cjologii wiedzy — dyscypliny traktujacej o spotecznych uwarunkowaniach ksztattowania
si¢ przekonar (m.in. tych, ktére sktadaja si¢ na wiedz¢ naukowa). Socjologowie nauki
zmierzaja niekiedy do wyeliminowania i zastgpienia filozofii nauki socjologia, co wigze
si¢ z zakwestionowaniem catej tradycyjnej problematyki filozoficznej, a w szczegdlnosci
zagadnien dotyczacych prawdziwosci i zasadnoSci (uzasadnienia, wiarygodnosci) wiedzy
naukowe;j.

Instytucjonalny charakter nauki wspétczesnej, a zwtaszcza daleko idace jej ,,upani-
stwowienie” sprawiaja, ze przedmiotem badan staja si¢ réwniez sprawy polityki naukowej
oraz ekonomiki nauki. Nie wchodza one w zakres filozofii nauki, aczkolwiek w pewien
sposob o nig zahaczaja, poniewaz wigza si¢ z wartoSciowaniem celow, ktérym badania
naukowe majg stuzyc.
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Filozofia nauki jest obecnie jednym z intensywnie uprawianych dziatéw filozofii.
Jej przedmiotem jest nauka w swych réznych odmianach historycznych i terazniejszych.
Czytelnik nie bedacy filozofem, a majacy — jak wielu wspétczesnych — dobre zdanie
0 nauce ma oczywiscie prawo zapytac, dlaczego maja o niej wypowiadac si¢ filozofowie,
skoro — jak wiadomo — sama filozofia nauka nie jest. Czy zatem nie byloby lepiej
powierzy¢ to zajecie uczonym, a wiec matematykom, fizykom, biologom itp., poniewaz
to oni wiedza, czym jest nauka, skoro si¢ nig paraja?

Ot6z uczeni czesto wypowiadaja sie o nauce (na ogét o swojej specjalnosci lub
dziedzinach pokrewnych), ale wlaSnie w tym momencie przestajg by¢ uczonymi, a staja
si¢ lepszymi lub gorszymi filozofami, czyli wchodzg w inng role. Ta nowa rola wymaga
przygotowania, polegajacego na znajomosci pewnej tradycji i pewnej juz wypracowane;j
aparatury pojeciowej. Zdarza si¢ oczywiscie, ze uczony, ktéry zaczyna filozofowac na
temat nauki, staje si¢ profesjonalnym filozofem.

Czy role uczonego i filozofa r6znig si¢ zasadniczo? Na pytanie to nietatwo odpowie-
dzie¢, poniewaz odpowiedz zalezy od tego, co obejmiemy okresleniem filozofia, a w tej
sprawie sami filozofowie nie potrafig dojs¢ do porozumienia. Dlaczego tak si¢ dzieje?
Warto si¢ nad tym zastanowi¢ i w ten sposob uzyskac pewien obraz filozofii jako takiej,
a nie tylko filozofii nauki.

Szczegdblne klopoty zwigzane z pytaniem, czym jest filozofia, biorg si¢ stad, ze przed-
miot jej zainteresowan byl od poczatku zréznicowany i niedajgcy si¢ obja¢ wspdlng
charakterystyka. Zgodnie z wiekowa tradycja przedmiotem filozofii byta zaréwno rzeczy-
wistos¢ (rozumiana jako wszystko, co istnieje), jak rOwniez poznawanie tej rzeczywistosci
oraz jej wartoSciowanie (tj. jej ocenianie z roznych, ludzkich i ponadludzkich punktéw
widzenia). Jak juz zauwazyliSmy, z biegiem czasu wielka mnogo$¢ zagadnien dotycza-
cych rzeczywistosci, w réznych jej odmianach, przestata mie¢ charakter filozoficzny,
stajac sie domena tzw. nauk szczegétowych. W mniejszym stopniu dotyczy to poznania,
chociaz i tu pewne zagadnienia zostaty przekazane psychologii, logice matematycznej,
a obecnie nowej dyscyplinie zwanej kognitywistyka (cognitive science). Jedynie warto-
Sciowanie pozostalo w catoSci w zasiegu filozofii i — zdaniem niektérych — wiasnie
zwigzek z wartoSciowaniem Swiadczy o filozoficznym charakterze zagadnienia.

Zréznicowaniu przedmiotowemu filozofii odpowiada réznorodno$¢ podejmowanych
przez filozofi¢ zagadnien. Te ostatnig poteguje fakt, iz filozofowie czesto kwestionujg waz-
nos$¢ wzglednie sensownoS$¢ pewnych zagadnien filozoficznych, a nawet catej tradycyjnej
problematyki filozoficznej, proponujac w jej miejsce nowa. Takie praktyki filozofow
dowcipnie scharakteryzowal pewien filozof wspétczesny piszac: ,,Kleryk, ktéry traci
wiare, rezygnuje z powolania i zrzuca sukienke. Filozof, ktdry traci wiare [w filozofie
— A.N.], — podaje nowa definicje filozofii™*.

Wspomniec tu trzeba rowniez o wielkiej réznorodnosci stylow filozofowania prze-
jawiajacej si¢ w sposobie wypowiedzi. Nieuprzedzony czytelnik, ktéry na podstawie

4 E.Gellner, Stowa i rzeczy, Ksiazka i Wiedza, Warszawa 1984, s. 401.
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informacji katalogowej siegnie po ksigzke zakwalifikowang do dziatu ,,Filozofia”, moze
uzyskac radykalnie ré6zne przeSwiadczenia o tym, czym jest filozofia, w zaleznoSci od
tego, czy bedzie to dzielo postugujace si¢ jezykiem i symbolikg algebry abstrakcyj-
nej (sg réwniez takie!), czy tez dzielo przemawiajace jezykiem hermetycznej poezji
intelektualnej, czgsto niezrozumiatym dla wigkszosci filozoféw o innych upodobaniach
(a niewykluczone, ze réwniez dla samego autora).

Czym wytlumaczy¢ przedstawiony powyzej stan rzeczy? Ot6z filozofia jest — jak
juz wspomnieliSmy — dyscypling akademickqg od wiekéw wyktadang i uprawiang na
uniwersytetach. Jako dyscyplina akademicka jest filozofia zarazem pewna profesjg. W re-
zultacie kazde dzielo, ktére przynajmniej pewna grupa profesjonalnych i cieszacych si¢
odpowiednim autorytetem filozoféw uzna za filozoficzne, zostaje wraz z podjeta w nim
problematyka zaliczone do filozofii. Zgodnie z tym, co zauwazyliSmy juz wczesniej,
dzieto filozoficzne nie musi by¢ kontynuacja pewnej tradycji filozoficznej; Swiadectwem
jego filozoficznosci moze by¢ réwniez to, ze tradycje te kwestionuje. Zatem nic dziwnego,
ze granice filozofii sa krete i ruchome.

Prawie wszystko, co powiedziano powyzej o filozofli w ogdlnosci, stosuje si¢ row-
niez — w odpowiedniej proporcji — do bedacej jej fragmentem filozofii nauki. Racje
jej istnienia stanowi fakt, iz szereg pytan dotyczacych nauki ma rzeczywiscie charakter
filozoficzny. Samo pytanie ,,Czym jest nauka?” jest zagadnieniem filozoficznym z dwdéch
powodéw. Po pierwsze dlatego, ze uprawianie nauki jest poznawaniem jakiejs rzeczywisto-
Sci (niektorzy filozofowie wspoétczesni wprawdzie temu przecza, co wszakze — w Swietle
wczesniejszych spostrzezen — nie pozbawia zagadnienia charakteru filozoficznego); po
drugie, poniewaz kazda odpowiedz na pytanie, czym jest nauka, wiaze si¢ z ustaleniem
granic nauki. Trzeba bowiem podjaé decyzje, ktore to dyscypliny, a takze poszczegdlne
twierdzenia, zagadnienia i hipotezy pretendujace do miana naukowych uznamy za rzeczy-
wiscie naukowe, a to wigze si¢ z ich wartosciowaniem, ktére — jak juz zauwazyliSmy
— jest domenag filozofii.

Odpowiedzi na pytanie, czym jest nauka, a takze na szereg bardziej szczegétowych
pytan dotyczacych nauki, nalezy zatem szukaé w filozofii. Wzrastajace zainteresowanie
nauka, zwigzane z coraz wigkszym jej wplywem na losy jednostek i spoteczenstw, spra-
wilo, ze na przestrzeni ostatnich kilkudziesigciu lat wzrosto rowniez zainteresowanie
filozofig nauki.

Filozofia nauki, podobnie jak cata filozofia, ma charakter niejednorodny. Znaczna
czeS¢ (ale nie catos¢) jej problematyki osadzona jest w wiekowej tradycji filozoficznej
siegajacej Platona i Arystotelesa® i stanowi jej mniej lub bardziej wierna kontynuacje.
Stad zapleczem filozofii nauki — w sensie rezerwuaru pojec¢ i zagadnien — sg tradycyj-
ne dzialy filozofii, takie jak epistemologia (teoria poznania) i — w mniejszym stopniu

3> Jego Analityki mogg uchodzi¢ za pierwszy traktat z dziedziny filozofii nauki. Traktat ten wpty-
nal w istotny spos6b na ukonstytuowanie si¢ wzorca nauki jako systemu aksjomatyczno-dedukcyjnego.
Wzorzec ten, zastosowany po raz pierwszy w praktyce przez Euklidesa w jego Elementach, w czasach
nowozytnych traktowany byl czesto jako obowigzujacy w odniesieniu do wszystkich nauk.
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— ontologia (traktujaca o najogdlniejszych podziatach i wlasciwoSciach wszystkiego, co
istnieje). Obok scharakteryzowanego powyzej nurtu nawiazujacego do tradycji filozo-
ficznej istnieje rowniez drugi nurt, ktéry si¢ wspomnianej tradycji przeciwstawia. Jesli
obu tym nurtom przyznaje si¢ prawo obywatelstwa w filozofii nauki, to dzieje si¢ tak
z dwoch powodow. Po pierwsze dlatego, ze stawiajg sobie one ten sam cel: wyjaSnienie
(wzglednie dostarczenie rozumienia) tego zjawiska kulturowego, jakim jest nauka; po
drugie, owe dwa nurty oddzialuja na siebie w toku toczonych polemik, co wptywa na
modyfikacje zajmowanych wczesniej stanowisk i przyczynia si¢ do ich doskonalenia.

Wewnetrzne zréznicowanie filozofii nauki znajduje rowniez wyraz w réznorodnych
stylach jej uprawiania. Sg filozofowie, ktérzy uprawiajg filozofi¢ nauki pod hastem meto-
dologii nauk. Oznacza to zazwyczaj, ze w polu ich zainteresowan na pierwszym planie
znajduja si¢ poszczegdlne czynnosci i procedury sktadajace si¢ na badania naukowe,
takie jak ksztaltowanie poje¢, formutowanie zagadnien, stawianie hipotez, tworzenie
teorii itp. Inni z kolei filozofowie preferujg takie problemy z zakresu filozofii nauki, ktére
daja sie ujaé za pomocg aparatury formalnej zaczerpnietej z logiki i matematyki; docie-
kania swoje przedstawiajg wowczas jako metodologie formalng lub logiczng teorie nauki.
Nalezy w tym miejscu zauwazy¢, ze logika wspoiczesna w istotny sposéb przyczynita
sie do powstania filozofii nauki i wywarla na niej swoje pietno, co pdzniej spotkato si¢
z krytyka filozoféw utrzymujacych, ze obraz nauki uksztattowany przy pomocy logiki
jest zdeformowany, a w najlepszym wypadku jednostronny. Filozoféw tych bardziej niz
gotowe teorie i inne rezultaty dociekan naukowych interesuje proces ksztattowania si¢
wiedzy naukowej, a poniewaz nauka jest dzietem ludzi tworzacych pewne wspolnoty, pro-
buja rozw6j nauki wyjasnia¢ czynnikami socjologicznymi i psychologicznymi®. Problem,
jakie to okolicznoSci i motywy sktaniaja uczonych do odrzucania pewnych teorii i za-
stapienia ich nowymi jest jednym z najczesciej dyskutowanych zagadnient wspotczesnej
filozofii nauki.

Przedmiotem dociekar filozoficznych pod hastem ,.filozofia nauki” sg z reguty nauki
przyrodnicze, takie jak fizyka, chemia, biologia. Filozoficzna refleksja nad matematyka
stanowi dziedzing¢ wyodrebniona jako filozofia matematyki. Punktem stycznosci mie-
dzy filozofia nauk przyrodniczych a filozofig matematyki jest problematyka zastosowan
matematyki.

Poniewaz nauka, podobnie jak sztuka i religia, jest zjawiskiem kulturowym, filozo-
fia nauki, niezaleznie od stosowanych narzedzi i metod, nalezy do nauk o kulturze, jak
niekiedy charakteryzuje si¢ nauki humanistyczne. Podobnie jak w innych naukach huma-
nistycznych, w filozofii nauki istnieja szkoly r6zniace si¢ pod wzgledem akceptowanych
podstawowych zatozeni i stylu filozofowania. Szkoty takie, zazwyczaj zwiazane z okre-
Slonymi oS§rodkami akademickimi, kultywuja lokalng tradycje. Jednakze istnieja rowniez

® Przyktadem takiego podejscia jest ksigzka T. S. Kuhna, wymieniona w nastepnym przypisie.
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szkoty o zasiegu ponadnarodowym. Czesto powstanie nowej szkoty filozoficznej wigze
si¢ z publikacjg okreSlonego dzieta, ktdre inicjuje nowa problematyke podejmowang na-
stepnie przez innych. Przyktadami takich dziet sg ksigzki Karla Poppera, Thomasa Kuhna,
Josepha Sneeda i Imre Lakatosa’. Réwniez Kazimierz Ajdukiewicz, jeden z najwybitniej-
szych wspotczesnych filozoféw polskich, sformutowat oryginalny projekt filozofii nauki,
ktéry upowszechniat pod nazwa metodologii rozumiejgcej lub logiki pragmatycznej®.

7 Mam tu na mySli dzieta: K. Popper, Logik der Forschung (1935), przektad polski: Logika
odkrycia naukowego, PWN, Warszawa 1977; T. S. Kuhn, The Structure of Scientific Revolution, (1962),
przeklad polski: Struktura rewolucji naukowych, PWN, Warszawa 1968; nowy przektad: ALETHEIA,
Warszawa 2001; J. D. Sneed, The logical Structure of Mathematical Physics, D. Reidel, Dordrecht 1971;
1. Lakatos, Falsification and the methodology of scientific research programmes, (1970), polski przektad
w: I. Lakatos, Pisma z filozofii nauk empirycznych, PWN, Warszawa 1995.

8 Rézne sformutowania tego programu zawarte sag w: K. Ajdukiewicz, Jezyk i poznanie, PWN,
Warszawa, t. 1 (1960), t. IT (1965) oraz w tegoz autora: Logika pragmatyczna, PWN, Warszawa 1975.



Wyklad drugi

JAK PODZIELIC NAUKE?

Poniewaz wielu ludzi sadzi, ze wiedza naukowa i metody jej uzyskiwania sg lepsze od
innych!, terminy nauka, naukowy sa terminami wartosciujagcymi dodatnio, natomiast
okreslenie nienaukowy ma wymowe pejoratywna. Skutkiem tego jest tendencja do posze-
rzania zakresu terminu nauka, miedzy innymi przez mnozenie dyscyplin naukowych?.
Problem granic nauki i kryteriow naukowosci jest jednym z powazniejszych zagadnien
podejmowanych przez filozofi¢ nauki. Tutaj postuzymy sie¢ instytucjonalnym kryterium
naukowosci, wedtug ktorego nauka jest wszystko, co jest przedmiotem nauczania w szko-
Yach wyzszych i zarazem dziedzina, ktéra w tychze szkotach i innych instytucjach usituje
sie wzbogacaé. W mysl takiego kryterium, w gronie dyscyplin naukowych znajda si¢
takie niekwestionowane dyscypliny jak matematyka, fizyka, biologia, geologia, historia,
literaturoznawstwo, obok takich, ktérych naukowos$¢ bywa kwestionowana, jak filozofia
i teologia, jak réwniez nowinki w rodzaju irenologii i gender studies®. Jest oczywiste, ze
nawet jesli ograniczymy si¢ do nauk legitymujacych si¢ dlugg tradycja, to niewiele da si¢
o nich powiedzied, jesli miatoby to by¢ trafne w odniesieniu do wszystkich tych nauk.
Ten oraz inne wzgledy wskazuja na potrzebe klasyfikacji wzglednie typologii nauk®.
Historycznie pierwsza klasyfikacja nauk pochodzi od Arystotelesa. Podzielit on nauki
na teoretyczne, praktyczne i wytworcze. Wsrod teoretycznych wyrdznit filozofie pierwszq
(nazwana pozniej metafizykq), matematyke i fizyke. Jako zasade zréznicowania wska-
zal tu ogdlnos¢ twierdzen. Filozofia pierwsza jest naukg o ,,bycie jako takim”, a zatem

! Poglad ten, zwlaszcza w wersji, iz tylko wiedza naukowa przedstawia jaka$ warto$¢ i zastuguje na
zaufanie, nosi nazwe scjentyzmu. Stowo scjentyzm ma jednakze réwniez drugie znaczenie, przy ktérym
oznacza pewng ideologie, wedtug ktérej nauka moze odpowiedzie¢ na wszystkie pytania istotne dla
czlowieka i rozwigzaé wszystkie problemy dreczace ludzkosc.

2 Mnozenie dyscyplin naukowych nie zawsze jest zjawiskiem nagannym, zwlaszcza gdy tworzy sie
nowe dyscypliny na pograniczu dyscyplin juz istniejacych i cieszacych zastuzonym uznaniem.

3 Ta pierwsza jest naukg o pokoju, druga — o doniostych skutkach zréznicowania ludzko$ci na pteé
zeniska i meska.

4 Odrézniamy tu klasyfikacje od typologii, poniewaz klasyfikacja (inaczej: podziat logiczny) musi
by¢ rozlaczna i wyczerpujaca; typologia tego drugiego warunku spetnia¢ nie musi i na ogét nie spetnia,
wskazujac jedynie istotne — z pewnego punktu widzenia — ,,typy” przedmiotow.
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o wszystkim, co istnieje, wraz z niematerialng ,,pierwsza przyczyna” wszystkich pozosta-
tych rzeczy utozsamiang z Bogiem (stad filozofi¢ pierwsza Arystoteles nazywa niekiedy
teologiq). Matematyka traktuje o liczbach i formach geometrycznych przedmiotéw mate-
rialnych, ale traktowanych w oderwaniu od nich. O tych samych przedmiotach traktuje
fizyka, uwzgledniajac dodatkowo ich zdolnos$¢ do ruchu. Jak widaé, dzielac nauki teore-
tyczne, Arystoteles stosuje kryterium przedmiotowe, czyli ma na wzgledzie to, o czym
te nauki mowia, natomiast nie dostrzega roznic metodologicznych migedzy nimi. Nauki
teoretyczne tworzg — jego zdaniem — hierarchiczng calo$¢ opartg na aksjomatach, kt6-
rych ogélnos¢ maleje w kierunku od filozofii pierwszej do fizyki. Nauki praktyczne to
— wedlug Arystotelesa — etyka, polityka, ekonomika i medycyna; ich przedmiotem jest
dziatanie zmierzajace do przeksztafcenia tego, ,,co moze by¢ inne niz jest”. Z kolei nauki
wytworcze traktujg o sposobach wytwarzania przedmiotow ,,zewnetrznych w stosunku
do wytwarzajacego”.

Po Arystotelesie wielu innych myslicieli podejmowato zadanie klasyfikacji nauk. Na
uniwersytetach Sredniowiecznych obowiazywat hierarchiczny uktad ,,.Siedmiu umiejet-
nosci wyzwolonych” (septem artes liberales), na ktory sktadato si¢ trivium: gramatyka,
retoryka i dialektyka (czyli logika) oraz quadrivium: arytmetyka, geometria, astrono-
mia i muzyka (!). Nad nimi wznosily si¢ ,.trzy filozofie”: fizyka, metafizyka i teologia.
Z epoki nowozytnej pochodza klasyfikacje Francisa Bacona (1561-1626), oraz autoréw
Wielkiej encyklopedii francuskiej (1751) — d’Alemberta i Diderota. W czasach nam
blizszych godne uwagi klasyfikacje nauk stworzyli: filozof Auguste Comte (1798-1857),
fizyk André Marie Ampere (1775-1836) i psycholog Wilhelm Wundt (1832-1920).
W Kklasyfikacji pochodzacej od tego ostatniego pojawia si¢ jeszcze dzi§ czgsto stosowany
najogodlniejszy podzial nauk na filozofie i nauki szczegétowe’, podzial nauk szczegé-
fowych na formalne (do ktorych zalicza si¢ matematyke) i realne, a tych z kolei na
przyrodnicze i humanistyczne.

Klasyfikacje i typologie nauk przyjmujg r6zng postaé, w zaleznosci od celéw, ktérym
maja stuzy¢. Czesto sg to cele praktyczne zwigzane z administrowaniem naukg, a wow-
czas istotng role odgrywaja wiezi kooperacyjne migdzy dyscyplinami naukowymi. Na
tej zasadzie wyrOznia si¢ — na przyktad — nauki Sciste, zaliczajac do nich matematyke
wraz z fizyka i chemia, chociaz miedzy matematyka (zwlaszcza tzw. matematyka czysta)
a fizyka i chemig zachodza bardzo istotne réznice. Bardzo szczegétowe i ,,pietrowe” kla-
syfikacje nauk majg na og6t charakter ,,biblioteczny”, czyli stuzg po prostu do klasyfikacji
publikacji, a ich zadaniem jest utatwianie wyszukiwania prac na $ciSle okreslony temat.

W powszechnym odczuciu, za najbardziej podstawowy uchodzi podziat nauk na mate-
matyczno-przyrodnicze i humanistyczne. W podziale tym, taczac matematyke z naukami

3 Podzial ten nawigzuje do pozytywistycznej koncepcji filozofii (sformulowanej przez Auguste’a
Comte’a) jako uogdlnienia nauk szczegétowych, zwanych réwniez ,,pozytywnymi”. Chociaz wiele pojeé¢
filozoficznych (zwlaszcza nalezacych do ontologii) wyrdznia si¢ nadzwyczajng ogdlnoscia, ta pozytywi-
styczna wizja filozofii nie odpowiada stanowi faktycznemu, lecz jest pewnym programem uprawiania
filozofii.
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przyrodniczymi, przypisuje si€ jej role narzedzia w wickszym lub mniejszym stopniu
wykorzystywanego w pozostatych. Jednak nauki humanistyczne postrzegane sa jako
cos$ radykalnie r6znego od nauk matematyczno-przyrodniczych, niezaleznie od tego, iz
wspotczesnie w pewnych naukach humanistycznych korzysta si¢ z ustug matematyki
nawet w wiekszym stopniu, niz w niektérych naukach przyrodniczych. Swiadectwem
przeSwiadczenia o istotnej ré6znicy miedzy naukami matematyczno-przyrodniczymi a hu-
manistycznymi moze by¢ fakt, iz w jezyku angielskim nie ma okreslenia obejmujacego
oba wspomniane typy nauk, a stowo science, ktére my zwyczajowo przektadamy na ,,na-
uka”, odnosi si¢ tylko do tych pierwszych (nauki humanistyczne nosza nazwe¢ humanities).

Przekonanie o przepasci dzielagcej omawiane tu typy nauk nie jest powszechne. Sporg
liczbe zwolennik6éw ma poglad, iz nauki humanistyczne nalezy uprawia¢ metodami nauk
przyrodniczych, z czego wynika, ze podkreslane przez innych r6znice miedzy nimi mozna
sprowadzi¢ do r6znic w przedmiocie, a tym samym mogg one okazac si¢ nie wicksze,
niz miedzy dwiema naukami przyrodniczymi. Pogladowi temu, zwanemu naturalizmem,
towarzyszy na ogot prze§wiadczenie o ,,zapdZnieniu” nauk humanistycznych i hasto ich
,,unaukowienia”.

Tendencje do zacierania granicy mi¢dzy naukami przyrodniczymi a humanistycznymi
nie sa w stanie przystonic réznic, ktére tu faktycznie zachodza, stad wielu filozoféw prébo-
wato wyjas$nié, na czym polega specyfika nauk humanistycznych. Charakteryzowanie ich
— zgodnie z etymologia przymiotnika humanistyczny — jako ,,nauk o cztowieku” jest
oczywiScie niewystarczajace, poniewaz czlowiek jest czescig przyrody, a antropologia,
bedaca niewatpliwie naukg o cztowieku, jest czesScia biologii. W tradyciji filozofii nie-
mieckiej lezy okreslanie nauk humanistycznych mianem Geistenswissenschaften (nauki
o duchu) badz Kulturwissenschaften (nauki o kulturze). Pierwsze z tych okreslen odwo-
tuje sie do kontrowersyjnego zalozenia o istnieniu obiektywnego i ponadindywidualnego
ducha, ktdry przejawia si¢ w dziejach ludzkosci; drugie — zaktada jako jasne i oczywiste
przeciwstawienie kultury naturze. Wydaje si¢, Ze najprostszg i w miar¢ adekwatng charak-
terystyka nauk humanistycznych jest stwierdzenie, iz sa to nauki o swiadomych i celowych
zachowaniach ludzi i wytworach (lub innych skutkach) takich zachowan. OczywisScie,
gdy mowa tu o wytworach, nalezy mie¢ na wzgledzie nie tylko wytwory materialne,
lecz réwniez takie jak: teorie naukowe, doktryny polityczne, normy prawne, wierzenia
religijne itp. Przytoczona tu charakterystyka nauk humanistycznych jest charakterystyka
przedmiotowq, ktdra jednakze pociaga za sobg pewne dystynkcje metodologiczne, ponie-
waz jest rzecza watpliwg, czy wspomniane tu niematerialne wytwory® ludzkosci mozna
bada¢ metodami nauk przyrodniczych.

Jakie podzialy nauk sg szczegdlnie istotne z punktu widzenia filozofii? OczywiScie
takie, gdzie zasadg podziatu sg wzgledy teoretyczne wazne z punktu widzenia pewnej pro-

6 Okre§lenie ,,wytwory niematerialne” bywa rozumiane jako wytwory ,,ducha obiektywnego”, ktéry
dziala za posrednictwem ludzi, badZ po prostu jako wytwory cztowieka bedace przedmiotami abstrakcyjny-
mi, przeciwstawianymi tu przedmiotom materialnym konkretnym.
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blematyki filozoficznej. Niewatpliwie najdtuzsza tradycje ma podziatl nauk na aprioryczne
i aposterioryczne. Jest to podzial zwigzany z podstawowym zagadnieniem epistemolo-
gicznym dotyczacym Zrddet i podstaw ludzkiej wiedzy. Wiedza aprioryczna to wiedza
uzyskana niezaleznie od do§wiadczenia zmystowego, a jesli nawet do§wiadczenie takie
jest tu niezbedne, to nie ono sprawia, ze wiedza taka zasluguje na zaufanie. Wiedze¢
aprioryczng charakteryzowano w przesziosci badz jako wrodzong, badz jako uzyskang na
drodze rozumowania, niezawodnej intuicji, badZ wreszcie jako produkt konwencji ustala-
Jjagcych znaczenie wyrazen. Wiedza aprioryczna (w przeciwienstwie do aposteriorycznej,
czyli opartej na doSwiadczeniu) uchodzita zawsze za pewna i niepodwazalna, a taki cha-
rakter przypisywano niemal powszechnie matematyce oraz pewnym zasadom logicznym,
jak zasada niesprzecznoSci, zasada wylaczonego Srodka i zasada tozsamosci (zwlaszcza
w interpretacji przedmiotowej, czyli ontologicznej). Immanuel Kant (1724-1804), ktory
mial wlasny, oryginalny poglad na podstawy wiedzy apriorycznej, zaliczal do niej réwniez
,matematyczne przyrodoznawstwo”, majac na mysli fizyke Newtona.

Innym tradycyjnym podziatem nauk jest ich podzial na dedukcyjne i indukcyjne.
Poniewaz dedukcja i indukcja sa rodzajami rozumowarn uzasadniajgcych, podziat ten
nalezatoby rozumie¢ nastepujagco: nauki dedukcyjne to takie, w ktérych sposréd rozumo-
wan uzasadniajacych dozwolona jest wytacznie dedukcja, natomiast indukcyjne to takie,
w ktérych dopuszczalne sg réwniez inne sposoby rozumowar, na przyktad indukcja’.Przy
takiej interpretacji za nauki dedukcyjne mogtyby uchodzi¢ matematyka i logika formalna,
za$ za indukcyjne — wszystkie pozostale. Pospolita jest jednakze nieco inna interpreta-
cja omawianego podziatu, w mysl ktérej nauki dedukcyjne to nauki, w ktérych teorie
maja postaé systemu aksjomatycznego, ktérego aksjomaty sa niepodwazalne, za$ wszystkie
pozostate twierdzenia, uzyskiwane z aksjomatow droga dedukcji, czerpia uzasadnienie
z aksjomatow i — wobec niezawodnosci dedukcji — sg rOwniez niepodwazalne. Taka
interpretacja pojecia nauki dedukcyjnej sugeruje, ze nauki dedukcyjne pokrywajg sie
z naukami apriorycznymi, za$ indukcyjne, jako pozostate — z aposteriorycznymi.

Koncepcja systemu aksjomatycznego jako systemu wiedzy pewnej nawiazuje do
Arystotelesowskiego ideatu ,,wiedzy demonstratywnej®, ktéry jeszcze w XVII wieku
traktowano jako obowigzujacy w odniesieniu do catej nauki. Wzorcem, ktory usitowa-
no na$ladowac, byt system geometrii zawarty w Elementach Euklidesa. Jednakze juz
w XVII wieku pojawia si¢ nowe podejscie do systemOw aksjomatycznych, ktére ma-
ja przedstawia¢ wiedze o przyrodzie. Zwycieza Swiadomos¢, ze jest to wiedza oparta
na doSwiadczeniu. Stad Newton swoje badania nazywa ,.filozofig eksperymentalna”,
a o ,,pierwszych zasadach” swojego systemu mechaniki, ktére nazywa ,,aksjomatami,
czyli prawami ruchu” (axiomata sive leges motu) powie, ze ,,zasady te s3 wyprowadzone

7 Termin indukcja bywa réznie rozumiany, zawsze jednak oznacza rozumowanie zawodne, czyli takie,
ktére od przestanek prawdziwych prowadzi niekiedy do wniosku falszywego. Uwaga ta nie dotyczy tzw.
indukcji matematycznej, ktéra jest wnioskowaniem dedukcyjnym opartym na twierdzeniu matematycznym
zwanym zasadq indukcji jako przestance.

8 Tj. takiej, gdzie wszystko jest dowiedzione na podstawie intuicyjnie oczywistych ,,pierwszych zasad”.
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ze zjawisk i uogélnione za pomoca indukcji”®. Ow nowy poglad na nature systemu ak-
sjomatycznego i spos6b uzasadniania jego aksjomatéw znacznie lepiej scharakteryzowat
wspotczesny Newtonowi Ch. Huygens w przedmowie do Traité de la lumiere (1690):

Mozna obecnie znaleZ¢ rodzaj dowodu, ktdry nie daje tak wielkiej pewnosci jak dowdd geometryczny
i w istocie jest bardzo odmienny od dowodu uzywanego przez geometréw, poniewaz ci ostatni udowadniaja
swoje twierdzenia za pomocg pewnych i niewzruszonych zasad, podczas gdy tutaj zasady sa sprawdzane
przez ich konsekwencje. Natura przedmiotu nie pozwala na inne jego traktowanie. Niemniej jednak mozna
osiggnaé w ten sposéb pewien stopient prawdopodobienistwa, ktéry czgsto nie wiele mniej znaczy od
zupelnej pewnosci. Zdarza si¢ to, gdy konsekwencje przyjetych przez nas zasad doskonale zgadzaja si¢
z obserwowanymi zjawiskami, a zwlaszcza gdy takie wypadki potwierdzenia sg liczne, przede wszystkim
za$, kiedy mozemy sobie wyobrazi¢ i przewidzie¢ nowe zjawiska, wynikajace z przyjetych przez nas
hipotez, a nastepnie stwierdzi¢, ze nasze oczekiwania spehnily sie'”.

Z chwila, gdy powszechnie uprzytomniono sobie, ze aksjomaty systemu mogg mieé
charakter zatoZen hipotetycznych, ktérych nie tyle uzasadnieniem, co potwierdzeniem
mogg by¢ ich, niekiedy odlegle, konsekwencje, fakt, iz pewna dziedzina wiedzy jest
(Iub moze by¢) ujeta w system aksjomatyczny, stracil przypisywane mu wczesniej znacze-
nie. Podziat nauk na dedukcyjne i indukcyjne zostat uzalezniony od zasobu tolerowanych
w danej dziedzinie rodzajow rozumowan i wyznaczat granic¢ mi¢dzy matematyka i logi-
ka a reszta dyscyplin naukowych, nie przesadzajac o innych ich cechach swoistych.

Wprowadzony przez Wundta podzial nauk (z wylaczeniem filozofii) na formalne
i realne zostal uznany za fundamentalny przez Rudolfa Carnapa (1891-1970), autora,
ktory w istotny sposob przyczynit si¢ do powstania nowoczesnej filozofii nauki korzystaja-
cej z narzedzi logiki. Zasady tego podziatu nie sa jasne i moga by¢ roznie interpretowane,
lecz niezaleznie od ich interpretacji, okazuje si¢, ze naukami formalnymi majg by¢ logika
formalna i ,,czysta” matematyka'!.

Omoéwione powyzej trzy dwudzielne klasyfikacje nauk wigza si¢ z pewnymi za-
gadnieniami filozoficznymi i ich poprawnos¢ uzalezniona jest od sposobu rozwiazywa-
nia tych zagadnien. Na przykltad, w mysl stanowiska skrajnego empiryzmu'?, wiedza
aprioryczna w ogéle nie istnieje, a tym samym dzielenie nauk na aprioryczne i apo-
sterioryczne jest bezzasadne. Rzecz charakterystyczna, ze wszystkie wspomniane tu
podzialy, niezaleznie od stosowanych kryteriow, oddzielaja matematyke i logike od
pozostatych nauk. Ma to niewatpliwie jakie§ podstawy. W tej sytuacji nauki pozostate

% W liscie do R. Cotesaz 1712 r.

10 Przytaczam tu tak obszerny cytat (za A. C. Crombie, Nauka Sredniowieczna i poczgtki nauki nowo-
Zytnej, t. 11, Instytut Wydawniczy PAX, Warszawa 1960, s. 398), réwniez dlatego, ze jest to wypowiedZ
siedemnastowiecznego autora, ktérej nie powstydzitby si¢ niejeden filozof wspéiczesny.

! Rézne znaczenia przymiotnika formalny, réwniez w zastosowaniu do dyscyplin naukowych staram si¢
wyjasni¢ w ksiagzce Gramatyka i prawda, Biblioteka Mysli Semiotycznej, Warszawa 1999, w rozdziale IV
pt. Czy logika formalna jest formalna? Do kwestii tej powrdcimy w wyktadzie jedenastym traktujacym
o przedmiocie matematyki.

12 Reprezentowanego, miedzy innymi, przez Johna Stuarta Milla (1806—1873), kt6ry réwniez matematyke
uwazal za nauke¢ empiryczna.



20

wypadatoby podzieli¢ po prostu na przyrodnicze i humanistyczne, lecz czy podziat taki
byltby uzyteczny dla filozofii nauki?

Dzielenie nauk zawsze stwarza ryzyko, ze pewne dyscypliny znajdg si¢ poza klasyfi-
kacja. Gdzie, na przyktad, mamy umiesci¢ teologie lub etyke normatywna, zaktadajac
— jak chce wiele uprawiajacych je osOb — ze sg to nauki. Ponadto, jak juz zauwazyli-
Smy, niewiele da si¢ powiedzie¢ o wszystkich naukach tacznie. Zatem, czy nie lepiej
wyr6zni¢ kilka typow nauk, ktére majg wiele cech wspdlnych, nie troszczac si¢ o to,
czy wyczerpujg one ogol nauk, a nawet czy owe typy sg roztagczne? Wydaje si¢, ze taka
jest wlasnie praktyka wspoétczesnej filozofii nauki. Uogdlnienia, ktére filozofia nauki
proponuje, maja z reguly zasieg ograniczony i dotycza tylko nauk pewnego okreslonego
typu. Taki typ tworza niewatpliwie nauki matematyczne, z ktérymi wiaza si¢ swoiste
problemy bedace domena filozofii matematyki. Inny godny wyodrebnienia typ nauk tworza
nauki Sciste, pod warunkiem, ze z ich grona wylaczymy matematyke, ktéra zwyczajowo
bywa do nauk $cistych zaliczana. OsobliwoScig tak rozumianych nauk Scistych jest ko-
rzystanie w szerokim zakresie z poje€ i twierdzen matematyki jako narzedzia, z czym
wiaze si¢ stosowanie pomiaru i konstruowanie tzw. modeli matematycznych badanych
przedmiotéw i zjawisk!3. Dla tak scharakteryzowanych nauk $cistych wlasciwe byloby
uzyte przez Kanta okreSlenie ,,matematyczne przyrodoznawstwo”, gdyby nie fakt, ze cha-
rakterystyke t¢ spetniajg rowniez pewne dyscypliny zaliczane do nauk humanistycznych
(wzglednie spotecznych), jak ekonomia i demografia. Da si¢ zauwazy¢, ze wigkszo$¢ do-
ciekan, ktore w literaturze anglojezycznej mieszcza si¢ w zakresie philosophy of science,
koncentruje si¢ na naukach Scistych. Osobng grupe nauk, z ktérymi wiaza sie swoiste dla
nich problemy, tworzg nauki, w ktérych dominuje ewolucyjny punkt widzenia. Naleza
do niej przede wszystkim nauki biologiczne, ale — by¢ moze — nie tylko one. Réw-
niez nauki humanistyczne nie tworza grupy jednorodnej. Zapewne nalezatoby wsréd
nich wyodrebni¢ nauki, w ktdrych istotng role odgrywa wartosciujqgcy punkt widzenia,
w odrdznieniu od takich, gdzie wartoSciowanie jest zjawiskiem marginalnym.

Spostrzezenia powyzsze prowadza do wniosku, ze nie jest mozliwa jedna ogdlna
filozofia nauki, jesli ma to by¢ specjalnos¢, ktéra ma do powiedzenia co$ istotnego.

13 Takq charakterystyke nauk Scistych przyjatem w ksigzce Wprowadzenie do logiki nauk Scistych, PWN,
Warszawa 1990.



Wyklad trzeci

CO ISTNIEJE?

Filozofia nauki nawigzuje, w miar¢ potrzeby, do tradycyjnych dziatéw filozofii. Z uwagi
na to, ze nie moze pomina¢ kwestii przedmiotu poszczegdlnych dyscyplin naukowych,
siega do ontologii. Termin ontologia wywodzi si¢ z greckiego stowa oznaczajacego byt
i pojawil si¢ dopiero w XVII wieku, ale problemy zaliczane do ontologii naleza do
najstarszych problemoéw filozoficznych.

Zdaniem wspotczesnego filozofa amerykanskiego Willarda V. Quine’a (1908-2000)
naczelny problem ontologii streszcza siec w dwdéch stowach: Co istnieje?! Na pytanie
to tylko jeden filozof miat odwage (a raczej czelnos¢) odpowiedzieé: nic nie istnieje;
wszyscy pozostali zgadzali si¢, ze coS§ istnieje, chociaz réznili si¢ w kwestiach bardziej
szczegOtowych. Nie zawsze r6znice zdan w kwestii istnienia przedmiotéw pewnego
rodzaju maja charakter kontrowersji ontologicznych. Dawne spory o to, czy istnieja krysz-
tatowe sfery podtrzymujace gwiazdy i planety, jak rowniez wspolczesne spory o istnienie
neutrin, kwarkéw i czarnych dziur, wprawdzie maja niekiedy wydzwick Swiatopogla-
dowy, ale nie sg sporami ontologicznymi. Natomiast pewien aspekt ontologiczny ma
spor miedzy fizykami osiemnastowiecznymi o to, czy oprécz czastek (molekut) istnieja
rowniez pola sit (rozumiane jako obszar, w ktérym na czastke dziata sita) lub o to, czy ist-
nieja wyltacznie pola, gdyz rzekome czastki sg (jak utrzymywat Faraday) tylko ,,centrami
sit”. Rzecz w tym, ze przedmioty wymienione tu wczesniej skfonni jesteSmy zaliczac do
tej samej kategorii ontologicznej, natomiast czgstki i pola (jak je wéwczas pojmowano)
— do réznych kategorii ontologicznych. Co to sa kategorie ontologiczne? Poprzestaimy
na razie na wyjasnieniu, ze sa to tak og6lne kategorie przedmiotow, ze istotne roznice
miedzy przedmiotami nalezacymi do réznych kategorii nie dajg si¢ opisa¢ w terminach
poszczegdlnych nauk i dlatego wlasnie sg przedmiotem zainteresowan filozofii.

Wydaje si¢, ze gtéwna trudnos$¢ zwigzana z pytaniem ,,co istnieje?” polega na tym,
ze oczekuje sie odpowiedzi wyczerpujqgcej, a zatem nie pomijajacej niczego, co istnieje.
Tymczasem trudno zaprzeczy¢, ze oprocz tego, co w pierwszej kolejnosci przychodzi nam
na mysl, czyli tzw. konkretnych makroskopowych przedmiotoéw fizycznych (jak kamienie,

U'W. V. O. Quine, Z punktu widzenia logiki. Eseje logiczno-filozoficzne, PWN, Warszawa 1969, s. 9.
2 Jeden z sofistéw wspélczesnych Sokratesowi imieniem Gorgiasz.
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drzewa, zwierzeta, domy, stoly itp.) istnieja rOwniez, na przyktad: umysly i towarzyszace
im wrazenia, wyobrazenia i mysli, liczby i operacje na nich, wielkosci fizyczne, twier-
dzenia matematyczne, teorie fizyczne, utwory literackie i muzyczne itp. Istnieniu tego
rodzaju przedmiotéw (stowo przedmiot podobnie jak obiekt wzglednie byt rozumiemy tu
jako obejmujace wszystko, co istnieje) trudno zaprzeczyc, nie popadajac w sprzecznosci.
Zdania w rodzaju: Masa jest wielko$ciq fizyczng, ale wielkosci fizyczne nie istniejg, Dwa
jest liczbq pierwszq, ale liczby nie istniejq, Mysl, ze Ksigzyc jest krqZkiem sera jest absur-
dalna, ale mysli nie istniejq sa — w Swietle logiki klasycznej — zdaniami wewn¢trznie
sprzecznymi. Méwigc ogdlnie: sprzecznoscig jest utrzymywac, ze przedmioty pewnego
rodzaju nie istnieja i jednocze$nie przytacza¢ niewatpliwy przyktad takiego przedmiotu.

Niektorzy filozofowie powzigli podejrzenie, ze nasze przekonania o istnieniu tak
wielkiej rozmaitoSci przedmiotow zwigzane sg z naszym nadmiernie urozmaiconym spo-
sobem méwienia. Pozwala to przypuszczad, iz rezygnujgc z uzywania pewnych wyrazen
(zwlaszcza rzeczownikéw) i zwrotéw, nie utracilibySmy nic z zawartosci informacyjnej
naszych wypowiedzi. Natomiast rezygnujac z pewnych form wypowiedzi (lub traktujac
je wylacznie jako dogodne urozmaicenie stylistyczne), nie bylibySmy juz zobowiazani
do uznawania istnienia pewnych obiektéw, zwlaszcza budzacych pewne zastrzezenia?.
Idee¢ t¢ mozna zilustrowa¢ nastepujacym przyktadem. Zat6zmy, ze mamy przed sobg
pojedynczy egzemplarz r6zy. Mozemy o niej powiedzie¢: (1) Ta réza jest jaskrawoczer-
wona, (2) Jaskrawa czerwien jest wltasnosciq tej r6zy, (3) Jaskrawosé jest wtasnoscig
przystugujqcq czerwieni tej rozy, (4) To, Ze ta roza jest czerwona, jest faktem. Jak tatwo
zauwazyC, warto$¢ informacyjna tych zdan jest w pewnym sensie taka sama, natomiast:
z (1) wynika jedynie, ze istniejg r6ze, bedgce — z punktu widzenia ontologii zdroworoz-
sagdkowej — przedmiotami konkretnymi, czyli indywiduami, z (2) wynika natomiast, ze
istnieja rowniez wlasnosci indywiduéw (np. czerwien), zas z (3) — ze ponadto wlasnosci
przystugujgce wilasnosciom indywiduéw (np. jaskrawo$¢ bedaca wlasnosScig czerwieni).
Zdanie (4) postuluje istnienie faktow.

Okreslenia wyrdznione tu kursywa oznaczajg kilka sposréd wielu kategorii onto-
logicznych narzucanych nam przez nie poddany zadnym restrykcjom potoczny sposéb
moéwienia. Zdan (2), (3) i (4) moglibySmy oczywisScie bez szkody przesta¢ uzywac, jednak
nie wynika stad, ze moglibySmy bez uszczerbku dla zasobu wypowiadanych informacji
zrezygnowac ze wszystkich zdani implikujacych istnienie wtasnoSci badz faktow.

Ontologia (rozumiana w tym miejscu nie jako dzial filozofii, lecz jako system kategorii
ontologicznych) zwigzana z jezykiem naturalnym, ktérym postuguja si¢ w mniejszym lub
wickszym stopniu rowniez wszystkie dyscypliny naukowe, jest niestychanie rozbudowana.
Aby moéwié o twierdzeniach matematycznych musimy zgodzi€ si¢ na kategori¢ znaczen

3 W szczegdlnosci Tadeusz Kotarbifiski (1886-1981) zwrécit uwage na zjawisko hipostazowa-
nia, czyli przekonania o istnieniu przedmiotéw na tej podstawie, ze w naszym jezyku wystepuja
odpowiednie nazwy, ktére do owych przedmiotéw rzekomo si¢ odnosza. Kotarbiniski glosit poglad zwany
reizmem, w my$l ktérego istnieja tylko konkretne przedmioty fizyczne. Ten skrajny poglad trudno pogodzi¢
z przekonaniem, Ze réwniez teorie matematyczne maja swoj przedmiot, a wiec o czym$ moéwia.
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(sens6w), poniewaz twierdzenie Pitagorasa nie jest zdaniem, lecz znaczeniem zdan wy-
powiadanych w réznych jezykach. Wedlug pewnych filozoféw i teoretykow literatury
analiza utworéw literackich wymaga wprowadzenia kategorii przedmiotow intencjonal-
nych. Przyktadem przedmiotu intencjonalnego mégtby by¢ Stanistaw Wokulski, czyli
cztowiek odpowiadajacy doktadnie charakterystyce zawartej w Lalce Bolestawa Prusa.
Czlowiek taki — jak wiadomo — nie istniat, czego pewni filozofowie nie chcg uznac,
utrzymujac, ze wprawdzie nie istniat on jako przedmiot realny, natomiast istnieje jako
przedmiot intencjonalny. Koncepcja przedmiotéw intencjonalnych budzi szereg zastrze-
zef natury logicznej, a przede wszystkim prowadzi do powielenia wszelkich przedmiotéw,
o ktérych mowimy, o ile przypisujemy im rézne charakterystyki. Tak wigc — w mysl
tej koncepcji — oprdcz historycznego (realnego) Napoleona istnieje tylu Napoleonow
intencjonalnych, ile napisano o nim (a raczej o nich!) powiesci i dziet historycznych.
Czgsto dla podkreslenia réznicy miedzy przedmiotami realnymi a intencjonalnymi méwi
sie o przystugujacych im réznych sposobach istnienia: pierwsze istnieja realnie, drugie
— tylko intencjonalnie. Réwniez o przedmiotach konkretnych i przeciwstawianych im
przedmiotach abstrakcyjnych (np. o liczbach) mowi sig, ze istnieja ,,w innym sensie” lub
,W inny spos6b”. Zdaniem logikéw, a takze znacznej czesci filozofow sens stowa ,,istnie-
je” oddaje tzw. kwantyfikator szczegétowy (inaczej: egzystencjalny) i nie ma powodu
przypisywania mu réznych znaczen. Réznica migdzy cegtami a liczbami niewymiernymi
nie polega na tym, ze one istniejq inaczej, lecz na tym, iz sg to zdecydowanie rézne
przedmioty. Mozna oczywiScie utrzymywac, ze liczby nie istnieja, ale trzeba wowczas
znalez¢ jaka$ odpowiedz na pytanie, o czym mowia twierdzenia matematyczne, jesli
w ogoble o czym$ mowig.

Glowna wada ontologii zwigzanej z jezykiem naturalnym, gdzie poszczegélne
kategorie ontologiczne maja w znacznej czegsci swoje stownikowe okreSlenia (np. wia-
snosé, relacja, stan rzeczy, zdarzenie, proces itp.) nie jest wieloS¢ tych kategorii, lecz
raczej ich nieokreslono$¢, a nade wszystko niejasne miedzy nimi powigzania. Ten stan
ontologii, w duzym stopniu zdroworozsadkowej, wielu filozoféw postrzegato jako nieza-
dowalajacy, jednakze impuls do jego poprawy wyszed! od filozofujacych matematykow
i logikow. Istotne znaczenie miato tu odkrycie, ze pojecie zbioru (mnogosci) jest logicznie
pierwotne wzgledem pojecia liczby i moze postuzy¢ do wyjasnienia, czym sg liczby (natu-
ralne, wymierne i niewymierne) oraz przyczynic si¢ do sprecyzowania innych waznych dla
matematyki poje¢ takich jak pojecie funkcji, pojecie pochodnej itp. Pojecie zbioru
(wzglednie klasy) jest niewatpliwie pojeciem ontologicznym, spokrewnionym znacze-
niowo z takimi pojeciami uzywanymi tradycyjnie przez filozofow jak: gatunek, rodzaj,
zakres pojecia, a takze wlasnos¢. Znaczenie wspomnianego odkrycia wykraczalo wigc
poza matematyke i przyczynito si¢ do tego, ze po wielu perypetiach powstata pierwsza
ontologia formalna, znana jako teoria typow. Idea naczelna tej teorii pochodzi od Bertran-
da Russella (1872-1970). Teoria, ktéra zaproponowat, a nastepnie wspdlnie z Alfredem
N. Whiteheadem (1861-1947) rozwinat Russell, miata by¢ systemem logiki rozumiane;j
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przedmiotowo tj. jako system najogdlniejszych twierdzen o rzeczywistosci, a wiec swe-
go rodzaju ontologia. Paradoksalnie, Russell za wszelka cene starat si¢ wyeliminowac
z rozwazan pojecie klasy, co prowadzito do pewnych komplikacji. Podstawowg ide¢ teorii
typéw, w wersji znanej jako prosta teoria typow, przedstawia si¢ zatem zwykle w ujeciu
pochodzacym od innych autorow.

Wedtug prostej teorii typow rzeczywisto$¢ ma strukture hierarchiczng i kazdy przed-
miot jest przedmiotem okreSlonego fypu i zarazem okreslonego rzedu, ktéry informuje
0 jego pozycji w hierarchii. Podstawe hierarchii tworza indywidua bedace przedmiota-
mi rzedu zerowego. Zbiory indywidudw i relacje miedzy indywiduami (odpowiednio,
dwucztonowe, tréjcztonowe i — ogdlnie — n-cztonowe) tworza typy rzedu pierwsze-
go. Wszystkie przedmioty poza indywiduami, sg zbiorami badz relacjami, przy czym
obowigzuje ogdlna zasada, iz elementy dowolnego zbioru rzedu n + 1 sg przedmiotami
rzedu n. Dopuszcza si¢ istnienie relacji zachodzacych miedzy przedmiotami réznych
typow, jednakze przedmioty bedace cztonami relacji rzedu n + 1 musza by¢ zawsze
przedmiotami rzedu nizszego, za$ przynajmniej jedna dziedzina relacji rzedu n + 1 musi
sktadac si¢ z przedmiotéw rzedu n. W niektorych wersjach prostej teorii typdw wyrdznia
si¢ funkcje jako przedmioty innego typu niz relacje, przy czym na argumenty i wartosci
funkcji naktada si¢ analogiczne ograniczenia.

Wszystkie wspomniane tu ograniczenia okazaly si¢ niezbedne, aby zapobiec tzw.
antynomiom teoriomnogos$ciowym, takim jak antynomia zbioréw nie bedacych swoimi
elementami i antynomia zbioru wszystkich zbioréw*.

Zgodnie z zamierzeniem Russella, teoria typéw miata by¢ podstawg catej matema-
tyki, miedzy innymi w tym sensie, iz kazdy obiekt, ktérym zajmuje si¢ matematyka
mial by¢ obiektem okre§lonego typu. Aby zapewnic istnienie niezb¢dnych w matematyce
zbioréw nieskoriczonych, Russell byt zmuszony zatozy¢, ze istnieje nieskoriczenie wiele
indywidudw, ktére — jego zdaniem — sa konkretnymi obiektami fizycznymi. Wynikato
stad, ze rOwniez na wyzszych pietrach hierarchii jest miejsce dla (abstrakcyjnych, bo
bedacych zbiorami lub relacjami) obiektow ze ,,Swiata realnego”. Teoria typéw mogta
zatem uchodzi¢ za ontologi¢ ogdlng, pod warunkiem, ze wszystko, co istnieje, daje si¢
potraktowac jako indywiduum, badz zbior, badz relacja. Jak wiadomo, relacje (a takze
funkcje, bedace odmiang relacji) mozna utozsamic¢ z pewnego rodzaju zbiorami, miano-
wicie zbiorami uporzadkowanych par, tréjek itd. W ten sposob otwarla si¢ perspektywa
redukcji rozmaitych niejasnych kategorii ontologicznych do przedmiotéw o precyzyjnie
okreslonych wlasnosciach formalnych i zwigzkach wiazacych je z przedmiotami innych
kategorii. Dlatego wta$nie mozemy powiedziec, ze teoria typow byla pierwsza proba
stworzenia ontologii formalne;j.

4 Antynomig nazywa si¢ rozumowanie, w ktérym na podstawie intuicyjnie oczywistych przesta-
nek dochodzi si¢ do sprzecznych wnioskéw. W mysl pierwszej ze wspomnianych tu antymonii (zwanej
antymonia Russella) zbidr wszystkich zbioréw nie bedacych wlasnymi elementami musiatby zarazem by¢
i nie by¢ swoim elementem. Zatozenia teorii typéw wykluczajg istnienie takiego zbioru, podobnie jak
istnienie zbioru wszystkich zbioréw.
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Ze wzgledu na swoja role wzgledem matematyki, teoria typéw uchodzi za pewna
wersje teorii mnogosci, czyli ogélnej teorii zbioréw. Jednakze wtasnie w tej roli, tzn. jako
podstawa matematyki, teoria typow, ze wzgledu na pewne niewygody z nig zwigzane, nie
wytrzymata konkurencji z tzw. aksjomatyczng teorig mnogosci stworzong przez Ernesta
Zermelo (1871-1953). Réwniez z innych powodéw teoria typéw ma dzi$ jedynie warto$¢
historyczng. AktualnoS$¢ zachowata natomiast sama idea hierarchii typéw w postaci
wzglednej hierarchii typow, o ktérej mozna mowié roOwniez na gruncie aksjomatycznej
teorii mnogosci.

Aksjomatyczna teoria mnogosci nie wprowadza restrykcji pozwalajacych mowic¢ wy-
facznie o zbiorach okre§lonego typu; przeciwnie, toleruje réwniez tzw. zbiory mieszane,
ktorych elementy naleza do réznych typow. Zermelo nie zaktadat, ze istnieje nieskon-
czenie wiele indywidudw, chociaz dopuszczat w swojej teorii istnienie przedmiotow nie
bedacych zbiorami (nazywat je ,,praclementami”); istnienie zbioréw nieskonczonych
zapewnial sobie na innej drodze, ktéra w teorii typéw byla niedostepna.

Wspélczesnie znanych jest co najmniej kilkanaScie wersji aksjomatycznej teorii
mnogos$ci. Nasuwa si¢ pytanie, czy ktéras z nich moze — podobnie jak teoria typodw
— pretendowac do roli formalnej ontologii ogélnej. W pytaniu tym chodzi przede wszyst-
kim o to, czy rzeczywiScie wszystko, co istnieje jest indywiduum badz zbiorem, ktérego
formalne wlasnoSci i zwiazki z innymi zbiorami daja si¢ opisa¢ w teorii mnogosci.

Skad wszakze mamy wiedzie¢, co naprawdg¢ istnieje? Jednym z mozliwych rozwia-
zan tego problemu — a lepszego zapewne nie znamy — jest przyjecie za dobra monete
tego, co mowig aktualne teorie naukowe. Chodzi tu oczywiscie o teorie interpretowane
realistycznie, tj. jako zamierzony opis pewnej rzeczywistosci, a nie instrumentalnie, tj.
jako dogodne narzedzie uzyskiwania trafnych przewidywan, odnoszacych si¢ do czegos
innego. W przypadku teorii interpretowanej realistycznie ma sens pytanie o jej zaangazo-
wanie ontologiczne, czyli o to, jakie obiekty zobowigzani jesteSmy uznawac za istniejace,
kiedy dang teori¢ uznajemy za prawdziwg. Zwrot ,,zaangazowanie ontologiczne teorii”
pochodzi od wspomnianego na wstepie filozofa amerykanskiego W. V. Quine’a, kt6-
ry zaproponowal rowniez Sciste kryterium owego zaangazowania. Kryterium to glosi:
Kazdy, kto dana teori¢ uwaza za prawdziwg, musi uznac, ze istnieja przedmioty na-
lezace do zakresu zmiennoSci zmiennych, ktore w twierdzeniach tej teorii wystepuja
jako zmienne wigzane kwantyfikatorami. W sugestywnym ujeciu aforystycznym pocho-
dzacym od samego Quine’a kryterium to brzmi: by¢ znaczy by¢ wartosciqg zmiennej
zwiqzanej. Jak fatwo zauwazyc, kryterium to daje si¢ bezpoSrednio zastosowac jedynie
do teorii sformutowanych w jezyku rachunku logicznego operujacego zmiennymi i wia-
zacymi je kwantyfikatorami. Jezyk taki moze korzysta¢ z wielu rodzajow zmiennych
reprezentujacych rézne rodzaje przedmiotéw. Ogélnie przyjete zasady interpretacji jezy-
kéw rachunkéw logicznych przewidujg, ze wartoSciami zmiennych mogg by¢ wytacznie
indywidua badz zbiory (zaktadajac, ze relacje i funkcje tez sg zbiorami), zatem kryterium
Quine’a jak gdyby przesadza problem wyboru ontologii adekwatnej wzgledem nauki na
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rzecz ontologii teoriomnogosSciowej. Natomiast otwarte pozostaje pytanie, czy kryterium
Quine’a mozna zastosowaé do teorii, ktére — jak to zwykle ma miejsce — sformuto-
wane s3 w jezyku naturalnym, ewentualnie z udziatem symboliki r6znej od logiczne;.
Odpowiedz brzmi: kryterium to daje si¢ zastosowa¢ pod warunkiem, ze potrafimy doko-
na¢ adekwatnej parafrazy teorii (tj. parafrazy nie znieksztalcajacej jej tresci) na jezyk
odpowiedniego rachunku logicznego. Tu jednakze natykamy si¢ na istotne trudnosci.
Parafraza teorii na jezyk rachunku logicznego oznacza jej formalizacje”, co w przypadku
zaawansowanych teorii matematycznych i fizycznych nie jest sprawg prosta. Z drugiej
strony, formalizacja teorii pozwala nie tylko okresli¢ jej zaangazowanie ontologiczne,
lecz réwniez badac inne jej wlasnosci za pomocg Scistego aparatu pojeciowego wspot-
czesnej logiki. Stad w dociekaniach z dziedziny filozofii nauki, w ktérych pragnie si¢
zachowac¢ wysoki poziom ScistoSci, rozprawia si¢ o teoriach w taki sposob, jak gdyby
byly to teorie sformalizowane. PodejScie to oznacza daleko idaca idealizacj¢ i chociaz
metoda idealizacji jest szeroko w nauce stosowana (zwlaszcza w naukach Scistych), to
jednak — zdaniem pewnych filozoféw — idealizacja posuwa si¢ tu zbyt daleko. Opinia
ta sktania badz do rezygnacji z wszelkiej idealizacji i badania teorii naukowych w ich
,postaci naturalnej”, badZ do stosowania innych sposobéw formalizacji teorii. Z obu
wspomnianymi tu tendencjami zetkniemy si¢ w toku dalszych wyktadow.

> O formalizacji jezykow i teorii bedzie mowa w wyktadzie pigtym i nastepnych.



Wyklad czwarty

CZYM SA TEORIE NAUKOWE?

Niezaleznie od tego, czy mamy do czynienia z matematyka, fizyka, biologia, czy literatu-
roznawstwem, panuje niemal powszechna zgoda, ze ostatecznym celem tych nauk jest
dostarczenie feorii. Na ogét nie dotyczy to tzw. nauk stosowanych, ktérych zadaniem
jest opracowywanie technologii wytwarzania pewnych przedmiotow na podstawie teorii
wypracowanych w innych naukach. Niekiedy styszy sie, ze do stworzenia teorii nie daza
réwniez tzw. nauki idiograficzne, ktére zadowalajq si¢ opisem zjawisk i — ewentualnie
— ich wyjasnianiem za pomocg teorii zaczerpnigtych z innych dyscyplin naukowych,
zwanych nomotetycznymi. Opinia ta wiaze si¢ z tym, ze od teorii oczekuje si¢ ogdlnosci,
a niekiedy tzw. Scistej ogolnosci, ktora nie przystuguje opisom zjawisk poszczegdlnych,
nawet przedstawianych z sugestig, ze mozna je uog6lnic.

Wspomniana tu powszechna zgoda jest jednakze pozorna, a jej podstawa jest nie-
frasobliwe postugiwanie si¢ stowem feoria na okreSlenie tworow w istocie niezwykle
zréznicowanych. Nasuwa si¢ zatem pytanie, czy produkty roznych dyscyplin naukowych
okreSlane wspSlnym mianem teorii wigze jakies istotne podobienstwo. Aby zauwazy¢
pewne istotne réznice, nie musimy poréwnywac teorii tak odlegltych od siebie (przed-
miotowo i metodologicznie) jak teoria wzglednoSci i teoria gatunkéw literackich; jak
zobaczymy, rowniez mi¢dzy teoriami matematycznymi a teoriami fizycznymi zachodza
powazne réznice.

Zgodnie z potocznym uzyciem stowa teoria, kazda teoria jest teorig czegos, tzn. mowi
o czyms, co sktada si¢ na przedmiot teorii. Przedmiot ten na ogoét jest wskazywany przez
nazw¢ danej teorii, taka jak: teoria grup, teoria grawitacji, kwantowa teoria pola, teoria
ewolucji itp. Sklonni jesteSmy utrzymywac, ze przedmiot teorii istnieje (w przeciwnym
przypadku teoria méwitaby o niczym) oraz, ze tworcy teorii starajg si¢, aby to, co teoria
moéwi o swoim przedmiocie, bylo prawdq. Wynika stad, Ze teoria powinna by¢ zbiorem
zdan oznajmujgcych wyposazonych w okreslong tres¢, poniewaz tylko takim zdaniom
mozna przypisywaé wartoS¢ logiczng prawdy badz fatszu.

Wsréd zdan sktadajacych si¢ na teorie sktonni jesteSmy wyrdznia¢ zdania w jakims
sensie bardziej podstawowe od innych. Zgodnie z wiekowa (wywodzaca si¢ od Arystotele-
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sa), ale ciagle zywa tradycja owe zdania podstawowe to aksjomaty teorii. Poglad Arystote-
lesa, ze owe aksjomaty to ,,pierwsze zasady” stanowigce fundament teorii, podzielany jest
wspotczesnie co najwyzej w odniesieniu do teorii matematycznych; w przypadku teorii
z innych dziedzin aksjomaty uchodza jedynie za Srodek ich kodyfikacji, tj. syntetycznego
przedstawienia tresci teorii za pomocg mozliwie niewielu zdan.

Dla wigkszosci zagadnienn podejmowanych w filozofii nauki pojecie teorii jest po-
jeciem kluczowym w tym sensie, ze rozwigzania tych zagadnienn musza pozosta¢ mato
konkretne i problematyczne, o ile pojecie teorii nie zostanie odpowiednio sprecyzowane.
Rozwazmy zatem, czy przytoczona powyzej charakterystyka teorii odpowiada praktyce
naukowej i towarzyszacym jej pogladom uczonych.

W przypadku teorii matematycznych — zwlaszcza w matematyce wspolczesnej
— nie ulega watpliwosci, ze jej twierdzenia sg logicznie poprawnie zbudowanymi
zdaniami oznajmujacymi (a w kazdym razie wzglednie tatwo daja si¢ w takie zdania
przeksztatci¢). Natomiast w kwestii, czy twierdzeniom teorii matematycznych przypi-
suje sie (w matematyce ,,czystej”, a nie w jej zastosowaniach) okreslona tres¢, zdania
matematykow sa podzielone. Cz¢S¢ z nich, hotdujacych tzw. formalizmowi utrzymuje,
ze twierdzenia matematyczne pozbawione sg okreslonej tresci, a tym samym nie mozna
moéwic o ich prawdziwosci (ani fatszywosci). Nie mozna réwniez utrzymywac, ze istnieje
coS takiego jak przedmiot teorii matematycznych. Zdaniem innych matematykéw teorie
matematyczne majg swdj przedmiot, o ktérym mozna wypowiada¢ twierdzenia prawdzi-
we. Wspomniana tu réznica zdan ma oczywiscie charakter filozoficzny i w zasadzie nie
wplywa na sposéb uprawiania matematyKki.

Jaka posta¢ majg teorie matematyczne? Jak wiadomo, matematyka, poczynajac
od Euklidesa, uchodzita za teren obowigzkowych zastosowan metody aksjomatyczno-
-dedukcyjnej i pod tym wzgledem stanowita wzor dla innych nauk. Geometria Eukli-
desa opierata si¢ na ustalonej liScie aksjomatéw (co prawda — jak si¢ pozniej okazato
— niekompletnej). W czasach nowozytnych pojawito si¢ wiele teorii matematycznych,
lecz aksjomatéw poszczegdlnych teorii matematycznych nikt juz nie ustalat, za$ prakty-
ka matematyczna pozwalala traktowac jako aksjomat dowolne zdanie odznaczajace si¢
,»oczywistoScig”. Pierwsze doktadnie zaksjomatyzowane teorie matematyczne pochodzg
dopiero z przetomu XIX i XX wieku. Sg to: arytmetyka Peany, geometria Hilberta, teoria
mnogoSci Zermeli. Wspoétczesnie istnieje wielka mnogos$¢ teorii matematycznych, ale
wickszoS¢ z nich nie ma wlasnych aksjomatéw. Jak to pogodzi¢ z pogladem, ze metoda
aksjomatyczno-dedukcyijna jest swoista dla matematyki?' Rzecz w tym, ze matematyka
wspOlczesna zostala zintegrowana na gruncie najogélniejszej teorii matematycznej, ktorg
jest teoria mnogosci, ta natomiast ma rzeczywiscie postac teorii aksjomatycznej. Bogaty,
czyli — jak to si¢ moéwi — ,,mocny dedukcyjnie” zestaw aksjomatow teorii mnogosci

! Utrzymuja tak, na przyklad, autorzy hasta ,,Matematyka” w Wielkiej encyklopedii powszechnej PWN,
S. Hartman i C. Ryll-Nardzewski, dodajac, ze ,,stosowanie metody dedukcyjnej w dziedzinach nie dos$¢
abstrakcyjnych zawiodto — np. w Etyce Spinozy (XVII w.) lub we wspédiczesnych prébach formalizacji
niektérych dziatéw fizyki teoretyczne;j”.
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okazal si¢ wystarczajaca podstawg catej matematyki, co pozwala mniej ogdlne teorie
matematyczne traktowac jako wyspecjalizowane fragmenty teorii mnogosci. Fragmenty
te nie dajg si¢ ostro wyodrebnic¢ z macierzystej teorii i w praktyce matematycznej nie
ma takiej potrzeby, poniewaz poszczeg6lne teorie czgsto korzystaja z pojec i twierdzen
innych teorii. W rezultacie to, co si¢ w matematyce nazywa teoria, na ogot nie jest scisle
okreslonym zbiorem zdan. Fakt ten mozna unaoczni¢ na przyktadzie teorii grup. Klu-
czowym pojeciem tej teorii jest pojecie grupy, ktére mozna zdefiniowa¢ w jezyku teorii
mnogosci jak nastepuje:

Struktura algebraiczna A = (X, ®) jest grupa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
x,y,z2€X,

1D x®(y®1)=x®y) ®z

(2) istnieje takiea € X, zex =y Q®a

(3) istnieje takiea € X, zex = a ® y.

Warunki (1)-(3) nazywa si¢ niekiedy aksjomatami teorii grup. W rzeczywistosSci nie
sa to aksjomaty w Scistym tego stfowa znaczeniu, poniewaz nie sg one zdaniami, lecz tylko
fragmentami zdania bedacego definicja grupy. Twierdzeniami teorii grup nie sg konse-
kwencje tych rzekomych ,,aksjomatéw”, lecz konsekwencje aksjomatow teorii mnogosci
wzbogaconych o przytoczong definicje pojecia grupy; oczywiScie nie wszystkie takie
konsekwencje, a tylko te, ktére ,,mOwig coS istotnego” badZ o wszystkich grupach, badz
o poszczegolnych rodzajach grup, badz o pewnych konkretnych grupach. Powiedzenie
,,cO$ istotnego” znaczy tu ,,coS takiego, czego nie da si¢ powiedzie¢ o innych strukturach
algebraicznych”. Wyjasnienie to nie jest Scisle, totez zbiér mozliwych twierdzen teorii
grup nie jest wyraznie odgraniczony od pozostatych twierdzern matematycznych. Jak wi-
dzimy, chociaz twierdzenia matematyczne wyrdzniajg si¢, na tle innych nauk, ScistoScia
sformufowan, to teorie matematyczne nie sg Scisle okreslonymi zbiorami zdan.

Znacznie powazniejsze trudnosci napotkamy, gdy prébujemy ustali¢, co okresla
si¢ mianem teorii w fizyce. Jak wiadomo, w fizyce obficie korzysta si¢ z formut ma-
tematycznych, stad czesto mozna spotkac si¢ z opinia, ze fizyke uprawia si¢ w jezyku
matematyki. Jezeli matematyka ma swdj wlasny przedmiot, to z pewnoscig nie pokrywa
si¢ on z przedmiotem fizyki, zatem jesli fizyke uprawia si¢ po prostu w jezyku mate-
matyki, formuly matematyczne powinny znaczy¢ w fizyce co innego niz w matematyce.
Czy istotnie tak jest?

Odwotajmy sie do wyjasnier znanego fizyka-teoretyka”. Utrzymuje on, ze zadaniem
fizyka jest konstruowanie matematycznych modeli zjawisk fizycznych. W tym celu ,,...na-
lezy znalez¢ prawo matematyczne, ktére bedzie stanowito podstawe matematycznego

2 W.Kopczynski, A. Trautman, Czasoprzestrzen i grawitacja, PWN, Warszawa 1981. Ksigzka
ta przedstawia treS¢ popularnych wyktadéw o teorii wzglednoSci wygloszonych przez Trautmana w ramach
Wszechnicy PAN, opracowanych przez W. Kopczyiiskiego. Stanowi ona jeden z nielicznych przyktadéw
przedstawiania przez fizyka metodologicznych probleméw fizyki.
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modelu danego zjawiska™. W przypadku, gdy interesujagcym nas zjawiskiem jest ruch

ciata w polu grawitacyjnym, tym ,,prawem matematycznym’ jest rOwnanie rézniczkowe
r=g.
Jest to skrétowy zapis roOwnania, ktérego postacig rozwini¢ta jest:

) i) = g(t,r(1))

Zgodnie z konwencjami przyjetymi w matematyce, wszystkie wystepujace w tym
roOwnaniu symbole literowe sa zmiennymi, przy czym:

(a) zmienna ¢ reprezentuje liczby z przedzialu otwartego T zawartego w R, gdzie R jest
zbiorem liczb rzeczywistych;

(b) zmienna r reprezentuje funkcje odwzorowujace przedzial Tw R3;

(c) zmienna g reprezentuje funkcje odwzorowujace iloczyn kartezjariski 7 x R3 w R3.

Symbol ¥ oznacza tu druga pochodng funkcji reprezentowanej przez r, totez aby
formuta (1) miata sens, funkcja ta musi by¢ podwdjnie rézniczkowalna.

Jest oczywiste, ze rownanie (1) zwane tu ,,prawem matematycznym” jest — zgodnie
z przypisang mu powyzej interpretacja — formutq matematyczng, natomiast nie jest twier-
dzeniem matematycznym, poniewaz spetniajg ja tylko niektore funkcje reprezentowane
przez zmienne r i g. Skoro, jak powiedziano, ,,prawo matematyczne” ma stanowi¢ ,,pod-
stawe modelu matematycznego”, nasuwa si¢ pytanie, czym jest sam model. Tu autorzy
cytowanej ksigzki nie daja wyraznej odpowiedzi. Pewne fragmenty sugeruja, ze ,,pra-
wo matematyczne” i ,,model matematyczny” sa tym samym, inne natomiast, ze modelami
matematycznymi poszczegOlnych ruchow ciat w polu grawitacyjnym sg takie funkcje r,
ktore sg rozwigzaniami rOwnania (1) przy zalozeniu, ze funkcje r oraz g spetniaja pew-
ne warunki dodatkowe. Ta druga interpretacja wydaje si¢ bardziej naturalna, poniewaz
zgodnie z potocznym znaczeniem stowa model, powinno zachodzi¢ jakieS strukturalne
podobieristwo migdzy modelem a tym, czego on jest modelem, a wspomniane funkcje r
rzeczywiscie ,,odwzorowuja” ruch, tj. zmiany potozenia w czasie. OczywiScie nie powin-
niSmy z géry wyklucza¢ innych interpretacji stowa model, by¢ moze mniej naturalnych,
lecz za to bardziej uzytecznych teoretycznie.

PoswigciliSmy tu sporo uwagi pojeciu modelu matematycznego, pozornie odbiegajac
od zagadnienia, czym sg teorie w fizyce. Jesli zadaniem fizyka jest budowanie modeli
matematycznych, to wylania si¢ pytanie, jak te modele maja si¢ do teorii fizycznych.
Odpowiedz cytowanych wczesniej autorow jest mocno niejasna. Utrzymuja oni, ze kiedy
prawo matematyczne ,,opisuje obszerng klas¢ zjawisk”, mamy do czynienia z teoria,
a ponadto stwierdzaja: ,,Rozgraniczenie miedzy teorig a modelem nie jest zbyt ostre.
Ogodlnie méwigc, modele stosuja sie¢ do pojedynczych zjawisk lub do grup zjawisk
podobnych, teorie zas$ dostarczaja zwykle modeli r6znych zjawisk, nieraz pozornie do$¢

3 Tamze, s. 21-22.
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odleglych™*. W powyzszej charakterystyce teorii trudno dopatrzy¢ si¢ konsekwencji.
Prawdopodobnie utozsamia si¢ tutaj model z ,,prawem matematycznym”, tj. z pewnym
réwnaniem. Réwnanie, ktére ma szeroki zakres zastosowan okre§la si¢ mianem teorii, za$
réwnanie o mniejszym zakresie zastosowai — mianem modelu. Ponadto sugeruje si¢, ze
modele mozna w jaki§ sposob ,,otrzymac” badz ,,wyprowadzi¢” z odpowiednich teorii.

Utozsamianie teorii z pewnym réwnaniem lub uktadem réwnan (rzadziej nieréwno-
Sci) jest wsrdd fizykow dos¢ powszechne i jest Zrédtem przekonania, ze fizyke uprawia si¢
w jezyku matematyki. Jednakze, jesli rownania takie coS§ opisujg w Scistym tego stowa
znaczeniu, to s3 to pewne obiekty wzglednie struktury matematyczne, a nie zjawiska
fizyczne. Te ostatnie moga by¢ przez nie opisywane jedynie w jaki$ sposéb posredni.
Ponadto réwnan tych nie mozna uwaza¢ za zdania (z domyS$lnymi kwantyfikatorami
og6lnymi na poczatku), poniewaz przy takiej interpretacji bylyby zdaniami w oczywi-
sty sposob fatszywymi. Mozna natomiast utrzymywac, ze rOwnania te wyznaczaja lub
definiuja pewnq klase struktur matematycznych, analogicznych do tych, ktére rozwaza
sie¢ w ,,czystej” matematyce (w rodzaju zdefiniowanej powyzej klasy grup). W omawia-
nym przypadku bylaby to — nazwijmy ja tak — klasa matematycznych modeli ruchu
punktu materialnego w polu grawitacyjnym (w skrécie: MRP), ktérag mozna zdefiniowac
nastepujaco:

Tréjka uporzadkowana (7, r, g) jest MRP wtedy i tylko wtedy, gdy:
(1) T jest otwartym przedzialem zbioru R,

(2) r jest funkcja odwzorowujaca T w R3 podwdjnie rézniczkowalna.
(3) g jest funkcja odwzorowujaca T x R3 w R3,

(4) dla dowolnych r € T, ¥ (t) = g(t,r(t)).

Dysponujac precyzyjnym pojeciem modelu matematycznego, nadal nie wiemy, jak
mielibySmy za pomocg takich modeli formutowac twierdzenia o ,,rzeczywistosci fizycz-
nej”, na ktorg sktadajg sie nie liczby i funkcje liczbowe, lecz wielkoSci fizyczne i za-
leznosci migdzy nimi. Jesli przy formutowaniu takich twierdzenn mamy czynic¢ uzytek
z pojecia modelu, to twierdzenia te powinny informowac o tym, jak si¢ maja modele
do wspomnianej rzeczywisto$ci. MOwigc nieco doktadniej: powinny informowaé w ja-
kich okolicznoS$ciach liczby uzyskane z pomiaru pewnych wielkosci fizycznych spetniajg
zaleznoSci zachodzace w odpowiedniej strukturze matematycznej. Wyszczegdlnienie
i Scisty opis wszystkich okolicznosci, ktore graja tu role istotna, nastr¢cza powazne trud-
nosci, totez w fizyce rzadko spotyka si¢ sformutowania, ktére mozna traktowac jako opis
istniejgcego stanu rzeczy ,,bez niedomoéwien”. Jesli ponadto uprzytomnimy sobie, ze
pomiar wielkoSci fizycznych obarczony jest z reguly pewng niedoktadnoscia, a modele
matematyczne sg z gory traktowane jako przyblizone, to musimy przyznad, ze trudnosci
zwigzane z formutowaniem twierdzen i teorii (jesli te ostatnie mialyby by¢ zbiorami

4 Tamze, s. 22.
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twierdzen) sa istotnie olbrzymie. Stad niektorzy filozofowie utrzymuja, ze wiedza fi-
zyczna jest w duzym stopniu niewerbalizowalna (nie daje si¢ wystowic¢ za pomocg zdan
o okreslonej tresci), lecz polega na praktycznej umiejetnosci trafnego dobierania modeli
do rozwigzywania konkretnych zagadnieri z zadowalajaca doktadnoscia.

Powr6éémy na koniec do postawionego wczesniej pytania: czy formuty matematyczne
wykorzystywane w fizyce sa tu interpretowane inaczej niz w matematyce? Pytanie to
jest istotne, bo — by¢ moze — przy tej nowej, ,,fizycznej” interpretacji s3 one wlasnie
twierdzeniami fizyki? Pod wplywem szkolnej edukacji, ktéra nie omineta takze dyplomo-
wanych fizykéw, sktonni jesteSmy na oba pytania odpowiadaé twierdzaco. W przypadku
rownania (1) sktonni jesteSmy mniemac, ze wystepujace tu symbole literowe oznaczaja
wielkoSci fizyczne: t — czas, r — polozenie ciata wzgledem ustalonego uktadu odniesie-
nia, ¥ — jego przyspieszenie, g — natezenie pola grawitacyjnego. Majac na wzgledzie
takg interpretacj¢ symboli, sktonni jesteSmy probowac oddac ,,fizyczny sens” réwnania (1)
stowami:

(1”) Przyspieszenie punktu materialnego m w momencie 7 jest rowne nate¢zeniu pola gra-
witacyjnego w momencie ¢ w tym punkcie p, w ktérym dany punkt materialny m
znajduje si¢ w momencie .

Mamy tu jednakze do czynienia z nieporozumieniem polegajagcym na tym, ze w przed-
stawionej tu ,,fizycznej interpretacji” rownania (1) jako§ automatycznie utozsamiamy
wielkoSci fizyczne z ich liczbowa reprezentacja, tymczasem wielkoSci fizyczne nie sg
liczbami, natomiast operacje matematyczne, o ktérych tu mowa, wykonujemy na liczbach
i funkcjach liczbowych. Kiedy fizycy mowig o ,.fizycznej interpretacji” lub ,,sensie fizycz-
nym” réwnan, majg na mysli co§ innego (i bardziej skomplikowanego) niz sens i zwykta
(semantyczna) interpretacja wyrazen. Sformutowanie (1’) posiada zapewne jakies§ walory
dydaktyczne badZ heurystyczne, lecz jako twierdzenie obowigzujace ogélnie (tj. dla
dowolnego m, t i p) zawiera istotne braki: brak relatywizacji do uktadu odniesienia (wraz
z zastrzezeniem, ze polozenie mierzymy wzgledem uktadu inercjalnego), a takze zato-
zenia, iz na punkt materialny dziafa tylko sita grawitacyjna. Formute (1°) podobnie jak
samo réwnanie (1), ktérego ma ona by¢ interpretacja, trudno bytoby uznac za twierdzenie
teorii, ktére wyraza doktadnie to, co fizycy pragng powiedzie¢ o fizycznej rzeczywistosci.
Do zagadnienia czym sa teorie w fizyce powrdcimy w jednym z nastepnych wyktadow,
po wyjasnieniu, czym sg wielkosci i ich pomiar.



Wyklad piaty

JEZYKI I TEORIE SFORMALIZOWANE

Najwazniejszym i najbardziej wszechstronnym narzedziem porozumiewania si¢ ludzi sg
naturalne jezyki etniczne. Pewne okolicznoSci geograficzno-historyczne sprawiajace, ze
spotecznosci ludzkie zyja we wzglednej izolacji od innych, sa przyczyng tego, ze méwimy
réznymi jezykami. Z kolei wielo$¢ jezykow etnicznych przyczynita si¢ do powstania
jezykoznawstwa, w ramach ktdérego, z biegiem czasu, znalazto si¢ miejsce dla dociekan
teoretycznych nad jezykiem jako takim. Jezyki etniczne sa z natury jezykami mowionymi.
Wynalazek pisma powickszyt zasieg komunikacji jezykowej, umozliwiajac — co prawda
tylko jednostronng — komunikacj¢ mi¢dzy pokoleniami. Umozliwit on réwniez wykony-
wanie na wyrazeniach operacji formalnych, polegajacych na przeksztalcaniu wyrazen
w mySl regut odwotujacych si¢ wytgcznie do ich postaci graficznej. Odkrycie, wzglednie
ustanowienie tego rodzaju regut umozliwito powstanie i dalszy rozwo6j dwoéch dyscy-
plin naukowych: matematyki i logiki. Ta ostatnia stata si¢ gtéwna domeng teoretycznej
refleksji nad jezykiem, wyprzedzajac pod tym wzgledem jezykoznawstwo.

W trakcie rozwoju zaréwno matematyki, jak i logiki okazato sie, Ze pismo bedace po
prostu graficzng transkrypcja mowy nie jest dla tych nauk narzedziem optymalnym. Stad
w piSmie zaczynajg si¢ pojawia¢ pewne twory ,,sztuczne”; w pierwszej kolejnosci symbo-
le literowe uzywane jako tzw. zmienne wolne. Umozliwiajg one formutowanie twierdzen
og6lnych za pomoca formut o dowolnie ztozonej strukturze, za§ w potaczeniu z umow-
nymi znakami dziatai arytmetycznych tworzg bardzo wygodng notacj¢ algebraiczng, bez
ktérej dalsze postepy matematyki trudno byloby sobie wyobrazi¢. Pojawia si¢ przekona-
nie, ze notacja wzorowana na algebraicznej moze by¢ uniwersalna w tym znaczeniu, iz
zdolna jest zastgpi€ jezyk naturalny (przynajmniej w dociekaniach naukowych), przyczy-
niajac sie do zasadniczego wzrostu precyzji wypowiedzi i niezawodnosci rozumowarn!.
Oznaczaloby to zastgpienie jezyka naturalnego sztucznym jezykiem symbolicznym.

! Na pomyst jezyka czysto symbolicznego wpadt siedemnastowieczny filozof i matematyk G. W. Leibniz.
Doszed! on do wniosku, ze korzystajac z takiego jezyka, bedzie mozna wszelkie rozumowania zastapié¢
rachowaniem, czyli prostymi formalnymi operacjami na symbolach, podobnymi do tych, z jakimi mamy
do czynienia w arytmetyce. O tym, czy nadzieje Leibniza mogly si¢ spetnié, bedzie mowa w wykladzie
dziesiatym.
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W XIX wieku, w trakcie precyzowania pojeé i twierdzefi analizy matematycznej?,
okazalo si¢, ze notacja algebraiczna wsparta odpowiednimi zwrotami jezyka natural-
nego, nie jest w stanie sprosta¢ potrzebom matematyki. Dokonano wéwczas kolejnego
wynalazku zmierzajacego w kierunku jezyka czysto symbolicznego — wynalazku kwan-
tyfikatorow. Kwantyfikatory przejmuja funkcje wystepujacych we wszystkich jezykach
naturalnych zaimkoéw kwantyfikujacych, takich jak: kazdy, wszelki, ktokolwiek, Zaden,
oraz pewien, jakis, cos, lecz stwarzaja znacznie wigksze mozliwosci Scistego formuto-
wania zdan. Wlasnie dopiero dzigki zastosowaniu kwantyfikatoréw udato si¢ uzyskaé
Sciste definicje poje¢ granicy i ciaglosci funkcji i nie budzace watpliwosci sformutowania
szeregu twierdzen analizy, jak rOwniez geometrii.

Kwantyfikatory naleza do obszerniejszego gatunku operatoréow wigzgcych zmienne,
do ktérych zaliczamy réwniez matematyczne operatory sumy 220:1 i iloczynu H:,o:y
Wprowadzenie kwantyfikatorow otwarto droge do jezyka symbolicznego, w ktérym
istotnie mozna sformutowa¢ dowolng teori¢ matematyczna. Jezyk taki uksztattowat si¢
ostatecznie w matematycznej szkole Davida Hilberta (1862—1943) i nosi nazwe jezyka
rachunku kwantyfikatoréw>.

Chociaz matematycy wspotczesnie czesto postuguja sie kwantyfikatorami, czy to
w wersji symbolicznej: ¥, 3, czy w postaci zwrotdéw: dla dowolnego x..., istnieje takie
x, Ze..., to jednak w praktyce rzadko postuguja si¢ wspomnianym jezykiem symbolicz-
nym. Bo tez jezyk ten nie zostal pomyslany jako jezyk roboczy matematykow. Miat on
raczej stanowi¢ narzedzie skrupulatnej kontroli poprawnosci dowodéw matematycznych,
a przede wszystkim — miat stuzy¢ refleksji nad matematykq, ktora to refleksja miata dzie-
ki niemu przybraé postac teorii doréwnujacej Scistoscig teoriom matematycznym, a nawet
przewyzszajaca je pod tym wzgledem. Na gruncie tej teorii, nazwanej metamatematykq,
nalezalo — w mysl programu Hilberta — przeprowadzi¢ formalizacje istniejacych teorii
matematycznych przez sformutowanie ich w jezyku symbolicznym po to, aby postugujac
si¢ odpowiednio sprecyzowanym pojeciem dowodu, mozna byto w sposéb nie budzacy
watpliwosci rozstrzygaé o ich niesprzecznosci i zupetnosci*.

Z. dociekart metamatematycznych prowadzonych w szkole Hilberta, a takze z wcze-
$niejszych i pézniejszych prac logikéw>, wyrosta teoria jezykow i teorii sformalizowa-
nych. Jezyki sformalizowane, a jest ich wspolczesnie wiele, sg daleko idaca idealizacja

2 Chociaz rachunkiem rézniczkowym postugiwano si¢ juz w XVII w., podstawowe pojecia analizy
nie miaty $cistych definicji, za$ pojecie ,,wielko$ci nieskoficzenie matych”, ktérym si¢ postugiwano byto
wewnetrznie sprzeczne.

3 Uzywa sie réwniez okre§len ,,jezyk rachunku predykatéw” lub ,,jezyk rachunku funkcyjnego”, przy
czym odréznia si¢ jezyk rzedu pierwszego (ktérym postugiwat si¢ Hilbert) od jezykéw wyzszych rzedow.
O znaczeniu tego podziatu bedzie mowa w wykladzie 6smym.

4 Te dwa pojecia zostang wyjasnione w dalszej czesci wyktadu.

3> W tym réwniez logikéw polskich: Jana Eukasiewicza (1878-1956), Stanistawa Le$niewskiego
(1886-1939) i Alfreda Tarskiego (1902-1983).
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jezyk6éw naturalnych, a $cislej pewnych ich fragmentéw®. Z kolei teorie sformalizowane
— to idealizacje teorii majacych postac systemu aksjomatycznego. Idealizacja polega tu
przede wszystkim na zwiekszonych (w stosunku do pierwowzoru) wymaganiach efek-
tywnosci poje¢ charakteryzujacych wspomniane jezyki i teorie. Nawet gdy pewne teorie
naukowe nie maja postaci systemu aksjomatycznego, a tym bardziej — postaci teorii
sformalizowanej, w filozofii nauki cz¢sto zaktada si¢ kontrfaktycznie, ze taka posta¢ maja.
Pozwala to na bardziej Sciste rozwazania o teoriach naukowych, ale za to ,,oderwane
od konkretéw”. Podejscie takie spotyka si¢ z krytykg ze strony bardziej ,realistycz-
nie” nastawionych filozoféw. Wyjsciem posrednim jest zadanie sobie trudu formalizacji
konkretnych, mniej skomplikowanych teorii naukowych.

Ogodlne pojecie efektywnosci jest trudne do sprecyzowania; poprzestaniemy zatem
na spostrzezeniu, ze istniejg stopnie efektywnosci, a efektywnoS$¢ w stopniu najwyz-
szym jest rozstrzygalnosciq. Zrédtowe pojecie rozstrzygalnosci odnosi sie do zbioru
jednorodnych zagadniefi i jest pokrewne pojeciu algorytmu, ktéry — mowiac swobodnie
— stanowi metode pozwalajaca rozstrzygnac kazde z danego zbioru zagadnien, w sposob
nie budzacy watpliwosci, w skoficzonej liczbie krokow. Algorytmy w tym szerokim zna-
czeniu maja zastosowanie w wielu praktykach eksperymentalnych, na przyktad w chemii
i analityce medycznej. Wtdrnie, pojecie rozstrzygalnosci mozna stosowaé do zbioréw,
relacjii funkcji przyjmujac, Ze sg one rozstrzygalne, gdy rozstrzygalne sa — odpowiednio
— wszystkie zagadnienia postaci: Czy przedmiot p nalezy do zbioru X? Czy przedmiot p
pozostaje w relacji R do przedmiotu q? Czy przedmiot p jest wartoSciq funkcji F dla
argumentu q? Gdy przedmioty, o ktére chodzi, sg liczbami naturalnymi, zamiast o roz-
strzygalnoSci méwi si¢ o obliczalnosci zbioréw, relacji i funkcji (obliczalny jest np. zbior
liczb pierwszych, a takze wszystkie operacje arytmetyczne wykonalne na liczbach natu-
ralnych). Warto tu zauwazy¢, ze rOwniez obliczalno$¢, chociaz dotyczy liczb (a zatem
przedmiotow wysoce abstrakcyjnych), sprowadza si¢ w istocie do pewnych zabiegoéw
empirycznych: do przeksztatcania napisow i obserwowaniu rezultatow tych przeksztatcen.
Jednakze obliczalnos¢ jest pewng idealizacja rozstrzygalnoSci empirycznej, bowiem dla
bardzo duzych liczb nie potrafimy wytworzy¢ reprezentujacych je napiséw badZz wykonaé
wszystkich niezbednych przeksztatcen. Pojecie obliczalnoSci, a w szczegdlnosci pojecie
funkcji obliczalnej ma w matematyce Scisla definicje (definiuje si¢ je przez rekurencje
wychodzac od prostych funkcji, ktérych rozstrzygalno$¢ nie budzi watpliwosci)’.

Kiedy méwimy o jezykach i teoriach sformalizowanych, pytania o rozstrzygalno$¢
dotycza zbioréw wyrazeri. W praktyce pisemnego komunikowania si¢ ludzi wyrazenia
sg napisami, ktorych jest zawsze skoniczenie wiele, a ich liczba zmienia si¢ z dnia na
dzien, skoro ciggle przybywa nowych. Dlatego w teorii jezyka dogodne jest utozsamienie

6 Jezyki naturalne charakteryzuje tendencja do uniwersalno$ci, co — jak ujawnit Tarski — okupione
jest mozliwo$cig formutowania w nich tzw. antynomii semantycznych. O jednej z nich bedzie mowa
w wykladzie si6dmym traktujacym o pojeciu prawdy.

7 Obszerne i filozoficznie istotne wyjasnienia dotyczgce rozstrzygalno$ci zawiera ksigzka A. Grze-
gorczyka, Zagadnienia rozstrzygalnosci, PWN, Warszawa 1957.
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wyrazen ze skoriczonymi ciggami (W matematycznym znaczeniu stowa cigg) utworzonymi
z pewnych elementéw podstawowych.

Przedstawimy tu bardzo og6lna koncepcje jezyka sformalizowanego i teorii sformali-
zowanej, w ktérej pomija si¢ wiele szczeg6tow. Szczegodty takie stajg si¢ istotne wéwczas,
gdy staramy si¢ opisa¢ konkretny jezyk lub pewien typ jezykéw. Przyjmiemy definicje:

Jezykiem sformalizowanym nazywamy par¢ uporzadkowana L = (A, L), gdzie A
jest niepustym zbiorem skorficzonym, natomiast L — przeliczalnym i rozstrzygal-
nym podzbiorem wlasciwym zbioru wszystkich skoniczonych ciggéw utworzonych
z elementow zbioru A. Zbiér A nazywamy alfabetem jezyka L; zbiér L — zbiorem
zdan tego jezyka.

Wystepujacemu tu, oraz w innych definicjach, okreSleniu rozstrzygalny mozna nadaé
sens ScisSle okreSlony dzieki zastosowanej po raz pierwszy przez Kurta Godla (1906-1978)
metodzie arytmetyzacji jezyka polegajacej na wzajemnie jednoznacznym (i efektywnym)
przyporzadkowaniu skoficzonym ciggom symboli liczb naturalnych. Dany zbiér wy-
razen (tj. ciagdw) uwaza si¢ za rozstrzygalny, gdy zbior ich ,,numeréw Godlowskich™
jest obliczalny.

Gdy konstruujemy konkretny jezyk sformalizowany, wyznaczenie zbioru zdan tego
jezyka nie jest sprawg prosta zwlaszcza, gdy mamy na wzgledzie pdzniejszg interpretacje
tych zdan; musimy woéwczas wpierw wyrdzni¢ szereg wyrazen bedacych sktadnikami
zdan, odpowiednio je sklasyfikowac i ustali¢ reguty ich wigzania w wigksze catosci.

Aby w danym jezyku sformalizowanym L skonstruowac jakas teori¢ sformalizowana,
musimy dysponowac rachunkiem logicznym, czyli zbiorem regut pozwalajacych ustalic,
kiedy pewne zdania sg dowodliwe na podstawie innych zdan. Reguly sktadajace si¢
na rachunek logiczny muszg by¢ — jak si¢ czesto méwi — ,,czysto formalne”, czyli
odwolywac si¢ wylacznie do ksztaltu i nastepstwa symboli, a w zadnym wypadku do
intuicyjnego sensu wyrazen lub wyobrazen przedmiotéw przez te wyrazenia oznaczanych.
Regutly rachunku logicznego, zwane regutami dowodzenia dogodnie jest opisywac jako
pewnego rodzaju relacje, czyli zbiory par uporzadkowanych.

Regutq dowodzenia okreslong w jezyku L = (A, L) jest dowolny zbi6r par postaci
(X, A), gdzie X jest skoficzonym podzbiorem zbioru L (a wiec zbiorem zdan),
natomiast A — elementem zbioru L (pojedynczym zdaniem).

Na przyktad, jesli w alfabecie jezyka L wystepuje znak implikacji = , to zna-
na z elementarnej logiki regutle MP (modus ponens) mozna zdefiniowac (jako relacje)
nastepujaco:

(X, B) € MP wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takieA € L,7ze X = {A = B,A}.

Reguta MP, jak wigkszo$¢ regul przyjetych w jezykach sformalizowanych, jest bardzo
prosta; do nieco bardziej skomplikowanych naleza reguty operowania kwantyfikatorami.
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Aby zbiér regut dowodzenia zastugiwatl na miano rachunku logicznego, musi on
spelnia¢ pewne wymogi efektywnosci. Stad ustala sie, ze:

Zbi6r regut dowodzenia R okreslonych w jezyku L jest rachunkiem logicznym w L
wtedy i tylko wtedy, gdy R jest zbiorem skoficzonym i kazda reguta R nalezaca do R
jest relacja rozstrzygalna.

Dysponujac pojeciem rachunku logicznego mozemy wyjasni¢, czym jest teoria sfor-
malizowana.

Para uporzadkowana T = (A, R) jest teorig sformalizowang w jezyku L = (A, L)
wtedy i tylko wtedy, gdy A jest rozstrzygalnym podzbiorem zbioru L, natomiast R
— rachunkiem logicznym w jezyku L. Elementy zbioru A nazywamy aksjomatami
teorii T.

Jak wida¢, zgodnie z powyzsza definicja, teoria jest wyznaczona przez jej aksjomaty
i pewien rachunek logiczny. Niekiedy teori¢ utozsamia si¢ ze zbiorem zdan dowodliwych
na podstawie aksjomatéw; wowczas ta sama teoria moze by¢ nadbudowana nad r6znymi
zbiorami aksjomatéw, w pewnym sensie rownowaznych. Takie pojecie teorii zaklada, ze
uprzednio sprecyzowaliSmy pojecie dowodu.

Zakladajac, ze L = (A, L) jest jezykiem sformalizowanym, R — rachunkiem lo-
gicznym w L, X — dowolnym podzbiorem zbioru L, A oraz By, ..., B,, — dowolnymi
elementami zbioru L, powiemy, ze:

Ciag zdan (B, ..., B, jest dowodem zdania A na podstawie zdari X wedlug regut R
wtedy i tylko wtedy, gdy B,, = A oraz dla dowolnego i = 1, ..., n, B; € X lub istnieje
taka reguta R € R oraz taka para (Y, B;) € R,ze Y Cc X U {By, ..., B;_1}.

Jest oczywiste, ze gdy T = (A, R) jest teorig sformalizowana w L = (A, L), to
— zgodnie z przyjeta tu 0gblng definicjg dowodu — dowodem zdania A € L w teorii T
jest taki ciag (By, ..., B,), ktéry jest dowodem zdania A na podstawie aksjomatéw A.

Przyjete tu zalozenia dotyczace regut rachunku logicznego i aksjomatéw teorii sfor-
malizowanych prowadza do bardzo istotnego wniosku, ze:

| W kazdej teorii sformalizowanej zbiér dowod6w jest rozstrzygalny.

Whiosku tego nie mozemy tu udowodni¢ w sposéb Scisty, poniewaz nie przyjeliSmy
zadnej Scislej definicji zbioru rozstrzygalnego, jednakze pamigtajac, ze cigg zdan jest
dowodem, gdy jest dowodem swojego ostatniego elementu, mozna przekonujaco wykazac,
ze wszystkie pytania postaci:

Czy cigg (B, ..., B,,) jest dowodem w teorii T?
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moga by¢ rozstrzygane w sposob systematyczny zgodnie z ustalona procedura stawia-
nia pytan. Po prostu pod adresem kazdego ze zdan By, ..., B,, stawiamy — poczynajac
od B; — pytanie: czy B; nalezy do zbioru aksjomatéw A? W przypadku odpowiedzi
twierdzacej przechodzimy z tym samym pytaniem do zdania B, ; gdy odpowiedZ jest
przeczaca odwotujemy si¢ do regul R. Majac na wzgledzie kolejne reguly R,, nalezace do
R (mozna je uporzadkowac!) pytamy: czy dla jakiego$ podzbioru Y zbioru {By, ..., B;},
(Y, B;.1) € R?1 znéw przy pierwszej odpowiedzi pozytywnej przechodzimy do nastep-
nego zdania, a gdy odpowiedz jest negatywna — do nastepnej reguly R, i stawiamy py-
tanie analogiczne do poprzedniego. Jesli na kazde takie pytanie dotyczace kolejnych regut
udzielimy odpowiedzi negatywnej, to uzyskamy werdykt negatywny: ciag (By, ..., B,)
nie jest dowodem. Dla uzyskania werdyktu pozytywnego musimy omawiang procedure
kontynuowac az do ostatniego zdania B,,.

Rozstrzygalno$¢ zbioru dowodéw oznacza, ze formalizujac teorie matematyczne
zapewniamy sobie teoretyczng mozliwos¢ ,,mechanicznego” sprawdzania poprawno-
Sci dostarczonych dowodow bez odwotywania si¢ do ,,intuicji matematycznej” tj. do
subiektywnego poczucia trafnoSci przeprowadzonych rozumowan. Ustalmy, ze:

Twierdzeniem danej teorii T sformalizowanej w jezyku L = (A, L) jest kazde i tylko
takie zdanie A € L, ktére ma dowdd w teorii T.

(W tym miejscu warto zauwazycC, ze — w mySl przyjetej definicji dowodu — réwniez
aksjomaty teorii majg dowdd, ktéry w tym przypadku jest ciggiem jednoelementowym.
Aksjomaty sg zatem zarazem twierdzeniami teorii.)

Nasuwa si¢ pytanie, czy przyjete tu okreSlenia dowodu i teorii sformalizowanej nie
wskazujg jakiejS uniwersalnej metody efektywnego rozstrzygania wszelkich pytan typu:

Czy zdanie A jest twierdzeniem teorii T?

Gdyby taka metoda istniala, to zbior twierdzeri dowolnej teorii sformalizowane;j
byltby rozstrzygalny, a tym samym istniatlaby metoda mechanicznego dowodzenia twier-
dzeni uwalniajaca matematykow od tej ucigzliwej czynnosci (oczywiscie pod warunkiem
uprzedniej formalizacji wszystkich teorii matematycznych). W rzeczywistosci, tylko
w nielicznych teoriach zbidr twierdzen bywa rozstrzygalny, natomiast w kazdej teorii
sformalizowanej zbidr jej twierdzen ma wtasnoS¢ zwana rekurencyjng przeliczalnos$ciq.
Jezeli pewien zbidr X jest rozstrzygalny, to o jego podzbiorze Y powiemy, ze jest rekuren-
cyjnie przeliczalny, gdy dysponujemy metoda, ktéra o kazdym przedmiocie p nalezacym
do X pozwala rozstrzygnad, czy nalezy on jednocze$nie do Y przynajmniej wtedy, gdy p
rzeczywiScie nalezy do Y. Rekurencyjna przeliczalnosc¢ jest wiec w istocie ,,potowiczng
rozstrzygalnoscia”, a wigc jakby nizszym stopniem efektywnosci.

Pytanie, czy A jest twierdzeniem teorii T? jest rOwnowazne pytaniu, czy A ma dowod
w teorii T? Aby na nie odpowiedzie¢, nie odwolujgc si¢ do tajemniczych uzdolnien,
ktére wskazalyby nam wtasciwa postaé poszukiwanego dowodu, nie mamy innej drogi,
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jak dokona¢ przegladu wszystkich ciggéw skonczonych zbudowanych ze zdan jezyka
teorii T, ktdre koniczg sie zdaniem A. Zbidr takich ciggdw jest nieskoniczony, ale przeli-
czalny i — jak tatwo zauwazy¢ — rozstrzygalny. Ponadto mozna go $ciSle uporzadkowac,
dzielac na klasy wedtug dtugosci, za$ wewnatrz kazdej klasy ciagéw o tej samej dtugosci
ustalajac porzadek leksykograficzny (taki jak w stownikach). Jezeli zdanie A jest rzeczy-
wiScie twierdzeniem teorii T, to ktoryS z analizowanych kolejno ciagéw okaze si¢ jego
dowodem; natomiast, jesli zdanie A nie jest twierdzeniem, moglibySmy to ustali¢ dopiero
po wyczerpaniu wszystkich rozwazanych ciggdw, co jest niewykonalne.

Wywdd ten ujawnia, ze nie mamy podstaw, aby utrzymywac, ze zbior twierdzen teorii
sformalizowanej musi by¢ rozstrzygalny, natomiast sa podstawy, by twierdzic, ze:

| Zbidr twierdzen dowolnej teorii sformalizowanej jest rekurencyjnie przeliczalny.

Pionierzy formalizacji marzyli o tym, aby przez odpowiedni dobdr aksjomatéw i re-
gut dowodzenia zapewni¢ mozliwos$¢ bezblednego rozstrzygania wszystkich zagadnien,
jakie daja si¢ sformutowaé w jezyku danej teorii. Nadzieje te okazaly si¢ ptonne, co
wykazaly odkrycia Godla, o ktérych bedzie mowa w wykltadzie dziesigtym. Poza pew-
nymi wyjatkami o niewielkim dla matematyki znaczeniu, rekurencyjna przeliczalno$¢
zbioru twierdzen stanowi maksimum tego, co formalizacja jest w stanie zapewnic¢. Prak-
tyczny pozytek wynikajacy z formalizacji jezykow i teorii polega na tym, ze dostarcza
narzedzia Scistej kontroli dowoddéw. Jednakze — jak juz zauwazyliSmy — gtéwnym jej
zadaniem jest zapewnienie nalezytej ScistoSci refleksji nad teoriami. Wiele wtasnoSci
przypisywanych teoriom, a interesujacych z poznawczego punktu widzenia, daje si¢
SciSle sprecyzowad tylko w odniesieniu do teorii sformalizowanych. Wtasnosciami takimi
s3, wspomniane juz wczesniej, niesprzecznosc i zupetnosé teorii.

Oba te okreSlenia maja pewien ustalony sens intuicyjny. Wiadomo, ze teoria jest
niesprzeczna, jesli z jej aksjomatow nie wynikaja zdania sprzeczne, czyli takie, z ktérych
jedno jest zaprzeczeniem drugiego. Z kolei teoria zupelna to taka, w ktérej w przypadku
dowolnego zdania A, ktére daje si¢ sformutowaé w jezyku teorii, z jej aksjomatéw wynika
albo zdanie A, albo jego zaprzeczenie.

Wyjasnienia powyzsze nie sg w pelni zadowalajace, poniewaz nie wyjaSniliSmy
wczesniej, co to znaczy wynika, a nawet jesli zalozymy, ze wynikanie jest tym samym
co dowodliwosé®, pozostaje problem jak rozumieé zaprzeczenie zdania. Utrzymujac, ze
poprzedzajac zdanie A znakiem — (lub jakim§ innym), ktéry mamy zwyczaj czytaé nie
jest tak, Ze...tworzymy zaprzeczenie (negacje) zdania A, odwotujemy si¢ do znaczenia
symbolu —, a nie do jego ksztattu. Czy wynika stad, ze nie mamy ogdlnegoi ,,formalnego”
pojecia negacji? Owszem, mamy takie pojecie, a mozna je zdefiniowa¢ odwotujac si¢ do
konkretnego rachunku logicznego.

8 Co wecale nie jest oczywiste, skoro dowéd — zgodnie z przyjeta definicjg tego pojecia — moze opieraé
si¢ na zupelnie dowolnym zestawie regut formalnych spetniajacych warunki efektywnosci.
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Zat6zmy, ze dla dowolnego zdania A jezyka L = (A, L), A jest rOwniez zdaniem
tego jezyka, za$ R jest rachunkiem logicznym w L. Postugujac si¢ wygodnym skrétem
X kg A zamiast ,,istnieje dowdd zdania A na podstawie zdan X wedtug regut rachunku R”,
mozemy wyjasnic, ze:

Zdanie —A jest zaprzeczeniem (negacja) zdania A, a znak - jest znakiem negacyji,
wowczas, gdy dla dowolnego zbioru zdan X C L, X Fr A wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego zdania B € L, X U {-A} k% B.

Charakteryzujac w ten sposob negacje odwotujemy sie do intuicji, ktéra méwi nam,
iz z pary zdan sprzecznych (zdania A i jego negacji —-A) wynika dowolne zdanie.

O teorii T = (A, R) sformalizowanej w jezyku L = (A, L) powiemy, zZe jest nie-
sprzeczna, gdy nie istnieje takie zdanie B € L, ze A +; B i zarazem A kg —B.
W przeciwnym przypadku powiemy, ze teoria T jest sprzeczna.

O teorii T = (A, R) sformalizowanej w jezyku L = (A, L) powiemy, ze jest zupetna,
gdy dla dowolnego zdania B € L, A ¢ B lub A Fz —-B. W przeciwnym przypadku
powiemy, ze teoria T jest niezupetna.

Definicje te maja zastosowanie tylko w odniesieniu do teorii, w ktorych jezyku wy-
stepuje znak negacji. Jednakze pojeciom niesprzecznosci i zupetnosci mozemy nadac
rOwniez znaczenie ogodlniejsze, ktére pozwala stosowaé te pojecia roéwniez do teorii,
w ktérych jezyku nie ma negacji. Mowimy wowczas, ze teoria T = (A, R) jest nie-
sprzeczna, gdy istnieje takie zdanie B € L, dla ktérego nie zachodzi A Fx B, oraz, ze
jest zupetna, gdy dowolne zdanie B € L, ktdre nie spelnia warunku A F B, dofaczone
do aksjomatéw A sprawia, Ze dla dowolnego zdania C € L, zachodzi A U {B} Fx C.

Jak widaé, pojecia niesprzecznosci i zupelnoSci mozna zdefiniowaé w sposéb for-
malny w odniesieniu do dowolnych teorii sformalizowanych, niezaleznie od tego, jakim
postuguja si¢ rachunkiem logicznym.

W poréwnaniu z rzeczywistymi produktami ludzkiej dziatalnoSci poznawczej, teorie
sformalizowane sa tworami idealnymi w tym samym znaczeniu, w jakim w fizyce gaz
doskonaly lub jednorodne pole grawitacyjne s3 idealnymi odpowiednikami realnych
gaz6w i pol. Zatem badajac takie twory idealne zamiast teorii ,,realnych”, filozofia nauki
nie oddala si¢ zbytnio od metod stosowanych w matematyce i zaawansowanych naukach
empirycznych.



Wyklad szdsty

WYPROWADZALNOSC A WYNIKANIE LOGICZNE

Wybdr symboli sktadajacych sie na alfabet jezyka sformalizowanego jest sprawg swo-
bodnej decyzji, chociaz praktyka dowodzi, ze pewne notacje sa bardziej wygodne od
innych. Bardziej niz ksztalt i uktad poszczegdlnych symboli istotna jest funkcja, jaka
petnia one w budowie zdan i w rachunku logicznym. Poniewaz zdan w kazdym jezyku
sformalizowanym jest nieskoniczenie wiele, wazng role petnig tu spdjniki pozwalajace
tworzy¢ zdania ztozone ze zdan prostych. Oczywiscie nie zawsze proces konstruowania
zdan przebiega w tak prosty sposob; czesto — podobnie jak w jezykach naturalnych
— zdania zlozone tworzy si¢ tu z wyrazefi pochodnych wzgledem zdan, lecz nie be-
dacych zdaniami. Z punktu widzenia sktadni, tj. regut konstruowania zdan, pomiedzy
réznymi spdjnikami nie ma réznic istotnych; réznice takie ujawnia dopiero dotgczony
do jezyka rachunek logiczny.

Wybdr rachunku logicznego jest tez w pewnej mierze sprawg arbitralnej decyzji,
czemu w swoim czasie przypisano rang¢ zagadnienia filozoficznego, zwigzanego z ogdl-
niejszym problemem roli konwencji w nauce. Swiadectwem tego jest stynna zasada
tolerancji Rudolfa Carnapa (1891-1970):

W logice nie ma moralnosci. Kazdy ma prawo budowac wlasng logike, tj. wlasng forme jezyka, tak jak
sobie zyczy. Jedyne, czego si¢ od niego wymaga, to to, by sformutowat jasno stosowane przez siebie metody
i podat reguly syntaktyczne zamiast argumentéw filozoficznych!.

Rachunek logiczny jest dowolnym skoficzonym zbiorem regut dowodzenia i w kaz-
dym jezyku mozna ,,zainstalowa¢” wiele takich rachunkéw. Réznice miedzy nimi s mato
istotne, gdy r6znym rachunkom odpowiada ta sama relacja wyprowadzalnosci. Majac na
wzgledzie zdania ustalonego jezyka L, mowimy, ze:

Zdanie A jest wyprowadzalne ze zbioru zdan X (wedlug regul R) (symbolicznie:
X kg A) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowdd zdania A na podstawie zdan X
(wedtug regut R).

! Sformutowana przezed w dziele Logische Syntax der Sprache (1931), ktére odegralo istotng role
w rozwoju logicznej teorii jezyka. Cytuje wg przektadu polskiego B. Stan os z, Logiczna skiadnia jezyka,
PWN, Warszawa 1995, s. 79.
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W praktyce, rachunki logiczne uwazamy za ,,r6zne logiki” tylko wtedy, gdy odpowia-
dajg im rdzne relacje wyprowadzalnosci.

Odwotujac sie do relacji wyprowadzalnosci, mozemy charakteryzowac role poszcze-
gblnych wyrazen i identyfikowac symbole jako petniace te sama role w réznych rachun-
kach, niezaleznie od ich postaci graficznej. Jesli — na przyktad — w jezyku L mamy
spojniki A i =, a relacja wyprowadzalnosci ma wlasnosci nastepujace:

{A,B}r ANB,{AAB} A, {AAB) g B,
(A = B,A)FpB,jezeliX U{A} Fp B,to X Fr A = B,

to symbole A i = identyfikujemy, kolejno, jako znak koniunkcji i znak implikacji, czyli
jako odpowiedniki spojnikow takich jak ,,i” oraz ,,jezeli..., to” wystepujacych w jezykach
naturalnych.

Z definicji pojecia dowodu przytoczonej w poprzednim wyktadzie wynika, ze wszyst-
kie relacje wyprowadzalnos$ci maja pewne charakterystyczne wlasnosci, a mianowicie:

(1) zwrotnosé: jezeliA € X, t0 X g A,

(2) monotonicznosé¢: jezeli X C Y, to dla dowolnego A, jeSli X Fr A, to Y k¢ A,

(3) przechodnios¢: jezeli {B: X Fg B} Fpr A,to X Fg A,

(4) finitystycznosé: jezeli X kg A, to istnieje taki skoficzony zbiér Y C X, ze Y 5 A.

Zdania wyprowadzalne z danego zbioru zdafi X nazywa si¢ jego konsekwencjami,
a zbidr tych zdan oznacza symbolem Cng (X). Znak Cng nie oznacza relacji, lecz opera-
cje na zbiorach zdan. Zachodzi oczywiScie rownos¢:

Cng (X) = {B: X g B},
co pozwala przedstawione powyzej warunki (1)—(4) zredagowac¢ nastepujaco:

(1’) zwrotnosé: X € Cngr(X),

(2°) monotonicznosc: jezeli X C Y, to Cng (X) € Cng(Y),

(3’) przechodniosé¢: Cng (Cng (X)) € Cng (X),

(4) finitystycznosc: jezeli A € Cng(X), to istnieje taki skonczony zbior ¥ C X, ze
A € Cngr(Y).

Swoboda wyboru jezyka sformalizowanego i rachunku logicznego, o ktérej mowit
Carnap, jest w duzym stopniu ograniczona, gdy celem naszym jest formalizacja jakiej$
,roboczej wersji” pewnej teorii matematycznej. Musimy wowczas wybrac jezyk, na
ktory teoria ta daje si¢ przetozy¢ lub — mowiagc ostrozniej — w ktérym da si¢ mozli-
wie adekwatnie sparafrazowac. Wybierajac rachunek logiczny, nie musimy dobieraé
regut dowodzenia odpowiadajacych SciSle praktykowanym przez matematykéw krokom
dowodowym; wystarczy jesli zostanie odwzorowana odpowiadajagca im relacja wyprowa-
dzalnosci. Nasuwa si¢ pytanie: dlaczego mielibySmy te relacje odwzorowywac? Innymi
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stowy: dlaczego rachunek logiczny w jezyku sformalizowanym ma odpowiadac naszej
,logice praktycznej” manifestujacej si¢ w intuicyjnym doborze krokéw dowodowych? Od-
powiedzi, ze wlasnie takie a nie inne kroki dowodowe sg dla nas przekonujqce, zapewne
nie uznalibySmy za wystarczajaca. Rozwazmy dwa proste zdania:

(A) Istnieje liczba catkowita mniejsza od kazdej liczby catkowitej dodatniej.
(B) Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej istnieje liczba catkowita od niej mniejsza.

W praktyce dowodzenia chodzi nam niewatpliwie o to, aby na podstawie zdan praw-
dziwych mozna byto dowodzi¢ tylko zdan prawdziwych. Zdania (A) i (B) oba sa prawdzi-
we, zatem dlaczego sktonni jesteSmy dowodzi¢ (B) na podstawie (A), natomiast odrzucimy
dowdd (A) na podstawie (B)? Otéz uznajemy poprawnos¢ dowodu (B) na podstawie
(A) dlatego, ze zdanie (B) jest prawdziwe przy kazdej mozliwej interpretacji wystepuja-
cych tu wyrazen: liczba catkowita, liczba catkowita dodatnia, mniejsza od, przy ktorej
prawdziwe jest rowniez zdanie (A). GdybySmy dowodzili (A) na podstawie (B), warunek
ten nie bylby spelniony. Mozna si¢ o tym przekona¢ dobierajac stosowna interpretacje
wyszczegblnionych tu wyrazen, przy ktorej (B) jest prawdziwe, natomiast (A) fatszywe.

W spostrzezeniu powyzszym zawarta jest idea wynikania logicznego, ktora byta znana
juz Arystotelesowi. Jak wida¢ pojecie wynikania logicznego zwigzane jest nieodtacz-
nie z pojeciem prawdy i pojeciem mozliwej interpretacji wyrazen. Jest oczywiste, ze
zdaniom rozumianym jako pewne struktury graficzne lub ciaggi symboli mozna przypi-
sywac prawdziwos¢ (a takze fatszywos¢) tylko ze wzgledu na okreSlona, przypisang im
interpretacje, poniewaz wraz ze zmiang interpretacji zdanie prawdziwe niekiedy staje si¢
falszywe. W Swietle tego, co powiedzieliSmy o wynikaniu logicznym, aby przekona¢ sig,
ze wynikanie takie miedzy zdaniami zachodzi, nie wystarczy mie¢ na wzgledzie tylko
ich aktualng interpretacje, lecz rowniez wszystkie ich interpretacje mozliwe. Tkwi w tym
pewna trudnos¢. Gdy postugujemy sie jezykiem naturalnym, 6w zasob mozliwych inter-
pretacji nietatwo ogarna¢, totez w praktyce odwotujemy si¢ raczej do tajemniczej ,.intuicji
logicznej” wtasciwej kazdemu, chociaz w stopniu zréznicowanym. Zdolny matematyk
tym si¢ wsrdd zwyktych Smiertelnikow wyrdznia, ze posiada t¢ intuicje w stopniu niezwy-
kle wysokim. Kiedy postugujemy si¢ jezykiem sformalizowanym, z pomocg przychodzi
nam znajomos$¢ rachunku logicznego ,,dopasowanego” do wynikania logicznego.

Charakteryzujac jezyki i teorie sformalizowane, nie zajmowaliSmy si¢ tym, jak wyste-
pujace w nich zdania moga by¢ interpretowane. Dlatego wlasnie méwiliSmy o wyprowa-
dzalnosci (ktérg mozna zdefiniowa¢ za pomocg rachunku logicznego), a nie o wynikaniu
logicznym. Jezyki sformalizowane to jezyki niezinterpretowane; interpretacja jest czyms,
co musi im by¢ nadane z zewnatrz. Dowodzenie twierdzen w jezyku niezinterpretowa-
nym nie jest rozumowaniem (w psychologicznym tego stowa znaczeniu), nie wymaga
odwotywania si¢ do ,,intuicji logicznej”, jest tylko gra przebiegajaca wedtug ustalonych
regut, poréwnywalng do jednoosobowych gier bedacych rozrywka.

Aby pojecie wynikania logicznego moglto by¢ zastosowane do zdan jezyka sforma-
lizowanego, nalezy zatem okresli¢ petny zaséb dopuszczalnych interpretacji tych zdan.
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Chodzi tu o interpretacje globalna wszystkich zdan danego jezyka, co pozwala mowic
po prostu o interpretacji jezyka. Na czym taka interpretacja ma polegac, trudno wyjasnic,
majac na wzgledzie wszystkie mozliwe jezyki sformalizowane i dysponujac tylko bardzo
og6lna i abstrakcyjna charakterystyka jezyka, jaka przedstawiliSmy w poprzednim wy-
ktadzie. Mechanizm interpretacji pewnej konkretnej klasy jezykéw sformalizowanych
przedstawimy w jednym z nastepnych wyktadéw. Tutaj ograniczymy si¢ do uwagi, ze
aby zinterpretowa¢ wszystkie zdania danego jezyka (ktorych jest nieskoniczenie wiele),
nalezy zastosowac znang w matematyce metode rekurencji, wychodzac od zdan prostych,
a SciSlej — od elementarnych znaczacych sktadnikéw tych zdari i majac na wzgledzie
operacje prowadzace do wyrazen coraz bardziej ztozonych. Zdanie w okreSlony sposob
zinterpretowane jest, przy danej interpretacji, badZ prawdziwe, badz fatszywe, dlatego,
z chwila, gdy interpretacja wszystkich zdan jest ustalona, dana jest pewna funkcja Val
(funkcja waluacji, czyli wartoSciowania zdan), ktéra kazdemu zdaniu danego jezyka
przyporzadkowuje, ze wzgledu na dang interpretacje, jego warto$¢ logiczng (prawdy
badz falszu).

Oznaczmy zbior wszystkich dopuszczalnych interpretacji danego jezyka L symbolem
I (nie troszczac si¢ na razie o to, czym sg owe interpretacje). Oznaczajac — jak to jest
w zwyczaju — prawde jedynka a falsz zerem, zauwazymy, ze formuta Val;(A) = 1 stwier-
dza, ze zdanie A jest prawdziwe przy interpretacji I € I, natomiast formuta Val;(A) = 0
— ze zdanie A jest przy tej interpretacji falszywe. Interpretacje, przy ktérej zdanie A
(lub kazde zdanie nalezace do zbioru X) jest prawdziwe zwykto si¢ nazywac modelem
zdania A (zbioru zdafi X). Zbior wszystkich modeli zdania A i zbior wszystkich modeli
zbioru zdan X mozemy zdefiniowa¢ nastepujaco:

Mod(A) = {l € I: Val;(A) = 1},
Mod(X) = {I € I : dla dowolnego A € X,I € Mod(A)}.

Korzystajac z wprowadzonych oznaczen, mozna pojecie wynikania logicznego zdefi-
niowac nastepujaco:

Zdanie A wynika logicznie ze zdan X wtedy i tylko wtedy, gdy Mod(X) € Mod(A),
(czyli gdy zdanie A jest prawdziwe przy kazdej dopuszczalnej interpretacji, przy
ktorej prawdziwe sa wszystkie zdania nalezace do X).

Pojecie wyprowadzalnos$ci, poniewaz definiowane jest w terminach odnoszacych si¢
wylacznie do struktury wyrazef, jest pojeciem formalnym, natomiast pojecie wynikania
logicznego, poniewaz odwotuje si¢ do interpretacji wyrazen, jest pojeciem semantycznym.
Z uwagi na to, czego — jak zauwazyliSmy wczeSniej — oczekujemy od dowoddéw, poje-
cie wynikania jest w pewnym sensie wazniejsze. Pojecie wyprowadzalnosci jest bowiem
o tyle interesujace, o ile pokrywa si¢ zakresowo z pojeciem wynikania. Dostarcza nam
wowczas kryteridw, pozwalajacych stwierdzi¢ w sposob bardziej bezposredni i niezawod-
ny, ze wynikanie zachodzi. Pytanie, czy te dwa pojecia: wyprowadzalnoSci i wynikania
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logicznego pokrywaja si¢ — odnoSnie do pewnego jezyka i rachunku — zwane jest
zagadnieniem petnosci danego rachunku logicznego.

Jezyki sformalizowane konstruowane przez logikow tworzone sg zazwyczaj wedtug
podobnego schematu, chociaz réznig si¢ zasobem wyrazen i form skfadniowych. Stad
mowi si¢ o standardowej formalizacji lub jezykach standardowo sformalizowanych. Jak
juz zauwazyliSmy, w danym jezyku sformalizowanym moze ,,dziata¢” wiele rachunkow
logicznych. Zas6b mozliwych interpretacji danego jezyka roéwniez mozna zdefiniowac
rozmaicie. W badaniach logicznych czgsto punktem wyjscia jest rachunek (niekiedy
bardzo ,,wymyslny”), okreslajacy wtasciwa mu relacje wyprowadzalnosci. Jesli relacja ta
okaze si¢ z pewnych wzgledow interesujaca (na przyktad odpowiada pewnym rozumowa-
niom przeprowadzanym w jezyku naturalnym), logicy poszukuja dla niej odpowiednie;j
»semantyki”, czyli klasy mozliwych interpretacji, ktéra pozwoli zdefiniowac relacje wy-
nikania logicznego pokrywajacg si¢ z dang relacja wyprowadzalnosci. Bywa réwniez
odwrotnie. Dany jest wowczas jezyk sformalizowany i klasa jego mozliwych interpretacji
uchodzacych za ,,naturalne”, czyli zgodne z interpretacjami pewnych fragmentéw jezyka
naturalnego. W tej sytuacji dana jest réwniez relacja wynikania logicznego w owym
jezyku. Zadaniem logiki jest wowczas skonstruowac taki rachunek logiczny, aby zwiaza-
na z nim relacja wyprowadzalnoSci pokryta si¢ z dang relacja wynikania. Okazato si¢
— co jest zaskakujacym i waznym odkryciem — Ze dla pewnych bogatszych jezykéw
i pewnych naturalnych ich interpretacji, relacja wyprowadzalnoSci odpowiadajaca relacji
wynikania logicznego nie istnieje. To jedno z powazniejszych ograniczen, jakim pod-
lega formalizacja jezykow i teorii. O ograniczeniach tych bedzie mowa w wyktadzie
dziesigtym.






Wyklad siodmy

PRAWDA

W catej tradycji filozoficznej pojecie prawdy bylo centralnym, a zarazem bardzo ktopotli-
wym pojeciem epistemologii (teorii poznania). Fakt, ze pojecie prawdy (i przeciwstawne
mu pojecie falszu) zawsze budzito zainteresowanie, nie powinien dziwi¢ — wydaje si¢
ono niezbedne we wszystkich formach zycia spotecznego. W codziennej komunikacji
stuzacej celom praktycznym oczekujemy, ze dostarczane nam informacje bedg prawdziwe,
poniewaz informacje falszywe uwazamy za bezuzyteczne a nawet szkodliwe. Wymiar
sprawiedliwosci zada od nas, abySmy méwili ,,prawdg i tylko prawde”. Réwniez w nauce
zmierzamy — jak si¢ zdaje — do tego, by proponowane teorie byly prawdziwe.
Trudnos$ci zwiazane z pojgciem prawdy sg réznego rodzaju. Po pierwsze, pojecie
to jest trudne do sprecyzowania i w przesztosci filozofowie zadowalali si¢ wyjaSnienia-
mi ogblnikowymi i metaforycznymi, czemu sprzyjat rzeczownikowy charakter terminu
prawda'. W istocie chodzilo przeciez o to, aby wyijasnié, do czego sie stosuje i jaki
sens ma przymiotnik prawdziwy. Przymiotnik prawdziwy w sensie epistemologicznym?
uzywany jest w odniesieniu do przekonan (rozumianych jako stany umystu), do sgdow
(bedacych pewnymi obiektami abstrakcyjnymi, ktérych wyrazem moga by¢ zdania pew-
nego jezyka), badZ wreszcie do samych zdari. Wybor kazdego z tych odniesien nastrecza
pewne, w kazdym przypadku inne, problemy. Po drugie, nawet gdybySmy wiedzieli, na
czym polega prawdziwo$¢, uzytecznos¢ tego pojecia mozna zakwestionowac, utrzymujac,
ze nie dysponujemy kryterium prawdy, czyli jakas$ mniej lub bardziej og6élng metoda roz-
strzygania, co jest prawda, a co fatszem?. Po trzecie, swobodne postugiwanie si¢ pojeciem

I Sugerujacy, ze jest to jakis przedmiot lub stan rzeczy, do ktérego mozna zmierzaé. Jeszcze twérca
nowoczesnej logiki Gottlob Frege (1848-1925) utrzymywal, Ze pojecie prawdy jest niedefiniowalne i po-
stulowat istnienie dwu przedmiotéw oznaczanych terminami Prawda i Falsz, bedacych przedmiotowymi
odpowiednikami zdan oznajmujacych.

2 Niektorzy filozofowie, kontynuujgc tradycje scholastyczng, postuguja sie okresleniem prawdziwy
w sensie ontologicznym. Prawdziwo$¢ w tym sensie ma by¢ atrybutem przystugujacym wszystkiemu, co
istnieje.

3 Spory o to, co moze stanowié kryterium prawdy w réznych naukach (w szczegélno$ci w matematyce),
czy kryterium takie istnieje i czy moze by¢ niezawodne, trwajg od starozytnoSci. Juz wéwczas sceptycy
przedstawili trudng do odparcia argumentacje, ze kryterium takie nie istnieje, a nawet gdyby istniato, nie
datoby si¢ zastosowac.
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prawdy rodzi antynomie, tj. pozwala z niekwestionowanych przestanek wyprowadzié
dwa zdania sprzeczne. Najstarsza z nich, zwana antynomig Eubulidesa przedstawia si¢
nastepujaco (w wersji nieco uwspoétczesnione;j).

Rozwazmy zdanie: Teraz mowie nieprawde. Nie jest to (przynajmniej na pozor)
zdanie pozbawione sensu, a zatem powinno by¢ prawdziwe badZ nieprawdziwe. Jed-
nakze zalozenie, ze jest ono prawdziwe, prowadzi do wniosku, Ze jest nieprawdziwe,
a zalozenie, ze jest nieprawdziwe — do wniosku, ze jest prawdziwe. Wynika stad, ze
jest to zdanie zarazem prawdziwe i nieprawdziwe.

Podobnych antynomii mozna sformutowaé dowolnie wiele, a jedna z nowszych przed-
stawia si¢ nastepujaco: Zatézmy, ze na jednej stronie kartki napisano zdanie: Zdanie
na odwrotnej stronie tej kartki jest fatszywe, natomiast na drugiej stronie tejze kartki
zdanie: Zdanie na odwrotnej stronie tej kartki jest prawdziwe. Sa to zdania poprawnie
zbudowane (z punktu widzenia sktadni polskiej), a takze ich sens zdaje si¢ nie budzic¢
watpliwosci. Tymczasem zaktadajac jedno z nich, dowodzimy (korzystajac z drugiego)
czego$ przeciwnego, co oznacza udowodnienie dwoch zdar sprzecznych.

TrudnoSci, o ktérych byta mowa powyzej zwiazane sg z tzw. klasycznym pojeciem
prawdy rozumianym jako ,,zgodno$¢ z rzeczywistoScig”. Te oraz inne trudnoSci sktaniajg
pewnych filozoféw do zastapienia klasycznego pojecia prawdy jakim§ innym pojeciem*
lub do rezygnacji z pojecia prawdy w ogole.

Pierwsza powazng probe sprecyzowania pojecia prawdy w odniesieniu do zdar pod-
jat w latach trzydziestych XX wieku polski logik Alfred Tarski’. W punkcie wyjscia
rozwazal on mozliwo$¢ zdefiniowania wyrazenia zdanie prawdziwe w jezyku naturalnym,
w odniesieniu do zdan tego jezyka, do ktorego wyrazenie to nalezy (na przyktad do
jezyka polskiego). Doszedl do wniosku, ze skoro zdanie ma by¢ prawdziwe (w sensie
klasycznym) wtedy, gdy ,,jest tak, jak to zdanie glosi”, to z adekwatnej definicji wyrazenia
zdanie prawdziwe powinny wynika¢ wszystkie réwnowaznosci, ktére mozna otrzymac ze
schematu:

(T) x jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy p — przez podstawienie za p
konkretnego zdania, a za x — jego nazwy.

Przyktadem takiej rownowaznoSci jest zdanie:
(1) ,.Snieg jest bialy” jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy $nieg jest bialy.

Ktopot z tym, ze réwnowaznosci takich jest tyle, ile jest zdain w jezyku, a zatem
(teoretycznie) nieskoriczenie wiele, tymczasem poszukiwana definicja powinna wszyst-
kie takie zdania aksjomatyzowac. Tarski pokazat, ze w pewnych przypadkach jest to
mozliwe pod warunkiem, ze dysponujemy Scista rekurencyjna definicjg zbioru zdan

4 Na przyktad koherencyjnym pojeciem prawdy jako zgodnosci z pewnym juz uznanym systemem wie-
dzy lub pragmatycznym pojeciem prawdy przystugujacej przekonaniom, ktérych posiadanie jest korzystne.

> Przedstawit jg w pracy Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, Warszawskie Towarzystwo
Naukowe, Warszawa 1933.
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rozwazanego jezyka, jednakze stwierdzit rOwniez, ze w zastosowaniu do zdan jezyka
naturalnego Scista definicja pojecia zdania prawdziwego nie jest mozliwa przede wszyst-
kim z uwagi na mozliwos$¢ formutowania w takim jezyku antynomii semantycznych®.
Zrédtem tych antynomii jest fakt, iz w kazdym jezyku naturalnym mozna formutowac
zdania, ktore mowia co$ o wyrazeniach tegoz jezyka. W wiekszosci przypadkow jest to
nieszkodliwe (np. gdy gramatyke jezyka polskiego formutuje si¢ w jezyku polskim), lecz
w pewnych przypadkach (gdy méwiac o wyrazeniach, uzywamy poje¢ semantycznych)
umozliwia sformutowanie antynomii.

Jako spos6b zapobiegania antynomiom Tarski zaproponowat oddzielenie jezyka przed-
miotowego od metajezyka. Rozréznienie to jest dzi§ powszechnie stosowane i odgrywa
istotng role w metamatematyce. W jezyku przedmiotowym mozemy mowic¢ o wszystkim
z wyjatkiem wyrazen tegoz jezyka i tym, co si¢ z nimi wigze; istotnym wyposazeniem
metajezyka (ktory jest nim ze wzgledu na dany jezyk przedmiotowy) jest to wszystko, co
pozwala méwi¢ o wyrazeniach danego jezyka przedmiotowego, jak rowniez o tym, do
czego te wyrazenia si¢ odnosza.

Z dociekan Tarskiego wynikato, ze jesli nie chcemy pozbawia¢ jezykéw naturalnych
ich ,,naturalnego” charakteru i swoistej uniwersalnosci (tj. mozliwosci méwienia za ich
pomocy ,,0 wszystkim”), to Scista i wolna od sprzecznosci definicja zdania prawdziwego
moze odnosic si¢ wylacznie do zdan jezykow sformalizowanych. W slynnej rozprawie
z 1933 r. Tarski dostarczyt przyktadu takiej definicji dla wzglednie prostego jezyka
sformalizowanego, a takze wskazal metode konstrukcji analogicznej definicji dla jezykow
bardziej skomplikowanych.

Jest oczywiste, ze zdanie rozumiane jako napis badZ ciag symboli moze by¢ praw-
dziwe (wzglednie falszywe) tylko wtedy, gdy wigzemy z nim pewng interpretacje, ktora
zazwyczaj nazywamy znaczeniem zdania. Znaczenie przypisujemy tez pewnym sktadni-
kom zdan, a w przypadku jezykéw sformalizowanych zaktadamy, ze znaczenie zdania
(badZ innego wyrazenia ztozonego) jest zdeterminowane przez jego strukture sktadniowg
i znaczenia jego sktadnikéw elementarnych’.

Tarski byl Swiadom tego, ze prawdziwos$¢ zdania zalezy od jego interpretacji, totez
zastrzegal, iz jego definicja stosuje si¢ do jezykow, w ktorych wyrazenia maja ,,cat-
kiem konkretne i zrozumiate dla nas znaczenie”. Jednakze pojecia znaczenia Tarski
nie zdefiniowat i jeszcze dziS jest to pojecie dla teorii jezyka kiopotliwe. Na szczeScie,
w przypadku wszystkich interpretacji wyrazen, ktére spotykamy w matematyce i naukach
przyrodniczych, pojecie znaczenia moze by¢ zastapione prostszym pojeciem denotacyi.
Denotacja wyrazenia nazywamy obiekt, do ktérego wyrazenie to — zgodnie z przyjeta
umowa — odnosi si¢. W przypadku jezykéw teorii matematycznych sg to — zaleznie od
rodzaju wyrazen, ktére mamy na uwadze — obiekty traktowane jako indywidua, zbiory,

6 Ktérych przyktadem jest antynomia Eubulidesa. Antynomie semantyczne wigzg si¢ nie tylko z poje-
ciem prawdy, lecz réwniez z innymi tzw. pojeciami semantycznymi, charakteryzujacymi stosunki miedzy
wyrazeniami a przedmiotami, do ktérych si¢ odnosza.

7 Jest to zasada, pozwalajgca przyporzadkowaé znaczenia wszystkim wyrazeniom o dowolnym stopniu
zlozonosci (ale poprawnie zbudowanym), wychodzac od ich skfadnikéw najprostszych.
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relacje badz funkcje. Mozliwos¢ zastgpienia pojecia znaczenia pojeciem denotacji za-
chodzi wowczas, gdy wartoS¢ logiczna zdan (tj. ich prawdziwos¢ wzglednie falszywos¢)
zalezy wylacznie od denotacji elementarnych sktadnikéw zdan. Oznacza to, ze warto$¢
logiczna zdania nie zmieni si¢, ilekro¢ zastapimy w nim jakie§ wyrazenie innym, ale
o tej samej denotacji. TozsamoS¢ znaczenia nie jest tu wymagana. (Znaczenie to co$
wiecej niz denotacja, w tym sensie, ze wyrazenia o tej samej denotacji moga réznic si¢
znaczeniem).

Gdy wartos¢ logiczna wszystkich zdafi danego jezyka zalezy wytacznie od denotacji
elementarnych sktadnikéw tych zdaf, to méwimy o interpretacji ekstensjonalnej® tego
jezyka. W takim przypadku nasze przeSwiadczenie, iz wartoS¢ logiczna zdan zalezy od
ich interpretacji, uzyskuje sens nieco bardziej okreSlony: wartosc logiczna zdan zalezZy
wylqcznie od funkcji przyporzqdkowujqcej denotacje elementarnym sktadnikom zdan.
Jednakze stwierdzenie to rowniez nie jest catkiem Sciste. Na ogét, gdy denotacja pewnego
wyrazenia jest zbiorem, musimy wiedzie€, co jest dopelnieniem tego zbioru, a w tym
celu musimy wskazaé pewien zbidr, ktdry traktujemy jako zbior petny (uniwersalny). Jest
to absolutnie konieczne, gdy nie wszystkim elementarnym sktadnikom zdan przypisujemy
okreslone denotacje, lecz niektore z nich traktujemy jako zmienne, jak to ma miejsce we
wszystkich bogatszych jezykach sformalizowanych. Zmienne nie denotuja przedmiotow,
lecz reprezentujq dowolne elementy zbioru uniwersalnego lub innych zbioréw.

W Swietle powyzszych uwag, w przypadku interpretacji ekstensjonalnej danego
jezyka warto$¢ logiczna jego zdan zalezy od uktadu:

I =(U, A),

gdzie U jest niepustym zbiorem przedmiotow, ktdre moga by¢ wartoSciami zmiennych,
natomiast A — funkcja przyporzadkowujacg denotacje elementarnym sktadnikom zdan
traktowanym jako state. Ukltad taki bedziemy nazywali interpretacjq danego jezyka,
chociaz czeSciej mowi sie tu o modelu jezyka. My stowa model bedziemy uzywacé tylko
w kontekscie model zdania (jak réwniez — w sensie pochodnym — w kontekScie model
teorii). Jak wiemy z poprzedniego wyktadu, modelem zdania jest taka interpretacja, przy
ktdrej zdanie to jest prawdziwe. Nakladajac na zbiér U oraz na funkcje A odpowiednie
warunki, mozemy zdefiniowaé rézne klasy mozliwych interpretacji danego jezyka, co
— jak juz wiemy — pozwala zdefiniowaé pojecie wynikania logicznego.

W tym miejscu warto zastanowi¢ si¢ nad tym, co mamy na mysli, méwiac, ze wartoS¢
logiczna zdania zalezy od interpretacji; czy zalezy w tym sensie, jak energia kinetyczna
zalezy od predkoSci (czyli zmienia si¢ w czasie wraz z predkoScia), czy raczej tak, jak
predkosc¢ zalezy od uktadu odniesienia. W tym drugim przypadku chodzi — jak wiado-
mo — o to, ze pojecie predkoSci ma charakter wzgledny, tj. wymaga relatywizacji do
uktadu odniesienia. Podobnie jest z pojeciem prawdy (i falszu); powiedzenie, ze pewien
cigg symboli jest po prostu prawdziwy, jest pozbawione sensu, natomiast prawdziwos$¢
moze mu by¢ przypisana ze wzgledu na pewngq interpretacje. Pojecie prawdy orzekane

8 Stowo ekstensja uzywane jest na ogét jako synonim stowa denotacja.
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o zdaniach wymaga wi¢c jakiejs relatywizacji; moze to by¢ relatywizacja do interpretacji
jezyka rozumianej tak, jak scharakteryzowaliSmy ja powyzej.

Pojecie prawdy zrelatywizowane do interpretacji (inaczej: modelu jezyka) pojawito
si¢ w pracach Tarskiego i jego wspdtpracownikéw dopiero w latach pieédziesiatych
XX wieku. Natychmiast tez stalo si¢ waznym narzedziem badan metamatematycznych
w zakresie tzw. teorii modeli®. Jak wiadomo, kwestia, ktéra to sposréd mozliwych inter-
pretacji jezyka danej teorii matematycznej jest jego interpretacja ,,wtasciwg” wzglednie
,haturalna”, nie jest dla matematyka sprawg szczegélnie istotng (zdaniem niektorych,
w ogole nie powinno to matematykow interesowac). Jedynie w przypadku pewnych teorii
(np. arytmetyki) matematycy staraja si¢ odréznic tzw. modele standardowe od pozostalych.
Natomiast korzystajac z tego, ze interpretacje sa tworami teoriomnogoS$ciowymi, mozna
w metamatematyce bada¢ r6zne modele i klasy modeli poszczegdlnych teorii. Pojecie
prawdy zrelatywizowane do interpretacji jezyka teorii jest w tych badaniach pojeciem
kluczowym. Jak takie pojecie mozna zdefiniowaé w odniesieniu do zdan konkretnego
jezyka, pokazemy w nastepnym wyktadzie.

Pojecie prawdy, ktore Tarski staral si¢ zdefiniowaé w rozprawie z 1933 r. miato nieco
inny charakter. Bylo to pojecie zrelatywizowane do jezyka, ktérego wyrazenia majg — jak
juz cytowaliSmy — ,,catkiem konkretne i zrozumiate dla nas znaczenie”. Wtasnie wspo-
mniana rozprawa i przedstawiona w niej definicja stata si¢ przedmiotem szczegdlnego
zainteresowania filozoféw, tym bardziej, ze Tarski nie ukrywal, Ze jego zamiarem jest
sprecyzowanie epistemologicznego pojecia prawdy. Zdaniem wielu filozoféw, definicja
ta nie spetnia ich oczekiwan z réznych powodéw. Niektorzy pragneliby zapewne uniknac
wszelkiej relatywizacji pojecia prawdy, a zatem nie stosowac tego pojecia do tworéw
jezykowych takich jak zdania, lecz raczej do abstrakcyjnych ,,sadéw” lub stanéw umystu.
Z kolei inni utrzymuja, ze pojecie prawdy nie zostato tu nalezycie wyjasnione, poniewaz
proponowana definicja nie jest ogdélna, lecz odnosi si¢ zawsze do konkretnego jezyka.
Watpliwosci budzi tez pojecie jezyka, ktorym postuguje sie Tarski w nieformalnych
komentarzach, nie starajac si¢ go sprecyzowac. Pojawia si¢ problem, kiedy to z wyra-
zeniami jezyka wigzemy ,,catkiem konkretne i zrozumiate dla nas znaczenie” i rodza
si¢ watpliwosci, czy w ogole jest to mozliwe. Te z kolei sktaniajg pewnych filozoféw do
eliminacji pojecia prawdy z refleksji nad nauka, jako pojecia, ktére niczego nie wyjasnia,
i zastgpienia go pojeciem ,,racjonalnej akceptowalnoSci” hipotez i teorii. Zazwyczaj
utrzymuja oni, ze reguly, ktére decyduja o ich akceptowaniu, sa historycznie zmienne.
Podejscie takie ma jeden podstawowy mankament: nie potrafi wyja$ni¢ linearnego wzro-
stu naszej wiedzy, ktéry mozna wyjas$ni¢ wtasnie ,,zmierzaniem do prawdy”. Oczywiscie,
pojecie prawdy wystepujace w tym kontek$cie wymaga dalszych analiz.

UzytecznoS¢ pojecia zdania prawdziwego zrelatywizowanego do interpretacji ro-
zumianej tak, jak to przedstawiono powyzej, nie jest kwestionowana, przynajmniej na
gruncie metamatematyki. Natomiast jego uzyteczno$¢ w refleksji nad teoriami z dziedzi-
ny nauk empirycznych jest przedmiotem sporu.

9 Jest to obecnie najbardziej zaawansowana dziedzina badan metamatematycznych.
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JEZYKI ELEMENTARNE I ICH INTERPRETACJE

W celu lepszego zrozumienia pojec i zagadnienn omowionych w trzech poprzednich wy-
ktadach, przedstawimy tu sformalizowany jezyk pewnej konkretnej teorii matematycznej
i zasob jego mozliwych interpretacji. Teoria, ktérg mamy na wzgledzie, to elementar-
na teoria liczb naturalnych. Bedziemy ja nazywaé po prostu arytmetykq i oznaczaé
symbolem AR, natomiast jej jezyk — symbolem Lg.

Jak wiemy, fundamentem jezyka sformalizowanego jest jego alfabet. W omawianym
przypadku sktadaja si¢ nan przede wszystkim symbole logiczne: - (negacji), =
(implikacji), A (koniunkcji), v (alternatywy), < (réwnowaznosci), = (identycznosci),
¥ (kwantyfikatora ogdélnego), 3 (kwantyfikatora egzystencjalnego). Liste t¢ uzupelniajg
znaki swoiScie arytmetyczne: 0, <, +, -, S (znak operacji nast¢pnika). Skoro w jezyku Lag
mamy kwantyfikatory, niezb¢dna jest rowniez obecno$¢ zmiennych
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ktére majg by¢ wigzane kwantyfikatorami. Sg istotne powody, aby zmiennych takich byto
nieskoriczenie wiele!. Skoro tak, to nie mozemy ich wszystkich zaliczy¢ do alfabetu,
poniewaz ustaliliSmy, ze alfabet ma by¢ zbiorem skoficzonym. Dlatego zmienne musimy
uwazac¢ za wyrazenia ztozone, na przyktad z litery v i odpowiedniej liczby apostroféw.
Do alfabetu zaliczymy woéwczas tylko dwa symbole: liter¢ v i apostrof ’. Zmiennymi
bedg wowczas wyrazenia:

W praktyce zamiast wielu apostrofow bedziemy oczywiscie korzysta¢ z subskryptow
liczbowych, jak to uczyniliSmy powyzej. Jak w wiekszoSci jezykow sformalizowanych,
do alfabetu dodamy jeszcze par¢ nawiaséw (lewostronny i prawostronny), niezbednych
dla zapewnienia strukturalnej jednoznacznosci wyrazen ztozonych.

I Liczba zmiennych wystepujacych w kazdym konkretnym wyrazeniu (na przyktad zdaniu) jest oczy-
wiScie skoficzona i — w praktyce — niezbyt duza. GdybySmy jednak postanowili, Ze nie moze ona prze-
kraczac¢ okreSlonej liczby n, skomplikowalibySmy pojecie dowodliwosci (wyprowadzalnoSci), poniewaz
mogloby si¢ okazad, ze kazdy dowdéd pewnego zdania o #» zmiennych wymaga przestanek o wickszej
liczbie zmiennych.
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Wsréd symboli sktadajacych sie na alfabet danego jezyka wyrdzniamy zazwyczaj
symbole strukturalne i deskryptywne. Podzial ten jest w pewnym stopniu konwencjo-
nalny; najczesciej do strukturalnych zaliczamy nawiasy i symbole logiczne, natomiast
do deskryptywnych — symbole specyficzne teorii, ktérag w danym jezyku zamierzamy
sformutowac. Cecha wyrdzniajaca symboli deskryptywnych jest to, iz przypisujemy im
denotacje, natomiast symbole strukturalne maja nam umozliwi¢ odréznianie od siebie
wyrazen, ktérym chcemy przypisac r6zng strukture, chociaz utworzone sg z tych samych
symboli deskryptywnych, wystepujacych w tym samym porzadku.

Zmierzajagc do zdefiniowania zbioru zdan jezyka L,gr, wyjasnimy wpierw, jakie
wyrazenia tego jezyka sg jego formutami nazwowymi. Ustalmy, ze:

(i) symbol O oraz wszystkie zmienne vy, ..., v, ..., s3 formutami nazwowymi,
(ii) jezeli wyrazenia ¢ i B sa formutami nazwowymi, to rOwniez wyrazenia S(a),
(a + B), oraz (a - B) sa formutami nazwowymi.

Warunki (i) i (ii) tworza tu tzw. definicj¢ indukcyjna, ktéra w znany spos6b mozna
przerobié na definicje normalng zbioru formut nazwowych. W podobny spos6b charakte-
ryzujemy zbidr formut zdaniowych?:

(i) jezeli wyrazeniaai B sg formutami nazwowymi, to wyrazenia (¢ < )i (o = )
sg formutami zdaniowymi,
(ii) jezeli a jest formutg zdaniowa, to wyrazenia —(a), Yv;(a), 3v;(a) sa rOwniez
formutami zdaniowymi,
(iii) jezeli a i B sg formulami zdaniowymi, to wyrazenia (¢ = ), (a A B),
(a v p)oraz (a < ) saréwniez formutami zdaniowymi.

Przedstawione tu wyjasnienia nie sg catkiem Sciste i wymagaja komentarza. Po pierw-
sze, dotyczg one jezyka Ly, ale sformulowane sg w jego metajezyku: litery greckie
a i f wystepuja tu jako zmienne reprezentujace dowolne wyrazenia jezyka L.
Po drugie, symbole jezyka Lyg wystepuja tu w innej roli niz w jezyku Log — sa po
prostu wlasnymi nazwami; dlatego np. napis (a = ) nalezy rozumie¢ jako ,,wyrazenie
utworzone z nastepujacych po sobie: nawiasu lewostronnego, wyrazenia «, znaku =,
wyrazenia f i nawiasu prawostronnego’.

Jezyk Lagr jako jezyk arytmetyki ma pewng ,naturalng” interpretacje, chociaz
— wbrew potocznemu mniemaniu — nie da si¢ powiedziec, ze jest to interpretacja jedno-
znacznie okreslona’. Jednakze naszym zadaniem bedzie zdefiniowanie nie jakiejs interpre-

2 Pojecie formuly zdaniowej ma szerszy zakres niz pojecie zdania; zdaniami nazywamy tu tylko takie
formuty zdaniowe, w ktérych nie wystepuja zmienne wolne, czyli nie zwigzane zadnym kwantyfikatorem.

3 Przy tej naturalnej interpretacji zmienne majg reprezentowaé liczby naturalne, jednakze na pytanie,
jakie to przedmioty sa liczbami naturalnymi, mozna udzieli¢ réznych odpowiedzi, przy czym zadna z nich
nie jest bardziej ,,naturalna” od pozostatych.



55

tacji wyroznionej, lecz klasy mozliwych interpretacji jezyka Lg. Jak wiemy z poprzed-
niego wyktadu, interpretacja jezyka sformalizowanego jest uktad postaci I = (U, A)
spetniajacy okreslone warunki. Pamigtamy, ze U ma tutaj by¢ niepustym zbiorem, nato-
miast A — funkcja przyporzadkowujacg elementarnym sktadnikom zdan ich denotacje.
Tymi elementarnymi sktadnikami sa zawsze symbole zaliczane do deskryptywnych,
a wiec w przypadku jezyka Ly sa to symbole specyficzne arytmetyki, czyli: 0, S, <,
+, -. Przypisywane im denotacje sa zawsze przedmiotami odpowiedniego typu* okre-
Slonego relatywnie do zbioru U. Wyrazenia, ktérych denotacje sa tego samego typu
zaliczamy do tej samej kategorii semantycznej. W jezyku L g mamy do czynienia z na-
zwa indywiduowg 0, predykatem dwuargumentowym <, funktorem nazwotwdrczym
jednoargumentowym S i dwoma funktorami nazwotwoérczymi dwuargumentowymi + i -.
Sa to wszystkie kategorie semantyczne wyrazen, jakie w tym jezyku wystepuja. W tej
sytuacji klase mozliwych interpretacji jezyka L g charakteryzujemy nastepujaco:

Uktad I = (U, A) jest mozliwg interpretacja jezyka Lg wtedy i tylko wtedy, gdy U
jest niepustym zbiorem, natomiast A — funkcja, ktérej dziedzing jest zbior {0, S,
<, +, -}, a jej wartoSci spelniajg warunki nastepujace:

() A(0) e

(i) A(<) e 2UXU
(iii) A(S) e UY
(iv) A(+) e UYXU
(v) A(-) e UV*U

Wynika stad, ze 0 denotuje zawsze okreSlony element zbioru U, znak < — dwuczlo-
nowa relacje w tym zbiorze, ponadto S — jednoargumentowa, zas + i - — dwuargumen-
towe funkcje o argumentach i wartosciach ze zbioru U.

Aby wyjasni¢, kiedy pewna formuta zdaniowa jezyka L,r jest prawdziwa przy danej
interpretacji /, dogodnie jest wprowadzi¢ wpierw dwa pojecia pomocnicze: pojecie wa-
luacji zmiennych i wartosci semantycznej wyrazenia przy danej waluacji zmiennych.
Waluacja (inaczej: wartoSciowaniem) zmiennych nazywamy przypisanie wszystkim
zmiennym jednoczes$nie pewnych wartosci. W rozwazanym przypadku bedg to zawsze
przedmioty nalezace do U, zatem konkretng waluacje zmiennych v, ..., v, ... mozna
utozsamic¢ z nieskoficzonym ciggiem ¢ = (cy, ..., ¢,, ...) utworzonym z elementéw U.

Ustalmy, ze symbolem c(i/u) oznaczamy ciag otrzymany z ciagu c przez zastapienie
i-tego wyrazu elementem u ze zbioru U. Warto$¢ semantyczna wyrazenia jest w pewnym
sensie rozszerzeniem pojecia denotacji na wyrazenia zlozone, lecz w przeciwienstwie
do denotacji jest zrelatywizowana do waluacji zmiennych. Warto$¢ semantyczng danego

4 Pojecie typu nawigzuje tu do prostej teorii typéw, o ktérej byta mowa w wyktadzie trzecim. Réznica
polega na tym, ze typy przedmiotéw okreslamy nie wzgledem zbioru indywiduéw, lecz w stosunku do
dowolnego, lecz ustalonego niepustego zbioru przedmiotéw dowolnych.
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wyrazenia «a (ze wzgledu na waluacje ¢) oznaczamy symbolem W, («a). W przypadku
jezyka L g, definicja indukcyjna pojecia wartoSci semantycznej przedstawia si¢ nastepu-

jaco:

i) We(v)) =c,
(ii) jezelia € {0, <, S, +, -}, to W.(a) = A(a),
(iii) jezeli a i p sa formutami nazwowymi, to:
W, (S(a)) = A(S)(We(a)),
Wela + B) = A(+) (Wo(a), We(B)),
Wc(a : ,B) = A()<Wc(a)’wc(ﬁ))’
(iv) jezeli a i B s3 formutami nazwowymi, to:
W.(a < B) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy W, (a)A(<) W.(B),
(v) jezeli a jest formutg zdaniowa, to:
W.(-a) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy W, (a) =0,
W, (Vv;(a)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy dladowolnegou € U, W, ;) (@) = 1,
W, (3v;(a)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie u € U, W/, (@) = 1,
(vi) jezeli a i B sg formutami zdaniowymi, to:
W.(a = p) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy W, (a) = 0 lub W.(p) =1,
W.(a A B) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy W.(a) = 11 W, (B) =1,
W.(a v ) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy W.(a) = 1 lub W.(8) =1,
W.(a < p) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy W.(a) = 1i W, (B) = 1 1ub
We(a) =01 W(p) = 0.

PrzyjeliSmy tu umownie — jak wida¢ — ze wartoSciami semantycznymi formut
zdaniowych sg 1 badz 0, stosowane zazwyczaj jako symbole prawdy i falszu. Powiemy
zatem, ze formuta zdaniowa « jest prawdziwa przy wartoSciowaniu zmiennych c, gdy jej
warto$¢ semantyczna przy tym wartoSciowaniu jest jedynka.

Jednakze pojecie prawdziwoSci mozna uwolni¢ od relatywizacji do warto$ciowania
zmiennych. Mozna wykaza¢, ze realna zalezno$¢ prawdziwos$ci formuty zdaniowej od
wartoSciowania zmiennych zachodzi tylko wtedy, gdy wystepuja w niej tzw. zmienne
wolne, ale wtasnie wtedy formute uwazamy za prawdziwg (bez relatywizacji), gdy jest
prawdziwa przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych’. Formuly zdaniowe, ktére nie zawie-
rajg zmiennych wolnych, zwane zdaniami domkni¢tymi lub po prostu zdaniami, sg albo
prawdziwe przy wszystkich wartoSciowaniach, albo przy wszystkich falszywe. Zatem
o dowolnych formutach zdaniowych mozna méwic, ze sg prawdziwe zawsze i tylko wtedy,
gdy sg prawdziwe przy wszystkich wartoSciowaniach zmiennych.

Zdefiniowane powyzej pojecia: wartoSciowania zmiennych, wartoSci semantycznej
wyrazen oraz pochodne w stosunku do nich pojecie prawdziwosci stosuja si¢ wylgcznie

> Jest to zgodne z obyczajem przyjetym w matematyce, gdzie kwantyfikatory ogélne poprzedzajace
calg formule zdaniowa na og6t si¢ pomija i uwaza si¢ ja za prawdziwa, gdy jest prawdziwa przy kazdym
warto$ciowaniu zmiennych.
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do wyrazen jezyka L,g, chociaz pojecia te moga by¢ zdefiniowane w podobny sposéb
w odniesieniu do innych jezykéw sformalizowanych. Zauwazmy, ze definiujac wspo-
mniane pojecia, odwotywali§my sie czesto do zbioru U oraz funkcji A, a tym samym
do interpretacji I = (U, A), co wskazuje na to, Ze pojecia te sg w istocie zrelatywizo-
wane do moZzliwych interpretacji jezyka L,g. Relatywizacje t¢ pomijaliSmy wyltacznie
dlatego, aby nie przeciazac i tak juz skomplikowanej symboliki. Kiedy uwalniamy si¢
od relatywizacji do warto§ciowania zmiennych, pozostaje tylko wspomniana powyzej
relatywizacja do interpretacji. Pojecie prawdy, ktére ostatecznie zdefiniowaliSmy, jest
zatem pojeciem prawdziwosci zdania (ogdlniej: formuly zdaniowej) ze wzgledu na jedng
z mozliwych interpretacji danego jezyka, rozumiang jako uktad postaci I = (U, A).
Kiedy w matematyce mowi sie, ze jakie$ zdanie jest prawdziwe ,,po prostu” (czyli bez
wskazania relatywizacji), chodzi zazwyczaj o prawdziwos$¢ ze wzgledu na ,,standardowg”
interpretacje danego jezyka. Na przyktad gdy méwimy, ze zdanie jezyka Lpg:

S(S(0)) +S(S(0)) = S(S(S(S(O))))6

jest prawdziwe, to twierdzimy w istocie, ze zdanie to jest prawdziwe przy takiej interpre-
tacji jezyka L g, w ktdrej O denotuje @ (zbidr pusty), natomiast S — operacje nastepnika
zbioru X, zdefiniowang jako X U {X}.

Zdefiniowane jak powyzej pojecie prawdy jest semantycznym pojeciem prawdy. Utrzy-
muje sie, ze ma ono wiele wspdlnego z filozoficznym klasycznym pojeciem prawdy i jest
wynikiem jego precyzacji. Zdarza si¢, ze pewien matematyk pojmuje pojecie prawdy
inaczej, okreSlajac tym mianem zdania, ktére zostaty udowodnione na podstawie ak-
sjomatéw jakiej$ teorii. Ot6z istnienie dowodu oznacza jedynie, ze zdanie to wynika
logicznie z aksjomatow danej teorii, a wigc jest prawdziwe przy kazdej interpretacji
jezyka teorii, przy ktorej prawdziwe sg jej aksjomaty. GdybySmy oSwiadczenie wspo-
mnianego matematyka rozumieli dostownie, oznaczatoby ono, ze relatywizuje on pojecie
prawdy do teorii (danej przez zbior aksjomatow i jakieS reguty dowodzenia). Bytoby to
porzucenie klasycznej koncepcji prawdy na rzecz koncepcji koherencjonistycznej (prawda
jako zgodno$¢ z systemem). Nastepstwem tego jest odrzucenie metalogicznej zasady
wylaczonego Srodka (gloszacej, ze z dwdch zdan sprzecznych jedno jest prawdziwe),
poniewaz wszystkie powazniejsze teorie matematyczne sg niezupelne, co oznacza, iz
pewne zdanie jak réwniez jego negacja nie sg twierdzeniami teorii’.

W tytule tego wyktadu uzyliSmy okreslenia ,,jezyki elementarne”, ktére domaga si¢
wyjasnienia. OkreSlenie to jest dwuznaczne; rozréznia si¢ jezyki syntaktycznie elemen-
tarne i semantycznie elementarne (jak rGwniez syntaktycznie i semantycznie nieelemen-
tarne). Jezyk nazywamy syntaktycznie elementarnym, gdy nie wystepuja w nim zmienne

6 Jest to ,,donioste” twierdzenie matematyczne, (czesto cytowane przez filozoféw jako przyktad ,,prawdy
koniecznej”), iz 2 + 2 = 4, bowiem S(S(0)) = 2, za S(S(S(S(O)))) _ 4,

7 Wynika to z twierdzenia K. Godla, o ktérym bedzie mowa w wyktadzie dziesigtym.
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o charakterze predykatéw lub funktoréw badz wprawdzie zmienne takie wystepuja, ale
nie sg wigzane kwantyfikatorami; w przeciwnym przypadku méwimy, ze jezyk jest syn-
taktycznie nieelementarny. Natomiast kwalifikujac jezyk jako semantycznie elementarny
lub nieelementarny, bierzemy pod uwage klas¢ jego mozliwych interpretacji. Pojecia te
sg bardziej skomplikowane, poniewaz semantyczna nieelementarno$¢ moze realizowac
sie¢ w rézny sposob. Przedstawiony tu jezyk L,y jest jezykiem syntaktycznie elementar-
nym, jednozakresowym, poniewaz dysponuje jednym rodzajem zmiennych. Jesli — tak,
jak w przedstawionej powyzej konstrukcji — zmienne te mogg reprezentowaé elementy
dowolnego niepustego zbioru U, to jezyk ten jest zarazem semantycznie elementarny.
Bylby nim réwniez wtedy, gdybySmy go wyposazyli w zmienne drugiego rodzaju, ale pod
warunkiem, ze rOwniez one reprezentuja przedmioty z dowolnego niepustego zbioru V,
by¢ moze réznego od U. Natomiast, gdybySmy ustalili, ze zmienne pewnego jezyka L
reprezentujg zawsze nie tylko elementy pewnego zbioru, lecz rdwniez wszystkie jego
podzbiory, za$ pewien predykat dwuargumentowy € interpretowali konsekwentnie jako
nalezenie do zbioru, to mielibySmy do czynienia z jezykiem wprawdzie nadal syntak-
tycznie elementarnym, lecz semantycznie nieelementarnym. Podobnie bytoby wtedy,
gdybySmy do znanego nam jezyka LR, ktérego zmienne reprezentuja zawsze elementy
dowolnego niepustego zbioru U wprowadzili dodatkowo zmienne reprezentujace dowolne
podzbiory zbioru U oraz predykat € interpretowany stale jako relacja nalezenia do zbioru.
Jezyki syntaktycznie nieelementarne interpretuje si¢ z reguly w taki sposob, ze staja si¢
one zarazem semantycznie nieelementarnymi. Nie wyliczyliSmy tu wszystkich mozliwych
sytuacji. Ogdlnie, lecz niezbyt Scisle, mozna powiedziec, ze jezyk semantycznie nieele-
mentarny to taki, w ktérym przy kazdej z mozliwych interpretacji mozna wyrazi¢ pewien
fragment teorii mnogosSci lub — innymi stowy — wypowiadaé twierdzenia o wszystkich
podzbiorach pewnego zbioru.

Jak zobaczymy, elementarny badz nieelementarny charakter jezyka ma istotny wptyw
na charakter teorii, jakie w danym jezyku daja si¢ sformutowac. Przedstawiony powyzej
jezyk Lag jest oczywiScie jezykiem i syntaktycznie i semantycznie elementarnym.



Wyklad dziewiaty

TEORIE ELEMENTARNE I NIEELEMENTARNE

Przedstawiony w poprzednim wyktadzie sformalizowany jezyk L,y jest z przeznacze-
nia jezykiem elementarnej teorii liczb naturalnych, ktorg tu oznaczamy symbolem AR.
UstaliliSmy, ze w jezyku tym zmiennymi sg vy, ..., v,,, .... Jednakze do wystowienia
aksjomatow teorii AR potrzeba tylko trzech zmiennych, zatem dla uproszczenia zapisu
zatozymy, ze zmiennymi sg rOwniez litery x, y, z. Formulujac aksjomaty, przyjmiemy
rowniez zwykle umowy pozwalajace ograniczyC liczbe nawiasow. Przy takich ustaleniach
aksjomaty teorii AR mozemy sformutowac nastepujaco:

0<S(x)

S =S() = x=y
—(x=0) = 3Iy(x=S))
x<y = =(y<x)
(x<yAy<z) = x<z
X<yvy<xvx=y

x < S(x)

x<y = S(x) <S(y)
x<S(y) = (x=yvx<y)
10. x+0=x

I11. x+S(y) =S(x+y)

12. x<y = 3z(z<yAy=x+S(2)
13.x-0=0

14. x-S(y) =x-y+x

e A i e

©

Aksjomaty te — zgodnie z obyczajem przyjetym w matematyce — zapisane zostaty
w postaci formul zdaniowych zawierajacych zmienne wolne; ich sens oczywiscie nie
uleglby zmianie, gdybySmy wszystkie te zmienne zwigzali kwantyfikatorami ogélnymi
poprzedzajacymi calg formute. Latwo zauwazy¢, ze znak mniejszoSci < méglby tu zostaé
zdefiniowany za pomocg pozostalych i wéwczas wszystkie aksjomaty zawierajace ten
znak moglibySmy pomina¢.
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Przedstawiona powyzej lista aksjomatow nie jest kompletna. Brak tutaj tak istotnej dla
arytmetyki zasady indukcji. Ot6z jeSli omawiana teoria ma zmieScic si¢ w syntaktycznie
elementarnym jezyku LR i pozostac teorig elementarng, to zasada indukcji nie da si¢
sformutowaé w catej ogélnosci i za pomoca jednej formuly zdaniowej. Zamiast jednego
aksjomatu indukcji zmuszeni jesteSmy przyja¢ w teorii AR nieskonczenie wiele aksjo-
matow podpadajacych pod wspdlny schemat. Zat6zmy, ze symbol A(x) (nalezacy do
metajezyka!) reprezentuje dowolng formute zdaniowa jezyka Lr zawierajaca zmienng
wolna x (i ewentualnie inne zmienne wolne), natomiast A (x/v) — wynik podstawienia
za x dowolnej formuty nazwowej v. Mozemy wéwczas ustali¢, ze — oprdcz wyszcze-
gblnionych powyzej — aksjomatami teorii AR sa réwniez wszelkie formuly zdaniowe
zbudowane wedtug schematu:

(Ind) (A(x/O)/\Vx(A(x) = A(x/S(x)))) = Y, A(x)

Poniewaz formut takich jest w jezyku L g nieskoriczenie (lecz przeliczalnie) wiele,
teoria AR ma nieskoniczenie wiele aksjomatow. Jednakze — jak tego wymagaja zasady
formalizacji teorii — zbior jej aksjomatow pozostaje rozstrzygalny, poniewaz zbior formut
podpadajacych pod wspdlny schemat jest rozstrzygalny.

Wsréd opisanych w poprzednim wyktadzie interpretacji jezyka L g sa takie, przy kt6-
rych wszystkie aksjomaty teorii AR sa prawdziwe, jak rdwniez takie, przy ktérych przynaj-
mniej niektore z nich sa falszywe; o tych pierwszych mowimy, ze sa modelami teorii AR.
Dobierajac aksjomaty teorii staramy si¢, aby wsréd modeli teorii znalaz! si¢ ,,ten, o ktory
nam chodzi”, czyli odpowiadajacy z gbry upatrzonej interpretacji jezyka teorii. W przy-
padku teorii AR dgzymy do tego, aby jej modelem byla taka interpretacja I = (U, A),
w ktérej U jest zbiorem liczb wszystkich naturalnych, a symbole deskryptywne denotu-
ja, odpowiednio: liczbe zero, relacje mniejszosci oraz operacje: nast¢pnika, dodawania
i mnozenia (wszystkie okreslone w zbiorze liczb naturalnych). PragnelibySmy réwniez,
aby teoria AR opisywala 6w wyrézniony model w sposéb mozliwie doktadny; ideatem
bylaby sytuacja, w ktérej model ten bytby jedynym modelem teorii AR. Jednakze taki stan
rzeczy nie jest osiagalny w przypadku zadnej teorii sformalizowanej, a teoria AR charak-
teryzuje swoj zamierzony model wyjatkowo niedoktadnie, czego przyczyng jest wlasnie
,.staba” zasada indukcji wyrazona tu za pomoca przeliczalnego zbioru aksjomatow.

Wieksza doktadno$¢ w charakterystyce zamierzonego modelu teorii AR mozna tu
osiggnag¢ — na przyktad — wzbogacajac jezyk Lagr 0 zmienne w kategorii predykatow
jednoargumentowych i zezwalajac na wigzanie ich kwantyfikatorami. PowinniSmy po-
nadto ustali¢, ze zmienne predykatowe przy kazdej mozliwej interpretacji I = (U, A)
reprezentuja dowolne podzbiory zbioru U. Tak rozszerzony jezyk L,y jest jezykiem
syntaktycznie i semantycznie nieelementarnym. Zaktadajac, ze P jest zmienng predykato-
wg, mozna w nim formutowac zdania w rodzaju 3pV, P(x), co mozna odczytac: istnieje
zbior, do ktorego nalezy kazdy przedmiot lub — utozsamiajac zbiory przedmiotéw z ich
wlasnos$ciami — istnieje wltasnos¢, ktorq posiada kazdy przedmiot.
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W tak rozszerzonym jezyku L g, mozemy zasade indukcji sformutowac za pomoca
jednego aksjomatu:

(IND) VP(P(O)/\VX(P(x) = P(S())) = VXP(x))l.

Majac na wzgledzie dowolng interpretacje I = (U, A), jezyka Lagr,, mozna po-
wiedzied, ze aksjomat ten méwi o wszystkich podzbiorach zbioru U, podczas gdy ogét
aksjomatow podpadajacych pod schemat (Ind) méwit tylko o tych podzbiorach, ktére
daja si¢ scharakteryzowaé za pomocg formut zdaniowych jezyka L,g. Tych ostatnich
moze by¢ tylko przeliczalnie wiele, natomiast podzbioréw zbioru U, gdy ten jest zbiorem
nieskoficzonym, jest — jak wiadomo — znacznie wigcej.

Teoria z aksjomatem (IND) jako korzystajaca z pewnych mozliwosci, jakie stwarza
jezyk nieelementarny, nie jest teorig elementarng. Mozna dowies¢, ze charakteryzuje ona
model zamierzony teorii AR w sposéb bardziej doktadny, wykluczajac wszystkie
tzw. modele niestandardowe?.

Ogdlnie rzecz biorac, jezyki nieelementarne umozliwiaja formutowanie wielu aksjo-
matow, ktére nie majg rownowaznych im odpowiednikéw w jezykach elementarnych,
a tym samym stwarzaja mozliwosci doktadniejszej charakterystyki zamierzonych mo-
deli odpowiednich teorii. Tymczasem w logice i dociekaniach metamatematycznych
przedmiotem badan sa z reguly jezyki i teorie syntaktycznie elementarne. Nasuwa si¢
zatem pytanie, co powstrzymuje logikow i matematykéw przed zdecydowanym prefero-
waniem jezykow i teorii nieelementarnych?

Okazuje si¢, ze jezyki nieelementarne posiadajg istotng wade: dla jezykow tych,
w przeciwienistwie do jezykow elementarnych, nie zachodzi twierdzenie o petnosci. Twier-
dzenie to — jak pamietamy — mowi, ze w danym jezyku relacja wynikania logicznego
(wyznaczona przez klase mozliwych interpretacji danego jezyka) pokrywa si¢ z relacja
wyprowadzalnosci dang przez pewien rachunek logiczny. W jezykach nieelementarnych
rachunek taki (spetniajacy ogdlnie przyjete wymogi efektywnosci) nie istnieje. Mozna za-
tem powiedzie¢, ze w jezykach nieelementarnych wynikanie logiczne nie daje si¢ w petni
sformalizowac.

Czy jest to wada istotna? Wydaje sie, ze tak, bowiem wynika stad, ze w teoriach sfor-
mufowanych w jezykach nieelementarnych trafiaja si¢ zdania, ktére wynikaja logicznie
z aksjomatéw (a wiec sg prawdziwe przy kazdej interpretacji, przy ktérej prawdziwe

! Przy zamierzonej interpretacji jezyka L g aksjomat ten mozna odczytaé nastepujaco: jesli pewng
wlasnos¢ ma liczba O i wraz 7 kazdq liczbg naturalng rowniez jej nastepnik, to wlasnos¢ te posiada kazda
liczba naturalna.

2 Zwykle zaktada sig, ze standardowym modelem arytmetyki jest taki, w ktérym zero jest zbiorem
pustym, nastepnik jest operacja na zbiorach zdefiniowang jako X U {X}, a zbi6r liczb naturalnych jest
najmniejszym zbiorem zawierajacym zero i zamknietym ze wzgledu na operacje nastepnika. Stosownie
do tych ustalen definiuje si¢ dodawanie i mnozenie. Modele niestandardowe to modele, ktére nie sg
izomorficzne z modelem standardowym.
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sg aksjomaty), natomiast nie dajq si¢ udowodni¢ przy uzyciu regut formalnych. Kiedy
dysponujemy twierdzeniem o petnosci, znajdujemy si¢ w sytuacji — w pewnym sen-
sie — komfortowej, bowiem (jesli nam zdolnoSci dopisuja i szcz¢Scie sprzyja) zawsze
mozemy rozstrzygnac€ pytanie typu:

Czy zdanie A wynika 7 aksjomatow teorii?

Aby wykazaé, ze rzeczywiscie wynika, konstruujemy dowdd wedtug regut rachunku;
aby wykazad, ze nie wynika — konstruujemy interpretacje jezyka, przy ktorej aksjomaty
sg prawdziwe, za$ zdanie A — falszywe. Gdy twierdzenie o pelnoSci nie obowigzuje,
moze si¢ zdarzy¢, ze A wynika z aksjomatéw, a my nie mamy sposobu, aby si¢ o tym
przekonad, poniewaz jedynym na to sposobem bytby dowdd, ktéry w tym przypadku
nie istnieje.

Predylekcja do jezykow i teorii elementarnych sprawia, ze nawet najogdlniejsza lub
— jak sie czgsto méwi — ,,najmocniejsza” teoria matematyczna, jaka jest teoria mnogo-
$ci, formalizowana jest na ogét w jezyku syntaktycznie elementarnym. W tym przypadku
jest to jezyk nadzwyczaj prosty, poniewaz zawiera z reguly nie wigcej niz dwa sym-
bole deskryptywne, a czesto tylko jeden dwuargumentowy predykat € interpretowany
zwyczajowo jako bycie elementem zbioru®. W kazdej sformalizowanej wersji teorii mno-
gosci, ktéra ma by¢ fundamentem matematyki, zaklada si¢, ze istnieje pewien zbior
nieskoriczony, lecz przeliczalny (niekiedy ze wskazaniem przyktadu takiego zbioru*).
Réwnoczesnie zaktada sig, ze dla kazdego zbioru X, istnieje zbidr wszystkich jego pod-
zbioréw i dowodzi twierdzenia G. Cantora (1845-1918), iz zbidr wszystkich podzbioréw
danego zbioru X jest zawsze bardziej liczny niz sam zbiér X. Pozwala to dowodzic istnie-
nia dowolnie wielu coraz to liczniejszych zbioréw nieskoniczonych. Tymczasem z pew-
nych dociekan metamatematycznych® wynika, Ze kazda teoria sformutowana w jezyku
syntaktycznie elementarnym, ktéra ma modele nieskoficzone, ma modele przeliczalne®.
Ten pozorny paradoks wyjasnia si¢ nastepujaco. Kiedy moéwimy, ze w teorii mnogosci
dowodzi si¢ istnienia zbiorow wiekszych niz przeliczalne, mamy na mysli zamierzona
czyli ,,normalng” interpretacje jej jezyka. Jednakze niezaleznie od tego jak ,,mocne”
aksjomaty teorii mnogosci przyjmiemy, dopdki formutujemy je w jezyku elementarnym,
modele teorii beda charakteryzowane bardzo niedoktadnie. W szczegdlnosci predykat
€ nie w kazdym modelu musi by¢ interpretowany jako nalezenie do zbioru.

3 Kiedy € jest jedynym terminem pierwotnym teorii mnogosci, musimy przyjac, ze zmienne reprezen-
tuja wylacznie zbiory. Tym samym elementami zbioréw moga by¢ jedynie zbiory i w teorii nie mozna
mowic o zadnych przedmiotach niebedacych zbiorami, a w szczegdlnosci o indywiduach. Taka wersja
teorii mnogosci zaspokaja potrzeby matematyki, w ktdérej nie ma potrzeby zaktadania istnienia jakichs
przedmiotéw konkretnych, natomiast nie wystarcza, gdy chcemy w niej co$§ powiedzie¢ o zastosowaniach
matematyKki.

4 Moze to by¢ scharakteryzowany, jak w przyp. 2, zbiér liczb naturalnych.

> Bedzie o nich mowa w nastgpnym wyktadzie.

6 Tj. réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych.



Wyklad dziesiaty

OGRANICZENIA FORMALIZACJI

Formalizacja jezykow i teorii jest produktem marzefi o zastgpieniu rozumowar rachun-
kiem. Pierwsze zmierzajace w tym kierunku pomysly pojawiajg si¢ w pismach siedemna-
stowiecznego filozofa i matematyka G. W. Leibniza. Kresli on projekty uniwersalnego
sztucznego jezyka (ktory okresla mianem characteristica universalis) oraz funkcjonu-
jacego w nim rachunku logicznego (calculus ratiocinator). Wzorcem s dlan formuty
i operacje matematyczne. Leibniz zauwaza, Ze:

[...] dowody, jakich dokonuje si¢ w matematyce, aby zabezpieczy¢ si¢ przed falszywym rozumowa-
niem, nie sg przeprowadzane na rzeczy samej, ale na znakach graficznych, ktére podstawiliSmy w miejsce
rzeczy. [...] Widac stad, ze gdyby udato si¢ wynaleZ¢ znaki graficzne lub umowne nadajace si¢ do wyra-
zenia naszych mysli réwnie jasno i SciSle, jak arytmetyka wyraza liczby lub analiza geometryczna linie,
to mozna byloby w kazdej dziedzinie — o ile tylko podlega rozumowaniu — zrobi¢ wszystko, co mozna
zrobi¢ w arytmetyce i geometrii. Albowiem wszystkich dociekar zaleznych od rozumowania dokonywano
by przez przedstawienie znakéw i rodzaj rachunku. [...] Nie trzeba by bylo tak sobie tamaé glowy, jak
jesteSmy do tego zmuszeni dzisiaj, a mialoby si¢ mimo to pewnos$¢, ze w naszej mocy lezy dokonanie
wszystkiego, co byloby wykonalne ex datis'.

Zdaniem Leibniza, rachunek taki pozwolitby uniknaé przewlektych sporéw, poniewaz:

[...] gdyby kto§ powatpiewal w to, co sam bym twierdzit, rzektbym mu: Policzmy, Panie — i tak

chwytajac za piéro i atrament rychfo wybrnelibySmy z klopotu. Dodaje jednak zawsze: o ile tylko mozna

dokonaé tego przez rozumowanie ex datis?.

Przytoczone cytaty wskazuja, ze Leibniz mial do§¢ wyrazng ide¢ jezyka sforma-
lizowanego i rachunku logicznego. Ten ostatni wyobrazat sobie zapewne jako rodzaj
algorytmu pozwalajacego przez odpowiednie przeksztalcanie wyrazen rozstrzygna¢ do-
wolne zagadnienie typu: Czy dany wniosek wynika logicznie z danego skoriczonego
zbioru przestanek?

Podobnie pojmowat rachunek logiczny George Boole (1815-1864), ktéry w traktacie
An Investigation of the Laws of Thought z 1854 r. przedstawil jezyk wzorowany na

U Przedmowa do nauki ogélnej, [w:] G. W. L eibniz, Wyznanie wiary filozofa, PWN, Warszawa 1969,
s. 71-72.
2 Tamze, s. 73.
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symbolice algebraicznej, w ktérym wyprowadzanie wnioskow polega na rozwigzywaniu
pewnych réwnan.

Nadzieje Leibniza i Boole’a, iz kwestie dotyczace wynikania logicznego mozna be-
dzie rozstrzyga¢ w spos6b algorytmiczny, spetnity si¢ w bardzo skromnym zakresie.
Jest to bowiem mozliwe tylko w tzw. jezyku monadycznym, w ktérym jako symbole
deskryptywne wystepuja wylacznie predykaty jednoargumentowe. Natomiast istnieja
rozstrzygalne teorie, tj. takie, w ktorych o kazdym zdaniu sformutowanym w jezyku
danej teorii mozna w spos6b algorytmiczny rozstrzygnac, czy zdanie to wynika z ak-
sjomatow teorii. Takg teorig rozstrzygalng jest, na przyktad, elementarna teoria liczb
naturalnych przedstawiona w poprzednim wyktadzie, pod warunkiem, ze usuniemy z niej
znak mnozenia - i zwigzane z nim aksjomaty 13 i 14.

Istotnym sukcesem na drodze do formalizacji teorii byto stworzenie symbolicznego
jezyka, a SciSlej ogblnego planu budowy calej klasy takich jezykéw zwanych standardo-
wo sformalizowanymi. Jezyki te sa obecnie w powszechnym uzyciu i nosza najczesciej
nazwe jezyka rachunku predykatow (rowniez rachunku kwantyfikatorow lub rachunku
funkcyjnego). W jezyku takim mozna wydzieli¢ fragment bedacy jezykiem syntaktycznie
elementarnym zwany jezykiem wezszego rachunku predykatow (lub rachunku predykatow
rzedu pierwszego). Jego rozszerzeniem sa jezyki rachunku predykatéw rzgdu drugiego
i wyzszych rzedéw, w ktérych przedmiotem kwantyfikacji s3 zmienne predykatowe. Sa
to oczywiscie jezyki syntaktycznie i semantycznie nieelementarne, w ktérych semantycz-
nemu pojeciu wynikania nie odpowiada SciSle zadne pojecie wyprowadzalnosci (o ile
zbiér dowodéw ma by¢ rozstrzygalny). Wynika stad, ze petna formalizacja teorii mozliwa
jest tylko w jezykach elementarnych, dla ktorych obowiqzuje twierdzenie o petnosci.

Brak takiego twierdzenia dla jezykéw rachunku predykatéw wyzszych rzedow jest
istotng przeszkodg, skutkiem ktérej pewne nadzieje wigzane z formalizacjq teorii nie
moga by¢ jednoczesnie spetnione. Chodzi tu przede wszystkim o teorie, z ktérymi chcie-
libySmy wiaza¢ pewna okreSlona interpretacje bedaca zarazem modelem teorii. Od teorii
takich sktonni jesteSmy oczekiwac, aby:

1) kazde zdanie prawdziwe w zamierzonym modelu teorii miato dowdd,

2) zamierzony model teorii byt przez nig scharakteryzowany jednoznacznie.

Ten drugi postulat rozumiany dostownie nie moze by¢ spetniony w przypadku zadnej
teorii sformalizowanej; teorie takie moga charakteryzowa¢ swdj model zamierzony co
najwyzej z doktadnosciq do izomorfizmu i tym si¢ musimy zadowoli¢. Zatem w naj-
pomySlniejszym przypadku wszystkie modele danej teorii sg izomorficzne. O teoriach
takich méwimy, ze sg kategoryczne. Kategoryczno$¢ teorii mozna stosunkowo tatwo osig-
gna¢ w przypadku teorii sformutowanych w jezyku rachunku predykatéw rzedu drugiego
(i wyzszych rzedow). Wtasnos¢ te posiada, na przyktad, przedstawiona w poprzednim
wyktadzie teoria liczb naturalnych wzbogacona o ,,mocny” aksjomat indukcji IND a takze
nieelementarna geometria euklidesowa. Natomiast wlasnoSci tej nie majg (poza szczegdl-
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nymi i raczej mato interesujacymi przypadkami®) teorie elementarne. Przesadzaja o tym
dwa twierdzenia. Pierwsze, zwane dolnym twierdzeniem Lowenheima-Skolema, glosi, ze:

| Teoria elementarna, kt6ra ma jakis model nieskoriczony, ma model przeliczalny.

Ma ono wymowe paradoksalng zwlaszcza w odniesieniu do teorii mnogoSci formuto-
wanej zazwyczaj w jezyku elementarnym. Dowodzi si¢ w niej istnienia zbioréw dowolnie
wysokiej mocy, a tymczasem istnieje rowniez taka jej interpretacja, przy ktorej wszystkie
zbiory, o ktérych w niej mowa, sg co najwyzej przeliczalne!

Twierdzenie drugie, zwane gornym twierdzeniem Lowenheima-Skolema, méwi, ze:

Teoria elementarna, ktéra ma model przeliczalny, ma réwniez modele nieskoriczone
dowolnie wysokiej mocy.

Wynika stad, ze teorie elementarne (poza wspomnianymi wyjatkami) maja modele,
ktérych zakresy sg nierdwnoliczne, a takie modele nie mogg by¢ izomorficzne.

Jak wida¢, drugi z przytoczonych tu postulatéw wprawdzie moze by¢ spetniony
w przypadku teorii nieelementarnych, natomiast nie czynia mu zadoS¢ teorie elementarne.

Z pierwszym postulatem rzecz ma si¢ poniekad odwrotnie. Jesli kazde zdanie praw-
dziwe w modelu zamierzonym teorii ma mie¢ dowdd, to teoria musi by¢ zupetna, czyli
z dwéch zdan sprzecznych sformutowanych w jezyku teorii jedno musi mie¢ dowéd
(poniewaz przy kazdej interpretacji jedno z dwéch zdan sprzecznych jest prawdziwe).
Warunek ten — jak wiemy z poprzedniego wyktadu — nie jest spetniony dla teorii nie-
elementarnych, poniewaz tutaj nie kazde zdanie, ktére wynika logicznie z aksjomatéw ma
dowdd; natomiast moze on by¢ spetniony dla teorii elementarnych. Istotnie, istniejg teorie
elementarne zupelne, chociaz nie sg to teorie o istotnym znaczeniu dla matematyki. Jed-
nakze podstawowe teorie matematyczne, takie jak arytmetyka liczb naturalnych i teoria
mnogosci nie sg, i co wigcej — nie mogg by¢ zupelne. Rozstrzyga o tym tzw. twierdzenie
Godla o niezupetnosci. Twierdzenie to wskazuje na istotne i nieusuwalne przeszkody,
jakie napotyka dazenie do formalizacji teorii matematycznych, a takze innych teorii, ktore
z matematyki w istotny sposob korzystaja. Wspomniane tu twierdzenie Godla glosi, ze:

Kazda niesprzeczna teoria sformalizowana, w ktérej mozna zinterpretowac elemen-
tarng teori¢ liczb naturalnych AR (taka, jaka opisaliSmy w poprzednim wyktadzie)
jest niezupelna.

Wyjasnienia domaga si¢ przede wszystkim wystepujace tu pojecie interpretacji
wzglednie interpretowalnos$ci (tj. mozliwoSci interpretacji). Nie chodzi tu o semantyczne

3 Kategoryczne bywaja teorie, ktérych modele sg skoficzone, a ich zakresy majg t¢ samg liczbe elemen-
téw. Aby to wyrazi¢ w jezyku teorii, musimy zalozy¢, ze znak = jest we wszystkich modelach interpreto-
wany jako identycznos¢.
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pojecie interpretacji, ktorym postugiwaliSmy si¢ dotychczas. Pojecie interpretowalnosci,
o ktérym mowa w twierdzeniu Godla, jest syntaktyczne i dotyczy relacji migdzy teoriami.
Moéwimy, ze:

Teoria T jest interpretowalna w teorii T” wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie symbole
deskryptywne teorii T mozna poprawnie zdefiniowaé w teorii T’ w taki spos6b, ze na
podstawie aksjomatéw teorii T’ oraz przyjetych definicji mozna udowodnic wszystkie
aksjomaty teorii T.

Nalezy przy tym pamietaé, ze teorie, o ktérych mowa w twierdzeniu Godla, to teorie
sformalizowane spetniajace stawiane im warunki efektywnosci, a zatem takie, w ktérych
zbidr aksjomatow i zbior dowodow sa rozstrzygalne, a w rezultacie zbior twierdzen jest
rekurencyjnie przeliczalny. Warto tez zauwazy¢, ze definiujac symbole deskryptywne
jednej teorii w drugiej, nie musimy tu stara¢ si¢ o zachowanie intuicyjnego sensu, ktory
z nimi wigzemy; wymagana jest tylko formalna poprawnos¢ definicji.

Tego rodzaju niezupetnos¢ teorii, o jakiej mowa w twierdzeniu Godla nazywa si¢ istot-
nqg niezupetnosciq. Jak tatwo zauwazy¢, nie mozna jej usunac¢ przez dotaczanie do teorii T
dodatkowych aksjomatéw (jesli tylko zbior aksjomatéw nadal ma pozostac rozstrzygalny),
poniewaz nie oddala to interpretowalnos$ci w niej teorii AR. Istotnie niezupetna jest
oczywiScie sama teoria AR (poniewaz kazda teoria jest sama w sobie interpretowalna)
oraz kazda sformalizowana wersja teorii mnogos$ci, poniewaz teoria AR z natury rzeczy
musi w niej byC interpretowalna, skoro teoria mnogosci ma by¢ najogdlniejsza teoria
matematyczng.

Z twierdzenia Godla o niezupetnoSci wyprowadza si¢ czesto wnioski natury filozo-
ficznej méwiace o ograniczono$ci mozliwosci poznawczych umystu ludzkiego. Wnioski
te s ryzykowne, poniewaz twierdzenie Godla dotyczy wylacznie efektywnych metod
rozstrzygania o prawdziwosci twierdzen na podstawie aksjomatéw. Nie mOowi ono nic
0 sposobach ustalania prawdziwosci aksjomatow, a — jak wiadomo — matematycy cze-
sto rozszerzajg istniejace teorie, wzbogacajac je o nowe aksjomaty. Czym si¢ wowczas
kierujai z czego wynikaja opory przed przyjmowaniem pewnych aksjomatéw, jest powaz-
nym zagadnieniem filozoficznym*, ktére wigze sie z innymi zagadnieniami filozoficznymi,
a przede wszystkim z pytaniem o przedmiot matematyki.

4 Wiadomo, ze nie wszyscy matematycy zgadzaja sie korzysta¢ z aksjomatu zwanego pewnikiem
wyboru. Trwaja réwniez kontrowersje zwiazane z tym, czy przyjac tzw. hipoteze kontinuum, czy raczej jej
zaprzeczenie. Niektorzy matematycy traktuja ten dylemat jako problem prawdziwosci jednego z dwéch
konkurencyjnych zatozefi.



Wyklad jedenasty

SPOR O PRZEDMIOT MATEMATYKI

W kilku poprzednich wyktadach staliSmy na twardym gruncie, bowiem twierdzen, na
ktoére powolywaliSmy sie¢, nikt nie kwestionuje. Twierdzenia te, chociaz maja pewne
implikacje filozoficzne, nalezg do logiki wzglednie metamatematyki i maja podobny
status jak klasyczne twierdzenia matematyczne. Teraz wkraczamy na teren zdecydowanie
grzaski. Rzecz ciekawa i poniekad paradoksalna, ze miedzy matematykami, ktérzy rzadko
spierajg si¢ o twierdzenia i definicje, nie ma zgody co do tego, o czym te twierdzenia
i definicje mowia. Tolerowany jest nawet poglad, ze o niczym nie mowia.

Na pytanie, o czym méwig poszczegdlne teorie matematyczne, odpowiadamy zwykle
bez glebszego zastanowienia, ze arytmetyka méwi o liczbach, geometria o figurach, inne
dziaty matematyki — o réznych ,,abstrakcyjnych”! przestrzeniach i systemach algebrai-
cznych. Odpowiedzi takie sa zgodne z kryterium Quine’a?, Ze ,.by¢ znaczy by¢ warto$cia
zmiennej zwigzanej”, bowiem we wspomnianych teoriach rzeczywiscie wystepuja twier-
dzenia z kwantyfikatorami egzystencjalnymi wigzacymi zmienne reprezentujace odpo-
wiednie przedmioty. Mozna oczywiScie postawié pytanie, czy owe zmienne rzeczywiscie
jakie$ przedmioty reprezentuja.

Rudolf Carnap (1891-1970) proponowat odréznianie pytari ,,wewn¢trznych” od ,,ze-
wnetrznych” w stosunku do teorii. Przyktadem pytania wewnetrznego arytmetyki jest:
Czy istniejq liczby pierwsze wigksze od stu? Przykladem pytania zewnetrznego — Czy
liczby istniejq? Jak wiadomo, na pierwsze odpowiadamy w ramach pewnej teorii mate-
matycznej, natomiast drugie uchodzi za pytanie filozoficzne z zakresu ontologii. Zdaniem
Carnapa, odpowiedZ na takie pytania jest kwestia wyboru aparatu pojeciowego, ktérym
zamierzamy si¢ postugiwac. Jesli postuzymy si¢ aparatem pojeciowym teorii mnogosci,
pytanie, czy istnieja liczby, stanie si¢ pytaniem wewnetrznym tej teorii. Do zewnetrznych
zaliczyt Carnap rowniez pytanie: Czym sq liczby? W tym przypadku wybor aparatu poje-

I Stowo abstrakcyjny ujeliSmy tu w cudzystéw, poniewaz — z pewnego punktu widzenia — wszystkie
obiekty matematyczne (jesli takie istnieja) sa abstrakcyjne. Kiedy méwi si¢ o pewnych dziatach matematyki
i ich przedmiotach jako o ,,abstrakcyjnych”, to przeciwstawia si¢ je klasycznym dzialom matematyki i ich
przedmiotom nie jako konkretnym, lecz jako mniej abstrakcyjnym.

2 O ktérym byta mowa w wykladzie trzecim.
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ciowego sprowadza si¢ — zdaniem Carnapa — do wyboru jezyka o okreSlonej strukturze
sktadniowej. Na przyktad wybér jezyka teorii typéw?, w ktérej pojecie liczby naturalnej
moze by¢ zdefiniowane, sktania do utozsamienia tych liczb z klasami klas indywiduéw,
natomiast sformutowanie arytmetyki w jezyku elementarnym* sktania nas do uznania
liczb naturalnych za indywidua.

Jednakze sam wybor jezyka o pewnej strukturze sktadniowej nie zmusza nas w sposob
bezwzgledny do uznania istnienia liczb lub jakichkolwiek innych przedmiotéw, dopoki
jezykowi temu nie przypiszemy okreSlonej interpretacji, tymczasem — w mysSl jedne-
go z kilku zywotnych stanowisk w filozofii matematyki — w tzw. matematyce czystej
wyrazeniom zadnej interpretacji przypisywac nie nalezy.

Spostrzezenia powyzsze sklaniajg do wniosku, ze pytanie o przedmiot matematyki,
niefatwo rozstrzygnacé i — by¢ moze — konkluzywna odpowiedZ na nie w ogdle nie jest
mozliwa. Skad biorg si¢ te trudnosci? Dlaczego analogicznych trudnosci nie napotykamy,
gdy pytamy o przedmiot mineralogii lub zoologii? Odpowiedz, ktéra si¢ narzuca, jest
nastepujaca: obiekty matematyczne (jesli takie istnieja) sa obiektami abstrakcyjnymi.
Wprawdzie inne nauki tez rozprawiajg o obiektach abstrakcyjnych?, ale nie wylgcznie
o takich, a te, o ktérych mowa, s3 z reguty w wiadomy sposéb ,,ufundowane” w konkret-
nych obiektach fizycznych. Z ré6znych powodow nie da si¢ tego powiedzie¢ o liczbach
i innych obiektach matematycznych.

Majacy dluga (bo siegajaca do Platona) tradycje podziat przedmiotow na konkretne
(inaczej: jednostkowe, czyli indywidua) i abstrakcyjne nie jest wolny od kontrowers;ji.
Nie jest rzecza bezsporna, ktore przedmioty sa konkretne, bowiem nawet cegle mozna
potraktowac jako pewien zbior punktow czasoprzestrzeni, za$ zbior jest zawsze przed-
miotem abstrakcyjnym®. Natomiast wiele przedmiotéw mozna bez wahania zaliczy¢ do
abstrakcyjnych, poniewaz w zaden sposéb nie potrafimy sprowadzi¢ ich do konkretnych.
Dotyczy to w szczegdlnosci przedmiotéw, o ktérych mowa w matematyce.

W Sredniowieczu istnienie i natura przedmiotéw abstrakcyjnych staty si¢ przedmio-
tem ozywionego sporu o uniwersalia’. Wéwczas to uksztattowaly sie cztery stanowiska
w tym sporze, znane jako: realizm (wystepujacy w dwu odmianach, jako skrajny i umiar-
kowany), konceptualizm i nominalizm. O wiecznej aktualnosci tego sporu Swiadczy fakt,
iz stanowiska te maja swoje odpowiedniki we wspoétczesnej filozofii matematyki.

Odpowiednikiem Sredniowiecznego realizmu (gloszacego, ze uniwersalia istnieja
samodzielnie, niezaleznie od konkretow) jest realizm teoriomnogosciowy (zwany rOwniez
kantoryzmem od nazwiska tworcy teorii mnogosci G. Cantora). W wersji, ktora dzis

3 Lub rachunku predykatéw wyzszych rzed6w.

4 Np. w jezyku wezszego rachunku predykatéw, ktérym postuzylismy sie w wyktadzie dziewigtym.

5 Na przykltad fizyka o polu grawitacyjnym lub elektromagnetycznym, o funkcji falowej itp.

6 Chodzi tu o tzw. dystrybutywne pojecie zbioru, przy ktérym elementy zbioru nie moga by¢ pojmowane
jako jego czesci. Réznica formalna migdzy byciem czgscia a byciem elementem polega na tym, ze ten
pierwszy stosunek jest przechodni, a drugi nie.

7 Inaczej: powszechniki; tak whasnie okreslano przedmioty abstrakcyjne.
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ma juz tylko znaczenie historyczne, jest to poglad, iz wszystkie przedmioty, o ktorych
mowa w matematyce, sg zbiorami i zajmuja okreslone miejsce w hierarchii typéw nad-
budowanej nad zbiorem wszystkich indywiduéw. Idea takiej hierarchii pochodzi — jak
wiemy — od Russella. Wszelkie relacje i funkcje sa tu, oczywiScie, traktowane jako
zbiory pewnego typu.

Wada takiego ujecia przedmiotu matematyki, dostrzegang przez samego Russella,
jest fakt, ze prawdziwo$¢ twierdzerh matematycznych zostata tu uzalezniona od liczebno-
Sci zbioru indywiduéw, ktére same nie sg przedmiotami matematycznymi, lecz raczej
fizycznymi (stad kwesti¢ ich liczebnoSci winna rozstrzygac fizyka). Wynika stad za-
lezno$¢ matematyki od fizyki, bowiem niezbedne w matematyce zbiory nieskorficzone
(zbior liczb naturalnych i wiekszy od niego zbior liczb rzeczywistych) moga pojawic si¢
na pewnym poziomie hierarchii typow tylko wtedy, gdy nieskoniczony jest zbidr indy-
widudw, a o tym ma rozstrzygaé fizyka. Russell rozwigzywat problem w ten sposéb,
ze przyjat aksjomat nieskoriczonosci gtoszacy, ze zbiér indywiduéw jest nieskoriczony,
a zarazem zreformowal matematyke, dopisujac do kazdego twierdzenia jako dodatko-
we zalozenie (poprzednik implikacji) wtasnie aksjomat nieskoriczonosci. Dzieki temu,
twierdzenia matematyczne moglyby by¢ prawdziwe, nawet gdyby zadne przedmioty
konkretne nigdy nie istniaty, ale tylko jako ,,pustospetnione” (czyli z powodu fatszywego
poprzednika). Konieczno$¢ postulowania istnienia nieskoiiczonego zbioru indywiduéw
wynikata z podstawowej idei teorii typOw Russella: dla unikni¢cia antynomii nalezato
wykluczy€ tzw. zbiory mieszane (na przyktad takie, do ktérych nalezy zarazem pewien
zbor i jego elementy).

W ujeciu Russella podstawowymi przedmiotami matematycznymi byly liczby na-
turalne traktowane jako ,,moce” (czyli rodziny zbiorow rownolicznych) skonficzonych
zbioréw indywidudw, czyli przedmiotéw fizycznych, ktére zazwyczaj liczymy. Zatem
Swiat fizyczny nie zostal tu wyraZnie odgraniczony od rzeczywistoSci matematycznej.
Radykalne odseparowanie tych dwdéch Swiatow okazato si¢ mozliwe na gruncie tzw.
aksjomatycznej teorii mnogosci.

Istnieje wiele wersji aksjomatycznej teorii mnogosci. Do najczesciej uzywanych
naleza teoria Zermelo-Fraenkla (oznaczana skrotem ZF) oraz von Neumanna-Bernaysa-
-Godla (NBG). Podstawowa réznica miedzy nimi polega na tym, ze w tej drugiej wprowa-
dza si¢ dodatkowo pojecie klasy jako nadrzedne wzgledem pojecia zbioru (kazdy zbidr jest
klasa, ale nie odwrotnie). Pozwala to utrzymywaé, ze istnieje klasa wszystkich zbioréw®.

W aksjomatycznych teoriach mnogosSci nie ma potrzeby zaktadaé, ze istnieje
nieskoriczony zbidér indywiduéw; przeciwnie, mozna zatozy¢, ze zadne indywidua nie
istnieja i wszystko co istnieje jest zbiorem (wzglednie klasa). Role takiego zatozenia pelni
zwykle tzw. aksjomat ufundowania, z ktérego wynika, ze jedynym ,,praclementem’

8 Zatozenie, ze istnieje zbi6r wszystkich zbioréw, chociaz wydaje si¢ naturalne, prowadzi do sprzeczno-
$ci; podobnie zalozenie, Ze istnieje klasa wszystkich klas. Dlatego w NBG zaklada sig, Ze klasy, ktére nie
sg zbiorami (tzw. klasy wlasciwe) nie mogg by¢ elementami zadnych klas.

9 Czyli przedmiotem, ktéry bywa elementem zbioréw, ale sam nie ma elementéw. Jesli, jak w oryginal-
nym systemie Zermeli dopuszcza si¢ istnienie indywidudw, to one réwniez sg praclementami.
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i tworzywem wszystkich pozostatych zbioréw jest zbior pusty. Gdyby tak zinterpreto-
wana teoria mnogoSci miata opisywaé wszystko, co istnieje, zalozenie to nalezatoby
uzna¢ za absurdalne, ale jesli ma ona opisywacé wylacznie ,,Swiat matematyczny”, wydaje
si¢ ono racjonalne. Wszak matematyka w uzasadnieniu swoich twierdzen nie korzy-
sta z zatozen o istnieniu kasztanéw, gesi, atoméw czy innych przedmiotéw fizycznych
dajacych sie policzyc.

Realizm teoriomnogosciowy odwolujacy si¢ do aksjomatycznej teorii mnogosci glosi,
ze wszelkie przedmioty, o ktorych mowi si¢ w matematyce sa zbiorami ufundowanymi
nad zbiorem pustym. Tak scharakteryzowany Swiat matematyczny ma réwniez strukture
hierarchiczng, chociaz r6zng od hierarchii typéw. Dopuszcza si¢ tu istnienie zbioréw
mieszanych, co pozwala postulowac istnienie zbioréw nieskoficzonych, bez zalozenia
o istnieniu indywiduoéw. W tym ujeciu, realizm teoriomnogosciowy jest rzeczywiscie
— wedtug klasyfikacji przyjetej w sporze o uniwersalia — realizmem skrajnym!°.

Wspomniana tu struktura hierarchiczna to tzw. absolutna hierarchia zbioréw
skonstruowana przez Johna von Neumanna (1903-1957). Dogodnym narz¢dziem opi-
su tej hierarchii sa liczby porzqdkowe traktowane jako jednoznacznie okresSlone zbiory.
Najmniejsza liczbg porzadkowa jest zbior pusty @. Kolejne liczby porzadkowe, ktore
wraz z liczbg @ okre§lamy mianem liczb porzqgdkowych skoriczonych (utozsamianych
na ogo6t z liczbami naturalnymi) tworzymy za pomoca operacji nastepnika (tu symboli-
zowanej gwiazdka). Nastepnik dowolnego zbioru X, czyli X* okreSlamy jako X U {X}.
Uzyskujemy w ten sposob nieskonczony (przeliczalny) ciag liczb definiowanych nastepu-

jaco:

0=0,

1 =0"={c},

2 =0 ={0}* ={2,{T}},

3=0"" = {2.(2}}" = {2.{0).{2.{2}}}.

n=mn-10*={2.(2})(2.@2}} ..}

Po wszystkich liczbach porzadkowych skoriczonych nastepuje pierwsza liczba poza-
skoniczona  bedaca ich zbiorem. Jest ona, podobnie jak liczba @, liczbg porzgdkowg
graniczng, poniewaz nie jest nastepnikiem zadnej liczby. Wychodzac od liczby w i stosu-
jac wielokrotnie operacje nastepnika otrzymujemy ciag

dalszych liczb pozaskorniczonych, po ktorych nastepuje kolejna liczba graniczna w + w, etc.

10°W poréwnaniu z nim rozwigzanie proponowane przez Russella mogtoby uchodzi¢ za odmiane
realizmu umiarkowanego.
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Korzystajac z liczb porzadkowych jako indeks6w, mozna w pewien sposob usystema-
tyzowac zbiory, definiujac indukcyjnie hierarchi¢ von Neumanna:

NO = @,
N, =N, UP(N,)',
N, = [J{N,: a € 1}, gdy 2 jest liczbg graniczng.

Jak widad, liczbom porzadkowym zostaty tu przypisane kolejno coraz obszerniejsze
zbiory:
NO, Nl, Nz, cee NL()’ N&)*’ N(,z}**’ cee

zwane poziomami hierarchii von Neumanna. Poziom zerowy jest tu zbiorem pustym, je-
dynym ,,praclementem” i zarazem podstawg calej hierarchii. Kazdy kolejny poziom jest
identyczny z poziomem bezposrednio poprzedzajacym powiekszonym o wszystkie jego
podzbiory; poziom odpowiadajacy liczbie granicznej w (a takze wickszym liczbom gra-
nicznym) jest sumg wszystkich pozioméw nizszych. Odwotujac si¢ do naszkicowanej
powyzej hierarchii, mozna aksjomat ufundowania sformutowac jak nastepuje: Kazdy
zbior jest elementem pewnego poziomu hierarchii von Neumanna.

Jest widoczne, Ze na kolejnych poziomach hierarchii przybywa zbioréw. Wyjatkiem
sg tylko poziomy odpowiadajace liczbom porzadkowym granicznym, ktére — jak juz
zauwazyliSmy — sg tylko suma poziomow nizszych. Pierwsze zbiory nieskonczone poja-
wiajg si¢ na poziomie N, .; znajdujemy tu — miedzy innymi — zbior @ bedacy zbiorem
liczb porzadkowych skonczonych (czyli liczb naturalnych). Na dalszych pozaskoriczo-
nych poziomach hierarchii znajdziemy zbiory dowolnie duzej mocy, jakie tylko okaza
sie niezbedne w dociekaniach matematycznych. Hierarchia von Neumanna obejmuje
oczywiscie rowniez wszelkie relacje i funkcje okre§lone na dowolnych zbiorach, jesli
przyjmiemy, ze one rowniez sg zbiorami. Pewne kfopoty moga wystapi¢, gdy chcemy zna-
lez¢ miejsce dla klas przestrzeni czy algebr, ktérych zakresy maja by¢ dowolnymi zbiorami.
Rozwigzanie tej trudno$ci moze polegac na tym, ze zrezygnujemy z mowienia o wszyst-
kich zbiorach, ograniczajac si¢ do zbioréw nalezacych do ustalonego poziomu N, gdzie
A jest pewng dostatecznie duzg liczbg graniczna.

Realizm teoriomnogoS$ciowy jako stanowisko w kwestii przedmiotu matematyki ma
niewatpliwe zalety. Pozwala utrzymywac, ze matematyka ma swdj przedmiot, zdecy-
dowanie odmienny od przedmiotu nauk empirycznych, co w pewien sposéb ttumaczy
jej metodologiczna (a nawet epistemologiczng) odrebnos¢. Ponadto przedmiot ten jest
dobrze okreslony przy pomocy teorii, ktdra sama jest teorig matematyczng.

Jednakze stanowisko realizmu teoriomnogoS$ciowego nie jest wolne od zarzutow.
Jednym z nich jest rzekomo nieuprawnione utozsamianie obiektow matematycznych
z okreSlonymi zbiorami. Istotnie, kiedy w matematyce méwi si¢ o zbiorach, to kwesti¢,
czym s3 elementy tych zbioréw, zwykle uwaza si¢ za nieistotna; bardziej interesujace

' Symbol P(X) oznacza tu zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X.
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sq dzialania na tych elementach, a SciSlej — ich wlasnosSci. Innymi stowy, matematyke
interesuja raczej struktury badz formy, anizeli ich ,,podtoze”, co zdaje si¢ wyjasniac,
dlaczego matematyke (wraz logika) zalicza si¢ do nauk formalnych. Utozsamianie nawet
tak ,.konkretnych” obiektéw matematycznych jak liczby naturalne z opisanymi, jak wyzej,
liczbami porzadkowymi wydaje si¢ aktem arbitralnej konwencji. Wszak rownie dobrze
moglby to byc ciag: @, (@}, {{@}}, {{{@}}}, ... etc., jak rowniez wiele innych ciagéw.

Na zarzut ten mozna odpowiedzie¢ nast¢pujaco. Realizm teoriomnogoSciowy nie
koliduje z pogladem, iz dla matematyki bardziej niz poszczegélne zbiory interesujace s
struktury ,,oderwane od podtoza”, natomiast pozwala takie struktury egzemplifikowacd,
wskazujac ich konkretne realizacje.

Drugi zarzut jest bardziej powazny. Odwotuje si¢ on do faktu, iz teoria mnogosci
jest teorig niezupetng. Dowiedziono, na przyklad, ze tzw. hipoteza kontinuum jest nie-
zalezna od aksjomatéw wszelkich systemow tej teorii, czyli nie wynika z nich ani ona
sama, ani jej zaprzeczenie. Jesli teoria mnogosci jest opisem wlasciwej ,,rzeczywistosci
matematycznej” to, oczywiscie, tylko jedno z tych dwéch zdan sprzecznych moze by¢
prawdziwe, lecz my nie wiemy i — by¢ moze — nie bedziemy wiedzie¢, ktére. W tej
sytuacji nie mamy podstaw do twierdzenia, Ze istnieje jedna rzeczywisto§¢ matematyczna,
a nie dwie rzeczywistoSci rozniace si¢ tym, ze w jednej z nich prawdziwa jest hipoteza
kontinuum, a w drugiej jej negacja. Poniewaz takich zdan niezaleznych od teorii jest
wiecej, rzeczywistos¢, ktéra ma by¢ przedmiotem matematyki pozostaje w duzym stopniu
nieokreslona.

Intuicjonizm to jeden z zywotnych nurtéw we wspotczesnej filozofii matematyki.
W kwestiach dotyczacych natury poznania matematycznego przeciwstawia si¢ on for-
malizmowi'? natomiast w kwestiach ontologicznych — realizmowi teoriomnogosciowe-
mu. Zdaniem intuicjonistow, mocne zatozenia egzystencjalne teorii mnogosci sa nie do
przyjecia, poniewaz prowadza do sprzecznosci i paradokséw. Odpowiadajac na pytanie
o przedmiot matematyki, intuicjoniSci nawigzuja na ogét do konceptualizmu, w mysl
ktérego wszelkie przedmioty abstrakcyjne, czyli uniwersalia, istniejg tylko w umysle
ludzkim jako pojecia. Sam tradycyjny konceptualizm jako stanowisko w sporze o uniwer-
salia nastrecza pewne watpliwoSci zwiazane z naturg poje¢. Wprawdzie w introspekcji
stwierdzamy w naszym umysle obecnos¢ takich ,,bytow mentalnych” jak spostrzezenia,
wyobrazenia i uczucia, natomiast nie zauwazamy tam poje¢, zwlaszcza abstrakcyjnych.
Pojecia sg raczej nabytymi w trakcie nauki jezyka dyspozycjami do odpowiedniego uzycia
wyrazen i zwigzanych z tym zachowan. Czgsto pojecia utozsamia si¢ ze znaczeniami
przystugujacymi wyrazeniom w okreslonym jezyku, lecz wowczas nie sa one wcale
czyms, co istnieje ,,w umysle”.

Czym zatem sa obiekty matematyczne wedlug intuicjonistow? Na pytanie to intui-
cjonisci nie udzielaja jasnej odpowiedzi. Utrzymuja oni, ze sa to wytwory umystowej
aktywnoSci matematykow, ktdrzy obiekty te ,.konstruuja”, ale nie zgodziliby si¢ z opinia,

12 Stanowisko formalizmu w kwestii przedmiotu matematyki omawiamy w dalszej czesci.
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ze sa to pewne wyrazenia lub znaczenia tych wyrazen, przypisywane im przez matematy-
kow. Okazuje sie, ze istnienie przypisuja nie tylko obiektom juz ,,skonstruowanym”, lecz
réwniez ,.konstruowalnym”, ktére dotad nie zostaly skonstruowane'?. Na pytanie, ktére
obiekty sg konstruowalne, udzielaja r6znych, ale w miare jednoznacznych odpowiedzi. Sa
to z pewnoscig wszystkie liczby naturalne i przeliczalne zbiory elementow konstruowal-
nych, a tym samym zbior wszystkich liczb naturalnych. Natomiast nie jest konstruowalny
zbior wszystkich podzbioréw tegoz zbioru. Nie jest jasne, w jakim sensie matematyk
mogtby konstruowaé czyli stwarzaé'* liczby i inne obiekty matematyczne, jesli maja to
by¢ pewne przedmioty abstrakcyjne, a nie po prostu ich nazwy badzZ jednoznaczne stowne
charakterystyki. Wydaje si¢ zatem, ze konsekwentna interpretacja stanowiska intuicjo-
nistow w kwestiach ontologicznych prowadzi do wniosku, ze pragng oni tylko okroic¢
Swiat teoriomnogosciowy, a nie zaludni¢ go innego rodzaju przedmiotami bedacymi
produktem mysli.

Formalizm jest do$¢ skomplikowanym stanowiskiem w filozofii matematyki repre-
zentowanym przez Dawida Hilberta (1862—-1943) i SciSle zwiazanym z jego programem
badani nad matematykg. Jednakze potocznie okreslenie to funkcjonuje w innym znacze-
niu, przy ktérym nie jest adekwatng charakterystyka pogladéw Hilberta, chociaz jest
z nim powszechnie kojarzone'>. Tu bedzie mowa o owej popularnej wersji formalizmu,
do ktorej przyznaje si¢ wielu matematykow. Jej rodowodu nalezy dopatrywac sie w wy-
powiedziach matematyka Hermana Grasmanna (1809-1877), ktéry wprowadzil pojecie
nauki formalnej pojmowanej jako niezinterpretowany system aksjomatyczny, a takze
rozréznienie matematyki czystej i matematyki stosowanej, ktore ilustrowal przyktadem
geometrii. Geometria jako dzial matematyki czystej to zbiér formul pozbawionych inter-
pretacji, ten sam zbidr formut w okreslony spos6b zinterpretowanych jest matematyka
stosowang i zarazem dzialem fizyki (teorig przestrzeni fizycznej).

Matematyk hotdujacy formalizmowi utrzymuje, ze zadaniem matematyki jest formu-
fowanie aksjomatow i dowodzenie, na ich podstawie twierdzefi. Formalizacja rozumowar
pozwala abstrahowa¢ od sensu przestanek i wnioskow, co jest tym bardziej wskazane, ze
odwolywanie si¢ do ich sensu sprzyja przemycaniu wnioskow, ktére z aksjomatéw nie
wynikaja, a wydaja si¢ intuicyjnie oczywiste. Poszukiwanie interpretacji, przy ktérych
aksjomaty i wynikajace z nich twierdzenia sg prawdziwe, nie jest zadaniem matematyka,
lecz tego, kto pragnie z matematyki korzystaé. Przez dobranie stosownej interpretacji
teorie matematyczne stajg si¢ teoriami z jakiejs innej dziedziny, na przykiad fizyki.

13" T zapewne nigdy nie beda, bowiem — cokolwiek by to znaczylo — trudno sobie wyobrazié,
aby pewien matematyk (lub wszyscy matematycy razem wzigci) skonstruowali efektywnie wszystkie
liczby naturalne.

14 Okreslen , konstruowac” i ,,stwarza¢” intuicjonisci uzywaja zamiennie.

15 Hilbert sam si¢ do tego przyczynil pewnymi wypowiedziami, zwtaszcza na temat geometrii. Przypisuje
mu sie powiedzenie, ze matematyka to ,,gra, ktéra rozgrywa si¢ na papierze, postugujac si¢ pozbawionymi
znaczenia symbolami”. Sugeruje to, Ze znaczenia wyrazei nie odgrywaja w matematyce zadnej roli. Jest
to poglad, ktérego Hilbert w istocie nie podzielat.
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Z przedstawionego tu pogladu wynika, ze nie istniejg interpretacje teorii matema-
tycznych, o ktérych mozna by powiedzie¢, ze sa swoiscie matematyczne. Zatem zaksjo-
matyzowane i sformalizowane teorie matematyczne, dopdki s3 matematyczne, nie sg
teoriami w zwyklym tego stowa znaczeniu, poniewaz nie sa teoriami czegos. Gdyby
zatem przedmiotem matematyki miatoby by¢ cos, o czym mowig teorie matematyczne,
to matematyka, w odréznieniu od innych dyscyplin naukowych, nie miataby przedmio-
tu. Wynika stad, ze jesli jednak coS jest przedmiotem dociekan matematycznych, to
— z punktu widzenia formalizmu — mogg nim by¢ tylko same niezinterpretowane teorie
matematyczne, a przy tym powinny to by¢ teorie sformalizowane, poniewaz tylko takie
nadaja si¢ na przedmiot Scistych dociekan, jakie przystoja matematyce.

Tak rozumiany formalizm, gloszony, m. in., przez Haskella B. Curry’ego (1900-1982)
redukuje calag matematyke do metamatematyki w tym znaczeniu, jakie z tym okresleniem
wigzal Hilbert. Pomifimy liczne watpliwosci, jakie nastrecza stanowisko formalizmu!®,
aby skupic€ si¢ na zagadnieniu, czy zachowuje ono konsekwencje w kwestii przedmio-
tu matematyki. Ot6z w dociekaniach metamatematycznych wyrazenia, a tym samym
aksjomaty, twierdzenia i dowody nie moga by¢ utozsamiane z konkretnymi napisami
na papierze. Muszg to by¢ skoficzone, ale dowolnie dlugie ciagi symboli, a stowo cigg
jest tu uzyte w znaczeniu teoriomnogosciowym jako zbior uporzadkowany lub funkcja,
ktérej dziedzing jest pewna liczba porzadkowa. Uprawianie metamatematyki wymaga
zatem przyjecia pewnych do$¢ mocnych zafozen teoriomnogosciowych. Nastrecza to
pytanie: Czy teoria mnogosci, jako podstawa dociekan metamatematycznych, jest teorig
matematyczna? Jesli nig jest, to — w mysl doktryny formalizmu — musi by¢ teoria nie-
zinterpretowang i w konsekwencji rOwniez metamatematyka musi by¢ tylko ,,czystg gra
symboli”. Natomiast jeSli w metamatematyce traktuje si¢ teori¢ mnogosci jako teori¢
zinterpretowana, to — nie jest ona teorig matematyczna, lecz nalezy do jakiej$ innej dys-
cypliny naukowej, w ktorej uzyskata interpretacje. Ale tym samym metamatematyka jako
ufundowana nad teorig mnogosci staje si¢ dzialem wspomnianej dyscypliny naukowej
i traci swoiScie matematyczny przedmiot.

Wydaje si¢, ze formaliScie trudno zachowac¢ konsekwencje w kwestii przedmiotu
matematyki. Moze on utrzymywa¢ — w duchu tzw. instrumentalizmu — Ze matematyka
nie dostarcza zadnej wiedzy o rzeczywistoSci, lecz tylko wiedzy o narzedziach, ktére
umozliwiajg pozyskiwanie takiej wiedzy przez inne nauki. Niekonsekwencja polega na
tym, ze owa wiedza o narzedziach, jesli rzeczywiscie ma by¢ wiedza, odwotuje si¢ do
wiedzy matematycznej, ktorej istnieniu formalista zaprzecza.

16 Na przyktad, co moze sktaniaé matematykéw do tworzenia raczej tych, a nie innych systeméw
aksjomatycznych, jesli nie jest to ich przedmiot? Czy moze to by¢ wylacznie ich uzytecznos$¢ dla innych
nauk?



Wyklad dwunasty

SPOR O NATURE POZNANIA MATEMATYCZNEGO

Matematyke mozna postrzegaé jako rodzaj wiedzy, jak rowniez jako rodzaj narzedzia, przy
czym jedno nie wyklucza drugiego. Z punktu widzenia formalisty, teoria matematyczna
moze by¢ tylko narzedziem i to pod warunkiem, ze znajdzie zastosowanie w jakiej$
nauce ,,realnej”, gdzie zostanie odpowiednio zinterpretowana. Formalista moze réwniez
utrzymywac, ze przypisywanie jej okreslonej interpretacji nie jest tu niezbedne, gdyz
moze ona by¢ uzyta po prostu jako pewien rachunek pozwalajacy wyprowadza¢ zdania
o okreSlonej tresci z innych zdan. Jest to punkt widzenia instrumentalisty, ktéry podobny
charakter sktonny jest przypisywac réwniez pewnym wysoce teoretycznym partiom nauk
empirycznych.

Z punktu widzenia realisty teoriomnogos$ciowego matematyka jest wiedza, a jej
przydatnosc¢ jako narzedzia uzytecznego dla innych nauk polega na tym, ze dostarcza
modeli matematycznych pewnych zjawisk empirycznych. Modele sa tu rozumiane nie jako
wyrazenia jezykowe (np. uktady réwnan), lecz jako obiekty matematyczne odwzorowujace
strukture zjawisk fizycznych.

Przez szereg stuleci powszechne bylo przekonanie, ze matematyka jest wiedzg, i to
wiedzg o szczegdlnych walorach. Owe walory to konieczna prawdziwosc i towarzyszaca
jej apodyktyczna pewnos¢. OkreSlenia te pochodzg od Immanuela Kanta (1724-1804), ale
walory te przypisywano matematyce juz wczesniej. Poniewaz waloréw tych zdecydowanie
odmawiano wiedzy empirycznej, nalezato utrzymywac, ze wiedza matematyczna jest
aprioryczna, czyli nie wymaga zadnego potwierdzenia w do§wiadczeniu zmystowym.
Poglad ten réwniez dzi§ ma licznych zwolennikéw.

Przymiotnik aprioryczna jest okreSleniem negatywnym i nie wyjasnia, jakie sg Zrodta
i podstawy wiedzy matematycznej. Filozofia proponowata tu wiele rozwiazan. Platon
(427-347 p.n.e.), zdaniem ktérego matematyka traktuje o przedmiotach idealnych, gtosit,
ze wiedze matematyczng nabywa dusza ludzka przed potaczeniem si¢ z cialem, za sprawa
niezmystowego ogladu wspomnianych przedmiotéw. Zdaniem §w. Augustyna, prawdy
matematyczne odkrywamy, uzyskujac dostep do umystu boskiego poprzez iluminacje.
Gottfried Leibniz (1649-1716) twierdzil, ze twierdzenia matematyczne mogg by¢ udo-
wodnione na podstawie logicznych zasad tozsamosci i sprzecznosci, ktore sg z zatozenia
prawdami rozumowymi.
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Wielu matematykom, ktorzy na przetomie XIX i XX wieku zajeli si¢ problemem
podstaw matematyki, bliskie okazalo si¢ stanowisko Kanta. Wyr6znit on sqdy analityczne
majgce charakter aprioryczny i odpowiadajgce w zasadzie prawdom rozumowym Lei-
bniza, zas§ wsréd pozostalych, zwanych syntetycznymi (ktére Leibniz i inni uwazali za
empiryczne prawdy o faktach) wyrdznit sqdy syntetyczne a priori. Podstawowe twierdze-
nia geometrii i arytmetyki to — zdaniem Kanta — wlasnie sady syntetyczne a priori.
Sady takie nie znajdujg gwarancji swej prawdziwosci ani w logice, ani w strukturze pojec;
ich podstawg jest — wedlug Kanta — rodzaj intuicji, ktéra nazywa czystq naocznosciq,
wyprzedzajacej i umozliwiajacej doSwiadczenie zmystowe.

Geometria ktadzie u swych podstaw czysta naoczno$¢ przestrzeni. Arytmetyka nawet swoje pojecia liczb
wytwarza przez kolejne dotaczanie jednostek w czasie [...] Oba za§ te przedstawienia sg tylko danymi
naocznymi; jezeli bowiem z empirycznych danych naocznych ciat i ich zmian (ruchu) usuniemy wszelki
pierwiastek empiryczny [...], to pozostanie jeszcze przestrzeni i czas. Sg one przeto czystymi danymi
naocznymi, ktére stanowia a priori podstawe ogladéw empirycznych i dlatego same nigdy nie moga by¢
usuniete’.

Po Kancie wielu matematykow przypisywalo przynajmniej niektéorym twierdze-
niom matematycznym charakter sgdow syntetycznych a priori, na ogot nie podzielajac
pogladow epistemologicznych Kanta w catoSci; po prostu zaktadali istnienie pewnego
rodzaju nieomylnej intuicji pozwalajacej rozpozna¢ prawdy matematyczne nieredukowal-
ne do logiki.

Geometria, ktérg mial na mysli Kant, to oczywiscie geometria euklidesowa, podow-
czas jedyna teoria matematyczna majaca postac systemu aksjomatycznego. Uchodzac
tradycyjnie za teori¢ matematyczng, byta ona zarazem interpretowana jako teoria prze-
strzeni fizycznej, przedstawiajgca adekwatnie stosunki przestrzenne mig¢dzy fizycznymi
przedmiotami. Dopiero odkrycie, a raczej skonstruowanie w XIX wieku geometrii nie-
euklidesowych zmienito poglady na geometri¢ i wprowadzito do niej rozréznienie na
,»CZystg” i ,,stosowang”’. Ta druga utracifa status teorii matematycznej, za$ pierwsza prze-
stata by¢ powszechnie uznawanym wzorcem wiedzy ,,apodyktycznie pewne;j”. Jej miej-
sce zajeta arytmetyka, ktorg zaksjomatyzowat Giuseppe Peano (1858-1932), a pdZniej
— jako teoria bardziej podstawowa — teoria mnogosSci. Spor o Zrédta i podstawy pew-
nosci w matematyce dotyczyt odtad przede wszystkim arytmetyki liczb naturalnych,
zwlaszcza od chwili, gdy Julius Dedekind (1831-1916) zredukowat do niej teori¢ liczb
rzeczywistych.

Ide¢ Leibniza redukcji arytmetyki do logiki podjeli Gottlob Frege (1848-1925) i na-
stepnie Bertrand Russell (1872-1970). Chodzito tu o logike w interpretacji przedmioto-
wej, a wiec nie o ,,prawa mySlenia”, lecz o najogélniejsze prawdy dotyczace wszystkiego,
co istnieje. ,,Konieczna prawdziwos$¢” tak rozumianych twierdzen logiki nie budzita
zadnych watpliwosci, totez redukcja arytmetyki do logiki za pomoca fancucha definicji

''I. Kant, Prolegomena do wszelkiej przysztej metafizyki, ktéra bedzie mogta wystqpi¢ jako nauka,
PWN, Warszawa 1993, s. 47.
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poje¢ arytmetycznych wydawatla si¢ najlepszym sposobem wyjasnienia ,,apodyktyczne;j
pewnosci” twierdzen matematycznych. Redukcja taka oznaczataby, ze wszelkie twierdze-
nia matematyczne s3 — wbrew opinii Kanta — sgdami analitycznymi, o prawdziwoSci
zagwarantowanej przez prawa logiki i wspomniane definicje.

Jednakze program takiej redukcji, znany jako program logicyzmu, nie mégt by¢ w pet-
ni zrealizowany. Wszystkie prawa logiki, w uSwieconym przez tradycje znaczeniu, sa
tautologiami, natomiast postulowana przez logicystow redukcja wymagata korzystania
réwniez z zatozeri nietautologicznych?. Brak sukceséw w realizacji programu logicyzmu
skfanial do przekonania, ze nie wszystkie twierdzenia matematyki s3 sagdami analityczny-
mi. Na przyktad Henri Poincaré (1854—1912) stanowczo bronit pogladu, ze niezb¢dna
w matematyce zasada indukcji jest sagdem syntetycznym a priori i do logiki zredukowaé
si¢ nie daje.

Poincaré byl jednym z twércéw stanowiska filozoficznego zwanego konwencjonali-
zmem, ktére odnosit do geometrii i fizyki, lecz nie do arytmetyki. Wypowiedzi Poincarégo
na temat geometrii nie sa konsekwentne. Utrzymuje on, ze wybor jednego z wielu sys-
temow geometrii na uzytek fizyki jest arbitralny, czyli nie jest zdeterminowany przez
doSwiadczenie. Wybieramy taki system, co do ktérego mamy nadzieje, ze okaze si¢
,najwygodniejszy”, czyli — w szczeg6lnosci — sprawi, ze struktura opartej na geometrii
teorii fizycznej bedzie najprostsza z mozliwych. O aksjomatach geometrii méwi Poincaré,
ze sa ,.konwencjami” i z tej racji nie sg ani prawdziwe, ani falszywe. Stwierdzenie to
jest mylace; w istocie konwencja nie jest sam aksjomat, lecz umowa, aby aksjomatom
przypisywac tylko taka interpretacje, przy ktorej okazg si¢ one prawdziwe. Takie wlasnie
konwencjonalistyczne podejscie do aksjomatéw geometrii, ale nie ,,stosowanej”, lecz
,czystej”, deklarowat Hilbert. Aksjomaty ,,prawdziwe na mocy umowy” sg przez wielu
uwazane za zdania analityczne® i tym samym prawdziwe a priori, stad konwencjona-
lizm wydaje si¢ jednym z mozliwych sposobéw obrony i wyjasnienia ,,apodyktycznej
pewnoSci” twierdzent matematycznych.

Jednakze ta linia obrony budzi powazne zastrzezenia. Czy rzeczywiScie wystarczy
,umowic sie” co do sposobu interpretacji aksjomatéw, aby zagwarantowac¢ ich prawdzi-
wos$¢? Wszak nasza umowa nie moze by¢ zrealizowana, jesli taka interpretacja, przy
ktérej aksjomaty sg prawdziwe, po prostu nie istnieje. Jak wykazaty pézniejsze badania
metamatematyczne nad modelami teorii, kiedy zaden pozalogiczny termin pierwotny
teorii nie ma interpretacji ustalonej lub chocby tylko ograniczonej ,,z zewnatrz”, wystar-
czajacym warunkiem istnienia interpretacji, przy ktorej aksjomaty sa prawdziwe jest ich
niesprzecznosé*. Kwestia kluczowa staje sie wéwczas pytanie: Jak mozna przekonaé

2 Jednym z nich bylo przyjete przez Russella zatozenie o istnieniu nieskoficzenie wielu indywiduéw,
o ktérym wspomniano w wykladzie trzecim.

3 Pojecie analitycznosci zostato tu nieco rozszerzone w poréwnaniu z tym, ktérym postugiwat si¢ Kant,
a po nim Frege; ponadto zamiast o sgdach méwi si¢ tu o zdaniach analitycznych.

4 Jezeli sprzecznos¢ okresla sie¢ w sposéb formalny, jako wyprowadzalnos¢ zdafi sprzecznych wedtug
regut rachunku logicznego, to spostrzezenie to odnosi si¢ wylacznie do teorii elementarnych.
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si¢ o niesprzecznoSci uktadu aksjomatow? Poniewaz w przypadku powaznych teorii
matematycznych mozliwe sg tylko tzw. wzgledne dowody niesprzecznosci, oparte na
aksjomatach ,,mocniejszych” niz te, ktérych niesprzecznosci si¢ dowodzi, dowody takie
nie sg przekonywajace. W tej sytuacji jedynym argumentem na rzecz niesprzecznosci
danego ukfadu aksjomatow staje si¢ ,,doSwiadczenie” matematykow, ktorzy dowodzac
twierdzen na podstawie danego uktadu aksjomatéw, na sprzecznosS¢ si¢ nie natkneli.
Argument taki nie jest oczywiscie zadnym dowodem, poniewaz dalsze dociekania, ktére
nigdy si¢ nie koniczg, mogg jakas sprzecznos$¢ ujawni¢. Nasuwa si¢ ponadto pytanie, czy
wspomniane tu ,,do§wiadczenie” matematykéw nie odwotuje si¢ w sposéb nieuniknio-
ny do doznani zmystowych (na przyktad do wzrokowego postrzegania przeksztatcanych
napisow). Gdyby tak bylo, to przeSwiadczenie o apriorycznym, a wiec niezaleznym
od doSwiadczenia, charakterze poznania matematycznego okazaloby si¢ mitem, cho-
ciaz zalezno$¢ od do§wiadczenia miataby tu nieco inny charakter niz w tzw. naukach
empirycznych.

Teza o aksjomatach prawdziwych na mocy konwencji budzi tez inne zastrzezenia.
Jesli aksjomaty teorii sa niesprzeczne, to interpretacji, przy ktorych sa one prawdziwe
jest wiele, a zdarzajg si¢ wsrdd nich rowniez interpretacje nieizomorficzne, a wiec rady-
kalnie rézne od innych. Tymczasem matematycy na ogét majg na wzgledzie tylko tzw.
interpretacje standardowe, a niekiedy majq nawet poczucie, ze z dang teorig zwigzana
jest tylko jedna, $cisle okreslona interpretacja. Na przyklad, arytmetyka — ich zdaniem
— moéwi o liczbach i tylko o nich, czymkolwiek by one byly, za$ teoria mnogosci o jed-
nym, tym ,,realnym”, Swiecie teoriomnogosciowym. Z kolei, jesli przyjmiemy, ze wsréd
interpretacji, przy ktérych prawdziwe sg aksjomaty teorii, zadnej nie wyrézniamy, bo
nie mamy na to sposobu, to traci sens naturalne pytanie, czy prawdziwe (wzglednie
falszywe) jest jakie§ zdanie niezalezne od tych aksjomatéw?. Jest tak dlatego, ze zdanie
takie jest prawdziwe tylko przy niektorych sposrdd interpretacji, przy ktérych prawdziwe
s aksjomaty.

Wyszczegdlnione tu racje sktaniaja wielu matematykow do odrzucenia konwencjona-
listycznego podejscia do aksjomatéw. Utrzymujg oni, ze w przypadku pewnych teorii
matematycznych, takich jak arytmetyka i teoria mnogo$ci, mozliwa jest jednoznacz-
na interpretacja aksjomatow dzieki jakiejS niezmystowej percepcji przedmiotow tych
teorii. Ta niezmystowa percepcja, rodzaj szczegdlnej intuicji matematycznej, pozwala
ponadto rozstrzyga¢ o prawdziwosci aksjomatow, jak rowniez zdan od nich niezaleznych,
co umozliwia postepujace rozszerzanie uktadu aksjomatoéw i redukowanie liczby zdan
formalnie nierozstrzygalnych.

W przesztosci, sposrdéd znanych filozoféw tylko John Stuart Mill (1806—1873) zaprze-
czatl koniecznej prawdziwosci i pewnosci twierdzen matematycznych. Majac na uwadze

> W pytaniu tym wystepuje tzw. absolutne pojecie prawdziwosci, ktére ma sens, gdy wyrazeniom
danego jezyka przypisano jedna, SciSle okreSlona interpretacje. Kiedy takiej interpretacji nie umiemy
wskaza¢, mozemy postugiwac si¢ tylko wzglednym pojeciem prawdziwosci, zrelatywizowanym do dowolnej
interpretacji.
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gléwnie pojecia geometrii, utrzymywat, ze nie ma przedmiotow, ktére odpowiadatyby Sci-
Sle definicjom tych pojec. Pojecia te sa produktem mySlowego abstrahowania od pewnych
wlasnosci przy jednoczesnej idealizacji (czyli minimalizowaniu lub maksymalizowaniu)
innych. Nie jest réwniez prawda, by twierdzenia geometryczne odnosity si¢ do jakich$
przedmiotow idealnych, bowiem przedmioty takie nie istniejg. Twierdzenia geometryczne
odnosza si¢ zatem do przedmiotow realnych, ale sa tylko w przyblizeniu prawdziwe. Sa
one wynikiem uogdlnieri i tym samym maja charakter hipotez, podobnie jak twierdzenia
fizyki czy chemii.

Warto zauwazy¢, ze wspétczesnie malo kto kwestionuje empiryczny rodowéd pojec
i twierdzen matematycznych. Jean Piaget (1896-1980), tworca dyscypliny, ktdra nazwat
epistemologiq genetyczng, prowadzit szczegétowe badania nad przyswajaniem sobie
poje¢ matematycznych przez dzieci. Wskazujg one, ze w procesie tym istotng role peini
manipulowanie przedmiotami. Wraz z przyswajaniem sobie pewnych poje¢ nastepuje
uprzytomnienie sobie pewnych prawd matematycznych. Na przyklad przyswajajac sobie
pojecie rownolicznosci, dzieci zauwazaja, ze usuwajac z dwu zbioréw réwnolicznych
po jednym elemencie, otrzymuje si¢ zbiory nadal réwnoliczne. Jest to spontaniczne
uogolnienie, lecz mozna je interpretowac jako etap w procesie ksztattowania si¢ intuicji
matematycznej. W kolejnych fazach tego procesu, juz jako dorosli, wykraczamy poza
zbiory przedmiotéw, ktérymi mozna praktycznie manipulowaé, co wszakze nie sprowadza
si¢ do prostego uogdlnienia przecwiczonych przypadkow. Nowe przedmioty, na przyktad
zbior pusty i zbiory zbioréw, nalezy postulowad, czyli przyjaé¢ odpowiednie zafozenie
ontologiczne, ze przedmioty takie istnieja®. Nasza decyzja, aby pewne wczesniejsze
uogdlnienia empiryczne przenieS¢ na przedmioty postulowane, nie jest uogélnieniem
empirycznym. Kiedy wsréd przedmiotéw postulowanych pojawiajg sie zbiory nieskon-
czone, musimy podejmowac decyzje, ktére z empirycznych doSwiadczen (a te zawsze
ograniczaja si¢ do elementow zbioréw skonczonych) przenies¢ na zbiory nieskoriczone,
unikajac sprzecznosci i paradokséw’.

Rzeczywistos¢, o ktorej méwig rézne dyscypliny naukowe, petna jest przedmiotow
postulowanych, a odréznienie ich od pozostalych nastrecza pewne trudnosci. Zazwyczaj

6 Sam Piaget inaczej przestawia ten etap ksztaltowania si¢ intuicji matematycznej, utrzymujac, ze
,»-..czynnosci logiczno-matematyczne dziecka moga w pewnym momencie oderwac si¢ od zastosowan do
przedmiotéw fizycznych i zinterioryzowac si¢ jako operacje, ktére mogg by¢ wykonywane symbolicznie”.
Jednakze dalsze konkluzje Piageta wydaja si¢ zbiezne z tu przedstawionymi: ,,Inaczej méwiac, to wlasnie
od pewnego poziomu rozwojowego istnieje czysta logika i matematyka, ktérym doSwiadczenie staje
si¢ niepotrzebne. [...] czysta logika i czysta matematyka mogg nieskoniczenie daleko wykracza¢ poza
doswiadczenie: nie s one ograniczone fizycznymi wlasciwo$ciami przedmiotu”. J. Piaget, Psychologia
i epistemologia, PWN, Warszawa 1977, s. 81.

7 Jak wiadomo, fakt, iz pewne twierdzenia stuszne dla zbioréw skoriczonych nie zachodzg dla zbio-
row nieskoniczonych, dtugo powstrzymywaly matematykéw przed zaakceptowaniem ,,nieskoriczonosci
aktualnej”. Réwniez tzw. pewnik wyboru, ktéry znakomicie si¢ sprawdza praktycznie na skoficzonych
rodzinach zbioréw skoriczonych, rodzi pewne konsekwencje uchodzace za paradoksalne, gdy rodzina
zbioréw, z ktérych mamy dokonaé wyboru nie jest skoficzona.
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nie zaliczamy do postulowanych przedmiotow fizycznych wzglednie trwatych, dobrze
wyodrebnionych z otoczenia i doste¢pnych percepcji zmystowej. Niektore z nich, jak
kasztany badz szklanki, mogg by¢ przedmiotem manipulacji prowadzacych do prostych
uogodlnient ksztaltujacych intuicje matematyczna. We wszystkich tych uogdlnieniach
empiryczne roznice miedzy przedmiotami nie odgrywaja roli istotnej; liczy sie tylko to,
co zwykle okreSlamy mianem formalnych wtasnosci zbiorow i relacji. W tej sytuacji
zalezno$¢ wspomnianych uogélnien od konkretnych faktéw empirycznych wydaje sie
niemozliwa, a podawane niekiedy przyktady sumowania roztacznych zbioréw bakterii
badZ owiec, ktére przecza rzekomo zasadom dodawania liczb kardynalnych®, sg po
prostu Zle dobrane. Te niezalezno$¢ uogélnien od faktéw empirycznych mozna wzmocnic,
postulujac istnienie zbiorow, ktdre nie sa zbiorami konkretnych przedmiotow.

Z kolei zakres twierdzen dotyczacych przedmiotéw postulowanych mozna odpowied-
nio zawezi¢ ograniczajac go do przedmiotéw oderwanych od empirycznego podtoza.
Cos takiego ma miejsce w tej wersji realizmu teoriomnogos$ciowego, w ktoérej rzeczywi-
sto$¢ matematyczng redukuje si¢ do konstrukcji ufundowanych nad zbiorem pustym. Ten
— pod pewnym wzgledem skrajny — przyktad pokazuje, ze empiryczny rodowdd pojec
i twierdzet matematycznych nie musi pociagac za sobg ich poznawczej zaleznosci od
doSwiadczenia.

Realizm teoriomnogosciowy to stanowisko w kwestii przedmiotu matematyki. Wyni-
ka z niego, ze wiedza matematyczna jest zabezpieczona przed obaleniem przez do§wiad-
czenie’, ale nie wynika, ze jest ona wiedza apodyktycznie pewng. Wiedza ta opiera sie
na zatozeniach egzystencjalnych dotyczacych przedmiotéw postulowanych. Zatozenia te
mozna bez kofica wzmacniac¢, postulujac istnienie coraz wigkszych liczb porzadkowych
i dobudowujac coraz to nowe pi¢tra hierarchii von Neumanna. Mozemy réwniez przy-
jac zalozenia alternatywne w stosunku do uznanych; na przyktad postulowac istnienie
zbioréw nieufundowanych (tj. zbioréw, w ktérych kazdy element ma wiasne elementy
itd. w nieskoriczonos$¢). Nawet gdyby bylo wiadomo, ze przyjete przez nas zalozenia
s niesprzeczne, skad mamy czerpaé pewnos¢, iz postulowane przez nas zbiory istnieja
i majg te wlasnosci, ktére im przypisujemy?

Zalozenia te, poniewaz nie s3 wymuszone przez doSwiadczenie, wydaja si¢ arbitralne
i nie wida¢ powodu, dla ktérego rzeczywisto$¢ miataby je spetniaé. Totez wielu filozoféw
uwaza, ze nie mamy tu do czynienia z prawdziwa rzeczywistoScia, ze pojecie istnienia
zostato tu nadmiernie rozszerzone. Stwierdzi¢, ze istnieja i poznawa¢ mozemy tylko
takie przedmioty, ktére oddziatujg przyczynowo na nasz mézg, a jak dotad nie znamy
innej drogi oddzialywania nafi jak tylko poprzez organy zmystéw. W potaczeniu z prze-
Swiadczeniem, ze w ten spos6b moga oddziatywac tylko konkretne przedmioty fizyczne,
prowadzi to na og6t do wniosku, ze przedmiot matematyki nie istnieje, a matematyka
nie jest wiedza pewna, poniewaz w ogoéle nie jest wiedza.

8 Poniewaz bakterie w trakcie operacji fizycznego faczenia zbioréw sie dziela, a w taczonych stadach
owiec rodza si¢ nowe jagnicta.

9 Wszak wydaje si¢ niewiarygodne, aby do§wiadczenie zmystowe miato co$ do powiedzenia na temat
zbioréw skonstruowanych ze zbioru pustego jako ,,0ostatecznego” elementu.
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Bardziej przychylne dla matematyki wydaje si¢ rozwiazanie nastgpujace. Przedmioty,
o ktérych mowig teorie matematyczne, nie istnieja realnie, ale — jesli teorie te sa nie-
sprzeczne — to sg one przedmiotami mozliwymi. Chodzi tu nie o fizyczng mozliwos¢,
lecz o mozliwosé¢ logiczng. Zatem o tym, co jest mozliwe, a co nie, decyduje logika,
i wszystko co méwimy w sposob niesprzeczny o jakich$ przedmiotach jako o mozliwych,
nie twierdzac, ze istnieja, jest niewatpliwie prawdziwe. Wynika stad, ze matematyka moze
dostarczy¢ wiedzy apodyktycznie pewnej, pod warunkiem, ze dotyczy ona przedmiotow
mozliwych. Przedmioty te moga tworzy¢ struktury, ktére mniej lub bardziej adekwatnie
nasladuja struktury utworzone z przedmiotéw realnych.

Rozwigzanie to spotyka si¢ z nastepujaca krytyka. Wprawdzie trudno nam ustrzec
si¢ od mowienia o sytuacjach mozliwych, ktdre si¢ nie zrealizowaty, lecz wprowadzanie
do rozwazan mozliwych przedmiotow jest przemycaniem zalozenia, ze one jakos istnieja,
mianowicie istniejq potencjalnie. Tym samym wprowadza si¢ dwa ,,sposoby istnienia”:
istnienie realne oraz istnienie potencjalne. Jednakze zdaniem krytykéw, pojecie istnienia
jest jedno i wyraza si¢ za pomocg kwantyfikatora egzystencjalnego, a postugiwanie si¢
pojeciem istnienia potencjalnego jest wybiegiem polegajacym na postulowaniu przed-
miotéw, o ktorych naprawde sadzi si¢, ze nie istnieja. Ponadto, gdybySmy przyjeli, ze
przedmioty mozliwe stanowig gatunek przedmiotéw istniejacych réznych od realnych,
stan¢libySmy przed ogromem zagadnien, ktorych sens jest watpliwy, poniewaz nie mamy

zadnego pomystu na sposéb ich rozstrzygania'®.

10° Zwrécit na to uwage W. V. Quine, piszac: ,,Czy wiecej jest mozliwych ludzi chudych, czy tu-
stych? Ilu z nich jest do siebie podobnych? Czy moze podobieristwo mi¢dzy nimi wystarcza, by byli oni
jednym cztowiekiem? Czy zadne dwie rzeczy mozliwe nie sa do siebie podobne? Czy znaczy to
to samo, co stwierdzenie, ze jest niemozliwe, aby dwie rzeczy byly do siebie podobne? Czy tez
moze pojecie identyczno$ci jest po prostu niestosowalne do mozliwo$ci nieurzeczywistnionych?
Czy jednak méwienie o bytach, o ktérych nie mozna sensownie twierdzi¢, ze sa identyczne same z sobg
i ré6zne od innych bytéw, ma w ogéle sens?” W. V. Quine, Z punktu widzenia logiki, PWN, Warszawa
1969, s. 13.






Wyktlad trzynasty

NAUKI SCISLE, CZYLI MATEMATYKA
STOSOWANA

Do nauk Scistych zalicza si¢ zazwyczaj matematyke, fizyke, astronomi¢, chemie
i — ewentualnie — jakieS ich odgatezienia. Jest oczywiste, ze nauki te tworza pewng
naturalng cato$¢ z uwagi na zachodzace miedzy nimi wigzy kooperacyjne. Wiadomo, ze
fizyka i astronomia nie moglyby zaistnie¢ i rozwijaé si¢ bez matematyki, z kolei chemia
— bez matematyki i fizyki. Natomiast z teoriopoznawczego i metodologicznego punk-
tu widzenia tak wyodrebnione nauki Sciste nie tworza grupy jednorodnej; matematyka
zdecydowanie odbiega od pozostalych. Te pozostate sa bez watpienia naukami empi-
rycznymi, czego o matematyce powiedzie¢ nie mozna. Nawet, jesli praktyke dedukcyjng
matematykoéw, ktéra odwotuje si¢ do postrzegania i przeksztalcania wyrazen, nazwiemy
do§wiadczeniem zmystowym, czyli empirig, to jest to inny rodzaj doSwiadczenia niz to,
z ktérym mamy do czynienia w eksperymentach fizycznych i obserwacjach astronomicz-
nych. Zatem, jesli chcemy powiedzie¢ o naukach Scistych cos istotnego z filozoficznego
punktu widzenia, musimy matematyke wylaczy¢ z rozwazan!.

Na czym polega swoisto$¢ tak okrojonych nauk Scistych i czy nobilitujacy przymiot-
nik Scisfe pelni tu funkcje roznicujaca? Czy pozostate nauki empiryczne sg nieSciste badz
mniej Sciste? Wydaje sie, ze do okreslenia Scisfe nie nalezy tu przywiazywac zbyt wielkiej
wagi; ma ono zroéznicowany zakres zastosowan i przy réznych zastosowaniach oznacza
na ogo6t coS innego, za$ nauki Sciste nie sg Sciste pod kazdym wzgledem. Jak juz zauwazy-
liSmy w wykladzie czwartym, pod wzgledem ScistoSci w formutowaniu twierdzen fizyka
nie doréwnuje matematyce?, a nawet pewnym naukom empirycznym niezaliczanym do

! Dla nauk $cistych (po odrzuceniu matematyki) adekwatne wydaje sie okreSlenie ,,matematyczne
przyrodoznawstwo”, ktérym postugiwat si¢ Kant w odniesieniu do fizyki Newtona; jednakze dzi$ brzmi
ono zbyt archaicznie.

2 Dotyczy to réwniez definiowania poje¢, co potwierdza w swoich wyktadach R. P. Feynman. Po
postawieniu pytania, ,,Co to jest sita?”, zauwaza: ,,Czytelnik moze tu zaprotestowac: «Nie podoba mi si¢
ten brak precyzji, chcialbym mie¢ wszystko SciSle zdefiniowane; zreszta w niektérych ksigzkach méwi
si¢, ze nauki Sciste sa naprawde Sciste i wszystko jest w nich dobrze okre§lone». JeSli upieracie si¢, by daé
wam Scista definicje sily, pragniecie rzeczy niemozliwej, ktérej nigdy nie otrzymacie!” R. P. Feynman,
R.B. Leighton, M. Sands, Feynmana wyktady z fizyki, t. I. PWN, Warszawa 1974, s. 184. Brak
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nauk Scistych. Gdy mowa o rozumowaniach, to wzorem S$cistosSci sag wnioskowania de-
dukcyjne, a w fizyce nie wszystkie wnioskowania maja charakter dedukcji. Kiedy mamy
na wzgledzie postaé teorii, to ideatem ScistoSci bylyby teorie sformalizowane, ale ten
wzorzec nie znajduje zastosowania w naukach $cistych. Wbrew postulatom koryfeuszy
fizyki Galileusza i Newtona, w naukach Scistych nie znalazta szerszego zastosowania
rOwniez metoda aksjomatyczna.

A jednak wlasnie fizyke nalezy uznac za paradygmat nauki Scislej. Rozwazmy zatem
kwestie na czym polega swoistoS¢ fizyki jako dyscypliny naukowej. Fizycy zazwyczaj
podkreslaja, ze w odréznieniu od innych nauk zajmujacych si¢ jakosciowymi aspektami
rzeczywistosci przyrodniczej, fizyka traktuje wyltacznie o wielkosciach. Lecz cdz to sg
wielkoSci? Zwykle mowi sig, ze wielkoSci, czyli charakterystyki iloSciowe przedmiotow to
— w przeciwienstwie do jakosci (czyli ich cech jakoSciowych) — cos, co mozna zmierzyc.
Wyjasnienie to nastr¢cza kolejne pytanie: Na czym polega pomiar?

Ogdlnie, chociaz niezbyt Scisle, charakteryzuje si¢ pomiar jako takie przyporzad-
kowanie liczb® przedmiotom, ktére na podstawie zwigzkéw miedzy liczbami pozwala
wnioskowac o zachodzeniu pewnych zaleznoSci miedzy przedmiotami. Kazdy pomiar jest
oczywiscie pomiarem pewnej wielkosci, a SciSlej pomiarem przedmiotéw pod wzgledem
pewnej wielkosci. WielkoScig jest zatem wtasnie ten wzglad czy aspekt, pod ktérym
dany przedmiot mierzymy. Aspektow tych jest zwykle wiele; na przyktad wielkoSciami
fizycznymi charakteryzujacymi konkretny pret miedziany sg dlugos$¢, masa, gestoscé, prze-
wodnictwo elektryczne i cieplne, sprezystosc itp. Czym sa wyszczeg6lnione tu wielkoSci?

Rozwazmy to na przyktadzie prostej wielkoSci geometrycznej, jaka jest diugosé
przypisywana odcinkom. Przyporzadkowujac odcinkom liczby rzeczywiste ze wzgledu
na ich dtugosé, powinniSmy przypisa¢ t¢ samg liczbe wszystkim odcinkom wzajem-
nie przystajacym. Ponadto, ilekro¢ odcinek a zawiera si¢ w odcinku b, nalezy odcin-
kowi a przypisac liczbe nie wigksza niz odcinkowi b. I jeszcze jedno: gdy odcinek ¢
powstaje przez polaczenie odcinkéw a i b, to liczba przypisana ¢ musi by¢ suma liczb
przypisanych a i b. Kazda funkcja, ktéra przyporzadkowuje odcinkom liczby i spet-
nia powyzsze warunki, jest skalg wielkoSci, zwanej dtugosciqg. Skal, ktére warunki te
spetniaja jest cale kontinuum, bowiem wybor skali zalezy od tego, ktorym odcinkom
przyporzadkujemy liczbe 1. Wynika stad, ze wielkoSci nie mozna utozsamiac z jej skala.
Dtugosciq danego odcinka nie jest zadna liczba ani funkcja o wartoSciach liczbowych;
jest nig wlasnos¢ wspélna wszystkim odcinkom do niego przystajacym, wzglednie klasa*

Scislej definicji pojecia sity mozna by prébowaé wyjasni¢ stwierdzeniem, Ze jest to pojecie pierwotne
i definicji nie wymaga. Klopot polega na tym, ze w wyktadzie mechaniki i innych teorii fizycznych trudno
przeprowadzi¢ podzial poje¢ na pierwotne i wtdrne.

3 Nie zawsze s3 to liczby. W fizyce s3 to czesto pewne ztozone konstrukty liczbowe, takie jak wektory,
tensory itp.

4 Potoczne pojecie wlasnosci jest pod pewnym wzgledem niejasne, mianowicie nie mamy wyraznego
kryterium pozwalajacego w kazdym przypadku rozstrzygaé, czy mamy do czynienia z ta samg wlasnoscia,
czy z dwoma réznymi wlasnos$ciami. Z tego powodu lepiej jest méwi¢ o klasach (zbiorach), dla ktérych
kryterium takie istnieje.
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takich odcinkéw, zas dtugosc jako taka — to rodzina wszystkich takich klas. Diugos$¢
jest wielkoScia, poniewaz relacja przystawania odcinkow, ktora takg rodzine klas pozwala
skonstruowac, jest rownowaznosciq, czyli relacjg zwrotng, symetryczng i przechodnia.
To owa réwnowazno$¢ wyznacza aspekt pod ktérym przedmioty mierzymy, zas wielkos¢
mozna ogdlnie zdefiniowac jako rodzing klas abstrakcji generowanq przez dang relacje
rownowaznosci.

Kiedy zaktada si¢, ze kazdej relacji bedacej rownowaznos$cig odpowiada pewna wiel-
kos$¢, to réznica migdzy wielkoSciami jako cechami iloSciowymi a cechami jakoSciowymi
ulega zatarciu®. Aby ja odtworzy¢, nalezy wyrézni¢ pewien rodzaj wielkosci, na przyktad
wielkosci ekstensywne®. Nie jest wiec osobliwoscig fizyki i innych nauk $cistych wypo-
wiadanie si¢ wylacznie o wielkoSciach, natomiast jest nig stosowanie pomiaru w taki
sposob, ktory umozliwia korzystanie 7 roznych zaawansowanych dziatow matematyki.

Na czym polega korzystanie z matematyki w naukach Scistych bedacych z natury
naukami empirycznymi? Jeszcze dzi§ mozna ustysze¢ dziewigtnastowieczny poglad,
iz teorie nauk Scistych to odpowiednio zinterpretowane teorie matematyczne, ktérym
w matematyce ,,czystej” zadnej interpretacji nie przypisywano. Gloszacy ten poglad
powotuja si¢ z reguly na przyktad geometrii (euklidesowej lub jakiej$ nieeuklidesowej)
jako teorii przestrzeni fizycznej. Tym samym zaktadajg oni, ze punkty, linie, ptaszczy-
zny i bryly, o ktérych geometria ta mowi, sg przedmiotami fizycznymi, ktdre spetniaja
wszystkie zatozenia teorii. Jednakze w Swietle teorii wzglednoSci nie jest to mozliwe;
przestrzen fizyczna jest zbyt ,,pokrzywiona” pod wptywem rozmieszczonych w niej mas,
aby mogta spetnia¢ zalozenia jakiejs ,,eleganckiej” geometrii inaczej, jak tylko lokalnie
i z pewnym przyblizeniem. Wspomniany tu poglad tym bardziej nie stosuje si¢ do innych
klasycznych teorii matematycznych takich jak arytmetyka lub analiza; zadne twierdzenie
tych teorii nie staje si¢ po odpowiedniej interpretacji czy reinterpretacji twierdzeniem
fizyki. Kiedy w fizyce — co rzeczywiScie ma miejsce — korzysta si¢ z tych twierdzen,
zachowuja one swéj zwyktly, matematyczny sens.

Korzystanie z matematyki w naukach Scistych ma w istocie dwa aspekty. Pierwszy
polega na zastosowaniu gotowego juz, a przy tym bardzo Scistego jezyka matematyki,
dysponujacego przystosowang do operacji rachunkowych i w duzym stopniu ,,standaryzo-
wang” symbolika. Aspekt drugi zasadza si¢ na wykorzystaniu twierdzen matematycznych
jako przestanek przy wyprowadzaniu wnioskéw. Jedno i drugie nie bytoby mozliwe, gdy-
by nie to, ze pomiar dostarcza reprezentacji przedmiotéw i zjawisk fizycznych w postaci
odpowiednich liczb i konstruktéw liczbowych. Formuty matematyczne, ktérymi postu-
guje si¢ fizyka nie méwig wiec wprost o obiektach fizycznych, lecz o reprezentujacych
je obiektach matematycznych. Owe formuty, to zazwyczaj réznego rodzaju réwnania.

3 Biel to klasyczny przyktad cechy jako$ciowej, natomiast relacja, ktéra zachodzi miedzy przedmiotami
wtedy i tylko wtedy, gdy badZ oba sg biale, badZ oba niebiate jest rownowaznoScia, a zatem podziat
przedmiotéw na biale i niebiate jest wielkoScia.

¢ Dtugosé, podobnie jak masa, to przyktady wielkosci zaliczanych do ekstensywnych, ale nie jest tak, iz
wszystkie wielkoSci fizyczne sg ekstensywne. Na przyktad temperatura nie jest wielkoscig ekstensywna.
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Z punktu widzenia fizyka, a zwlaszcza fizyka-teoretyka, stanowia one podstawowy sktad-
nik teorii fizycznych. Stad czesto mowi si¢ o teorii fizycznej tak, jak gdyby byt to po
prostu okreslony uktad réwnari (np. klasyczng elektrodynamike utozsamia si¢ z czterema
réwnaniami Maxwella), a pojedyncze réwnania nazywa si¢ prawami fizyki. Praktyka ta,
bedaca w istocie skrotowym sposobem mowienia, jest zrozumiata, zwazywszy, ze praca
fizyka-teoretyka polega gtéwnie na wynajdywaniu odpowiednich réwnar i poszukiwaniu
ich rozwigzan, zas$ praca fizyka-do§wiadczalnika — na konfrontacji tychze rozwigzan
z wynikami pomiaréw. Jednakze — na co zwrdciliSmy juz uwage w wyktadzie czwartym
— formuly zwane zazwyczaj prawami fizyki nie s3 tymi twierdzeniami, ktére fizycy skion-
ni byliby akceptowac jako Scisle prawdziwe (w §wietle znanych faktéw) bez dodatkowych
zatozen i komentarzy. Droga od formuly matematycznej do twierdzenia mowigcego
wprost o obiektach fizycznych jest dtuga i skomplikowana, nawet w przypadku prostych
rownan mechaniki klasycznej. Przes§ledZmy ja na przyktadzie drugiej zasady dynamiki
Newtona.
Zasada ta w starannym sformutowaniu ma posta¢ rownania:

R) ms;(1) = Y £y (1),
k=1

w ktérym wiekszos$¢ symboli to zmienne reprezentujgce (na mocy niepisanej umowy) co
nastepuje:

n — pewng liczbe naturalna,

i, k — dowolne liczby z przedziatu I = {1, ..., n},

m — funkcje przyporzadkowujaca dowolnej liczbie z przedziatu I liczbe rzeczywista
dodatnia,

t — dowolne liczby rzeczywiste, zapewne z ustalonego przedziatu 7,

s — funkcje, ktéra dowolnej liczbie i € I oraz t € T przyporzadkowuje tréjke liczb
rzeczywistych;

f— funkcje, ktdra parze liczb i, k € [ oraz liczbie ¢t € T przyporzadkowuje trojke
liczb rzeczywistych.

Przy takiej interpretacji rownanie (R) pozbawione jest wszelkiej tresci fizycznej.
OczywiScie, kazdy, kto miat cho¢ troche do czynienia z fizyka, sktonny jest odczytywaé
je inaczej, na przyktad tak:

(R*) Masa ciata pomnoZona przez jego przyspieszenie jest rowna sumie sit dziatajgcych
na to ciato,

lub doktadnie;j:

(R”) W ukiadzie ztoZonym ze skoriczonej liczby ciat, w kaidym momencie t masa danego
ciata pomnozona przez wartoS¢, ktorq w momencie t przyjmuje druga pochodna
Z jego potoZenia wzgledem czasu, jest rowna sumie oddziatywan wywieranych na
to ciato w momencie t ze strony ciat pozostatych.
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Zauwazmy, ze (R”), a tym bardziej (R’) nie stanowig bezposredniej interpretacji row-
nania (R). Masa, potozenie, czas i oddziatywanie, o ktérych mowa w (R”), to wielkosci
fizyczne, natomiast funkcje m, s i f— to skale tych wielkoSci przy zalozeniu, ze liczby
1, ..., ns3,,numerami” reprezentujacymi ciata, ze dany jest pewien uktad odniesienia,
w ktorym s; okresla trzy wspotrzedne ciata z numerem i ze wzgledu na ¢, ktdre jest liczba
dana przez wskazanie jakiego$ zegara (wedlug pewnej skali czasu) itp. W réwnaniu (R)
musi by¢ mowa o skalach, a nie o wielkoSciach, poniewaz na wielko$ciach nie mozna
wykonywaé takich operacji matematycznych o jakich mowa w réwnaniu (R)’.

Aby rownanie (R) ,,méwito” to, co fizyk faktycznie chce nam zakomunikowac o rze-
czywistoSci fizycznej, musimy jeszcze dodaé, ze skale, o ktérych tu mowa postuguja
si¢ tym samym uktadem jednostek (np. CGS), ze uktad jest izolowany od oddziatywan
ze strony cial nie nalezacych do ukfadu, ze potozenie mierzymy wzgledem ukfadu iner-
cjalnego, ze ciala maja rozmiary znikome w poréwnaniu z odlegloSciami miedzy nimi
albo sa sztywnymi kulami o jednorodnej gestosci. Jesli bierzemy pod uwage efekty
relatywistyczne, powinniSmy poczyni¢ dalsze zatozenia.

Wszystko, co tu zostato powiedziane, to rzeczy banalne, ktére powinny nam wy-
jasni¢, dlaczego fizyk — w przeciwienistwie do matematyka® — na og6t nie stara sie
zawrze¢ w jednym twierdzeniu tego, co ma do powiedzenia. Okoliczno$¢ ta narzuca
pewien obraz fizyki jako dyscypliny, ktérej rola polega na tworzeniu modeli matema-
tycznych pewnych zjawisk przyrodniczych. Model taki jest tylko narzedziem poznania
rzeczywistosSci; wiedze o niej mozemy uzyskac, wyznaczajac klase zjawisk, do ktérych
model taki ,,stosuje si¢”, co zazwyczaj oznacza, ze pozwala on odpowiednie zjawiska
wyjasnia¢, przewidywaé i — w razie potrzeby — wywolywac lub im zapobiegaé. Taki
przewidywany lub postulowany zakres adekwatnych zastosowar danego modelu powinien
by¢ opisany w spos6b od niego niezalezny, a adekwatno$¢ polega tu na og6t na tym, ze
model stosuje si¢ z ,,zadowalajacym przyblizeniem”, co moze oznacza¢ rézne stopnie
przyblizenia w zaleznoSci od zagadnienia, ktore rozwiaza¢ zamierzamy.

Nakreslony powyzej obraz fizyki kidci si¢ z jej tradycyjnym wizerunkiem jako nauki
odkrywajacej ,,prawa przyrody” obowigzujace ,,zawsze i wszedzie”. Jesli fizyka dostarcza
jedynie modeli, ktérych zakres stosowalnosci nie daje si¢ precyzyjnie scharakteryzowac,
to nie moze dostarczy¢ twierdzen ogdlnych, ktére dotyczylyby ,,rzeczywistosci fizycznej”.
Wszelkie twierdzenia SciSle og6lne traktujag wowczas o modelach matematycznych i jako
takie sg twierdzeniami matematyki, nie fizyki. Tym samym nie mozna méwic¢, ze doSwiad-
czenie ,,0balito” jakas teori¢ fizyczng. DoSwiadczenie moze jedynie wykazac, ze pewien
model w danym konkretnym przypadku nie stosuje si¢ z pozagdang doktadnoscig, a zatem
zakres jego adekwatnych zastosowari jest wezszy niz oczekiwano. Moze to sktania¢ do
poszukiwania modeli o szerszym zakresie zastosowan, ale nie dyskwalifikuje catkowicie
poprzednich.

7 Wprawdzie w potocznym zargonie fizykéw méwi sie, ze predko$é to ,,pochodna z drogi po czasie”, ale
wiadomo, ze nie chodzi tu o drogg, tylko o funkcje o argumentach i warto$ciach liczbowych reprezentujace
ruch obiektu.

8 Ale réwniez biologa, mineraloga itp.
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Taki poglad na fizyke jest podzielany przez wielu fizykéw?, ale nie jest bezsporny. By¢
moze jest on stuszny w odniesieniu do pewnych dziatéw fizyki, lecz nie do wszystkich,
jak réwniez nie do wszystkich pozostatych nauk Scistych. Dlatego charakteryzujac ogélnie
nauki Scisle, nie bedziemy go generalizowac. Przyjmiemy natomiast, ze do nauk Scistych
nalezq te dyscypliny naukowe, ktore, podobnie jak fizyka, w szerokim zakresie stosujq
pomiar i w rownie szerokim zakresie korzystajq z pojec i twierdzen matematyki jako
wyposazenia pomocniczego. Nie przesadzamy tu, czy korzystanie z matematyki polega
na konstruowaniu modeli, czy po prostu na postugiwaniu si¢ twierdzeniami matema-
tycznymi jako przestankami w rozumowaniu. Méwigc o korzystaniu z matematyki jako
wyposazenia pomocniczego, chcemy zaznaczyc, ze obiekty matematyczne, o ktorych
mowa w naukach Scistych, petnia tu role narzedzia, a nie przedmiotu badan. Tym samym
zaktadamy, ze terminy i formuly matematyczne zachowuja tu swoje zwykle znaczenie,
ktére im przypisano w ,,matematyce czystej”. Okreslenie ,,w szerokim zakresie” odno-
szace sie do korzystania z matematyki sprawia, ze pojecie nauki Scislej jest nieostre.
Sadzimy, Ze takie pozosta¢ powinno, poniewaz wytyczanie tu wyraznych granic byloby
trudne, a ponadto nieuchronnie arbitralne.

9 Na przyktad w cytowanej juz wezesniej ksigzce W. Kopiczynskiegoi A. Trautman a, Cza-
soprzestrzen i grawitacja (PWN, Warszawa 1981) czytamy: ,,Fizycy niemal z reguly pomijaja milczeniem
to, ze wiele uwagi w swej dzialalnosci po§wigcaja modelom. Zwykle powiada si¢: rozpatrzmy atom wodoru
wedlug mechaniki kwantowej, sugerujac w ten sposéb, iz rzeczywiscie rozpatruje si¢ atom wodoru. W isto-
cie jest tak, ze zajmujemy si¢ modelem matematycznym atomu wodoru proponowanym przez mechanike
kwantowg. Dlaczego nikt nie méwi w ten sposéb? Po pierwsze dlatego, Ze obywanie si¢ bez zwrotu
«model matematyczny» jest wygodne, a chociaz jest niesciste, nie prowadzi na ogét do pomylek. Po drugie,
przyjemniej jest robi¢ sobie ztudzenia, ze zajmujemy si¢ bezposrednio obiektywna rzeczywistoscia, a nie
tylko jej matematycznymi modelami. Fizycy, oczywiscie, maja jak najlepsze che¢ci i chca méwic o tej
rzeczywistoSci, ale jedyna rozsadng droga jest tu, jak si¢ wydaje, budowanie modeli”.

,-Czasami czyta si¢ lub styszy, ze kto$ obalit jaka$ teorie, ze np. Einstein obalil teori¢ Newtona. Jesli
zgodzic€ sie, ze gtéwna trescia teorii fizycznych sa modele, ktére w przyblizony sposéb opisuja rzeczywi-
sto$¢, to twierdzenie powyzsze nie ma wielkiego sensu. W najlepszym razie mozna poda¢ modele, ktére
beda lepiej opisywac zjawiska niz modele dotychczasowe; tak wlasnie zdarzylo si¢ z teorig Einsteina”
(s. 28-29).

,.Zdarza si¢ czasami, ze s3 dwa konkurencyjne modele, ktére majg ambicje opisywac ten sam krag zjawisk,
w tym samym przyblizeniu, i okazuje si¢, ze jeden z tych modeli daje wyniki zgodne z obserwacjami,
drugi za$ nie. [...] Znacznie czesciej sytuacja jest taka, ze mamy szereg modeli, ktére opisujg rzeczywisto$¢
w pewnym zakresie zjawisk, lecz kazdy w nieco innym. Wtedy mozemy staraé si¢ o ulepszenie tych
modeli, tzn. zastapienie ich takimi, ktére maja szerszy zakres stosowalnos$ci” (s. 30).
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