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1. Wprowadzenie

Wraz ze starzeniem si¢ populacji i wydtuzaniem si¢
zycia ludzkiego coraz wazniejsze staje si¢ doktadniej-
Sze rozpoznanie prawidlowosci rzadzacych umieral-
noscia o0sob starszych. Wyrdznianie tzw. czwartej
grupy wieku (oprocz dzieci, dorostych, osdb starszych)
— 0s0b sedziwych (tzw. starszych starszych — na
przyktad oséb w wieku powyzej 80 lat) jest zatem
w pelni uzasadnione. Cezura wieku tego rodzaju
przyjmowana jest nie tylko w demografii, ale takze w
naukach spotecznych, ekonomicznych, w biologii,
gerontologii i in. (por. m.in. [Wachter, Finch, 1997;
Grundy, 1997; Szukalski, 2003; Gazinska, 2006]).
Zmiany w strukturze wieku i intensywne starzenie si¢
populacji w roéznych regionach $wiata niesie ze sobg
powazne konsekwencje natury spotecznej i ekonomicz-
nej (por. m.in. [Clark, Spengler, 1980; Gazinska,
Mojsiewicz, 2004; Grundy, 1997]). W zwiazku z tym
nie budzi zdziwienia fakt wzmozonego zaintereso-
wania umieralnoscig oséb w tej grupie wieku, a tym
samym z mozliwo$ciami modelowania odpowiednich
funkcji charakteryzujacych wzorzec przezycia dla
tychze osob. Stosowanie modeli opisujacych czas
trwania zycia ludzkiego dla oséb sedziwych prowadzi
najczesciej do przeszacowania umieralnosci, bowiem
powyzej pewnego wieku zauwazalne jest zwolnienie
tempa  wzrostu  prawdopodobienstwa
[Gazinska i in., 2006]. Przyjgcie hipotezy, o coraz

Zgonow

wolniejszym tempie wzrostu prawdopodobienistwa
zgonu 0sob sedziwych, uzasadnione jest za wzgledu na
to, ze wraz z wiekiem nasila si¢ selekcja, sprawiajaca,
ze do wieku sgdziwego dozywaja osoby o najlepszym
stanie zdrowia. Ulega takze zmianie relacja pomigdzy
czynnikami  endo- i egzogenicznymi  zgondéw
[Gazinska, Mojsiewicz, 2004; Horiuchi, Wilmoth,
1998; Szukalski, 2002].
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Celem niniejszego artykulu jest zaprezentowanie
wynikow modelowania granicznego wieku, od ktorego
rozpoczyna si¢ zmiana tempa umieralno$ci oraz przy
jego pomocy weryfikacja hipotezy o coraz wolniej-
szym tempie wzrostu prawdopodobiefstwa zgonu osob
starszych w Polsce. Celem pomocniczym jest wskaza-
nie przedziatdw wieku o najwyzszych przyrostach
wartosci intensywnosci umieralnosci.

Rozwazania teoretyczne zweryfikowano z wykorzy-
staniem materialu statystycznego dotyczacego popula-
cji Polski ogotem oraz w szesciu regionach z uwzgled-
nieniem plci w 2004 roku.

2. Modele czasu trwania zycia ludzkiego

Jezeli przyjmiemy, ze dlugos¢ zycia ludzkiego jest
ciggla zmienna losowa, mozemy zdefiniowac funkcje
uzyteczne w analizie rozkladu czasu trwania zycia,
m.in. funkcje trwania zycia i intensywnosci umieral-
nosci. Zmienna losowa wyrazajaca czas do wystapienia
zgonu osoby nalezacej do okreslonej populacji
w momencie t=0 oznaczmy przez T (T>0).
Prawdopodobienstwo, ze zgon wystapi pozniej niz
w momencie t> 0 lub, ze osoba w czasie t > 0 bedzie
naleze¢ do zbiorowosci (dozyje co najmniej do czasu
t), zapiszmy jako funkcje przezycia (trwania Zzycia)
S(t) =P(T>t), S(0)=1, ktora jest funkcjg monoto-
niczng i nierosngcg oraz lim S(t)=0. Dystrybuanta
zmiennej losowej T, be;da{ctaﬁftaonkch komplementarng
do funkcji przezycia F(t) =1 - S(t), okresla model
dozycia (dotrwania). Waznym narzedziem w analizie
przezycia jest funkcja intensywno$ci umieralnosci u(t).
Funkcja ta wyraza prawdopodobienstwo zgonu dla
krotkich przyrostow czasu. Dla wyréznionych funkcji
(dystrybuantg, przezycia i intensywnosci umieralnosci)
oraz funkcji gestosci zwigzanymi z czasem trwania



zycia istnieja wzajemne zaleznosci [Mattoka, 1997:
36].

Zmienna T jako zmienna losowa ma pewien rozktad.
Jezeli rozktad ten jest nieznany, model przezycia jest
nazywany nieparametryczny. W przeciwnym przypad-
ku jest modelem parametrycznym. Inng klase tworza
modele semiparametryczne, czg¢$ciowo specyfikujace
posta¢ odpowiedniej funkcji. Jednymi z najstarszych
nieparametrycznych modeli czasu trwania zycia sa
tablice demograficzne, zwane tablicami trwania zycia.
Stanowig one grup¢ modeli nieparametrycznych, co
oznacza, ze nie znane s3 postacie analityczne funkcji
charakteryzujacych rozktad zycia ludzkiego. W mode-
lach tych szacujemy wartosci funkcji dla dyskretnej
zmiennej losowej T.

Okresowe tablice trwania zycia przedstawiaja hipote-
tyczny proces wymierania populacji (tzw. kohorty
hipotetycznej) ztozonej z réznych generacji na podsta-
wie obserwacji ich umieralno$ci w pewnym okresie
(w naszym przypadku w 2004 roku).

Podstawowymi parametrami tablic trwania zycia sg
prawdopodobienistwa przezycia roku przez osobe
w wieku x lat i prawdopodobiefistwo zgonu w ciggu
roku osoby w wieku x lat (a zatem odpowiednio
funkcje S(t) i F(t), ktore w tradycyjnym zapisie
przyjmujg posta¢ py i 0y). W badaniach wykorzystano
dwa rodzaje okresowych tablic
w ktorych prawdopodobienstwa zgonu szacowano dla

trwania zycia,

zbiorowos$ci zmartych I1 i I1I rodzaju (por. rys. 1).

W  przypadku zbiorowosci zmartych II rodzaju
prawdopodobienstwa zgonéw szacowano jako:
a(t)" = Zi (X, t=x=1)+Zg(x+Lt—x-1) 1)

P(x,1.01t)

natomiast dla zbiorowosci zmartych III rodzaju:

m Zy (X t=x=1)+Zg(x,t—x)
alt)" == P(x,1.01.t)t ’ @

gdzie: x — wiek w liczbie ukonczonych lat, t=2004 —
rok badania, Zy — liczba zgonow starszych, Z,, — liczba
zgondw miodszych, P(x,1.01.t) — liczba 0s6b zyjacych
w wieku x lat w dniu 1 stycznia 2004 roku.

Zalezno$¢ pomiedzy intensywno$ciag umieralnosci
i prawdopodobienstwem zgondw wyraza si¢ wzorem:

X+1

- [ul(t)dt
q(x)=1-e X (3)
W praktyce szacujagc wartosci empiryczne inten-
sywnosci umieralno$ci  korzysta si¢ z metody

prostokatow catkowania numerycznego:
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X+1

[u(t)dt= p(x+1/2), 4)
X
gdzie: u(x+1/2) — intensywno$¢ umieralnosci
wyznaczona w potowie przedziatu { X, x+1) .
Ze wzorow (3) 1 (4) wynika uzyteczna zaleznosc:
p(x+1/2)=—~In{1-q(x)). (5)

Zbiorowos$¢ zmartych II rodzaju
Z 4(4,2000)
4
Z (3,2000)
3
=
g
=)
<
g
2 )
Z ,1(1,2002)
Zbiorowo$¢ zmartych I1I rodzaju
2,,(1,2003)
1
0
1.01.2004 31.12.2004
0§ czasu (1)

Rys. 1. Zbiorowos$ci zmartych II i III rodzaju w 2004
roku
Zrodto: opracowanie wlasne

3. Modelowanie umieralnosci osob starszych

W wielu analizach statystycznych najwyzsze (skrajne)
obserwowane warto$ci majg istotne znaczenie. Kwan-
tyfikacja ciazenia najwyzszych kwantyli przysztej
dlugosci trwania zycia jest podstawa rozwazan na
temat granic funkcji gestosci tej zmiennej losowej
[Kaufmann i in., 1997; Carey i in., 1992]. W mode-
lowaniu intensywno$ci umieralnosci o0sob starszych
wykorzystuje si¢ funkcje typu logistycznego lub inne
funkcje o zblizonym przebiegu [Gazifiska i in., 2006].
Wazng wiasnoscia tych funkceji jest posiadanie punktu
przegiecia, od ktorego wzrost tempa umieralnosci jest
coraz wolniejszy.

Przyktadem takiej funkcji jest model autorstwa Coale'a
i Kiskera, bazujacy na zalozeniu, Ze stopa zmian
wspotczynnika zgondw rowna jest réznicy logarytmow
wspotczynnikdw zgondéw o0sob starszych, co w kon-
sekwencji prowadzi do funkcji kwadratowej postaci
[Wilmoth, 1995]:



In[u(x)]=a+bx+cx?, dlac <O0. (6)

Podstawowg zaleta tego modelu jest prostota oraz fakt,
ze model ten mozna stosowaé w oparciu o dane
okresowe, a nie wylacznie dane kohortowe. Model ten
pozytywnie
pochodzacych z Japonii i Szwecji dla oséb w wieku 85
lat i wigcej [Gazinska i in., 2006; Wilmoth, 1995, cyt.
za: Szukalski, 2002], a takze dla danych z Polski
i wojewodztwa zachodniopomorskiego [Gazinska,

zostal zweryfikowany na  danych

Mojsiewicz, 2004]. Przebieg przykladowej funkcji
Coole’a-Kiskera zaprezentowano na rysunku 2. Na
wykresie wyr6zniono punkt przegigcia funkcji.
Badania wskazuja, ze graniczny wiek, od ktorego
nastepuje zmiana prawidlowosci tempa umieralnosci
oscyluje wokot 80-90 lat, w zaleznosci od pfci i regio-
nu. Badania takie prowadzone byly przy zalozeniu
dopasowania intensywnosci umieralnosci do funkcji
modelowej typu logistycznego lub wspomniangj

funkcji Coale’a-Kiskera.

Rys. 2. Model Coale’a-Kiskera oszacowany dla
intensywno$ci umieralnosci kobiet powyzej 65 roku zycia
w wojewodztwie zachodniopomorskim w 2000 roku:

1(X) =exp(-21,282+0,381- x — 0,002 x?)

0,045 -
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£
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g
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wiek w latach
Zrodlo: opracowanie wlasne na podstawie [Gazinska,

Mojsiewicz, 2004].

Nalezy jednak zwroci¢ uwage na fakt, ze wyniki
modelowania dla danych z 2000 roku obarczone sg
btedem wynikajacym szacunkéw liczby ludnosci
metoda bilansowa na podstawie wynikow Narodowego
Spisu Powszechnego (NSP) z dnia 7.12.1988 roku oraz
danych sprawozdawczosci biezgcej, co wiecej bledy te
dotycza zwtlaszcza rocznikow mato licznych, a wigc

rocznikow starszych. W zwigzku z tym nalezy liczy¢
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si¢ z rozbieznosciami w modelowaniu dla danych z lat
po 2002 roku, roku kolejnego NSP.

Szacowanie granicznego wieku, od ktdrego rozpoczyna
si¢ zmiana tempa umieralno$ci, proponuje si¢ przepro-
wadzi¢ niezaleznie od dopasowania danych empirycz-
nych do omawianych modeli. W tym celu konieczne
jest ustalenie wieku, w ktorym intensywnos¢
umieralnos$ci posiada punkt przegiecia. W tym celu
wykorzystano pierwsza pochodna intensywnosci
umieralno$ci obliczonej dla zbiorowosci zmartych II
i Il rodzaju na podstawie wzoru (5), ktora w tym pun-
kcie osigga maksimum. Pierwszg pochodng wyznaczo-
no przy pomocy rézniczkowania numerycznego.

Przy numerycznym rézniczkowaniu funkcji zaktoconej
losowo wystepuje zwielokrotnienie poziomu zaktdce-
nia. W celu ograniczenia wptywu sktadnika losowego
proponuje si¢ nastgpujacy wzoér, za [Mojsiewicz,

Purczynski, 2005]:
1(x)= Sk-(ulx+k)=ulx—k), dla K=12,..7. ()
k=1

We wzorze (7) zrezygnowano ze wspoOtczynnika
skalujacego, zaleznego od K, poniewaz stuzy on tylko
do wyznaczania wartosci maksymalnej pochodne;.
Przypadek K=1 odpowiada klasycznej regule
rézniczkowania numerycznego. Nie nalezy ogranicza¢
si¢ do przypadku K =1, poniewaz obecnos¢ sktadnika
losowego  moglaby  spowodowaé  wystgpienie
maksimum. Zwickszajac wartos¢ K uzyskuje si¢
wygladzenie krzywej odpowiadajacej pochodnej z’(x).
Na rysunku 3 zaprezentowano wyniki wyznaczania
warto$ci  rézniczki  dla

wieku  maksymalnej

zwigkszanych wartosci K.

Rys. 3. Rézniczka numeryczna wyznaczona za (7) dla
zbiorowosci me¢zczyzn (zbiorowo$§¢ zmartych II rodzaju)
w Polsce w 2004 roku

10 4
s K=1
s K=7

—a—K=5

M

65 85 X7=89 x5=90 x;=93

0

Zrodlo: obliczenia whasne na podstawie BDR.



Na podstawie rysunku 3 mozna odczyta¢ wartosci
X odpowiadajace ekstremum: dla K=1: x; =93; dla
K=7: x;=89. Nalezy podkresli¢, ze przy analizie
prawdopodobienstw zgonéw bez stosowania wygtadze-
nia szeregu pierwotnego, gdy przyjmujemy, ze wygla-
dzenie to dokonuje si¢ przez rdzniczk¢ numeryczng
przy wysokiej wartosci parametru K zdarzaja si¢ osza-
cowania wykraczajace poza empiryczny obszar zmien-
nosci wieku. Jako oszacowanie wieku zmiany tempa
umieralno$§ci mozna przyja¢ S$rednig arytmetyczng
wartosci X, ... ,X7 lub przyja¢ warto$¢ odpowiadajaca

maksymalnemu wygladzeniu szeregu przy nie
przekraczaniu empirycznego obszaru zmiennosci.
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Zrodto: obliczenia wlasne na podstawie BDR.
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Rys. 6. Intensywnosci umieralnosci Il rodzaju

w regionie centralnym w 2004 roku
Zrédto: obliczenia wiasne na podstawie BDR.

intensywno$¢ umieralno$ci(x,t’

Rys.

4. Modelowanie umieralnosci oséb

w Polsce

starszych

Na podstawie oszacowanych wartosci prawdopodo-
bienistwa zgonow dla ludnosci Polski oraz dla ludnosci
w szesciu regionach dla 2004 roku obliczono wartos$ci
intensywnosci umieralnos$ci. Warto$ci intensywnosci
umieralno$ci dla zbiorowos$ci zmartych II i III rodzaju
dla os6b w wieku 45 lat i wigcej wedlug pfci
zamieszczono na rysunkach 4-17.
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5. Intensywno$ci umieralnos$ci Ill rodzaju
w Polsce w 2004 roku

Zrddto: obliczenia wtasne na podstawie BDR.
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Rys. 7. Intensywnosci umieralnosci 11l rodzaju

w regionie centralnym w 2004 roku

Zrédto: obliczenia wlasne na podstawie BDR.
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Szacownie granicznego wieku 0sob starszych w Polsce
oraz w szeéciu regionach z uwzglednieniem plci
przeprowadzono stosujac numeryczne rozniczkowanie

wiek w latach

Rys. 17. Intensywno$ci umieralno$ci Il rodzaju

w regionie potnocnym w 2004 roku
Zrddto: obliczenia whasne na podstawie BDR.

Tab. 1 Wyniki szacowania punktu przegigcia funkcji intensywnos$ci umieralnosci

funkcji intensywnosci umieralnosci wedtug wzoru (7).
Wyniki szacowania zaprezentowano w tab. 1 oraz na
rysunkach

18-19

Mezczyzni Kobiety
zb. zmartych I rodzaju | zb. zmartych Il rodzaju | zb. zmartych Il rodzaju | zb. zmartych III rodzaju

Xer Xmax Xer Xmax Xer Xmax Xer Xmax
Polska 89,4 89 91,6 90 94,0 947 94,0 947
Regiony:
centralny 87,4 88 90,0 89 86,9 87 89,3 89
poludniowy 86,0 87 90,1 88 87,0 87 88,7 89
wschodni 87,6 86 89,0 88 89,9 89 92,9 90
pn-zachodni 87,1 86 90,9 89 87,3 91 88,8 947
pd-zachodni 86,9 87 89,6 88 94,2 947 95,5 96™)
poinocny 88,1 88 88,9 89 87,0 88 94,2 947

JdlaK=4,"dlaK =2
Zrodlo: obliczenia wiasne.
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Rys. 18. Wiek graniczny dla zbiorowosci zmartych

Il rodzaju w regionach w 2004 roku
Zrédlo: tabela 1.
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4. Podsumowanie

Problemy poruszane w niniejszym artykule nabieraja

znaczenia wraz ze zmianami umieralnoSci oraz
z procesami starzenia si¢ populacji. Gwaltownie ro$nie
liczba 0s6b w tzw. ekstremalnie starszych grupach
wieku, czyli powyzej 90. roku zycia. Zwigksza si¢
w takiej sytuacji potrzeba doktadniejszego rozpoznania
prawidtowosci rzadzacych umieralno$ci osob star-
szych.
Zaprezentowane modelowanie tzw. wieku granicznego,
w ktorym zmienia si¢ tempo intensywnosci umieral-
nosci w wykorzystaniem rozniczki numerycznej moze
by¢ alternatywnym podejsciem modelowania umieral-
nosci osob starszych.
Wyniki modelowania wskazujg wyraznie na wyzsze
warto$ci wieku granicznego (dla obu plci we
wszystkich regionach Polski) dla zbiorowo$ci zmartych
IIT rodzaju. Dla obu zbiorowos$ci zmartych analizie
poddano wiek graniczny odpowiadajacy maksymal-
nemu wygladzeniu szeregu przy nie przekroczeniu
empirycznego  obszaru  zmienno$ci  otrzymujac
nastepujace wyniki:
— kobiety charakteryzujg sie wyzszym wiekiem
granicznym, ze wyjatkiem regionu centralnego,
— najwigksze réznice migdzy wiekiem granicznym
kobiet 1 mezczyzn wystepuja W
potnocno-zachodnim i potudniowo-zachodnim

regionach

oraz podlocnym (dla zbiorowosci zmartych III
rodzaju) — 5-8 lat,

wiek graniczny
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19. Wiek graniczny dla zbiorowosci zmartych
111 rodzaju w regionach w 2004 roku
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Zrédto: tabela 1.
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— wiek graniczny mezczyzn nie wykazuje duzego
zréznicowania w regionach i mozna przyjac, ze
oscyluje wokot 88 lat,

— wiek graniczny kobiet wykazuje zroéznicowanie
w regionach — w regionach péinocnym, péinocno-
zachodnim i potudniowo-zachodnim wiek granicz-

ny kobiet osigga wartosci powyzej 90 lat,
w pozostatych nie osigga tego poziomu.
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