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Wstep

Umieralnos¢ i prawidlowosci z nia zwiazane sa przedmiotem dociekan
od wielu stuleci. Juz z poczatku III wieku pochodzi tzw. tablica Ulpiana,
opracowana dla celéw fiskalnych przez rzymskiego prawnika Dominatiusa
Ulpianusa. Tablica przedstawia warto$ci dalszego trwania zycia obywa-
teli Imperium Rzymskiego. Przekazy historyczne nie zawieraja wzmianki
o zastosowanej metodzie obliczen i materiatach zrédiowych, dlatego ta-
blica Ulpiana ma gtéwnie warto$¢ historyczna (por. [93], s. 102-103).

Za ojca metodologii tablic wymieralnosci uznaje sie J. Graunta, ktory
w roku 1662 opublikowatl prace Natural and Political Observations Made
upon the Bills of Mortality. Przedstawil w niej porzadek wymierania ge-
neracji mieszkancow Londynu w formie liczb oséb dozywajacych wieku
6, 16,26, ...,86 lat. Graunt oparl swoje analizy na rejestrach londynskich
parafii, nie precyzujac jednak, jakiego okresu dotyczyly.

Kontynuatorem badan Graunta byt angielski astronom E. Halley, ktéry
w artykule z roku 1693 An FEstimate of the Degrees of the Mortality of
Mankind Draws from Curious Tables of the Births and Funerals at the City
of Breslaw przedstawil tablice wymieralnosci dla populacji mieszkancéw
Wroctawia. Inne, wczesne prace na temat modeli umieralnosci pochodza
z wieku XIX (np. [40], [106]).

Autorem wspédtczesnej metodologii budowy tablic wymieralnosci jest
C. L. Chiang [25]. Obecnie tablice tego rodzaju okresla si¢ takze mianem
tablic trwania zycia (life tables). W Polsce wspomnianego terminu zaczeto
uzywaé w latach siedemdziesiatych ubieglego wieku.

Gwaltowny rozwdj teorii i zastosowan modeli umieralnosci obserwu-
jemy szczegdlnie w ostatnich czterech dekadach, o czym swiadcza liczne
opracowania monograficzne poruszajace te tematyke (np. [36], [38], [48],
[57], [77], [91], [93], [105], [107]).

Opisywane w literaturze matematyczne modele umieralnosci mozna
podzieli¢ na dwie grupy [14], tj. na modele statyczne lub stacjonarne
oraz modele dynamiczne. Pierwsza, najliczniejsza grupe stanowia mo-
dele, w ktorych prawdopodobienstwa zgonow lub czastkowe wspotczynniki



zgonow sa przedstawiane za pomoca funkcji zmiennej rzeczywistej lub
zmiennej rozmytej z pewnymi, estymowanymi parametrami ([20], [21],
23], [24), [31], [41], [42), [43], [47], [59], [65], [88], [89], [90]). Druga
grupe tworza modele dynamiczne, w ktorych prawdopodobienstwa lub
wspotczynniki zgonéw wyrazane sa m.in. w postaci rozwiazan stocha-
stycznych réwnan rézniczkowych ([2], [9], [11], [13], [16], [17], [26], [27],
[30], [37], [44], [45], [54], [69], [82], [92], [94], [96], [104], [112]). Popu-
larny obecnie model Lee—Cartera [65], podobnie jak jego rozmyta wersja
Koissi-Shapiro [59], naleza do pierwszej grupy. Jednak niektére uogélnie-
nia modelu Lee-Cartera mozna zaliczy¢ réwniez do grupy drugiej. Przykla-
dem jest dynamiczny, hybrydowy model typu Lee-Cartera, zapropono-
wany w pracy A. Rossy i L. Sochy [92].

Modele dynamiczne opisane stochastycznymi rownaniami rézniczko-
wymi okazaly sie niewystarczajace do opisu proceséw demograficznych.
Nie nadawaly sie¢ one zwlaszcza do opisu zjawisk zmiennych w czasie
ciaglym, z uwagi na odmienne zachowanie w réznych przedzialach czaso-
wych. To sktonilo naukowcéw do zaproponowania nowego rodzaju modeli,
zwanych hybrydowymi, w ktérych wystepuje wzajemna interakcja miedzy
ciagta i dyskretna dynamika.

Whprowadzone modele hybrydowe lub przetaczajace [15] byly uogél-
nieniem modeli z przekaznikami, wystepujacych w automatyce oraz modeli
o zmiennej strukturze [56] opisujacych zjawiska w mechanice, ekonomii lub
w naukach empirycznych. Pojawily sie rowniez prace, w ktorych autorzy
wprowadzili zlozone modele, ktére mozna uznaé za modele hybrydowe (np.
112], [13], [44], [92]).

W dalszych rozwazaniach przez uktad hybrydowy bedziemy rozumieli
pewna rodzine modeli statycznych lub dynamicznych, ktore beda przela-
czane wedlug jakiegos prawa przetaczen. Dynamiczne modele beda opi-
sane stochastycznymi rownaniami rézniczkowymi. Z uwagi na to, ze tylko
dla niewielkiej klasy rownan mozna znalez¢ ich rozwiazania analityczne
i maja one dosy¢ zlozona budowe, zaproponujemy nowa grupe modeli
hybrydowych, zwanych momentowymi uktadami hybrydowymi. Idea tych
modeli polega na zastapieniu rownan stochastycznych odpowiadajacymi
im réwnaniami rézniczkowymi dla momentéw.

Glowna trudnoscia zwiazana z zastosowaniem popularnego obecnie
stochastycznego modelu Lee—Cartera jest zalozenie o jednorodnosci sktad-
nika losowego, ktorego zwykle nie potwierdzaja wyniki analiz empirycz-
nych. Trudnosé ta sktania do poszukiwania rozwiazan, uchylajacych wspo-
mniane zalozenie. Jedna z mozliwosci jest przeniesienie rozwazan na grunt
teorii liczb rozmytych.
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Prébe taka podjeli M. C. Koissi i A. F. Shapiro [59], proponujac
tzw. rozmyty model Lee—Cartera. W ich modelu zaréwno obserwacje em-
piryczne, jak i parametry modelu traktowane sa w kategoriach liczb roz-
mytych, opisanych tréjkatnymi, symetrycznymi funkcjami przynaleznosci.

Model Koissi-Shapiro niesie jednak ze soba trudnosci zwiazane z esty-
macja parametréw, ktére wynikaja z koniecznosci poszukiwania minimum
funkcji zawierajacej operator typu maksimum. Tego rodzaju zadania nie
mozna rozwiazaé¢ za pomoca standardowych algorytméw optymalizacyij-
nych. Problem ten mozna jednak uprosci¢, wykorzystujac algebre skiero-
wanych liczb rozmytych, opracowana i opublikowana przez W. Kosinskiego
z zespolem [61], [62]. Efekty jej zastosowania w odniesieniu do modelu
Koissi-Shapiro opublikowane zostaly w monografii zbiorowej pod redakcja
A. Rossy [91], a takze w artykule A. Szymanskiego i A. Rossy [104].

Dalej idaca modyfikacja umozliwia zastapienie algebry Banacha skie-
rowanych liczb rozmytych przez algebre Banacha C*. Jej wykorzystanie
pozwala odwota¢ sie do twierdzenia Gelfanda-Mazura, wskazujacego na
izomorfizm izometryczny pomiedzy algebra C* a algebra Banacha funkcji
zespolonych. W ten sposob problem optymalizacyjny moze byé¢ przenie-
siony na teren analizy zespolonej. Jest to wedlug naszej najlepszej wiedzy
nowatorskim podej$ciem do zagadnienia modelowania umieralnosci.

Struktura ksiazki jest nastepujaca. W rozdziale 1 zostaly omoéwione
podstawowe pojecia i modele umieralnosci, zaczerpniete z literatury. Roz-
dzial 2 stanowi wprowadzenie w tematyke hybrydowych modeli dynamicz-
nych. W rozdziale 3 przedstawione zostaly dynamiczne, hybrydowe modele
umieralnosci, w szczegélnosci hybrydowy model Lee—Cartera oraz uogol-
niony model Milevskiego—Promislowa oraz ich wersje dyskretno-czasowe,
stuzace do estymacji parametréw. W rozdziale 4 prezentowane sa teore-
tyczne podstawy rozmytych modeli umieralnosci na gruncie algebry skie-
rowanych liczb rozmytych, natomiast rozdziat 5 zawiera kilka propozycji
modeli umieralnosci bedacych uogdlnieniem modelu rozmytego. Oparte
sa one na algebrze zmodyfikowanych liczb rozmytych oraz funkcji zespolo-
nych. W ostatnim rozdziale zawarte zostaly rezultaty estymacji i ewaluacji
zaproponowanych modeli.

Autorzy dziekuja prof. Grazynie Trzpiot za cenne uwagi i sugestie za-
warte w recenzji wydawniczej niniejszej monografii. Ksigzka skierowana
jest do studentéw, doktorantéw i specjalistow z zakresu demografii, sta-
tystyki i ekonomii.

Publikacja zostala sfinansowana ze sSrodkéw Narodowego Centrum Na-
uki przyznanych na podstawie decyzji nr DEC-2011/01/B/HS4/02882.






Rozdzial 1

Modele umieralnosci

1.1. Wprowadzenie

Uznaje sie, ze umieralnos¢ jest relatywnie tatwa do modelowania i pro-
gnozowania. Jednak w diugim horyzoncie prognozy, pod wplywem réz-
norodnych zaburzen, moga zachodzi¢ nieregularne zmiany w przebiegu
tego procesu. Przyktadem moze by¢ kryzys zdrowotny w Polsce w latach
siedemdziesiatych i osiemdziesiatych ubieglego stulecia ([78]). Kluczowa
role odgrywa wowczas dobor adekwatnego modelu. Przedmiotem modelo-
wania sa zazwycza] tablicowe mierniki umieralnosci, do ktérych naleza
gléwnie czastkowe wspoétezynniki zgonéw lub warunkowe prawdopodo-
bienstwa zgonéw. Na ich podstawie dokonuje sie prognozowania innych
wielkosci, np. Sredniego czasu dalszego trwania zycia.

1.2. Podstawowe tablicowe mierniki umieralnosci

Definicja czastkowych (grupowych) wspétczynnikéw zgonéw odwotuje
sie do ogdlnej definicji wspotczynnika demograficznego, rozumianego jako
iloraz liczby zdarzen demograficznych okreslonego rodzaju do lacznego
czasu ekspozycji na ryzyko wystapienia zdarzenia w rzeczywistej lub hipo-
tetycznej kohorcie ([85], s. 5-32). Dalej przedstawiona zostanie definicja
czastkowych, kohortowych wspétczynnikéw demograficznych, wyznacza-
nych dla ustalonej kohorty (generacji) oséb. Definicje kohortowo-przekro-
jowych lub przekrojowych wspétczynnikéw demograficznych znalezé moz-
na w monografii [91], s. 229-231.

Zalozmy, ze rozwazamy pewna podzbiorowos¢ jednostek, wyodrebnio-
nych w danej kohorcie s. Oznaczmy te podzbiorowosé symbolem x. Zwy-
kle indeks = wskazuje na podpopulacje jednostek (os6b) wyodrebnionych
ze wzgledu na wiek, a doktadniej — bedacych w wieku x ukonczonych lat.
W takim przypadku x przybiera wartosci ze zbioru {0,1,..., X}, gdzie
X jest gorna granica wieku.
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Kohortowy, czastkowy wspétczynnik demograﬁczny dla os6b w wieku
x w kohorcie s mozna oznaczy¢ symbolem Wi w og6lnym przypadku,
tj. dla grupy wieku [z,z +n) (n > 1,n € N), bardziej adekwatnym jest
oznaczenie , W%,

Definicja 1.1. Czastkowym, kohortowym wspétczynnikiem demograficz-
nym nazywamy iloraz liczby zdarzen demograficznych 7 w x-tej pod-
zbiorowosci w kohorcie s, do tacznego czasu ekspozycji K na ryzyko
wystapienia danego zdarzenia w tej podzbiorowosci, czyli

z
W ==_¢, (1.2.1)
K

gdzie C' oznacza zadana stala (np. C' = 10 000).

Gdy analizowanymi zdarzeniami demograficznymi sa zgony, wéwczas
lewa strone (1.2.1) zwyklo sie oznaczaé¢ symbolem mt, gdy n = 1 lub

symbolem ,m\”, gdy n > 1.

Waznymi miernikami w analizie demograficznej, poza wspétczynnikami
czastkowymi, sa prawdopodobienstwa warunkowe.

Definicja 1.2. Warunkowe, kohortowe prawdopodobienstwo zdarzen de-
mograficznych jest ilorazem liczby zdarzen A zaobserwowanych w s-tej
kohorcie os6b bedacych w wieku x ukonczonych lat, do liczby LY o0séb
dozywajacych wieku x, czyli

A
¢\¥ = - (1.2.2)

W przypadku, gdy rozwazamy przedzial wieku [z, 2 + n), dlan > 1,
wowczas warunkowe, kohortowe przwdopodobienstwo zdarzen demogra-
ficznych oznaczamy symbolem nqg(cs). Dalej, dla uproszczenia notacji, po-

miniety zostanie symbol (s), oznaczajacy kohorte.

1.3. Zwiazek kohortowych wspoélczynnikéw zgondéw
i prawdopodobienstw zgonéw

Niech ,,Z, oraz ,, K, oznaczaja odpowiednio liczbe zgonow i czas eks-
pozycji na ryzyko zgonu w danej kohorcie 0séb, bedacych w grupie wieku
[z, 4+ n) lat.
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Niech ,a, bedzie srednim czasem zycia osob nalezacych do tej grupy,
ktore nie dozyly (z + n)-tych urodzin. Ponadto, niech L, oznacza liczbe
dozywajacych wieku x ukonczonych lat w badanej kohorcie. Wymienione
wielkosci tacza nastepujace relacje

WKy =nL, —np,Z, + n0pnZy (1.3.1)
oraz
WK =nLlyin + 00 nZy. (1.3.2)
Ponadto, mamy
Ly, =Lyin+ nZs. (1.3.3)

Na podstawie (1.3.1) otrzymujemy

La: _ nKx + nch o nZa:naac _ nKx + (Tl - na:c)an7
n n n
stad
an nan

’ﬂZJJ
- nKz - npMy
K. Z :
p + (n—nag)rgE 1+ (n— )y

Otrzymalismy zwiazek

T My

- 1+ (n— paz)nms

(1.3.4)

nq:c

Wzér (1.3.4) przedstawia relacje pomiedzy kohortowym wspdlezynni-
kiem zgonéw ,m, a prawdopodobienstwem zgonéw ,q.. W przypadku
szczegbdlnym, gdy n = 1, mamy z (1.3.4)

My
14+ (1—az)m,

1.4. Modele interpolacyjne

Niech L., dla y € [0,n] oznacza liczbe dozywajacych wieku z + y lat.
Liczbe L.y, traktowaé bedziemy jako ciagla funkcje zmiennej ye[0,n].
Zaktadac¢ bedziemy dalej liniowa badz wyktadnicza postac¢ tej funkcji.
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1.4.1. Model interpolacji liniowej

Zalézmy, ze L., dla ustalonego x jest liniowa funkcja zmiennej y,
czyli
Lyry=a+by dla ye][0,n]. (1.4.1)

Parametry tej funkcji okreslamy w taki sposdb, aby funkcja przyjmowata
zadana wartos¢ L, dla y = 0 oraz L., dla y = n. Warunki te mozemy
zapisa¢ nastepujaco

L,=adlay=0, Lywn=a+0bndlay=n. (1.4.2)

Z przedstawionych warunkéw wynika, ze

a=1L, b="2 == (1.4.3)
n n

gdzie ,,Z, jest liczba zgonéw w przedziale wieku [z, z + n).

W rezultacie, (1.4.1) mozemy zapisa¢ wzorem

an
Lyvy=a+by=L,— Y. (1.4.4)
n

Obliczymy teraz czas ekspozycji , K, na ryzyko zgonu w przedziale
[z,z4+n). Gdy L., jest funkcja catkowalna na przedziale [0, n], wéwczas
czas ekspozycji , K, oblicza sie jako calke oznaczona z tej funkcji. W tym
przypadku funkcja L,., jest calkowalna, poniewaz ma postaé (1.4.1).
Mamy zatem

n n an
nKa: = / L:c—l—ydy = / (La: - y)dy -
0 0 n

(1.4.5)
R/ N
=nl, — — —y2 =nlL, — Ean.
n 27 lo 2
Poniewaz L,, L., taczy relacja (1.3.3), wiec otrzymujemy
n
WK =nLoin + —nZ,. (1.4.6)

2

Z poréwnania otrzymanego wyniku z ogdlnym wyrazeniem (1.3.2), defi-
niujacym czas ekspozycji

wKe =nLlyin + n0nZy, (1.4.7)
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wnioskujemy ostatecznie, ze wspolczynnik ,a, rowny jest
& (148)

W modelu interpolacji liniowej formuta (1.3.4), definiujaca relacje po-
miedzy prawdopodobienstwem ,,q, oraz czastkowym wspotczynnikiem zgo-
now ,m,, sprowadza sie do postaci

Ny My 2n,my

nQe = = . 1.4.9
a L+ (n—%)nme 2+ n,mg ( )
W szczegdlnym przypadku, gdy n = 1, otrzymujemy
xX 2 €T
g = m m (1.4.10)

T+(1=Ym. 2+m,

1.4.2. Model interpolacji wykladniczej

Przyjmijmy teraz, ze L,., dla y € [0,n] jest funkcja wykladnicza
zmiennej y, okreslona wzorem

Lyry=ab?, yel0,n], (1.4.11)
przy warunkach ograniczajacych

L,=a dla y=0,

(1.4.12)
Ly, =ab" dla y=n,
przy czym L, oraz L., sa zadane z gory.
7 powyzszych warunkéw wynika, ze
Lz+n 1;
=L, b= . 1.4.13
0 (%) (14.13)
Stad funkcja L,, zdefiiowana w (1.4.11) ma postacé
Lan\"
Loty = Lq < L+ ) . (1.4.14)

Oznaczmy
1 — qs = nPa- (1.4.15)
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Z faktu, ze

Loin
Zetn _ 1.4.16
L p ( )

otrzymujemy na podstawie (1.4.14)
Lac—f—y = LJ? (npac)

Obliczymy czas ekspozycji , K, jako calke na przedziale [0,n] z funkcji
Lyty. Mamy

e

(1.4.17)

n n Y
0 0

(1.4.18)
[ et Y
= Lx/ exp{=In,p,}dy.
0 n
Ostatnie przeksztalcenie pod catka wynika z faktu, ze
o = e*™*  dla dowolnej, dodatniej stalej a. (1.4.19)
Dokonamy zamiany zmiennych. Niech
z= gln Pz, Stad dy = dz. (1.4.20)
n In,p,
Mamy wtedy
In »,pz e*
Ky, =nl, / dz =
0 ln nPz
nL, /1“ nPe nL, |mnpe
= e*dz = e® =
ln nPz 0 hl nPx 0
(1.4.21)
nle 0 nl,
— NnPpzr _ — nPx 1 e
In,p, (e “) In,py (wpe = 1)
nl,
= _l nqz-
nnpl'
Z relacji Ly q = nZ,, otrzymujemy
TLZ"E
e (1.4.22)
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Przyréwnujac otrzymany wynik do prawej strony wzoru (1.3.2), definiu-
jacego czas ekspozycji ,K,, tj. do wyrazenia

NLyin+ n0pnZy, (1.4.23)
uzyskujemy rownosé
RZZ’
-n =nLyin+ n0znZy. (1.4.24)
Inp,

Ostatecznie, wzor na wspolczynnik ,a, ma postaé

 nlgy, no P no
A R A
(1.4.25)
n n
-_n - — —

Zbadamy teraz zwiazek pomiedzy wspdtczynnikiem zgonéw ,m, oraz
prawdopodobienstwem zgonéw ,qg, w modelu interpolacji wyktadniczej.
Z definicji czastkowego wspolczynnika zgonéw mamy

C. (1.4.26)

Przyjmijmy dalej C' = 1. Korzystajac z (1.4.22), wzér (1.4.26) sprowadza
sie do postaci

Z, Z 1 1
My = 2 = 72— Zn,p, = ——In(1 — ,q.), 1.4.27
TR, —nple P n a( ) ( )
otrzymalismy
1
ame = ——1In(1 — ,q,). (1.4.28)
n

Relacje wiazaca wspotczynniki i prawdopodobienstwa zgondéw mozna takze
zapisaC rownowaznie wzorem

W przypadku szczegélnym, gdy n = 1, powyzsza formule mozna zredu-
kowa¢ do postaci
e =1—e=. (1.4.30)
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1.5. Inne tablicowe mierniki umieralnosci

Czastkowe wspotczynniki zgonow ,m, i warunkowe prawdopodobien-
stwa zgonow ,q, stanowia podstawowe mierniki umieralnosci. Nazywamy
je takze miernikami tablicowymi, oblicza sie je bowiem dla arbitralnie
okreslonych przedzialéw wieku [,z +n), n € N i mozna je zapisaé w for-
mie tabelarycznej. Modele umieralnosci oparte na tego rodzaju charakte-
rystykach tablicowych zaliczy¢ mozna do tzw. modeli dyskretnych.

Inne wazne tablicowe mierniki umieralnosci sa konstruowane na pod-
stawie wspotczynnikow zgonéow m, lub warunkowych prawdopodobienstw
zgonéw ¢, dla rocznych grup wieku [z, z+1). Do nich naleza m.in. fundusz
zycia T, oraz srednie dalsze trwanie zycia e,. Mierniki te sa definiowane
wzorami:

— Fundusz zycia T}, czyli pozostaly czas zycia wszystkich dozywajacych
wieku x lgcznie

T,=) K, (1.5.1)
Yy=x

— Srednie dalsze trwanie zycia e,, czyli sredni czas zycia oséb w wieku
x ukonczonych lat

ey = 2. (1.5.2)

W praktyce wyznaczenie wymienionych wielkosci na podstawie ob-
serwacji rzeczywistych wymaga zwykle dlugiego oczekiwania przez czas
zycia wszystkich czlonkéw danej generacji (tzw. ujecie kohortowe). Z tego
powodu na potrzeby statystyki publicznej zaklada sie zwykle pewna hi-
potetyczna generacje, w ktdérej proces wymierania jest zgodny z obser-
wowanymi miernikami umieralnosci we wszystkich generacjach, zyjacych
jednoczescie w tym samym okresie, przy czym okresem tym jest zazwyczaj
ustalony rok kalendarzowy (ujecie przekrojowe). Tego rodzaju rozwiazanie
pozwala na wyznaczanie biezacych, tablicowych miernikéw umieralnosci
dla wszystkich grup wieku i dla kazdego okresu. Mierniki przekrojowe
zapisuje si¢, dodajac indeks okresu ¢, ktorego dotycza, np. my+, @ut, €s4-

1.6. Zwiazek kohortowych wspolczynnikéw zgonow
i natezenia zgonéw
Analiza umieralnosci za pomoca miernikéw tablicowych wymaga po-

dzialu na pewne arbitralne przedzialty wieku [z, z + n), gdzie z,n sa licz-
bami nieujemnymi, catkowitymi.
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W niektérych zastosowaniach wazne jest obliczanie okreslonych cha-
rakterystyk dla dowolnego wieku z i dla przedziatu [z, 4+ y) o dowolnie
matej dhugosci y > 0. Ujecie takie jest mozliwe, gdy potraktujemy czas
zycia jako zmienna losowa o ciaglym rozktadzie prawdopodobienstwa.

Definicja 1.3. Niech X bedzie nieujemna i ciagla zmienna losowa repre-
zentujaca czas zycia noworodka. Niech F'x bedzie dystrybuanta rozkiadu
zmiennej X, czyli

Fx(x) = P(X < x), (1.6.1)

taka, ze F'x(0) = 0.
Funkcja przezycia Sx zmiennej X nazywamy funkcje komplementarna
do Fx, czyli
Sx(z) =1— Fx(x). (1.6.2)

Dalej, dla uproszczenia, funkcje Fy, Sx beda oznaczone odpowiednio
przez F'i S. Z definicji 1.3 wynika, ze dla ustalonego z > 0 wartos¢
S(x) okresla prawdopodobieristwo zdarzenia, ze losowo wybrany noworo-
dek dozyje wieku z.

Definicja 1.4. Zalézmy, ze x > 0 jest ustalona liczba rzeczywista. Niech
Y(z)=X—2z dla X >z (1.6.3)

Zmienna Y (x) nazywamy pozostalym czasem zycia osoby w wieku z.

Dystrybuanta zmiennej losowej Y (z) dla zadanego y > 0 wyraza sie
wzorem

Fy@(y) = P(Y(z) <y) =

=PX—-z<y|lX>x)=PX<z+y|X>zx)=

(1.6.4)
=1-PX>z+y|X>2)=
_1_P(X2y~|—a:) _1_S(z+y)
B P(X>x) S(x) -

Dla z = 0 mamy Y(0) = X i Fy ) = F, a wiec zmienna X jest szczegdl-
nym przypadkiem Y (z).
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Definicja 1.5. Niech F’ oznacza pochodna dystrybuanty F', czyli funkcje
gestosci f zmiennej X. Funkcja natezenia (intensywnosci) zgonéw nazy-

wamy iloraz
_f@ sy (1.6.5)

M(ﬂf)—%, Tz

Wyrazenie p(x)dx oznacza w przyblizeniu prawdopodobieristwo zgonu
w przedziale [z, z + dx) dla osoby w wieku z.

Calkujac stronami (1.6.5) na przedziale [0, z], otrzymamy

/Oxu(z)dz _ /O gz;dz (1.6.6)

Dokonamy zamiany zmiennych pod catka. Niech v = S(z). Mamy wtedy

dv = 5'(z2)dz. (1.6.7)

Poniewaz S = 1— F', a wiec pochodna S(z) wzgledem z réwna jest — f(2),
wobec czego mamy dv = — f(z)dz. Otrzymujemy

x S(x) 1
/ u(z)dz:—/ —dv=—1Inv
0 1 v

Prawdziwe sa wiec nastepujace zwiazki

O ms@). (1.6.8)

1

S(x)=exp {— /0 ’ u(z)dz} (1.6.9)

F(:E)zl—exp{—/oxu(z)dz}. (1.6.10)
Mamy takze
_ Sx+y) CXp {_ Jo ™ ,u(z)dz} B

(1.6.11)

1 —exp {—/xx+yﬂ(z)dz}.

Wynika z powyzszego, ze funkcja intensywnosci p jednoznacznie identyfi-
kuje rozktady zmiennych losowych X i Y'(z).
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Na podstawie otrzymanych wzoréw mozna tatwo obliczy¢ gestosSc fy ()
zmiennej losowej Y (x). Poniewaz zachodzi

S(z+y)

Fyw(y) =1— Sw 0 © >0, (1.6.12)
a wiec dla dowolnego y > 0 mamy
_dFyw(y) 1 dS(x+y)
_ _ flz+y)
(1.6.13)

= pu(r +y) exp {— /:w M(Z)dz}>

gdzie yp, =1 — 4q,.

Zbadamy teraz zwiazek pomiedzy natezeniem zgonéw u(x) a kohorto-
wym wspolczynnikiem zgonow ,m,. Wspdlczynnik ,,m, jest miernikiem
zdefiniowanym dla kohorty oséb, nalezacych do ustalonej grupy wieku
[z, +n). Ma on postaé

(1.6.14)

Warto przypomnie¢, ze ,, Z, reprezentuje liczbe zgondéw w przedziale wieku
[z, x + n) lat. Mozna ja zapisa¢ za pomoca réznicy

wZy =Ly — Ly, (1.6.15)

gdzie L, oznacza liczbe os6b w kohorcie, dozywajacych x-tych urodzin.
Czas ekspozycji na ryzyko zgonu w podanym przedziale wyraza sie wzorem

wKe=nLlyin+ p0p nZy. (1.6.16)

Zbadamy granice lim,_,o,m,, zakladajac, ze n jest dodatnia liczba
rzeczywista, niekoniecznie catkowita.
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Zauwazmy, ze dla malych n czas ekspozycji ,, K, moze by¢ przyblizony
wzorem
WKy ~nL,. (1.6.17)

Przyblizenie to jest tym lepsze, im mniejsza jest dlugosé¢ n przedziatu.

Dla n — 0 mamy
Lz - Lz+n

ili%nmx = 1115% oL (1.6.18)
7 definicji pochodnej funkcji wynika, ze
La: - La: n
lim =%~ —L, (1.6.19)
n—0 n
a stad otrzymujemy
/
ili%nmx =TI (1.6.20)

Poniewaz zachodzi zwiazek L, = LoS(x), gdzie Ly oznacza poczatkowa
liczebnosé¢ badanej generacji, a wiec mamy dalej

LoS'(x) _ f(x)

}Iii%nmz =— ToS(2) = S) = u(x), (1.6.21)

z czego wynika, ze intensywnos$¢ zgonéw p(x) jest granica, do ktérej dazy
kohortowy wspotczynnik zgonéw ,m,, gdy n — 0.

1.7. Prawa umieralnosci

W literaturze podejmowano wiele préb definiowania funkcji intensyw-
nosci zgonéw u, nazywanej takze ,,prawem umieralnosci”. Bardziej znane
to model wyktadniczy, model de Moivre’a, model Gompertza—Makehama
i model Weibulla (por. [36], [79]).

Model wyktadniczy zaklada stale natezenie zgonow
wu(x) = p = const, x> 0. (1.7.1)

Model ten nie jest adekwatny do populacji ludzkich, poniewaz zaklada,
ze natezenie zgonéw jest jednakowe dla dowolnego wieku x. Z tego po-
wodu w modelach demograficznych przyjmuje sie bardziej realistyczne
zalozenie, ze p(x) jest przedziatami stala, co dla dostatecznie waskich prze-
dzialéw wieku moze by¢ dobrym przyblizeniem rzeczywistego natezenia
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zgonow. Zalozenie o statej intensywnosci zgonow w okreslonych przedzia-
tach wieku jest de facto sprowadzeniem problemu do ujecia rozwazanego
w paragrafie 1.4.2.

Model de Moivre’a z roku 1725 zaklada istnienie pewnego, nieprzekra-
czalnego wieku granicznego X. Natezenie zgonow w tym modelu wyraza

sie formulg

1
M(x):X—x’ dla 0<z<X. (1.7.2)

Z kolei model Gompertza z roku 1825 ma nastepujaca postac

u(x) =Bc®, B>0,c>1, x >0. (1.7.3)

Model ten oparty jest na zatozeniu, ze intensywnos¢ zgonow rosnie wyktad-
niczo wraz z wiekiem. Propozycja Gompertza zostata zmodyfikowana w ro-
ku 1860 przez Makehama do postaci

p(x) =A+ B, A,B>0,c>1,z>0. (1.7.4)

Stala A reprezentuje te czesé natezenia wymierania, ktora nie zalezy od
wieku. Model (1.7.4) nosi nazwe prawa umieralnosci Gompertza—Make-
hama i jest czesto wykorzystywany w analizach aktuarialnych.

W propozycji Weibulla z roku 1939 [108] funkcja p ma postaé
w(z) =ax’™, a,b>0, x>0. (1.7.5)

Rodzina rozktadéw Weibulla charakteryzuje sie¢ monotoniczna funkcja in-
tensywnosci (rosnaca, malejaca lub stala). Model ten jest stosowany gtow-
nie w analizach niezawodnosci urzadzen, rzadziej do modelowania zjawisk
demograficznych.

Historyczne propozycje praw umieralnosci zebrane zostaly m.in. w mo-
nografii pod redakcja E. Tabeau [105] (por. tablica 1.1).

Nalezy zaznaczy¢, ze we wspolczesnej literaturze znalezé mozna wiele
prac poswieconych tematyce modelowania rozktadu czasu zycia, zaréwno
w ujeciu dyskretnym ([25], [48]), jak i ciaglym. Proponowanymi w litera-
turze rozkladami ciaglymi sa m.in. uogdlniony rozklad gamma, rozklad
Pareto, rozktad logarytmiczno-normalny badz logarytmiczno-logistyczny
(np. [5], [6], [18], [19], [33], [46], [70], [84], [86], [87], [101], [102], [111]).
Rozwazane sa tez pewne klasy rozktadéw z niemonotoniczna funkcja inten-
sywnosci, w tym z funkcja kwadratowa, a takze ogdlniej — wielomianowa
lub w ksztalcie ,,wanny” (np. [7], [49], [58], [63], [83]).
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Tablica 1.1. Prawa umieralnosci (modele historyczne)

Autor, rok Postaé¢ funkeji p,, S(z) lub g,
De Moivre, 1725 Mo = ﬁa
Gompertz, 1825 te =Bc*, B>0 ¢c>1
Makeham, 1860 py =A+Bc®, A,B>0,c>1
Opperman, 1870 Ly = % +b+ ey
Thiele, 1872 [ty = a1e~01T 4 goe—3b2(@=0)° 4 g ebam
Wittstein, 1883 Gy = a=(ma)" 4 q=(M—2)"
Steffenson, 1930 logy, S(z) = 10-4V*—B 1 C
Perks, 1932 fe = B
Harper, 1936 log,o S(z) = A + 10BV#+Ca+D
Weibull, 1939 pe = axb™!
Van der Maen, 1943 Uy = A+ Bx + Ca? + ﬁ

pa = A+ Bc® + 5%

Zrédio: [105], s. 7.

W latach szesédziesiatych ubiegtego wieku pojawily sie parametryczne
modele regresji dla funkcji intensywnosci, zakladajace multiplikatywna
zaleznosé tej funkeji od ustalonej, bazowej funkcji intensywnosci (zwa-
nej tez funkcja hazardu) i pewnej nieliniowej funkcji wektora zmiennych
objasniajacych (czynnikéw ryzyka). Staly sie one punktem wyjscia popu-
larnego obecnie tzw. semiparametrycznego modelu Coxa. Estymacja tego
rodzaju modeli sprowadza sie do estymacji funkcji hazardu bazowego oraz
wspolezynnikéw regresji przy zmiennych objasniajacych ([35], [39], [116]).

W modelu Coxa funkcja natezenia zgonéw réwna jest iloczynowi do-
wolnej, bazowej funkcji intensywnosci oraz wykladniczej funkcji wektora
zmiennych objasniajacych. Jest to model semiparametryczny, poniewaz
zaklada dowolna posta¢ funkcji bazowej i parametryczna postaé¢ funkcji
czynnikéw ryzyka. Przy zalozeniu, ze zmienne objasniajace nie zaleza od
czasu, a bazowa funkcja intensywnosci jest jednakowa dla jednostek danej
populacji, model Coxa nosi nazwe modelu proporcjonalnych hazardow.
Parametry modelu szacuje si¢ poprzez maksymalizacje tzw. funkcji czast-
kowej wiarygodnosci ([27], [28]).
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Pewna alternatywa w stosunku do multiplikatywnych modeli regresji
funkcji hazardu sa addytywne modele regresji i modele proporcjonalnych
ilorazow szans ([10], [52], [67], [80]). Szeroko znane sa takze modele nie-
parametryczne, w tym model Kaplana—Meiera dla funkcji przezycia oraz
model Nelsona—Aalena dla funkcji skumulowanej intensywnosci ([1], [55],
[75]).

1.8. Wybrane modele umieralnosci

Dhugookresowe obserwacje dotyczace tablicowych lub funkcyjnych cha-
rakterystyk rozkladu czasu trwania zycia pozwalaja zauwazy¢, ze podle-
gaja one zmianom w czasie. Przykladowo, z obserwacji natezenia zgonéw
w krajach rozwinietych wynika, ze czastkowe wspolczynniki zgonéw maja
tendencje spadkowa w wielu grupach wieku, zaréwno wsréd mezczyzn,
jak i kobiet, przy jednoczesnym podnoszeniu sie¢ gérnej granicy trwania
zycia. Zmiany w czasie wykazuja takze inne parametry tablic wymie-
ralnosci, np. srednie dalsze trwanie zycia czy tez warunkowe prawdopodo-
bienstwa zgonow. Mozna je zatem traktowaé jak procesy stochastyczne,
ktore cechuje, obok ogdlnej tendencji, pewna stochastyczna zmiennosc.

Tendencje i prawidtowosci obserwowane w krajach rozwinietych w dru-
giej potowie XX wieku w odniesieniu do zjawiska umieralnosci i czasu
trwania zycia mozna podsumowaé nastepujaco ([109]):

— normalne trwanie zycia (wiek, na ktéry przypada najwieksza inten-
sywnosé¢ zgonéw w okresie starosci), przesuwa sie w kierunku coraz
starszych grup wieku,

— wazrasta koncentracja zgonéow wokol wartosci normalnej,

—  krzywa przezycia przybiera ksztalt prostokata (tzw. zjawisko rektan-
gularyzacji rozkltadu, ktore jest konsekwencja wymienionych wyzej ten-
dencji),

— wzrasta $rednia dlugos¢ zycia,

—  wésréd oséb miodych, zwlaszcza dwudziestoparoletnich mezczyzn, ros-

nie liczba i udziat zgonéw powodowanych przyczynami zewnetrznymi,
takimi jak urazy, wypadki, zatrucia.

W literaturze podjeto proby budowy modeli umieralnosci z wykorzy-
staniem aparatu stochastycznego. Jednym z bardziej obecnie rozpowszech-
nionych jest stochastyczny model umieralnosci Lee—Cartera.
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1.8.1. Model Lee—Cartera

Model Lee-Cartera [65] mozna zdefiniowaé wzorem

lnm$,t = Qg + Ba:’it + Ext (181)
lub réwnowaznie
Myt = exp {ay + Bukir + Exr}y (1.8.2)
gdzie:
x € {x1,...,2,}, jest indeksem oznaczajacym wiek w ukonczonych
latach,
t € {t1,...,tm} jest indeksem wskazujacym na kolejne okresy czasu

(lata kalendarzowe),

My jest czastkowym (kohortowym, przekrojowym lub przekrojowo-ko-
hortowym) wspélezynnikiem zgonéw w grupie wieku = w okresie ,

Q,, B, oraz k; sa parametrami modelu, przy czym «,, (3, zaleza od
wieku x, natomiast k; — od czasu t,

€x+ sa skltadnikami losowymi, co do ktérych zaktada sie, iz sa wza-
jemnie niezalezne, o jednakowych rozkladach normalnych z wartoscia
oczekiwana rowna 0 i jednakowa, stala wariancja.

Dalej zaktada¢ bedziemy, ze indeks x przybiera wartosci ze zbioru
{0,1,..., X}, gdzie X oznacza gorna granice wieku. Przyjmiemy takze,
ze t przyjmuje wartosci ze zbioru liczb naturalnych {1,2,...,7T}, gdzie
1,2,...,T sa umownymi indeksami kolejnych lat kalendarzowych, obje-
tych analiza.

Ze wzgledu na iloczyn parametréw 3, oraz r; w formule (1.8.1), model
Lee—Cartera okreslany jest mianem modelu biliniowego.

Uktad réwnan (1.8.1) lub (1.8.2) nie ma jednoznacznego rozwiaza-
nia bez dodatkowych warunkéw ograniczajacych. Zatézmy, ze dla pew-
nego zestawu parametrow {o,}, {0} oraz {x;} prawdziwy jest model
(1.8.1). Latwo sprawdzié, ze dla dowolnej stalej ¢ i dla zbioru parametréw
{ae — B}y {Bz}, {ke+c}lub {a.}, {cB:}, {ki/c} model ten jest takze
prawdziwy. Dla zapewnienia jednoznacznosci rozwiazania konieczne jest
zatem przyjecie dodatkowych warunkéw ograniczajacych. W tym celu
zaklada sie, ze suma parametrow [, wynosi 1, natomiast suma para-
metréw K, jest rowna 0, czyli

> B=1 (1.8.3)
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oraz

T
> k=0 (1.8.4)
t=1

Parametry «, i 8, nie zaleza od czasu t, co oznacza, ze raz wyznaczone
moga by¢ uzyte do prognozowania wspotczynnikow zgondéw w przysztych
okresach, tj. dla ¢t > T. Parametrami zmieniajacymi sie wraz z czasem
sa natomiast wskazniki k;, ktére mozna modelowaé, wykorzystujac wy-
brane metody analizy szeregéw czasowych. Autorzy, R. D. Lee i L. Car-
ter, wykorzystali w tym celu model btadzenia przypadkowego, jednakze
w literaturze spotka¢ mozna takze propozycje zastosowania do tego celu
np. modeli ARIMA (por. [76]).

Model bladzenia przypadkowego z dryfem opisany jest formuta

Rt = 0 + K1+ ft; (185)

gdzie ¢ jest pewna stala (dryf), a & skladnikiem losowym.

Parametr 6 w (1.8.5) przyjmuje na ogét wartosci ujemne, co wska-
zuje na trend spadkowy umieralnosci. Losowe fluktuacje wokot trendu sa
reprezentowane przez niezalezne sktadniki losowe &;, kazdy o rozktadzie
normalnym, z wartodcia oczekiwana rowna 0 i skoniczona wariancja.

Prognozy dotyczace przewidywanych wartosci k;, oparte na formule
(1.8.5), w polaczeniu z oszacowaniami «, i 3, pozwalaja na sporzadzenie
prognoz czastkowych wspolczynnikéw zgonéw my,; dla przysztych okre-
sOw, zgodnie ze wzorem

ma:,t - exp{aw + Bcc'%t}7 (186)

gdzie k; oznacza prognoze parametru x; wyznaczona dla ¢ > T z modelu
(1.8.5).

Na podstawie prognoz wspolczynnikéw zgonow mozliwe jest prognozo-
wanie w dalszej kolejnosci innych tablicowych charakterystyk umieralnos-
ci, np. $redniego dalszego trwania zycia dla oséb dozywajacych ustalonego
wieku .

Metoda estymacji parametréw modelu (1.8.1), zaproponowana przez
R. D. Lee i L. Cartera, odwotuje sie do koncepcji dekompozycji SVD (Sin-
gular Value Decomposition). Polega ona na rozktadzie macierzy obserwacji
na trzy macierze, tj. macierz wartosci osobliwych oraz lewa i prawa ma-
cierz wektorow osobliwych.
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Idea faktoryzacji macierzy obserwacji opiera sie na twierdzeniu o de-
kompozycji macierzy!. Kazda macierz prostokatna W,,x, mozna bowiem
przedstawi¢ w postaci

W = UDV?, (1.8.7)
gdzie D,,«, jest postaci

D— E g}, (1.8.8)
przy czym

d 0 , 0

n— |0 & 0 : (1.8.9)

0 0 ... 4

gdzie r oznacza liczbe niezerowych wartosci osobliwych dy, ds, . . ., d,.

Wartosci osobliwe macierzy W wyznacza sie jako pierwiastki kwadra-
towe wartosci wlasnych macierzy WTW. Macierz V = [vi, vy, ..., V,]
o wymiarach n x n jest ortogonalna macierza prawych wektoréw osobli-
wych, bedacych réwnoczesnie wektorami wiasnymi macierzy kwadratowej
WTW. Z kolei macierz U = [uj,uy,...,u,,] o wymiarach m x m jest
macierza ortogonalna lewych wektorow osobliwych, gdzie u; = dliWVi dla
1=1,2,...,7.

Z (1.8.7) wynika, ze kazdy element w, ; macierzy W moze by¢ zapisany
w postaci sumy

Woy = Y dity j0p, (1.8.10)
=1

gdzie:
uz,; oznacza x-ty element i-tego wektora kolumnowego macierzy U,
vy; jest t-tym elementem i-tego wektora kolumnowego macierzy V,
d; jest i-ta wartoscia osobliwa macierzy W.

Nalezy dodac¢, ze suma wyrazéw v;; wektoréw kolumnowych macierzy
V jest réwna
T
Y vi=0, dla i=12...7 (1.8.11)

t=1

1 SVD odkryta zostala niezaleznie przez kilku autoréw: E. Beltrami w 1873 r.,
C. Jordan w 1875 r., J. Sylvester w 1889 r., L. Autonne w 1913 r., C. Eckart i G. Young
w 1936 r.
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Niech ag, b,, k; oznaczaja estymatory parametréw «,., 8., k; w modelu
Lee-Cartera. Ponadto, niech elementami w, ; macierzy W beda wyrazenia

Wy = Inmyy — ag. (1.8.12)
Z (1.8.10) mamy
Inmg; —a, = Z dity Uy 5 (1.8.13)
i=1
lub réwnowaznie ;
Inm,, = a, + Z ditly iVt ;- (1.8.14)

i=1
Redukujac liczbe skladnikéw pod suma do pierwszego wyrazu oraz ozna-
czajac pozostale sktadniki symbolem ¢, , otrzymujemy

Inmg,: = ay + ditg 1061 + €y (1.8.15)

Przyjmijmy oznaczenia

X
Uyg,1
b= =, ki =divig Y U (1.8.16)
Zi(:() UZJ x=0

Woéwezas (1.8.15) przybiera postaé
Inmy, = a, + byky + €44, (1.8.17)

gdzie

X T
>be=1 > k=0. (1.8.18)
t=1

x=0
Orzymalismy model Lee-Cartera (1.8.1) z warunkami (1.8.3)—(1.8.4).

Wzory (1.8.16) definiuja estymatory b,, k; parametréw S, k;, wyzna-
czone metoda SVD. Korzysta sie w nich z pierwszej wartosci osobliwej oraz
sktadowych pierwszego lewego i pierwszego prawego wektora osobliwego
macierzy W o elementach (1.8.12).

W ogélnym przypadku rozwaza¢ mozna rozwiniecie z uwzglednienem
wszystkich niezerowych wartosci i wektorow osobliwych, ktore po odpo-
wiedniej zmianie oznaczen prowadzi do wzoru

nme, =ag, + Y 0Ok, (1.8.19)

i=1
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W celu znalezienia estymatora a, parametru «,, skorzystamy z zaloze-
nia, iz skiadniki losowe €,; w modelu (1.8.1) maja warto$¢ oczekiwang
rowna 0, czyli

Elezs) = 0. (1.8.20)

Wyznaczymy analogiczny moment zwykly pierwszego rzedu z préby, tj. na
podstawie danych z szeregéow czasowych

{lnmg,, t=1,2,...,T}.

Korzystajac z whasnosci (1.8.20), przyréwnamy do 0 sume reszt, czyli
wyrazenie

T
> nmay — (ag+baky)]. (1.8.21)
t=1
Mamy
T
Z In My — (ap+bok)] = 0, (1.8.22)
t=1

co po przeksztalceniach daje

T T
Ta, + b, Z k, = Z In my . (1.8.23)
t=1 t=1

Uwzgledniajac dodatkowo warunek (1.8.4), otrzymujemy

T
1
as = ;lnmm. (1.8.24)

Wyrazy a, reprezentuja zatem sredni poziom umieralno$ci w poszcze-
gblnych grupach wieku x, usredniony wzgledem czasu t. Wspélczynniki
b, opisuja z kolei profile umieralno$ci wedtug wieku. Charakteryzuja bo-
wiem ,,wrazliwos¢” poziomu umieralnosci w poszczegdlnych grupach wieku
na zmiany wskaznikéw k;. Te ostatnie wyrazaja ogdlna tendencje zmian
umieralnosci w czasie.

Ze wzgledu na zalozenie o jednorodnosci sktadnikéw losowych €, 4,
Brouhns i in. [20] zaproponowali inna metode estymacji, odnoszaca sie
do rozkladu liczby zgonéw, w ktérym model (1.8.2) opisuje intensywnosé
ZgONnow.

Jedli przyjmiemy zalozenie o stalej intensywnosci zgonéw w rocznych
przedzialach wieku w ustalonych latach kalendarzowych, wéwczas liczby
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zgonow D, ; zaobserwowane w poszczegélnych grupach wieku i kolejnych
latach okresu obserwacji sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, o rozkta-
dzie Poissona z parametrem A\, ; = K, mg,, czyli

D, ~ Poisson(K, m,:), ==0,1,....,X, t=12,....7, (1.8.25)
gdzie K, ; oznacza czas ekspozycji na ryzyko zgonu w ciaggu roku ¢t w grupie
0sOb w wieku x ukonczonych lat.

Estymatory parametréw o, 3., ky wyznaczamy w tym przypadku me-
toda najwiekszej wiarygodnosci. Funkcja wiarygodnosci ma postac

(Kx,tmx,t)Dz’t

X T
L(0, Bas Kt Doy Kog) = [ [ e (18.26)
x,t-

=0 t=1 )

Logarytm naturalny funkcji (1.8.26) po uproszczeniach wyraza sie wzorem

X T
ln L(Q{m7 /3337 Iit|D3;7t, Kx,t>zz Z Dx,t ln (mxﬂg) —Kx,tm%t—l—c, (1827)

z=0 t=1
gdzie C jest pewna stala, niezalezna od estymowanych parametrow.

Zakladajac, ze prawdziwy jest zwiazek wyrazony w postaci modelu
Lee—Cartera (1.8.1) lub réwnowaznie (1.8.2), logarytm naturalny funkcji
wiarygodnosci przybiera postac

In L(Oéx,ﬁx, Kvt|Dx,taKI,t> =

X T (1.8.28)
= ZZD“ (p + Bokt) — Kppexp{ag + Berir} + C.
z=0 t=1
Za estymatory parametrow o, 5., k; przyjmujemy takie ich wartosci
Ay, by, ky, dla ktérych funkcja (1.8.28) osiaga wartosé najwieksza. Maksi-
mum funkcji (1.8.28) wyznacza sie iteracyjnie (por. [20]).

1.8.2. Modyfikacje i uogdlnienia modelu Lee—Cartera

Czesto spotykane w literaturze modyfikacje modelu Lee—Cartera po-
legaja na uwzglednieniu kolejnych skladowych sumy po prawej stronie
(1.8.14), co po zmianie oznaczen prowadzi do relacji (1.8.19).

W niektérych pracach mozna znalezé propozycje modeli, w ktérych
wyrazenia po lewej stronie (1.8.1) sa zastapione przez tzw. logity warun-
kowych prawdopodobienstw zgonéw, czyli wyrazenia

Nes = logit qp, = In —2t (1.8.29)
1- Qu t
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Miedzy kohortowymi wspolczynnikami zgonow i warunkowymi praw-
dopodobienstwami zgonéw zachodzi ogélna relacja (1.3.5), ktéra w zalez-
nosci od przyjetego modelu interpolacyjnego (por. paragraf 1.4) sprowa-
dza sie do formuly (1.4.10) w przypadku interpolacji liniowej lub (1.4.30)
w przypadku interpolacji wykladniczej, czyli odpowiednio

meﬂg

et 1.8,
T e (1.8.30)

Gzt =

lub
Azt = I eXP{—mw,t}- (1831)

Niektore rozszerzenia modelu Lee—Cartera uwzgledniaja ujecie, w kto-
rym rozwaza sie tzw. efekt kohortowy w postaci dodatkowego parametru
fyt(i)x Indeks dolny ¢t — x przy parametrze fyt(i)x, wskazuje na rok urodzenia
generacji os6b, ktére ukonczyly = lat w roku ¢. Uzasadnieniem przema-
wiajacym za dodaniem tego parametru jest fakt, ze natezenie zgondéw
ma niekiedy specyficzny przebieg w przypadku roznych generacji objetych
badaniem.

Kilka modyfikacji lub uogdlnien, w tym sam model Lee—Cartera, przed-
stawionych zostalo w pracach [23] oraz [22] w postaci nastepujacych modeli

M1 : logmg, = oy + Y /{El),

M2 logmx7t:ozx+ﬁz (1)+5 % z?

M3 : logm:ct :Oéx+’££1) +’7§ ):ca

M4 : logm,, = Z@,JBW z,t),
(1.8.32)
M5: 1y = mi” + K

M7+ e =6V + & + (@ —2)2 =02+

(
¢
M6 : 1. = /@El) +/<§
(
¢
M8: 1y = mil) + H,E
gdzie: '
Q oraz ﬁg(f) sa parametrami reprezentujacymi efekty wieku x,
(i)
%( )x sa parametrami odpowiedzialnymi za efekty kohortowe, wyni-

kajace z przynaleznosci do generacji oséb urodzonych w roku ¢ — z,

sa parametrami reprezentujacymi efekty czasu kalendarzowego ¢,

x. jest ustalona stala,



33

T oraz o2 reprezentuja odpowiednio $rednia i wariancje wieku w ramach
grup wieku, uwzglednionych w badaniu, czyli

- 1 & 2 1 & —\2
= — = — — 1.8.33
7 an o nx;(m z)’, (1.8.33)

B/ (x,t) oraz 0;; oznaczaja odpowiednio sklejane funkcje bazowe (spli-

nes) oraz przypisane do nich wagi.

Wybér modelu w konkretnym przypadku zalezy od wiedzy i przekonan
dotyczacych ksztaltowania sie zjawiska umieralnosci w konkretnej popu-
lacji.

Model M1 w (1.8.32) jest standardowym modelem Lee—Cartera, a M2
jest jego uogolnieniem, uwzglednia bowiem dodatkowo efekty kohortowe.
Obydwa modele sa réwnowazne, gdy przyjmiemy ’yt(z)x = 0.

Podobnie, jak w przypadku M1, réwniez w modelu M2 wystepuje pro-
blem z identyfikacja parametrow, dlatego naklada sie dodatkowe warunki
ograniczajace postaci

S0 =1i=12 Y a"=0 Y af=0 (1839
T t x,t

7 warunku drugiego i trzeciego wynika, ze parametry «, reprezentuja
srednie logarytméw wspotczynnikéw zgonéw w badanym okresie, czyli
sredni poziom umieralnodci dla kazdej grupy wieku z. Estymacja pozosta-
tych parametréw przeprowadzana jest metoda iteracyjna (zob. [90]).

Szczegdlnym przypadkiem M2 jest model M3, gdy Ba(cl) = 6;5;2) = 1.
Roéwniez w tym modelu naktada si¢ warunki ograniczajace

Yo =0, Y 4% =0 (1.8.35)
t z,t

W modelu M4 przyjmuje sig, ze istnieje pewna wygtadzona powierzch-
nia, reprezentujaca rozklad logarytméw czastkowych wspétezynnikéw zgo-
now wzgledem wieku x i czasu t.

Podejscie to rézni sie zasadniczo od modeli M1-M3, w ktorych nie
zaklada sie ,,gladkiego” przejscia wspédtczynnika zgonow z jednej grupy
wieku do nastepnej lub z jednego roku kalendarzowego do kolejnego.

Odmienna klase stanowia modele M5-M8, w ktérych po lewej stronie
wystepuja logity (1.8.29) zamiast logarytméw wspdlezynnikéw zgondw.
Modele te nazywa¢ bedziemy logitowymi modelami umieralnosci. Wyko-
rzystuje sie tu analogiczne parametry, jak w przypadku modeli M1-M4.
Reprezentuja one efekty wieku, czasu lub efekty kohortowe.
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Naj%)rostszy model z tej grupy to model M5 z dwoma parametrami
n,ﬁ”, /4%2. Nie wystepuje w tym przypadku problem z identyfikacja para-
metrow. Kolejne trzy modele M6-M8 stanowia rozszerzenie M5 poprzez
dodanie efektéw kohortowych. Ze wzgledu jednak na niejednoznaczno$é
tych parametréw, naktada sie tu dodatkowe warunki ograniczajace.

W modelu M6 warunki te sa postaci

S =0, Y@ =o (1.8.36)

ceC ceC

gdzie ¢ = t — z, natomiast C jest zbiorem lat, w ktérych urodzily sie
generacje poddane analizie.

Ograniczenia (1.8.36) wynikaja z koncepcji aproksymacji polozenia nie-
znanych parametréw 7£3) za pomoca funkcji liniowej o ogdlnej postaci
f(e) = d1+pac, gdzie @1, g sa pewnymi skalarami. Warunki (1.8.36) spra-
wiaja, ze funkcja f(c) pokrywa sie z osia pozioma uktadu wspélrzednych,
czyli zachodza réwnosei ¢ = ¢ =0. Innymi stowy, warunki (1.8.36) gwa-
rantuja, iz wyznaczone oceny parametrow fyé?’) oscyluja wokét zera, nie
wykazujac trendu liniowego.

W modelu M7 warunki ograniczajace nakladane na parametry kohor-
towe sa bardziej rozbudowane (por. [23])

Zv£4): , 20724): , Zczygl)zo. (1.8.37)

ceC ceC ceC

Zaktada sie tu bowiem, ze funkcja aproksymujaca polozenie parametrow
7§4) jest funkcja kwadratowa o ogélnej postaci f(c) = @1+ poc+@3c?. Przy
warunkach (1.8.37) funkcja f(c) pokrywa sie z osia pozioma uktadu wspét-
rzednych, czyli ¢1 = ¢ = ¢p3 = 0. Warunki (1.8.37) gwarantuja wiec,
ze wartosci parametréw 754) oscyluja wokét zera, nie wykazujac trendu
kwadratowego.

W ostatnim modelu M8 warunek ograniczajacy nakiladany na para-
metry kohortowe ma postac

> =0 (1.8.38)
x,t
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Analizy poréwnawcze dotyczace logitowych modeli umieralnosci zna-
lez¢ mozna takze w publikacji [43], w ktérej rozwazane sa nastepujace

modele

LC : nmt:ax—l—ﬁ(l)/ﬁgl),
Hy: ey = ay + B /itl)‘i"Y
M ey = o+ B kY +5 72)x,
LC2: npy = a, + BV —i—ﬁ

(2)

M5 : nmt—fﬁg)—l—( i)m@,

M6 : ey = wi” + (@ — D)y + 910,

MT7: ng = mﬁ ) + (x — f)ﬁ§2) —i—vmmg ) +7t(§)x,
M8: ey = w4 (@ = D) + (e — o)y

M5* . nw,t:ax+/-@§1)+
M6™ - nx,t:am+f@§1)+
MT* - nxt=a$+m§”+
MS8* nx,t:am+m§1)+

gdzie:
g, ﬁg(f) reprezentuja efekty wieku,

ﬁgi) reprezentuja efekty czasu kalendarzowego,

’yt(l_)x odpowiadaja za efekty kohortowe,

x. jest ustalona stala,

(1.8.39)

T oraz o2 reprezentuja odpowiednio $rednia i wariancje wieku w ramach

analizowanych grup wieku i sa wyrazone formutami (1.8.33),

wspoétezynniki v, zdefiniowane sa wzorem

v = (v —T)* — o2

(1.8.40)

Pojawiajacy sie w (1.8.39), w grupie modeli M5*~M8*, skladnik

(z —z)" = max(z — z,0)

ma za zadanie uwzglednienie dodatkowych parametrow s s

(1.8.41)

reprezentuja-

cych zwiekszony poziom umieralnosci w mtodszych grupach wieku, tj. dla

x mniejszych od z. Rozwaza¢ mozna takze model postaci

MNa,t Zax—kfiil)—i—(x—i)ﬁgz)%—(a:c x)" (3)+v$ ()—l—(xc—x)% 2 (1.8.42)

bedacy pewnym uogélnieniem statycznych modeli umieralnosci M7*, M8*.
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1.8.3. Model rozmyty Koissi—Shapiro

Jednym z ciekawszych uogélnien modelu Lee-Cartera jest propozycja
M. C. Koissi i A. F. Shapiro z roku 2006 [59], odwolujaca sie do poje¢
i wlasnosci liczb rozmytych. Model Lee—-Cartera, w wersji podanej przez
tych autoréw (model FLC), pozwala na wlaczenie skladnika losowego do
rozmytej struktury modelu.

Punktem wyjscia w propozycji Koissi-Shapiro jest transformacja loga-
rytmow wspotczynnikéw zgonéw Inm, , na symetryczne, tréjkatne liczby
rozmyte?, przedstawiane w postaci uporzadkowanych par

}/%t: (yx7t,€$7t), .I':O,]_,...,)(7 t = 1,2,...7T, (1843)

gdzie y,; = Inm,,; sa wartosciami centralnymi, natomiast e,; rozpietos-
ciami charakteryzujacymi funkcje przynaleznosci liczb tréjkatnych.

W podejsciu tym przyjmuje sie zalozenie, ze rzeczywiste natezenie
umieralnosci jest obserwowane z pewnym przyblizeniem, co uzasadnia po-
sta¢ modelu FLC, w ktérym role zmiennej objasnianej odgrywaja liczby
rozmyte (1.8.43).

Model FLC ma postaé

Yo =A@ (B, oK), =01, X, t=12...T,  (1844)

gdzie A,, B,, K; sa rozmytymi odpowiednikami parametréw w standar-
dowym modelu Lee—Cartera, natomiast @, ® oznaczaja operatory odpo-
wiednio dodawania i mnozenia liczb rozmytych (definicja 4.6, rozdziat 4).

Do estymacji parametrow modelu autorzy zaproponowali metode mi-
nimalizacji funkcji kryterium, do konstrukeji ktorej wykorzystali tzw. od-
legtos¢ Diamonda pomiedzy zmiennymi rozmytymi. W przypadku tego
zagadnienia funkcja kryterium przyjmuje posta¢ nastepujacej sumy

X T
> "[3a2 + 3(boke)® + Y2, + 6agboky — Aagyss — Abokiyes + 262, ]+
=0 t=1
X T
+2> > “[(max{sa,, [balsi,, [kl 55, })* — 260 max{sa,, |b|sk,, [kl sp, }].
=0 t=1

Zadanie minimalizacji tego kryterium nastrecza jednak sporych trudnosci,
ze wzgledu na wystepujace w nim wyrazenie

max{sa,, |b:|sk,, |ki|sB, }-

2 Podstawowe pojecia z zakresu liczb rozmytych oméwione zostaly w rozdziale 4.
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Z tego powodu nie jest mozliwe uzycie standardowych, nieliniowych metod
optymalizacyjnych. W rozdziatach 4 i 5 zostana przedstawione modyfika-
cje modelu FLC, upraszczajace problem dziatan na liczbach rozmytych,
a przez to réwniez ulatwiajace estymacje parametréw modelu.

1.8.4. Wybrane dynamiczne modele umieralnosci — model
Vasicka i Coxa—Ingersolla—Rossa

Dalej idace uogdlnienia dotyczace modelowania umieralnosci polegaja
na przeniesieniu rozwazan na grunt stochastycznych réwnan rézniczko-
wych. Modele tego typu nazywamy modelami dynamicznymi.

Natezenie zgonéw i, (t) w tym ujeciu traktowane jest jako proces sto-
chastyczny lub rozwiazanie pewnego stochastycznego rownania rézniczko-
wego z czasem ciagtym. Do tej klasy modeli zaliczy¢ mozna m.in. model
Vasicka [112] i model Coxa-Ingersolla-Rossa [29].

Model Vasicka przyjmuje postac¢ skalarnego, stochastycznego réwnania Ito6
Ay (t) = k[0 — pe(t)] dt + qdw(t), (1.8.45)

natomiast model Coxa—Ingersolla—Rossa wyraza sie réwnaniem

dpia(t) = 5[0 — o (8)] dt + g/ (D) dw(t), (1.8.46)

gdzie q jest odchyleniem standardowym procesu, § > 0 i x < 0 sa dobra-
nymi parametrami, natomiast w(t), t € R jest standardowym procesem
Wienera.

W wersji dyskretnej model Vasicka i model Coxa-Ingersolla-Rossa
sprowadzaja sie do aproksymacji, odpowiednio

Mypr1 = KO+ (1 — K)Mys + €241, tEN (1.8.47)

oraz
Mg t+1 = K0 + (1 — /{)mxi + €xt+1, t € N. (1848)

7 powyzszego wynika, ze wartos¢ czastkowego wspolczynnika zgondéw
w okresie t + 1 jest érednia wazona wartosci tego wspotczynnika w okresie
poprzedzajacym t i Sredniej dlugookresowej 6, skorygowana o sktadnik
losowy. Rozwazany proces charakteryzuje sie zatem wlasciwoscia powrotu
do sredniej 0, przy czym parametr £ odpowiada za predko$¢ powrotu.

Wada modelu (1.8.47) jest to, ze moze generowaé¢ wartosci ujemne.
Tego mankamentu nie ma model (1.8.46), w ktérym dodano pierwiastek
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kwadratowy wspétczynnika zgonéw. Obydwa modele mozna zapis¢ w po-
staci uogolnionej

i (t) = 116 — pra(1)] dt + qu()du(t). (1.8.49)

W przypadku modelu Vasicka mamy v = 0, a w przypadku modelu
Coxa-Ingersolla-Rossa v = %

Estymacji parametréw modeli (1.8.45)—(1.8.46) mozna dokonaé np. za
pomoca metody momentéw. W tym celu wyznaczamy warto$ci momentow
teoretycznych i przyréwnujemy je do analogicznych momentéw z préby.

W wersji dyskretnej otrzymujemy nastepujaca aproksymacje (1.8.49)
My +1 — Myt = 5(6 - mx,t) + €xt+1; te Na

gdzie €, jest skladnikiem losowym o rozkladzie normalnym z wartodcia
oczekiwang rowna zero. Zatem moment zwykly pierwszego rzedu sklad-
nika losowego wynosi

Eless1] =0, (1.8.50)

natomiast moment zwykly drugiego rzedu wynosi

E[Ei,t-ﬂ] = "m(t). (1.8.51)

T

W przypadku modelu Vasicka i modelu Coxa-Ingersolla—Rossa drugi mo-
ment zwykly jest rowny, odpowiednio

E[E?:,Hl] =, E[ei,tJrl] = q2mm,t~ (1.8.52)

Przyjmijmy dodatkowo zatozenie, ze sktadnik losowy nie zalezy od my ,,
z czego wynika

Eles 111my ] = 0. (1.8.53)

Wyznaczajac analogiczne momenty z préby i przyréwnujac je do war-
tosci momentéw teoretycznych (1.8.50), (1.8.52), (1.8.53), mozemy osza-
cowaé nieznane parametry s, 0, q.

1.8.5. Dynamiczny model umieralnosci Lee—Cartera

Idea dynamicznego modelu Lee-Cartera DLC (Dynamic Lee—Carter
Model) zostala przedstawiona przez autoréw niniejszej ksiazki w pracy
[92]. W publikacji tej intensywnosé zgondéw pu,(t) wyrazona zostala za po-
moca stochastycznego rownania rézniczkowego Ito

na(®) = (a(t)+ 502 a0 + o), (1851)
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g (t) = Bur(t),  pa(0) = e=tBekO =012 X, (1.8.55)

gdzie:
O, Bz, 0, Sa nieznanymi parametrami,
k(t) jest rézniczkowalna, deterministyczna funkecja zmiennej ¢t € R¥,
w(t) jest standardowym procesem Wienera.

Rozwiazanie (1.8.54)—(1.8.55) przyjmuje postaé
In 15 (t) = o + Bok(t) + ow(t) (1.8.56)
lub réwnowaznie
oz (t) = exp {ag + Bok(t) + ow(t)}. (1.8.57)

Oznaczajac €,; = o,w(t) otrzymujemy model zblizony do statycznego
modelu Lee-Cartera, cho¢ rézniacy sie wlasnosciami sktadnika losowego.

Zalézmy dalej liniowa postaé funkeji x(t)
K(t) = x + t0, (1.8.58)
taka, ze

/ " ()t =0, (1.8.59)

gdzie [t1,t,] oznacza przedzial czasowy obserwacji.

W wersji dyskretnej otrzymujemy nastepujaca aproksymacje (1.8.56)
Inmg 1 = oy + Bolx + (t+1)0] +o,w(t +1), teN, (1.8.60)

Inmg,, = oy + Bo[x + 0] + o w(t), teN, (1.8.61)

z czego wynika zwiazek
lnmmﬂ — ln mx,t = 5955 + Ex,t—i—la t e N, (1862)

gdzie €, 441 jest skladnikiem losowym o rozkladzie normalnym z wartoscia
oczekiwana réwna 0 i wariancja o2.

Do estymacji parametréw ay, ., 02, § mozna wykorzysta¢ metode mo-
mentow. Pierwszy moment zwykly sktadnika losowego wynosi

Eley 1] = 0. (1.8.63)
Moment zwykly drugiego rzedu jest rowny
(1.8.64)

E[Ei,t—i-l] = Ui-
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Wyznaczajac analogiczne momenty z préby i korzystajac z relacji (1.8.63)
i (1.8.64) wiazacych je z parametrami modelu, mozemy wyznaczy¢ oceny
nieznanych parametréw 3,02, d, osobno dla kazdego x = 0,1,..., X.

Na podstawie szeregéw czasowych {lnm,;, t =1,2,...,T} otrzymu-
jemy ukiad rownan dla momentéw zwyklych pierwszego i drugiego rzedu
z proby

ﬁ 32_11 (111 My t41 — In Myt — bmd) =0,
(1.8.65)
1 T-1
T-1 £at=1

(Inmy e — Inmy, — bggd)2 = s2.

Przez analogie do statycznego modelu Lee-Cartera, przyjmiemy dodat-
kowo warunek ograniczajacy, pozwalajacy na jednoznaczne wyznaczenie

ocen b, parametrow (3, dla x =0,1,...,X. Warunek ten ma postac
X
b, = 1. (1.8.66)
=0

Z pierwszego réwnania w (1.8.65) otrzymujemy

Inmgr —Inmg,
b, = : :
d(T —1)

Ponadto, na podstawie pierwszego réwnania prawdziwa jest rowniez nas-
tepujaca réwnosé
T—1

X T—
1
T_1 Z (Inmg ey — Inmy, — byd) = 0.

z=0 t=1

(1.8.67)

Przy uwzglednieniu warunku (1.8.66) otrzymujemy

X

d= - ; (Inmgr —Inmg,). (1.8.68)

Bezposrednio z drugiego réwnania w (1.8.65) mamy takze

T-1

1
§2 = T (In Mg sq1 — Inmg, — bed). (1.8.69)

=1
Dodatkowo z (1.8.58)—(1.8.59) wynika zwiazek laczacy parametry x i 6.
Przyjmijmy ¢t; = 1 oraz t,, = T. Mamy wtedy
T +1)

2 Y
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stad estymator ¢ parametru y ma postac

d(T+1
U 20 (1.8.70)
2
W celu wyznaczenia estymatorow a, parametrow a,, x =0,1,..., X,

odwotamy sie ponownie do metody momentéw. Na podstawie (1.8.61)
dostajemy
Inmg; — a, — B(x + ) = o,w(t),

gdzie w(t) jest procesem Wienera z wartoscia oczekiwana réwna 0.

Estymator a, wyznaczymy zatem z rownania

T
Z (Inmy; — az — by(c+td)) = 0.

t=1

Po kilku przeksztalceniach, wykorzystujac relacje (1.8.70), otrzymujemy
L I

ay = TZlnmx,t, r=0,1,...,X. (1.8.71)
t=1

Wyniki estymacji modelu (1.8.54)—(1.8.55) na podstawie danych rze-
czywistych zostaly zamieszczone w rozdziale 6.

1.8.6. Model Milevskiego—Promislowa i model Giacometti

Istnieje kilka innych propozycji modeli umieralnosci opartych na sto-
chastycznych réwnaniach rézniczkowych, np. model zaproponowany przez
Giacometti i in. [37].

Model Giacometti z roku 2011 jest uogdlnieniem propozycji Milevskie-
go—Promislowa. W modelu Milevskiego-Promislowa intensywnos¢ zgonow
. (t) jest przedstawiana jako proces stochastyczny postaci

pe(t) = pe(0) exp{vt + oy, (t)}, g,0, 1:(0) >0, (1.8.72)

przy czym y,(t) wyrazone jest za pomoca stochastycznego réwnania réz-
niczkowego

dy,(t) = —BY,(H)dt + dw(t), y.(0) = 0,5 >0, (1.8.73)

gdzie w(t), t € R" jest procesem Wienera.
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Giacomettiiin. rozwazali analogiczny model, rozszerzajac stochastycz-
ne rownanie rozniczkowe filtru. Model ten ma postaé

pz(t) = pa(0) exp{yt + oy (1)}, 9,0, 1.(0) >0, (1.8.74)
dy,(t) = —=BY;(t)dt + f(t)dw(t), y.(0)=0, B=0, (1.8.75)
gdzie f(t) € R" jest funkcja niezerowa i rézniczkowalna na R™.

Estymacja modelu (1.8.74)—(1.8.75) polega na sprowadzeniu go w pierw-
szej kolejnosci do postaci dyskretnej

Yot = Qg + 1t +00yp -1 +&, tEN, (1.8.76)

gdzie:
Yt = In Myt,

ap = (1 — e ?)Inmg(0) + ve ?,

o =g(1—eP), (1.8.77)
Qg = e_ﬁv
ét = eateta
1
€ = —/ e~ EDsadw(t — s) (1.8.78)
0

jest sktadnikiem losowym o rozkladzie normalnym z wartoscia oczeki-
wana rowna 0 i wariancja

02(1 . 672(a+,6’))

= 1.8.
Var(e;) ot i) (1.8.79)
Ponadto zachodzi
» 1 P
E(|e,|?) := 25T (1%) Var (e;). (1.8.80)

Parametry ag, ag, s w modelu (1.8.76) wyznaczane sa metoda naj-
mniejszych kwadratéw. Nastepnie, z relacji (1.8.77) wyznaczane sa pa-
rametry 3, v. Pozostale dwa parametry «, o szacowane sa metoda mo-
mentéw, z wykorzystaniem wilasnosci (1.8.79) 1 (1.8.80).
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1.8.7. Uogodlniony model Milevskiego—Promislowa
z wektorowym, liniowym filtrem

Jesli w modelu Milevskiego—Promislowa zamienimy jednowymiarowe
rownanie filtru wektorowym réwnaniem filtru, wéwczas otrzymamy roz-
szerzony model Milevskiego—Promislowa w postaci

f1 (1) = prao exp{eut + ary(t)}, (1.8.81)
dy.(t) = Auy(t)dt + Go(t)dw(?), (1.8.82)

gdzie:
y € R" jest wektorem filtru,
A, jest stala macierza, n X n wymiarowa,
d. € R" sa stalymi wektorami,
G,(t) = [Gay -, G,
Gi(t) sa deterministycznymi, nieliniowymi funkcjami czasu, opisuja-
cymi dynamike filtru,
g, [zo S& pewnymi stalymi,
w(t) jest skalarnym procesem Wienera.

Model (1.8.81)—(1.8.82) w postaci wektorowego, stochastycznego réw-
nania rozniczkowego Ito wyglada nastepujaco

dy(t) = A,y (t)dt + G, (t)dw(t), (1.8.84)

gdzie:
2o () = I (1),
A’ jest i-tym wierszem macierzy A,
q., G (t) sa i-tymi wspotrzednymi wektoréw, odpowiednio q, i G, (t).

1.9. Uwagi koncowe

Modele dynamiczne wyrazone za pomoca prostych, stochastycznych
rownan rozniczkowych okazaly sie niewystarczajace do opisu proceséw de-
mograficznych. Nie nadawaly sie one zwlaszcza do opisu zjawisk w czasie
ciaglym, ze wzgledu na odmienne zachowanie w roznych przedziatach cza-
sowych. To sktonito do zaproponowania nowego rodzaju modeli, zwanych
hybrydowymi, w ktérych wystepuje wzajemna interakcja miedzy ciagla
i dyskretna dynamika. Rozdziat kolejny stanowi ogélne wprowadzenie w te
tematyke, ktora rozwijana bedzie nastepnie w rozdziale 3.






Rozdzial 2

Statyczne i dynamiczne modele
hybrydowe

2.1. Statyczne modele hybrydowe

Rozwazymy rodzine statycznych, losowych ukladéw opisanych nieli-
niowymi, losowymi, wektorowymi réwnaniami postaci

y(t, L w)=f(x(t,w),l) x(to,w)=x%x0, [ES, (2.1.1)

dzie:
° x(t) € R™ opisuje proces wejsciowy ciagly z warunkiem poczatkowym
X9 € R",
y(t, 1) opisuje proces wyjsciowy [-tego poduktadu,
£(0,1) =0, [ €8, gdzie S ={1,..., N} jest zbiorem standéw,

w jest elementem przestrzeni probabilistycznej €.

Zakladamy, ze istnieja nieujemne state K; spelniajace warunki
f(x(t),l)] < Kj|x| VvYxeR" VI€S, VweQ. (2.1.2)
Uktad rownan (2.1.1) bedziemy tez zapisywaé w postaci
y(t,o(t),w) =f(x(t,w),o(t)), x(to,w)=Xq, o(ty) = 0y, (2.1.3)

gdzie o(t) : Ry — S jest nazywane prawem przetaczen lub sygnalem (pro-
cesem) przetaczajacym. Zakladamy, ze o(t) jest niezalezne od warunku
poczatkowego x(ty) = Xo.

W analizie uktadow przelaczajacych bardzo wazna role odgrywaja pro-
cesy przetaczajace. W literaturze rozpatruje sie trzy podstawowe typy ta-
kich procesow:

— dowolne przelaczenie,

— przelaczenie zalezne od wartosci wektora x(t), tzn. o(x(t)) : R* — S,
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— przetaczenie losowe, najczesciej opisane tancuchem Markowa, to znaczy
o(t)=r(t) jest zadanym, prawostronnie ciagtym taricuchem Markowa,
zdefiniowanym na przestrzeni {2, przyjmujacym warto$ci w skonczonej
przestrzeni stanéw S={1,..., N} z generatorem I' = [y;;]nxn, czyli

ij0 + 0() dla i # j,
P{r(t+0)=j|r(t)=i}= (2.1.4)
14+ 79:0+0(5) dla i=yj,

gdzie 6 > 0, a v;; > 0 jest prawdopodobienstwem przejscia ze stanu
1 do stanu j Jeéll ) # j, Yii = — Zi;éj Yij-

Zakladamy, ze lancuch Markowa jest nieredukowalny, co oznacza, iz
rank(I') = N — 1 i posiada jedno rozwiazanie w postaci stacjonarnego
rozwiazania P = |7, T, ..., mn]T € RV, ktére moze byé¢ znalezione
poprzez rozwiazanie uktadu rownan

Pr =0,
(2.1.5)
gdzie ZZZ\; p; =1 oraz p; >0Vies.

Momenty czasu, w ktérych wystepuja zmiany stanu dyskretnego, to
znaczy przejécie od jednego modelu opisanego, np. funkecja f(x(t),7) do
innego modelu opisanego, np. funkcja f(x(t),j), dla i,5 € S bedziemy
nazywaé czasami przetqczen i oznaczaé przez {7;}en, czyli

O0=Tp <711 < Ty << Tj (216)
Zalézmy, ze w momencie t = 7;, 7 € N nastepuje zmiana stanu dyskret-

nego terazniejszego li, = l(7;_1) na stan przyszly l,.., = [(7;), wowczas
moze nastapi¢ rowniez zmiana skokowa stanu ciagtego, to znaczy

x(r;) # x(7;—). (2.1.7)

Stan dyskretny [(t) pomiedzy kolejnymi czasami przelaczen uktadu pozo-
staje staly, tzn.

l(t) = lier € S dla te [Tj7177—j)7 j € 1V'7 (218)
wowcezas zachodzi

F(x(t), (1)) = £(x(t), ler) dla t € [7,_1,7;), j€N. (2.1.9)
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Przyklad 2.1. Rozpatrzmy deterministyczny, skalarny, statyczny uklad
hybrydowy dwustanowy, zdefiniowany za pomoca funkcji

f(z, 1) = ajexp{—ayz} + by,
(2.1.10)
f(z,2) = agexp{—anx} + by, 1z €R,

gdzie a;, b; oraz «;, 1 = 1,2 sa pewnymi stalymi parametrami.

Zalozmy, ze przetaczenie z ukladu pierwszego na drugi nastepuje dla
r = T 1 wartos¢ konicowa pierwszego ukladu jest réwna wartosci poczat-
kowej drugiego ukltadu, czyli

f(z,1) = arexp{—a1Z} + by = f(T,2) = agexp{—Z} + by. (2.1.11)
W przypadku gdy by = by warunek (2.1.11) jest réwnowazny warunkowi

(3]

In (-) = —F(as — o), (2.1.12)

a2
a wyjscie uktadu hybrydowego ma postac

ajexp{—aiz} +b dla z<7z,
y = (2.1.13)
asexp{—agx}+0by dla x>7.

2.2. Dynamiczne modele hybrydowe

W grupie dynamicznych modeli hybrydowych mozna wyrézni¢ dwie
klasy modeli. Do pierwszej klasy zaliczamy modele, dla ktérych znane
sa rozwiazania analityczne stochastycznych réwnan rozniczkowych, roz-
wiazania analityczne rownan momentéw lub gestosci prawdopodobienstw.
Moga by¢ one stacjonarne badz niestacjonarne. Do drugiej grupy zali-
czamy modele, ktérych rozwiazania znajdujemy za pomoca schematow
réznicowych.

Podobnie, jak w przypadku uktadow statycznych, stochastyczny hy-
brydowy uktad dynamiczny przedstawimy jako rodzine wektorowych sto-
chastycznych réwnan rozniczkowych Ito, opisujacych dynamike w prze-
dzialach czasowych pomiedzy przelaczeniami.

Zakladamy, ze wektorowy proces stochastyczny x(t), bedacy rozwiaza-
niem pewnego wektorowego rownania stochastycznego, startujacy w chwili
to ze stanu xg, jest przetaczany odpowiednio w chwilach 7, 7, ..., Tas.
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Przyjmujemy, ze 7y = ty i zaktadamy, ze uklad hybrydowy bedzie po-
zostawal w przedziatach czasowych (7;, 7;11), odpowiednio w stanach [;,
1 =0,..,M, gdzie [; € S jest pewnym podciagiem. Ponadto zakladamy
ciagltos¢ rozwiazan, czyli ze wartos¢ procesu podukiadu /;_; w chwili 7;
jest rowna wartosci poczatkowej procesu podukiadu I; w chwili 7;, to zna-
czy x(7i,l;) = x(73,1l;i—1). Oznacza to, ze proces przelaczajacy o(t) jest
procesem nieciaglym. Dla ilustracji postuzymy sie przyktadem.

Przyklad 2.2. Rozpatrzmy uktad hybrydowy, w ktérym zbiér stanow
sktada sie z trzech elementéw S = {1,2,3}. Niech poczatkowym stanem
bedzie [y = 2, a kolejnymi stanami [y = 3, [, = 2,13 =1,14 =3, l5 = 1.
Przetaczenia wystepuja w chwilach 7,7, ...,75. Ponadto zakladamy, ze
przetaczenia sa istotne, to znaczy stan poprzedni i nastepny sa rézne.
Innymi stowy, przetaczenie przyktadowo ze stanu /5 do tego samego stanu
[y nie jest przelaczeniem.

Oznaczamy jako warunki poczatkowe dla [-tego poduktadu funkcje
f: R"xS—R"oraz g : R" xS — R". Wektorowe stochastyczne
réwnanie rézniczkowe 1t6 dla I-tego poduktadu (I € S) ma postaé

dx(@l):f(x(t,l),l)dt—l—igk(x(t,l),l)dwk(t), xX(to, 1) =x0;, (2.2.1)
k=1

gdzie:
tol€R+ oraz XglERn, f(O,l):O, gk(O,l):0, le S, k= 1,...,m,

f(x,0) = [fi(x,0),..., fu(x,D]F, ge(x,1) = [or1(x,1), ..., 0%m(x,1)]T, sa
takie, ze istnieja nieujemne stale K, spelniajace warunki

£ D2+ lge(x, D < Ky(1+[x?), ¥x € U C R,
k=1

‘f(X, l) _f<y7 l>|+2’gk(xu l) _gk(Y7 l)| S Kl‘X—yl VX, y eU.
k=1

(2.2.2)

Roéwnania (2.2.1) mozna przedstawi¢ w postaci uktadu hybrydowego

dx(t) =f(x(t), a(t))dH; gr(x(t), o (t))dwi (), (2.2.3)
x(to) =x0, o(to) =00,

gdzie o(t) jest prawem przelaczania (procesem przelaczania), zdefiniowa-
nym tak samo, jak dla hybrydowych modeli statycznych.
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W szezegélnym przypadku ukladow liniowych z addytywnymi szu-
mami, rozpatrzymy uklad hybrydowy opisany wektorowym stochastycz-
nym rownaniem rézniczkowym

dx(t) = [Ao(t.o(1)) + A(t, o ()x(D)]dt + 3 Grolt, o (1)) duwe(0),

i (2.2.4)

X(to) = Xo, 0(to) = 0o,

gdzie:
x(t) = [z1(t), ..., 2z (O)]T, Ao(t, 1) = [ad(t, 1), ..., an(t, D)]T,
Gro(t, 1) = [g}o(t,1), ..., g7 (¢, )], sa n-wymiarowymi wektorami,
A(t,l) = [ai;(t,1)], wi(t) sa niezaleznymi standardowymi procesami
Wienera, 1,7 =1,...,n, 1 €S, k=1,....m,
o(t) : T — S jest prawem (sygnaltem) przelaczania oraz og € S,
warunek poczatkowy xq jest wektorowa zmienna losowa, niezalezna od
wk(t), k= O, ceey M,
ab(t, 1), aij(t, 1) 1 gio(t,1), sa ograniczonymi, mierzalnymi, determini-
stycznymi funkcjami zmiennej t € RT.

Woéwezas rozwiazanie (silne) jest okreslone zaleznoscia

x(t) = \Il(t,to,a(t))x(t0)+/\11(t,s,a(s))Ao(s,a(s))ds
) m (2.2.5)
+ /t W(t,5,0(5) Y Grols, o(s))dwp(s),

gdzie macierz fundamentalna W(t, ¢, o(t)) o wymiarach n x n jest zdefi-
niowana poprzez odpowiednie macierze fundamentalne W (¢, to, 1), [ € S
dla poduktadow, to znaczy rownania jednorodne
dx(t,1)
— = = A(t, 1)x(t,1
) = AL DX(D),
X(t()l, l) = Xqpi-

(2.2.6)

W szezegdlnosei, gdy A(t, 1) = A(l) sa macierzami stalymi, wéwczas
w przedziale czasu t — tq;, gdy dziata [-ty podukiad, zachodzi zaleznosé

W(t,to, 1) =W (t—to,l)=exp {A)(t—to)}=

© 1 . 2.2.7
:;ﬁAﬂ(m(t—tOl)ﬂ. (2.2.7)
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Zaleznos¢ (2.2.5) upraszcza sie do postaci

x(t,1) =exp {A(l)(t—tol)}xol+/t exp {A(l)(t—s)}Ao(s, )ds+

t - (2.2.8)
_|_/t exp{A(l)(t—s)} Z Gro(s, 1)d&(s).

0l

Zalozmy, ze chwile przelaczen wystapity odpowiednio w momentach
Ti,Ta, .., Tar-  Przyjmujemy, ze 79 = tp i uklad hybrydowy pozostawatl
w przedziatach czasowych (7;, 7;41), odpowiednio w stanach [;, 1 = 1,..., M,
gdzie [; € S jest pewnym podciagiem. Ponadto zaktadamy ciaglos¢ rozwia-
zan, to znaczy X(7;,l;) = x(7;,l;—1). Wéwezas otrzymamy nastepujace
rozwiazanie uktadu hybrydowego (2.2.4), uproszczonego do postaci (2.2.8)
dla Ay(s,l1) =0

x(t, 1)) :exp{A(ll)(t—to)}xo—}—/ exp {A(L)(t—5)}S " Grols, 1) dé(s)
to k=1

dla ¢ c [To,Tl],

x(t, o) =exp{A(ls)(t—m1) }x(11, 1) +/exp {A(ly)(t— s)}ZGkg(s, lo)d&(s)

dla ¢ < [Tl,TQ],

X(t, lk) :eXp{A(lk)(t—kal) X(Tkl,lk1)+/€Xp{A(lk)(t—S)}B;ko(S,lk)dg(S)

Tk—1

dla t € [1h—1, 7%

Przykladowy proces przelaczania ¢(t) i uklad dynamiczny X (t) przed-
stawiono na rysunku 2.1.

W przypadku ukladéw liniowych z parametrycznymi szumami nie moz-
na znalez¢ rozwiazania rownania stochastycznego w jawnej postaci, z wy-
jatkiem przypadku skalarnego.
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q(y)

T, T, Ty Ta Ts Ts

o

Ty To Ts Ty Ts Tg

X(t)

Rys. 2.1. Tlustracja trajekterii procesu przelaczania i uktadu dynamicznego

Zrodio: opracowanie wlasne

Skalarny ukitad hybrydowy jednorodny

Rozwazmy uktad hybrydowy, liniowy, skalarny z M-krotnym prze-
taczeniem, opisany jako rodzina jednorodnych stochastycznych rownan [to

dz(t,l;) = alt, ;)x(t, l;)dt + g(t, [;)x(t, [;)dw(t),
(2.2.9)
l’(TZ’, li):x(n, lifl), Zzl, ceey M, dla te [7'1;1,7'1'],

gdzie:
t € [tg,00), a(t,l;) oraz g(t,1;), i = 1,..., M sa pewnymi nieliniowymi
funkcjami zmiennej ¢,

warunek poczatkowy x(7;,l;_1) jest zmienna losowa, niezalezna od
standardowego procesu Wienera w(t).

Zakladamy, ze chwile przetaczen wystapily odpowiednio w 74, ...7y;
oraz ze Ty = to 1 uktad hybrydowy pozostawal w przedziatach czasowych
(T3, Tit1), odpowiednio w stanach [;, i = 1,..., M, gdzie [; € S jest pewnym
podciagiem. Zakladamy ciagltosé rozwiazan, czyli x(r;, ;) = (7, li—1).
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Korzystajac z formuly 1t6, mozna wykazaé, ze rozwiazanie (2.2.9) jest
procesem stochastycznym

x(t, L) =yt 7, 1) o(15, 1),

Wt 1) :exp{ / Ia(s,li)— 92(;’l")]ds+ / tg(s,li)dw(s)}.

.
BaAe (2.2.10)

(3

Z (2.2.10) wynika, ze warto$¢ rozwiazania réwnania, na przyktad po M
przetaczeniach, wynosi

x(t) =Pt mar, ) oo (72,71, 1) Y(T1, 70, bo) 2(0) =

:exp{/;[{a(SJM)_M] ds*/; gl tar)dw(s) + (2.2.11)

+Z1/T:{a(s7li)—@} ds+z1/7:9(8, li)dw(s)} (7o)

Skalarny uklad hybrydowy niejednorodny

Rozwazmy uktad hybrydowy, liniowy, skalarny z M-krotnym prze-
taczeniem, opisany jako rodzina stochastycznych réwnan Ito

dx(t, ;) =[a(t,l;)x(t,l;)+b(t,1)]dt+[g(t,l)x(t,l;)+q(t,l)]dw(t),
(2.2.12)
(i, ) =x(1,l;i1), i=1,...,M dlat € [r,_1, 7],
gdzie t € [tg,00), b(t,1;) oraz q(t,l;), i = 1,...,M sa pewnymi nielinio-
wymi funkcjami czasu t; wszystkie pozostale oznaczenia sa takie same jak
w réwnaniu (2.2.9). Ponadto zakladamy ciaglosé rozwiazan, to znaczy
x(ri-1,1l;) = x(1-1,1;—1). Wowezas rozwiazanie uktadu ma postaé

t

x(t, ;) =(t,7ia, li){x(ril,l“)jt/ [ (s, 7i1,05)] g (s,1s)dw(s) +

i—1

+/. [V (s, Ti—1, li)]*l[b(s, L) —q(s,1:)g(s, li)]ds} (2.2.13)

dla t e [Ti_l,Ti], 1= 1, ,M
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Po rozpisaniu (2.2.13) na podprzedzialy otrzymujemy

x(t, ) = @b(t,To,ll){x(To)Jr/ [¥(s. 70, 11)] " [0(s, 1) = q(s, 11)g (s, 1) ]ds +

70

—l—/[w(s,m,ll)]1q(s,ll)dw(s)}, dla t€[ry, 1],

70

z(t,l) = w(t,ﬁ,lz){x(ﬁ, 51)4‘/[1/1(3,7'1752)]1[6(5712)—Q<Salz>9(sal2)}d5+

1

- Ws,ﬁ,12>J—1q<s,z2>dw<s>}, dla t € [r1, 73],

T1

z(t, lv—1) = Yt lva) {2 (T, by ) +
t

/ [Qﬂ(s, TM—1, lM_l)]_l[b(S, lM_l)—q(s, lM_l)g(s, ZM_l)}dS—f—

TM—-1

+

_|_

/ [W(s, Tar, La1)] g (s, Iysmr )dw(s) } Jdla t € [mara, il

TM—1

x<t7lM) = w(taTMylM) {x(TM,lM) +

+/ [0(s, Tar, Lar)) A b(s, Lar) — (s, Iar) g (s, Lar)]ds+

™

+/ W(S,TMJM)]_lq(S,lM)dw(s)}, dla t> 7.

2.3. Momentowe modele hybrydowe

Jesli nie mozna znalezé rozwiazan ezplicite réwnan (2.2.1), wéwczas
wygodnym narzedziem w analizie stochastycznego uktadu hybrydowego
sa réwnania momentow. Rozpatrzymy je dla uktadéw liniowych z ad-
dytywnymi i parametrycznymi wymuszeniami dla dowolnych przetaczen.
Bedziemy zatem rozwaza¢ hybrydowe, liniowe, wektorowe rownanie sto-
chastyczne It6 z wymuszeniami addytywnymi i parametrycznymi oraz
z dowolnymi przetaczeniami.
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Modele te maja postac

dx(t) = [Ao(t, o (t)) + A(t, o(t))x(t)]dt +
. i Gro(t, 0(t)) + Gu(t, o(£))x(t)]dw(t), (2.3.1)

x(to) = %o, o(to) = 00,

Ao(t,o(t)) = [ag(t, o (1)), .., ap (t, 0 (1))],
Gro(t) = [o4y(t, 0()), ..., ol (t, 0(1))]T, sa n-wymiarowymi wektorami,

A(t,o(t) = [ap(t,o(t)], Gi(t,o(t)) = [o},(t o(t))], sa macierzami
o wymiarach n X n,

wi(t) sa niezaleznymi standardowymi procesami Wienera, p, j=1, ..., n,
k=1,..m,

warunek poczatkowy xq jest wektorowa zmienna losowa, niezalezna od
wk(t), k= 1, .., m

al, a;; 1 ok, sa ograniczonymi, mierzalnymi, deterministycznymi funk-
cjami zmiennej ¢ € [0, 00).

Dla uproszczenia zalézmy, ze warunek poczatkowy xo=[2o1, . .., Ton]T
jest pewna zmienna losowa niezalezna od wy(t).

Korzystajac z formuly Ito i operacji usredniania, otrzymamy rownania
dla wartosci $rednich oraz momentow drugiego rzedu dla /;-tego poduktadu

(2.3.2)

m(7;, ;) = m(7;, 1), dla t € [r, 744,
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dl'(t, [
1)t 1)AT(1.1) + Aa(t, L) (1. 1)+

+T(t, LAY (1) + AL, L), 1)+

m

+3 [Grolt, 1) G (t, 1) + Gilt, L)mi(t, 1) Go(t, 1)+ (2.3.3)

k=1
+Goo(t, L)ym" (¢, 1) Gy (¢, 1;) + Gi(t, L)T (8, 1) Gy (¢, 1)),

F(’Ti,li) = Fo(Ti, li—l)y dla t € [Ti,Ti+1], 7 = 1,2,
gdzie
m(t,l;) = E[x(t,1)], T(t,1;) = E[x(t,L)x"(t,1;)],

m(Tg, l()) = E[X(to, lo)], F(To, lo) = E[X(To, lo)XT(To, lo)]
Réwnania (2.3.2) 1 (2.3.3) dla wspéirzednych maja postaé

dmy(t, ) -
S = (1) + > " ay;(t, L)my (¢, 1),

j=1

(2.3.4)

mp(Tiali):mp(Tiali—1)7 te[TiaTi—i—l]a p:]-a"'an7 Z:172a

WT = ag(t, lz)’fnj (t, lz) + a%(t, li)mp(t, ll>+

n

+ Z[apq(ta li))rqj (t, li) + ajq(t7 li)qu(t, li)]+

q=1

m n

) okt L)oot ) + DD [t L)oo (t Li)mal(t, )+

k=1 k=1 a=1

_Hfia(t? li)o-io(t> li)ma (tv li)]_{_zzzo-ia (tv li)oia(tv li)raﬁ(t7 ll)v

k=1a=1p=1
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ij(’T(), l()):ijo, p,j:]_, N, Z:1, 2, dla te [Ti—la 7'7;}, (235)

gdzie
my(t, i) = Elxy(t, L)), Tyt L) = Eloy(t, L) (¢t L)),

mypo = Elay(to, lo)], Tpjo = Elay(to, lo)z;(to, lo)]-

Zauwazmy, ze otrzymane réwnania momentow maja zamknieta postac,
to znaczy po prawej stronie réwnan nie ma momentéw wyzszych rzedow
niz wystepuja po lewej stronie, a ponadto momenty drugiego rzedu zaleza
jedynie od zmiennej t.

Przykiad 2.3. Rozwazmy skalarny ukiad hybrydowy o parametrycznych
1 addytywnych wymuszeniach stochastycznych z losowym warunkiem po-
czatkowym, opisany za pomoca rodziny rownan skalarnych liniowych Ito

(2.3.6)
.Z‘(TZ', lz) = .Z‘(TZ', li—1)7 7= 1, ...,M, dla ¢ - [Ti—luTiL

gdzie t € [tg,00), ao(l;),a(l;),bo(l;) oraz b(l;), i = 1,..., M sa pewnymi
stalymi, warunek poczatkowy z(7;_10) jest zmienna losowa niezalezna od
standardowego procesu Wienera w(t), E[z (71, 0)]|=mq, E[z?*(T:1,0)] =vo.

Zakladamy, ze chwile przelaczen wystapilty odpowiednio w 74, ..., Ty,
oraz przyjmujemy, ze 79 = to i uklad hybrydowy pozostawal w prze-
dzialach czasowych (7;,7;41), odpowiednio w stanach [;, i=1, ..., M, gdzie
l; €S jest pewnym podciagiem. Ponadto zakladamy ciaglo$¢ rozwiazan, to
znaczy (1, 1) = x(7;,1;_1). Korzystajac z formuly 1t6, mozna wykazad,
ze réwnania momentow pierwszego i drugiego rzedu, odpowiednio dla

spelniaja nastepujace rownania rézniczkowe

di = ao(li) + a(lz)m(t, ll),

(2.3.7)

m(Tiali) = m(Tiali—l)> i=1,..,Mdlate [Ti;Ti+1]a
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dr(t, ;)

+ 2bo ()b (L )m + bo (L)L (¢, 1), (2.3.8)

F(TZ’, ll) :F(Ti, li,1>, 1= 1, e M dla te [Ti7 Ti+1].

Rozwiazujac uklad réwnan (2.3.7)—(2.3.8), otrzymamy odpowiednio

a0<li)
a(l;)

ao(l;)
a(l;)

m(t,l;) = —

¥ <m<n., 1) + ) exp {a(l)(t - 7)),

(2.3.9)

i=1,..,M dla ten, ],

Lt ;) =—A; — Agexp {a(l;)(t — 1)} +
+ [T%(7i, L)+ Ay + Az exp {(2a(l;) + 0% (L)) (t—73) },  (2.3.10)
i=1,..,M dla t€[n, 7l
gdzie

4 b3 (li) — (?((zlilj)(Zao(lz‘) + 20o(13)b(1;))
L 2a(l;) + b2(L;) ’

(m(7s, ) + 55 ) ao(t) + 200 (1:)b(1) (2.3.11)
a(li) + b*(1;) ’

1= 1,...,M dla t € [Tini—l—l]‘

Przyklad 2.4. Rozwazmy réwnanie hybrydowego oscylatora liniowego
o wspotczynnikach i wymuszeniach deterministycznych i stochastycznych,
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z deterministycznym warunkiem poczatkowym, opisane hybrydowym li-
niowym wektorowym réwnaniem Ito6

dx(t) = Ao(o(t)) + A(o(t))x(t)]dt+

+ > [Gro(o(1)) + Glo ())x(t)] dwi(t), (2.3.12)

k=0

x(to) = %o, o(to) = 0o,

gdzie

0 1
All) = l N 20 }

G1o(l) = Gao(l) = Go(l) = 0,

0 O
Guill) = oy 0]
0 0 ]
G’Q(l) - O oo .

Ponadto, Ao, (i, ag, oo, 01 oraz o9, | = 1,2 sa stalymi parametrami,
wo(t), wi(t) oraz wy(t) sa niezaleznymi procesami Wienera, natomiast
warunki poczatkowe w1y oraz x,y sa zmiennymi losowymi, niezaleznymi
od wy(t), k=0,1,2.
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Réwnania momentow pierwszego i drugiego rzedu dla [;-tego podukladu
maja postac

W = my(t,1;),

W = = Aqma(t, 1) — 26, Ao ma(t, 1) — ao,,

‘”%(t“i) = 2T (L, 1)),

dr%(:li) =Too(t, ;) —ag,,ma (¢, 1;) —2¢, Ao, T12(¢, 1) + o
=2 L1 (t, 1),

dr%(tt’li) = —2ag,ma(t, 1)) — 4G, o, Taa(t, 1)+ 03, +

— 2)\3111112(2?, lz) + afliFll(t7 lz) + U%liFQQ(t, lz>,

gdzie
mp(t7 ll) = E[l’p(ta ll)]a

ij(t,ll):E[pr(t,ll)l’](t,ll)], p,]:1,2, Z:1,2,

Z uwagi na to, ze réwnania momentéw (2.3.2) tworza uktad réwnan li-
niowych, deterministycznych, rozwiazanie analityczne tego ukladu istnieje
i ma postac

m(t, 1;) = exp { / j Als, li)ds} m(r;, 1)+

* /Tt P {/:A(“a li)dU} Aq(s,1;)ds, (2.3.14)

m(TZ’, lz) = m(TZ’, li—l)a dla t e [7'7;, Ti+1]~
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Aby w podobny sposéb rozwiaza¢ uktad réwnan momentéw (2.3.3),
trzeba najpierw zamieni¢ réwnanie macierzowe (2.3.3) na odpowiadajace
mu deterministyczne réwnanie wektorowe. W tym celu uzyjemy ozna-
czenia literaturowego scA, okreslajacego wektor kolumnowy, utworzony
z wektorow kolumnowych macierzy A, to znaczy

scA = |[AY)]] (2.3.15)

lloczynem kroneckerowskim macierzy A i B nazywamy macierz A @ B
zdefiniowana nastepujaco

AHB A12B ce AlnB
A ® B — Ang A22B ce AQnB : (2316)
AaB AB ... A,,B

t
scI'(t,1;) = exp {/ Als, l,-)ds} scl (7, 1;1)+

t t
+/ exp{/ A(u,li)du} scQo(s,1;)ds, (23.17)

SCF(Ti,lZ’) = SCI‘(Ti,lZ’_l), dla t e [Ti77—i+1]7
gdzie
M
Als, 1) =T®@ A(s, 1) + A(s, 1) @1+ Y " Gy(s, 1) @ Gy(s,1;), (2.3.18)
k=1

s¢Qo(s, ;) = sc ((Ao(s,l;) + G(m))(Ag(s, ;) + G(m))"),  (2.3.19)

G(m) =

Z ol (5, 1;)my (s, zl-)]. (2.3.20)

2.4. Uwagi koncowe

Zaprezentowana w tym rozdziale metodologia dotyczaca dynamicznych
modeli hybrydowych zostanie wykorzystana w kolejnym rozdziale, poswie-
conym hybrydowym modelom umieralnosci.



Rozdzial 3

Dynamiczne, hybrydowe modele
umieralnosci

3.1. Wprowadzenie

Naturalnym uogdlnieniem rodziny modeli (1.8.39) do rodziny hybry-
dowych modeli umieralnosci jest zdefiniowanie ich dla wyodrebnionych
poduktadow [ € S, np. dla pewnych przedzialow czasowych, w ktérych
dany model ,,dziala” na podstawie tego samego zestawu parametréw.

Dla przyktadu, przez analogie do (1.8.39), hybrydowe modele statyczne
moga by¢ zdefiniowane nastepujaco

log m(t,1) =a, (1) + B (1)K (1),
log Mg (t,1) =or (1) + B, (1) ke (1) + Yo (1),
log ma (t, 1) =0 (1) +Bo (D) e (1) + B (D v (1),
log m,(t,1) :@x(l)+/<;§1)(l)+(:U—:Z’)/@,EQ)(l)+(xc—x)+f<¢§3)(l),
log my (t, 1) =, () +£M () + (2 —2) 6P (1) + (we—2) P (O +710 (D),
log My (t, 1) = (1) + 60 + (2= 2) k(1) + (ze— 2 ) =)+
(4

o D) 70 (D),
log My (t, 1) =y (1) + K0 + (2= 2) k() + (2o —2) &)+
F(ze—2)Vi—a(l),

Net (1) =67 (D) + (2 — D)2 (1),

Net (1) =67 (D) + (2 — 1)y (1) + (1),

Mot (1) =67 (D) + (2 = )y (1) + vait”) (1) + Ye—a (1),
Mot (1) =67 (D) + (2= 26D (D) + (2 —2)Y—a (1),

gdzie . jest pewnym ustalonym parametrem, /igi),i =1,2,3,4, oraz vy, sa
pewnymi procesami losowymi, ktére modelujemy za pomoca odpowiednich

proceséw ARIMA.



62

Pozostata czes¢ tego rozdziatu poswiecona zostata uogélnieniom modeli
umieralnosci, opartym na dynamicznych modelach hybrydowych.

Natezenie umieralnosci p,(¢,1) w chwili ¢t dla oséb w wieku x oraz
dla [-tego poduktadu (I € S), bedzie traktowane w tych modelach jako
rozwiazanie stochastycznego réwnania rézniczkowego o ogoélnej postaci

dpg(t, 1) = a(z, t, u.(t, 1), 0)dt + b(x, t, p (¢, 1), Ddw(t), 1€S. (3.1.1)

3.2. Skalarny, hybrydowy model Vasicka

Rodzina poduktadéw opisujacych skalarny hybrydowy model Vasicka
ma postac¢ [112] taka jak réwnanie (1.8.45)

dpg(t,1) = [ki(0) — (8, )] dt + qdw(t), 1 €S, (3.2.1)

gdzie wielkosci 1(0,1), ¢ sa dodatnimi statymi, natomiast 6, > 01i k; < 0
sa dobranymi parametrami.

Jedli chwila poczatkowa bedzie 7y < t, a kolejnymi chwilami przela-
czen beda czasy t < 11, T, ..., Ty < T', to formuta na prawdopodobienstwo
przezycia w hybrydowym modelu Vasicka dla [-tego poduktadu ma postaé

Se(t,m) = Gut,m)exp{—H,(t,n)p(t, )}, 1 €S, (3.2.2)

gdzie
2 2

Gﬂ(t,n):exp{(el—%> [H#(t,Tl)—f(t,TZ)]—%Hﬂ(t,Tl)},
H(t, n):kil 1 — exp{—kiF(t, 7).,

7(t, ;) jest miara czasowa okreslajaca czesé roku miedzy momentami ¢ i 7
dla [-tego poduktadu (w zgodzie z pewna konwencja).

3.3. Skalarny, hybrydowy model
Coxa—Ingersolla—Rossa

Zbiér poduktadow opisujacych skalarny, hybrydowy model Coxa—In-
gersolla—Rossa [29] ma posta¢ taka, jak réwnanie (1.8.46), (1.8.49)

dpg(t, 1) = [ki(0 — pe (¢, )] dt + g/ p(t, D)dw(t), 1 €S, (3.3.1)

gdzie u(0,1), q; sa dodatnimi statymi, 6;>0 1 k; <0 sa dobranymi parame-
trami.
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Prawdopodobienstwo przezycia w [-tym podukiadzie modelu Coxa—In-
gersolla—Rossa w przedziale czasowym (¢, 7;) ma postacé

S:c(ta Tl) = Gu(ta Tl) eXp{_HM(tv Tl):ux(tv l)}’ le Sy

gdzie 2y

B 25l exp{%(k’l‘i‘él) ( )} QZIZZ

Gult:m) = 20, + (ki + &) (exp{ai7(t, 7))} — )] |
H,tm) = 2(exp {oi7(t,7)} — 1)

251 (kl + 51)(exp{5ﬂ'(t, Tl)} 1) ’

512 1/]€l2+2ql2,

7(t,7) jest miara czasowa okreslajaca czesé roku miedzy momentami i 7
dla l-tego podukladu (w zgodzie z pewna konwencja).

3.4. Skalarny, hybrydowy model Lee—Cartera

Rodzina podukladéw opisujacych skalarny, hybrydowy model typu
Lee—Cartera ma postaé [65], [66] taka jak réwnania (1.8.54), (1.8.55)

dpig(t,1) :@x(t, l)%éai(l)) o (t, D) dt + oo (Dpe(t, Ddw(t), 1€S, (3.4.1)
gdzie

ag(t, 1) =b,(1)K'(t,1),
(3.4.2)

pz(0) =exp{a.(1)+0.(1)k(0,0)}, ©=0,1,2, ...,

a.(1),b.(l) oraz o,(l) sa stalymi parametrami modeli, x(¢,1) sa skalar-
nymi, rézniczkowalnymi i deterministycznymi funkcjami czasu t, w(t) jest
standardowym procesem Wienera.

Rozwiazanie réwnania (3.4.1) jest nastepujace
Inp,(t,1) = az (1) + b (D)k(t, 1) + o (Dw(t), 1 €S (3.4.3)
lub w postaci wykladniczej

p(t, 1) = exp{a, (1) + Bo(D)k(t, 1) + o.(Dw(t)}, LE€S. (3.4.4)
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3.5. Uogdlniony, skalarny, hybrydowy model
Lee—Cartera

Rodzina podukiadéw opisujacych uogélniony, skalarny i hybrydowy
model Lee—Cartera ma postaé [92]

dpl,(t,l)z@x(t,l)ntéqi(l))ux(t,l)dt—kax(l)uw(t,l)dw(t), l€S, (3.5.1)

gdzie

ag(t,1) = ber'(t, 1),
(3.5.2)
pz(0) = exp{a. (1) + b, (1)k(0,0)}, =0,1,2,...,

az(1),b,(1) oraz o,(l) sa parametrami modeli zaleznymi od wieku z, ¢*(1)
sa cztonami korekcyjnymi, k(t, 1) sa skalarnymi, rézniczkowalnymi i deter-
ministycznymi funkcjami czasu ¢, natomiast x(0,1) to stale parametry.

W proponowanym uogélnionym modelu wprowadzilismy dwa parame-
try ¢2(1) i x(t,1). Wprowadzenie parametru ¢2(l) wynika z definicji rodziny
catek stochastycznych. Stochastyczne rownania rézniczkowe 1t6 i Strato-
nowicza, odpowiadajace definicjom calek stochastycznych It i Stratono-
wicza, przybieraja posta¢ odpowiednio

dpig(t,1) = (8, Dt (t, D)t + 0 (D pra(t, Dduw(t), (3.5.3)

oraz

dug(t,1) = (&x(t, 1)+ %ai(l)) po(t, 0)dt 4+ o, (D) pe(t, Ddw(t).  (3.5.4)

Wyrazenie %ai moze by¢ traktowane jako , poprawka’ Stratonowi-
cza. W ogdlnym przypadku, czlon poprawkowy zalezy od definicji calki
stochastycznej i mozna zatozyé¢, ze jest postaci %qg Interpretacja pro-
ponowanego czlonu korekcyjnego dla realnych proceséw fizycznych jest
zwiazana z interpretacja aproksymacji biatego szumu, ktéry w rzeczywi-
stosci nie istnieje, a jest jedynie abstrakcyjnym procesem — wygodnym
narzedziem matematycznym. Rzeczywistym procesem fizycznym, aprok-
symujacym bialy szum, jest szum kolorowy (stacjonarny, szerokopasmowy
proces). Ten problem byt szczegdtowo dyskutowany w literaturze w od-
niesieniu do réznych proceséw fizycznych np. [103], [110], [100]. Brak jest

natomiast interpretacji wyrazenia ¢> dla modelu demograficznego.
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Bedziemy zaktadaé, ze funkcja x(¢) ma postaé funkcji liniowej czasu
i jest rézna dla réznych poduktadéw. W bardziej ztozonych modelach funk-
cje k;(t) dla réznych poduktadéw przyjma bardziej ztozone formuly.

Rozwiazanie réwnania (3.5.1) dla kazdego [ € S jest nastepujace

e (t, 1) :exp{ax(l)—i-ﬁx(l)m(t, l)+%(q§(l)— ai(l))t+ax(l)w(t)}. (3.5.5)

Otrzymane rozwiazania dla poduktadéw wykorzystamy do konstrukeji
rozwiazania modelu hybrydowego.

Zakladamy, ze skalarny proces stochastyczny . (t,1), bedacy rozwia-
zaniem skalarnego, hybrydowego réwnania stochastycznego, startujacy
w chwili ¢y ze stanu poczatkowego xq jest przelaczany odpowiednio w chwi-
lach 7y, 75, ...TAs Oraz przyjmujemy, ze 1o = to. Zaktadamy, ze uktad hybry-
dowy bedzie pozostawal w przedzialach czasowych (7;, 7;41), odpowiednio
w stanach [;, ¢ = 0, ..., M, gdzie [; € S jest pewnym podciagiem.

Ponadto zaktadamy ciaglosé¢ rozwiazan, czyli warto$¢ procesu podukta-
du [;_1 w chwili 7; jest rowna wartosci poczatkowej procesu poduktadu ;
w chwili 7;, to znaczy . (7, ;) = (7, li—1). Wowezas rozwiazanie wyraza
sie wzorem

/Lx(t, lk) = ,ux(Tky lk—l) exp {5x(lk)</€<t, lk;) — K(Tk, lk)) +
+%(qi(lk)—oi(lk)xt—m)+ax<lk)(w(t)—wm))} (3.5.6)
dla t e [Tk77—k+1}-

Rodzina momentéw pierwszego i drugiego stopnia podukiadow opi-
sujacych uogolniony, skalarny hybrydowy model Lee-Cartera ma postac

W - <O‘m<t»l) + %q?g(l)) Elp (,D)], (3.5.7)
W = (205(t,0) + q2(1) + 02(1)) B[ (1. ). (3.5.8)

Rozwiazanie réwnan (3.5.7) i (3.5.8) dla kazdego [ € S sa nastepujace

B (1] = exp { a0+ B 0s(t ) + 20 (35.9)
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Elpz(t,1)] = exp {2a,(1) + 28Dt 1) + (42(1) + oz (D)t} (3.5.10)
Rozwiazania dla momentéw podukladéow wykorzystamy do konstrukeji
rozwiazania momentowego modelu hybrydowego.

Zakladamy, ze pierwsze dwa momenty skalarnego procesu stochastycz-
nego E[u,(t)], E[u2(t)], bedace rozwiazaniami skalarnych momentowych
hybrydowych réwnan rézniczkowych, startujace w chwili ¢y ze stanu po-
czatkowego x¢, sa przetaczane odpowiednio w chwilach 7y, 75, ..., 73s. Przyj-
mujemy, ze 79 = to oraz zakladamy, ze momentowy uktad hybrydowy
bedzie pozostawal w przedziatach czasowych (7, 7,41), odpowiednio w sta-
nach l;, i =0, ..., M, gdzie [; € S jest pewnym podciagiem.

Ponadto zakladamy ciagltos¢ rozwiazan, czyli wartos¢ pierwszego i dru-
giego momentu procesu poduktadu l;_; w chwili 7;, to znaczy E[pu, (7, l;—1)]
i E[p2(7;,1;-1)], sa réwne odpowiednio wartosci poczatkowej pierwszego
i drugiego momentu procesu poduktadu /; w chwili 7;, to znaczy

Woéwczas rozwiazania przybieraja postaé¢ dla t € [y, Th11]
Elpa(t, 1)) =

=Bl e { Bttt ) = )+ 200 =) .

= B[tz (7ol Jexp {28, (1 X (81— (7, 1) H o () + 072 (1)) (= 7))

3.6. Uogdlnione, hybrydowe modele
Milevskiego—Promislowa

3.6.1. Model ze skalarnym, liniowym filtrem

Rodzina podukladéw opisujacych skalarny hybrydowy model Milev-
skiego—Promislowa ze skalarnym, liniowym filtrem wyraza sie wzorem [37]

pe(t, 1) = pzo exp{a ()t + ¢ (Dy(t, 1)}, €S, (3.6.1)

dy(t,1) = —Bo (Dy(t, Dt + (1, Didw(t), (3.62)
gdzie a, (1), B(1), q:(1), pzo sa stalymi parametrami, a 7,(t,!) — funkcjami
czasu dla [-tego podukiadu.
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Stad z formuty Ito wynika stochastyczne réwnanie rézniczkowe

dIn(pe (1)) = [az(l) — Bo(D)(In pre(t, 1) — In preo (1) — g (1DF)]dt +
(3.6.3)

+¢2(D:(t, 0 (1)) dw(?).

Podobnie jak we wyprowadzeniu zamieszczonym w pracy [37] dla ukta-
doéw niehybrydowych, wprowadzajac pewien nowy proces, zdefiniowany
wzorem

Kt In i (£,1)) = m(“zt(t )l)) (3.6.4)

i stosujac formule Ito, znajdujemy

(1) 4+ Be(D) In pao (1) + o (1) B (1)1

+
%:(t?l)

dK (t,Inp,(t,1)) = [
(3.6.5)

K (LIt 1) (% +ﬁx<z>)] dt + g, (1)dw(t).

Jesli zalozymy, ze v, (t,1) = exp{a.(l)t}, wéwczas réwnanie (3.6.5) redu-
kuje sie do postaci

dK (t,1In 11, (t,1)) = —[as (1) + Bo (DK (¢, In pu (¢, 1)) dt +
(3.6.6)

+ [0 (1) + o (1) In oo (1) + e (1) Ba (Dt]dt + g2 (1) dw(t).

Rozwiazanie réwnania (3.6.6) przyjmuje postaé

K (t,In 1y (t,1)) = e @O0 K(0,In p1,0(1)) +

t
+/ e~ e [0 (1) 4 B, (D) przo (1) + B, (D (1) s]le D2 ds + (3.6.7)
; 6.

t
N / e~ (@ OFB(D(=5) 0 (])dup(s).
0

Rodzina momentow pierwszego i drugiego rzedu poduktadow, opisu-
jacych uogolniony skalarny, hybrydowy model Milevskiego—Promislowa
ze skalarnym, liniowym filtrem, jest dla [ € S nastepujaca

Blua(t, )] = Elpo]Elexp{a. (D)t + ¢.(Dy(t, )}], (3.6.8)
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B[z (t,1)] = Elug]Elexp{20 ()t + 24, (1)y(t, 1)}]. (3.6.9)

Korzystajac z faktu, ze y(t
zaleznosci (3.6.8) oraz (3.6.

) jest procesem gaussowskim, mozemy zapisaé
9) w postaci

(1)

Elua(t, )] = Eluo] exp{az (1)t +a.(DE[y(t, O]+ =5 =varly($)l},  (3.6.10)

Bl (t, 1) =Elug] exp{ 20 (1)t 4242 (DE[y (¢, )] +qz (var[y(t)]}. - (3.6.11)

Pierwsze dwa momenty procesu y(t) spelniaja nastepujace liniowe réwna-
nia rézniczkowe

% = —B.(DE[y(t, )], (3.6.12)
W = —20.(DE (&, D] + (4, 1). (3.6.13)

Jesli ponownie zalozymy, ze v, (t, ) =exp{a,(l)t}, wéwezas (3.6.13) przyj-
mie postac

dE[y*(t,1)]

o = “20.(E[’ (¢, )] + exp{2a, (1)t} (3.6.14)

Rozwiazania réwnan (3.6.12) i (3.6.14) sa nastepujace

Ely(t,1)] = Ely(to, 1)] exp{—8.(1)(t — to)}, [ €S, (3.6.15)

Ely*(t,1)] = Ely* (to, )] exp{—28,()(t — to)} +

_'2<az<w%%¢a<w>exp{“2ﬁw<”<t-hﬂ-%2ax<nto}—%

(3.6.16)

1
"2 + B 0)

Jesli zatozymy, ze Ely(to,1)] = 0, to takze E[y(t,1)] = 0 oraz var[y(t,l)] =
E[y%(t,1)]. Stad wynika, ze réwnosci (3.6.10) oraz (3.6.11) przyjma postaé

exp{2a,(l)t},

Elus(t.0)] = Elu] exp{on (0t + ZUBRA D). 1es. (3617)

Bl (t,1)] = Elug] exp{20.(Dt + ¢z (DE[ (¢, )]}, 1€S. (3.6.18)
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Otrzymane rozwiazania dla momentéow podukiadéw wykorzystamy do
konstrukeji rozwiazania momentowego modelu hybrydowego.

Zakladamy, ze pierwsze dwa momenty skalarnego procesu stochastycz-
nego E[u,(t)], E[u2(t)], bedace rozwiazaniami skalarnych momentowych
hybrydowych réwnan rézniczkowych, startujace w chwili ¢y ze stanu po-
czatkowego xg sa przelaczane odpowiednio w chwilach 7y, 7, ..., Tas. Przyj-
mujemy, ze 7o = to i zakladamy, ze momentowy uktad hybrydowy bedzie
pozostawal w przedziatach czasowych (7, 7;41), odpowiednio w stanach ;,
1=0,..., M, gdzie [; € S jest pewnym podciagiem.

Ponadto zaktadamy ciaglos¢ rozwiazan, czyli wartos¢ pierwszego i dru-
giego momentu procesu podukltadu l;_; w chwili 7;, to znaczy E|u. (7, li—1)]
i E[u2(7;,1;-1)], jest rtéwna odpowiednio wartosci poczatkowej pierwszego
i drugiego momentu procesu poduktadu l; w chwili 7;, czyli

E[MCE(Ti7 ll)] = E[,u:v(Tia lifl)L E[/ﬁi(ﬂ', lz)] = E[Mi(ﬂ', lifl)]- (3619)

Woéwczas rozwiazania maja postaé dla t € |1, 741], odpowiednio

=Ko (71, le—1)] exp {Oém(lk)(t — Tk) + %qi(lk)E[yz(t, lk)]}7
(3.6.20)
=E[12 7k, l—1)] exp {200 (k) (8 — 70) + ¢ () Bl (¢, )]},
gdzie
Ely*(t, k)] = Ely* (7k, le-1)] exp { =28, (k) (t — 70.) } +
~ ST O E W 2+ ooy
+ Q(Qm(lk) :_ ng(lk)) exp {Q(Zzak)(t — Tk)} dlat € [Tk,TkJrl].

3.6.2. Model z wektorowym, liniowym filtrem

Jesli w uogdlnionym modelu Milevskiego—Promislowa zamienimy jed-
nowymiarowe réwnanie filtru (3.6.2) wektorowym réwnaniem filtru, wow-
czas otrzymamy rozszerzony uogolniony model Milevskiego—Promislowa
W postaci

pa(t, 1) = pao(l) exp{as (D)t + az (y(t, D)}, (3.6.22)
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dy.(t,l) = A.(Dy(t,1)dt + G.(t,)dw(t), | €S, (3.6.23)
gdzie:
y € R" jest wektorem filtru,
A (1) jest stala macierza, n X n wymiarowa,
q.(l) € R" sa stalymi wektorami,
G (t,1) = [Gary ooy G T,

Gi(t,1) sa deterministycznymi, nieliniowymi funkcjami czasu, opi-
sujacymi dynamike filtru,

(1), ptz0(l), sa pewnymi stalymi,

w(t) jest skalarnym procesem Wienera.

Model (3.6.22)—(3.6.23) w postaci wektorowego, stochastycznego réw-
nania rézniczkowego It6 wyglada nastepujaco

dz,(t,1) =
= [a (1) + Z Gi(DAL(Dy (¢, 1)]dt +Z 0o (DG (t, D dw(?), (3.6.24)
dy(t,1) = A,(Dy(t,1)dt +G,(t,Ddw(t), | €S, (3.6.25)

gdzie 2,(t,1) = Inu,(t,1), AL(l) jest i-tym wierszem macierzy A, nato-
miast ¢, G*(t,1) sa i-tymi wspStrzednymi wektoréw odpowiednio q, oraz
G, (t,1).

W celu znalezienia rozwiazania analitycznego réwnania (3.6.25) sko-
rzystamy z zaleznosci (2.2.8) w szczegdlnym przypadku dla Ag=0, M =1
i jednowymiarowego szumu w(t). Wéwczas rozwiazanie przyjmie postaé

Y(tv l) =

=exp{ Ay (1) (t—tor) }yor +/t exp{AL () —s)Co (s Du(s), 020

0l

Podstawiajac (3.6.26) do réwnosci (3.6.22), otrzymamy
pa(t, 1) = tizo(Dexp {o (Dt +ag (Dexp{ A () (t—to)}yo +

+ /t o~ (1) exp{ A (1)(t — 5)} Gy (s, l)dw(s)}_ (3.6.27)

tor
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Otrzymane rozwiazania dla poduktadéw wykorzystamy do konstrukeji
rozwiazania modelu hybrydowego.

Zakladamy, ze skalarny proces stochastyczny p.(t), bedacy rozwiaza-
niem skalarnego hybrydowego rownania stochastycznego, startujacy w mo-
mencie ty ze stanu xg, jest przetaczany odpowiednio w chwilach 7y, ..., 7).
Przyjmujemy, ze 7y = to i zakladamy, ze uklad hybrydowy bedzie po-
zostawal w przedziatach czasowych (7;,7;11), odpowiednio w stanach ;,
1=0,..., M, gdzie [; € S jest pewnym podciagiem.

Ponadto zaktadamy ciaglosé¢ rozwiazan, czyli wartos¢ procesu podukia-
du [;_1 w chwili 7; jest rowna wartosci poczatkowej procesu poduktadu /;
w chwili 7, czyli p.(7i,1;) = po(7i, li—1). Wowezas rozwiazanie ma postaé
dla t € |7k, Tkt1]

Moz (tv lk) =
= Mo 1, 1CXP {ax(lk)t+q5(lk) exp {Ax(lkf)<t_7-k)}y7'k7lk~—l +

+ [ e (AL - s)}Gx<s,zk>dw<s>}.

Tk

(3.6.28)

Rodzina momentow pierwszego i drugiego stopnia podukitadow, opi-
sujacych uogolniony, wektorowy, hybrydowy model Milevskiego—Promis-
lowa, sprowadza sie do wzoréw

Bl (t, )] =

. 1 (3.6.29)
= Elpo0)] expa ()1 +aZ (DELy (£ D] + £ r{Qu (eovly (1. )]},
B2 (1 1)] =
= B[ (0)] exp e, ()1-+ 247 (DEly (1) +r{Qu (Deovly (. ]y, )
gdzie:
Q.() = 4. () ()
covly(t,)] = Ely(t0y" (t.1)] — Ely(t.D)]E[y" (t0)].
Ebath] — A ()Efy(t,1)], 1 €S
Pty O] A gy, 1.1y 1.0+
(3.6.31)

+Elya (t, Dy (6 DIAL (1) + Go(t, )G (11), LES.
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Z réwnania (3.6.31) wynika, ze E[y(¢,1)] = 0. Stad z kolei wynika, ze
covly(t,1)] = Ely(t,1)yT(t,1)] dla | € S oraz zaleznosci (3.6.29) i (3.6.30)
przyjma posta¢ odpowiednio

Elua(t,1))] =

1 - (3.6.32)
= Elpao (D] explaa (Dt + 5tr{Qu(DE[y(t, Oy (t. D]},

Bl (t,1))] =

= Elpzo(D)] exp{204 (D)t + tr{Qu(DE[y (1, D)y" (¢, 1)]}.

Podobnie, jak w analizie poprzednich modeli, otrzymane rozwiazania
dla momentéw poduktadéw wykorzystamy do konstrukeji rozwiazania mo-
mentowego modelu hybrydowego.

(3.6.33)

Zaktadamy, ze pierwsze dwa momenty skalarnego procesu stochastycz-
nego E[u,(t)], E[u2(t)], bedace rozwiazaniami skalarnych momentowych
hybrydowych réwnan rézniczkowych, startujace w chwili ¢, ze stanu po-
czatkowego xg, sa przetaczane odpowiednio w chwilach 7, 75, ...7ys. Przyj-
mujemy, ze 7o = to i zakladamy, ze momentowy uklad hybrydowy bedzie
pozostawal w przedzialach czasowych (75, 7;41), odpowiednio w stanach ;,
1=0,..., M, gdzie [; € S jest pewnym podciagiem.

Ponadto zakladamy ciagltos¢ rozwiazan, czyli wartos¢ pierwszego i dru-
giego momentu procesu poduktadu /;_; w chwili 7; jest réwna odpowiednio
wartosci poczatkowej pierwszego i drugiego momentu procesu poduktadu
[; w chwili 7;, czyli

E[:uw(Ti’ ZZ)] = E[Ha:(ﬂ'a li—l)]a E[Mi(ﬂ‘; lz)] = E[Mi(ﬂ‘, li—l)]- (3634)

Woéwczas rozwiazania dla t € [y, 7411] maja postaé¢ odpowiednio

Elpue(t, )] =
= B0 (i, lea)] eXP{Oéx(lk)H%tT{Qx(lk)E[Y(talk)yT(t )]}

E[u3(t, k)] =
= B[15 (7, b)) exp{ 200, (1) +tr{ Qu (1) Ely (¢, 1x)y " (£, 11)]} },
gdzie macierz T, (t, 1) = Ely(t, 1)y (t,1x)] spehia dla ¢ € [r3, Th11] TOW-
nanie rekurencyjne
dly(t, Iy
dt

(3.6.35)

(3.6.36)

= AL (L)To(t, 1)+, (t, L) AL(1) + G, (¢, 1) GL(t, 1),
(3.6.37)

Fz(ﬂm lk) = FI(T7 lk—l)-
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Réwnanie (3.6.37) dla elementéw macierzy
Lot k) = [Uay (8, )] = Elyi(t, le)y; (1, 1))
ma dla t € [1;,_1,7;] postaé

dl,. (t, 1) ”

Jdt - Z[aiQ(ta lk))rqj<t7 lk) + Cqu(t, lk)l‘qi(t, lk)]—l—
q=1
T Gt )Gy (1,14, (.6.38)

Fz’j(ﬂc; lk) = Fij(Tk7lk—1)7 Z,] = 17 NI
W szczegdlnym przypadku, gdy Gai(t, ly) = g2i(lk) exp{azi(lx)t}, réwnanie
(3.6.38) dla t € [1;_1, 7] jest postaci

dFLDij (t7 lk) -
T a D laiq(t, 1)) Ty (¢, B) + ag(t, )it )] +

q=1

+ Gui(t, 1) G (8, L) exp{ (awi (k) + aq; (1))t} (3.6.39)
Ui (i, le) = Ui (T, le—1), 4,5 =1,...,n.

Przyklad 3.1. Rozwazmy model z dwuwymiarowym liniowym filtrem,
opisany réwnaniami (3.6.22) oraz (3.6.23), gdzie macierze A(l) oraz wek-
tory G, (1), q.(1) i c(l), { = 1,2 maja postacé

{‘ﬂ . (3.6.40)

>
—_
S~—
I
| — |
v O
—~
—_
S—
[\
= -
—_
N—
| S
8
—~
—_
S~—
|
| — |
o
| S
o)
8
—~
—_
S~—
I

A(Q):{ 2(2) 2h1(2)} Gx(2):[ 0 ] qx(2):{0}, (3.6.41)

a
—Wy gxz2€ 2 q2

gdZie NwO(l)7aw(l)vwoa)?h(l)ang(l)aami(l)a [ = 172; 1= 172 Sa Stalymi
parametrami.

Dwa modele poduktadéw sa opisane nastepujacymi réwnosciami

po(t, 1) = pgo(1) exp{a, (1)t + qry1 (¢, 1)}, (3.6.42)

dy(t,1) = A,(D)y(t, 1)dt + G,(t, 1)dw(t), €S, (3.6.43)
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pa(t,2) = prao(2) exp{an(2)t + gaya(t, 2)}, (3.6.44)

dy(t,2) = AL(2)y(t,2)dt + G (t,2)dw(t), | €S. (3.6.45)

Jesli zatozymy, ze jako pierwszy dzialat uktad dla ! = 1, przy warunkach
poczatkowych dla ¢ty = 0

}’(O, 1) = [y1(07 1)>y2(07 1)]T = [ylovy?O]T oraz ,UIO(l) = Mo

oraz chwila przetaczenia uktadu dla [ = 1 na uktad dla [ = 2 nastepuje dla
t = 7, wowczas rozwiazania rownan stochastycznych (3.6.43) i (3.6.45) sa
nastepujace

y(t, 1) = exp{A(1)(t — 0)}y(0,1)+
t (3.6.46)
+/0exp{A(l)(t—s)}Gz(s,l)dw(S), dla t€[0, ],

y(t,2) = exp{A(2)(t — ) }y(71, 1)+

t (3.6.47)
+ /eXp{A(2)(t — 5)}G.(s,2)dw(s), dla t > 7.

1
Rodzina momentéow pierwszego i drugiego stopnia podukladéw opisuja-
cych uogdlniony, wektorowy, hybrydowy model Milevskiego—-Promislowa
ma postac

Blpua(t,1)] =
Elpta0(1)] exp{oa(Dt+ag(DE[y (¢, 1)]+%tT{Qx(1)COV[Y(t, DI

Elua(t,2)] =

El1:0(2)] explos (2)t+a5(2)Ely (¢, 2)] +%tr{Qx(2)COV[y(t, 2)[}
(3.6.48)

E[u3(t,1)] =
E[p20(1)] exp{20, (1)t+2qu(1)E[y (¢,1)]+tr{Qqu(1)cov]y(t,1)]} }

Elpa(t,2)] =
Elp130(2)] exp{204(2)t+20;(2)Ely (¢.2)] +tr{ Qu(2)cov(y (t,2)]}}
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gdzie
¢ 0 0 0
Q.(1) = , Qu(2) = : (3.6.49)
0 0 0 ¢

Momenty proceséw y,.(t,1), [ = 1,2 speliaja réwnania

dE[y. (1))

S =AL(DEl (D), 1=1,2, (3.6.50)

dE[y, (£.0)y, (£.0)]
dt

= Az(l)E[yyc (tal)yaﬂt? l)]+
(3.6.51)

+ B[y, (t,0)y, (t.D] A1) + G (t)GL(t,]).
Z réwnania (3.6.50) wynika, ze Ely,.(t,1)] = 0. Stad z kolei wynika, ze

covly.(t,1)] = Ely.(t, )yl (t,1)]=
Elye, (1,02 Elyay (1, Dy (£, )] (3.6.52)
Blyn (8 Dyt )]  Elgaft, 07 |

Réwnanie (3.6.51) dla wspétrzednych przyjmie postaé¢ dla i = 1,2

dE[y;, (t,1)]

T = 2Bl (6098, 0], By, (0,0] = Ty,

D00y 11)) (1) BL2 1) 4 20 B (0D D),

E[ym (t’ l)yOJQ (0’ l)] - Fl?oa

dE[y;, (t,1)]

o = 200Dl (1 Dy (6, D]+ 4R D ELyz, (8, D]+ g™,

E[Q%(Oa 1)] = Taay,
przy dodatnich warunkach poczatkowych I'y;,, I'19,, 22, > 0, takich ze

F110F220 — F%QO > 0.
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Z réwnosci (3.6.49) i (3.6.52) wynika, ze zaleznosci (3.6.48) sprowadza sie
do nastepujacych formut

Bl 1)] = Elpao(1)] explas (1t + L@ EDZ, (1, D]}

Blpe(,2)] = Bluao(2)] explon (2)t + @B (1 D]}
(3.6.53)

Elpz(t, 1)] = Eluzo(1)] exp{20.(1)t + ¢7Ely;, (¢, 1)]},

Eluz(t,2)] = Eluzo(2)] exp{20.(2)t + 2 E[yz, (¢, 2)]}.

W przypadku, gdy wystapi jedno przetaczenie w chwili t=m7 ze stanu [=1
do stanu [ = 2, wéwczas momenty w uogélnionym, wektorowym, hybry-
dowym modelu Milevskiego—Promislowa, opisanym réwnaniami (3.6.22),
(3.6.23), beda wyrazaly sie wzorami

Blpa(r, 1)) =Elpao(1)] explon ()4 57l (D]}, 0< <7,

Elpe(t,2)] =E[pe (11, 1)] exp{a.(2)(t—71)+ %QSE[?J;‘ZQ(L D]}, t>m,

Bl (t, 1)) =Eluzo(1)] exp{20s (1)t + ¢iElyz, (¢, D]}, 0 <t < 7,
Elpiz (t, 2)]=E[pz (11, 1)] exp{20.(2) (¢ —=71) + G E[yz, (¢, 2)]}, t > 7,

w = 2E[y,, (t, D2 (t, 1)],  B[y2,(0,1)] = [y,

P80 D) g (10)] e (0 BI2, (1)) 200 Bl (1. 1) 1),

E[y:m (t7 1)y$2 (07 1)] = F1207

=—2wo(1)E[ya, (t,1)ys, (t,1)]+4R(1)E[y2, (t,1)]+ g2 >,



77

E[yiz(o, 1)] =T, [ =1,2, 0<t<m,

w = 2E[Ys, (t, Doy (1, 1)],  E[2, (11,2)] = E[y2, (7, 1)],

ABE[Yz, (t,2) s, (1,2)]
dt

=B[y;,(t,1)] —wo(2)Ely;,(t,1)]+2h(2)Elys,(t,1)a, (£,1)],

E[ym (7-’ Q)ywz (T7 2)] = E[yxl (77 1)y502 (7-17 1)]7

dB[yz,(t,2)]

7 = —2w0(2)E[ys, (£,.2)y, (£,2)] +40(2)E[y2, (¢,2)] + g2 22 7).,

ElyZ, (m,2)] =E[y2 (r, 1], I =1,2, t>mn.

3.6.3. Model z liniowymi, skalarnymi filtrami
Rozwazmy nastepujacy szczegdlny przypadek modelu (3.6.22)—(3.6.23)

/vbﬂf(ta l) = Mro(l) exp{az(l)t + Gay (l)yl (t7 l) 1 Gy (l)yQ(t7 l)}7 (3654)

dy1(t,1) = =B, Dy (t, D) dt + ~a, (Ddw(t), (3.6.55)

dya(t,1) = —Bay (D)ya(t, dt + e, (D dw (1), (3.6.56)

gdzie O‘x(l)aﬁm( )s Bao (1), @y (1), s (1) 120(1)s Yoy (1), Van (1) sa statymi pa-
rametrami, [ € S.

Logarytmujac obustronnie rownosé¢ (3.6.54) i korzystajac z formuty It0,
otrzymamy rownanie

dn g, (8,0) = o (1) = Ba, (D)@, (D1 (8.0) = By (D@ (Dya(t.1)]dE +
(3.6.57)

+ (Var (D (1) + Yoz (1) gy (1)) dw(2).
Wprowadzajac nowy wektor stanu

2y (£, 1) = [20, (1), 20y (8, 1), 20, (8, )] = [ a2, 0), 00 (8, 1), 928, D)
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réwnania (3.6.54) oraz (3.6.55), (3.6.56), mozemy zapisa¢ wektorowo

0 _ﬁﬂ?l(l)qiﬂ1< ) 5172( )qm( ) Oéz(l)
dz,(t,)=| [0 =B () 0 z(t)+| 0 dt +
0 0 _Bzz(w 0

Yay (D) (1) +ay (1) Gy (1)

+ Yar (1) dw(t).
Vo (l)
(3.6.58)
Réwnanie obserwacji ma postac
v(t, 1) = Tz, (t,1), c’ =1,0,0]". (3.6.59)

Nieznane parametry modelu to In po(1), @z (1), By (1), By (1); Guy (1), Gy (1),
Yar (1)5 V2o (1). W uproszczonej wersji mozna zatozy¢ ¢, (1) = g, (1) = 1.
Réwnania momentéw modelu sa nastepujace

dE [z, (t, )] _

dt ’ ( ) 6&:1( )ql’l( ) [chz(tl)] ﬂazz( )QxQ( ) [ (tv l)]v (3660)
MenltDl_ 5 B .0, (3:6:61)

dt
Ele (0] _ g 1Bl t,1), (3.6.62)

dt
LI _ o, (L2, (1.0 +42,0). (36.63)
Pl _ o 0)BE2, 0,01 +2,0). (3.6.04)

dE[22 (1,0)]

Z1

o = 20 (DE[ze,(8,0)] =280, ()@, (DE2,(E, D 2, (8, D]+

(3.6.65)

~ 2B, (D) (D[, (£.0) 22 ()] 4 (Va1 (1) +72 (D (1))
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dE[zy, (t,1) 24, (t,1)]

dt :az(l)E[ZW (t7l>] 6:51( )Qzl( )E[Z;2 (t’l)]_|-

ﬁm( )Q:v2< )E[Zzg (t,l)zxg(t,l)] — 5361 (Z)E[le (tyl)zx2(t,l):|+ (3666)

+ (Yar (D Gy (1) + Yy (D @y (1)) 72, (1),

dE[Z‘m(t;jlt)Zm (t,l)] :051<Z)E[Z-Z3<t7l>]_Bml<l>qx1(l)E[Zx2 (t7l)'Z‘,E3(t7l)j|+
— Bas (D@ VB[22, (8, 1)] = Bay (DE[z2, (£, 1)z (1, )]+ (3.6.67)

A (Yar (1) Gy (1) + Yy (1) Gy (1)) Varn (1),

dE|z,, (t(,jzt)zxs Ol (1B, (1) 20 (11)] +

(3.6.68)
- 5962 (Z)E[Zl“z (t7 l>zﬂc3 (tvl)] + Va1 (1)7372 (l)
Z réwnan (3.6.61) oraz (3.6.62) wynika, ze mozna przyjaé
Elz.,(t,1)] = E[z.,(¢,1)] = 0.

3.6.4. Model z niezaleznymi, liniowymi, skalarnymi filtrami

Rozwazmy nastepujacy szczegdlny przypadek modelu (3.6.22)—(3.6.23)

Mﬂc(ta l) = MmO(l) exp{aac(l)t + qzq (l)yl (ta l) + qz (l)y2(ta l)}> (3669)

dyl (ta l) = _/Bwl (l)yl (tv l>dt + Va1 (l)dwl (t)v (3670)

dyz(t,1) = =By (Dye(t, D) dt 4+ ~a, (1)dws(t), (3.6.71)

gdzie ap (1), Buy (1) Bus (1), o (1, G (1) 0 (1), Yo (1), e (1) 52 stalymi para-
metrami, [ € S.
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Logarytmujac obustronnie réwnos¢ (3.6.54) i korzystajac z formuty 1t0,
otrzymamy réwnanie

dIn pi,(t) = [0 (1) = By (D @y (DY () = Bay (1) Gy (D (8)]dt +
(3.6.72)
A (Yar (D ay (1) + Yo (1D ey (1) ) drw(t).

Wprowadzajac nowy wektor stanu

Z:(t, 1) = (22, (1, 1), 22, (8, 1), 205 (2, l)]T = [In (¢, 1), ya (8, 1), ya(t, l)]T>

réwnania (3.6.72) oraz (3.6.70), (3.6.71) mozemy zapisa¢ w postaci wek-
torowej

0 =B (DG, (1) — By (s (1) Qg
dz,(t)=] [0 =B (1) 0 z.(t,1)+| O dt+
0 0 _/B$2 (l) 0
[ Yoy (1), (1) Yoo (1) Ga (1)
+ Var (l) dw1 (t)+ 0 dUJQ(t),
L 0 %vz(l)
(3.6.73)
Réwnanie obserwacji ma postac
v(t, 1) = Tz, (t,1), c’ =1,0,0]". (3.6.74)

Nieznanymi parametrami w liniowym modelu sa In po(1), (1), By, (1),
By (D) @y (D)5 Gy (1), Yay (1), 7ap(1). W uproszczonej wersji mozna dodat-
kowo zalozy¢ ¢, (1) = q., (1) = 1.

Réwnania momentéw modelu wyrazaja sie wzorami

T COL (10 DBl (0D} DBl 1,1, (3675)

dt
W — B, (DE[, (£, )], (3.6.76)
M = — B, (DE[2 (¢, 1)], (3.6.77)

dt
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dE[zglt(t’l)] ZQOégc(l)E[zm (t l)] 2ﬂ1’1( )Qxl( ) [Zl’l (t’l>zx2(t7l)] T

— 280, (1) Gy (DE[ 24, (£, 1) 225 (£, 1)] + 7:%1 <l)q9261 )+ (36.78)
72, (D422 (1),
Pzl (Bl (1))~ B (OBL2(0] +
 Bea s (DELas (6D 20y (1)) = B DBl (8D 20t 0)+ F6T9)
+ 792, (D) ga, (1),
dE[zzl(t;llt)zxg<tal>] = 0 (D E[20(t,1)] = By (D) @ (D E 28] 25(E,1) |+
B Dea (DELZ, (1.1)] — By (DElzs, (112 8, D] + (36.80)
+ ")/§2 (l)qCCQ (l)a
dE[%@&lg%@’”] = — GO Elzy(t.1) 2y (E1) o D El 281 2 t.1)], (3.6.81)
dE[z%t(tJ)] — 28, (DE[2,(t,1)] + 42 (1), (3.6.82)
dE[Z%t(t, )] — 28, (Z)E[Zis (D] +~2,(1). (3.6.83)

Z réwnan (3.6.76) oraz (3.6.77) wynika, ze mozna przyjac

E[zm <t7 l)] = E[Zm (t’ l)] = 0.
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3.7. Dyskretno-czasowe reprezentacje modeli
hybrydowych

3.7.1. Uogblniony, skalarny, hybrydowy model Lee—Cartera

Dyskretno-czasowa reprezentacja réwnania (3.5.1) ma postaé

1
Inmg s =Inmy—1 + b, [k(t) — k:(t—l)]+§ (qi—ai)—i—a&xh (3.7.1)

gdzie my; jest czastkowym wspdlczynnikiem zgondw, €, =w(t)—w(t—1).

7 wlasnosci standardowego procesu Wienera wynika, ze wartos¢ ocze-
kiwana dla €, jest réwna zero, a wariancja €, ; rowna jest 1.

Bedziemy dalej zaktadaé, ze k(t) jest przedzialami liniowa funkcja

cl+51t dla l:lb t:1,2,...,7'1,
CQ+62t dla l:lg, t:7'1+1,7'1—|—2,...,7'2,

k(t) = (3.7.2)

e+ ot dla =1y, t=1ya+1,7va+2,....T,

gdzie 7; sa punktami przelaczen okreslonymi przez roézne ograniczenia
umieralnosci I; oraz by, 02%,¢%,8;,¢;, v =0,1,..., X, i =1,2,..., M, jest
zbiorem parametréw modelu.

Model zdefiniowany przez réwnania (3.7.1)—(3.7.2) bedzie nazywany
rozszerzonym, hybrydowym modelem Lee-Cartera EHLC (Extended Hy-
brid Lee—Carter Model).

3.7.2. Uogolnione, hybrydowe modele Milevskiego—Promislowa

Model ze skalarnym, liniowym filtrem

Dyskretno-czasowa reprezentacja réwnania (3.6.5) ma postaé

K(t,Inpis(t1)) =

=K(t—1,Inp,(t -1, l))+{%(l)+ﬁx<l> In o+, B, (t—1)

i—1) T 373

(1) =y (t—1,1)
/Vx(t_ Ll)

—K(t—l,lnu)( +ﬁx(l)>]—|— Gzl LES.
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W przypadku, gdy funkcje 7, (¢,1) maja postaé 7, (t,1) =exp{a.(I)t}, od-
powiednia dyskretno-czasowa reprezentacje rownania (3.6.6) otrzymamy
z réwnosci (3.6.7) przez odjecie od K (t,1n u(t, 1)) iloczynu

e*(az(lHBz(l))K(t — 1, Inpu(t —1,1)).
K(t, In p(t,0)) —exp{—(ax (1) + B (1) }K(t—1,In p(t—1,1)) =

(3.7.4)
=, (t,1) + @(De (1), L €S,
gdzie
1

Wt 1) = / e~ (@480, (1) 1 B.(1) In o +

‘ (3.7.5)
+ B (D) (1)(t — u)]e’%(l)(t’“)du,
1
€xt(l) = —/ e~ OFBD)u gy (t — ), (3.7.6)
0

Po scatkowaniu (3.7.5) przyjmie postaé
W(t, 1) = [(1—6_59”(1))111 u0+ozx(l)e_ﬁg‘(l)—I—ozm(l)t(l—e_ﬂx(l))]e_o“”(l)t. (3.7.7)

Zauwazmy, ze €, jest gaussowska zmienna losowa o zerowej wartosci
Sredniej Ele,+(1)] = 0 i wariancji

qm(l)Q (1 — e_g(ar(l)'i‘ﬁx(l)))

var(e, (1)) = Ele ,(1)] = EROETRO) (3.7.8)
Zaleimosé (3.7.4) mozna zapisaé jako réwnanie réznicowe
Ki(1) = bo(t,1) + b () K,_1 (D) + €(t,1), 1€, (3.7.9)
gdzie
Ky(l) = K(t,Inp(t,1), b = exp{—(a.(1) + B.(0))},
(3.7.10)

bo(t, l) = wz(ty l) = (1 - B_Bz(l)) In Lo + az(l)e—ﬁz(l) +
+ap(DE(1 — e =0l e

Dokonujac odpowiedniej zamiany zmiennych, (3.7.9) mozna przeksztalci¢
do postaci

2(1) = ao(l) + ar(Dt + as(Dz_1 () + &(1), 1 €5, (3.7.11)
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gdzie

() =Inp,(t,1), ao(l)= (1—e D) In pg+a,(l)e PO,
(3.7.12)
ar1() =, ()(1—eP0), ay(l) = e 7O g,(1) = e Ole (1)

Model z wektorowym, liniowym filtrem

Dyskretno-czasowa reprezentacja réwnania (3.6.24) ma postaé

2 (t, 1) =a0(0 (1) + au (o (t)t + ag (a(t))y.(t),
(3.7.13)
va(t) = A(o(t))ya(t — At + G(o(t))Aw,, €S,

gdzie z,(t) = In p,(t), a zmienna czasu t przyjmuje wartosci dyskretne.

Otrzymane rekurencyjne zaleznosci (3.7.13) rozwiazania dla podukla-
dow wykorzystamy do konstrukeji dyskretnego rozwiazania modelu hy-
brydowego.

Zakltadamy, ze skalarny proces stochastyczny z,(t), bedacy rozwiaza-
niem skalarnego hybrydowego rownania stochastycznego, startujacy w mo-
mencie ty ze stanu poczatkowego xg, jest przelaczany w chwilach 74, ..., 7.
Przyjmujemy, ze 79 = 0 i zakladamy, ze uklad hybrydowy bedzie pozo-
stawal w przedziatach czasu (7;,7;11) w stanach [;, ¢ = 0,..., M, gdzie
loy -y Ipr € S jest pewnym podciagiem.

Ponadto zaktadamy ciaglo$é rozwiazan, czyli warto$é procesu podukla-
du [;_y w chwili 7; jest rowna wartosci poczatkowej procesu poduktadu /;
w chwili 7;, to znaczy z,(7i, ;) = z.(7, li_1). Wowezas dyskretne réwnania
dla uktadu hybrydowego przyjma postaé¢ dla ¢t € [7x, Thy1]

Za(ts 1) =0wo(li) + a1 () (t = 72) + (L) ya (1)
Ya(t, le) = (Ale) + Dya(t — 1) + G(Ix) Awy, (3.7.14)

yz(Tia lk) = yx(Ti,lkq), Zx(TiJk) = Zx(Ti,lkq)-
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3.7.3. Dyskretno-czasowa reprezentacja ukladu réwnan
momentéw dla uogdlnionych, hybrydowych modeli
Milevskiego—Promislowa

Model z liniowymi, skalarnymi filtrami

Elze,)ina (D) = Elza, Ji(1) + aa(1)9, (3.7.15)

Elzg, Jiv1 () =Bl Ji() + (200 (D Elze, Ji (D +
= 2P0, (e, (DE|20, 22, |i (1) = 282, (1), (D E 22, 22, ] (1) + (3.7.16)

+ (Yor (D, (1) + Yo (1) 42y (1)),

Elz7,)iv1(1) = E[22,Ji(1) + (=28, (DE[23,1i(1) + 2, (D)9,
(3.7.17)

Bl27 Jin1 (1) = Elz7, (1) + (=28, (DE[27,1:(1) +72,(1)9,
(3.7.18)

Elze, 20 )i41 (1) = Elw 22,]i(1) + (=B, (g (DE[25, i (D) +
5902( )ng( )E[Zmzzs]i(l) - 611 (DE[lezm]i(l)_'_ (3719)

+ (Yo (D (1) + Yo (D (1) 72, (1))9,

E[Zwlsz,]i-l—l(l) = E[Zmlzrs]( ) ( 5901( )qml( )E[Zfﬂzzms]ia)—’_

+ (Yor (D, () + Yo (D (1)) 725 (1))9,

E[szzwza]i-i-l(l) = E[ZGCQZma]Z(l) + (_/6-731 (Z)E[ZWZ“]Z(Z)—F
(3.7.21)

— Bas (DE[225 205 i (1) + Yay (1) 722 (1))8,
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gdzie
Elze,Ji(l) = Elz,](t:,1), El27 Li(1) = Bl (4, 1), 5 = 1,2,3,

E[Zmzxz]l(l) = E[Zmzfm](t' l)? E[lezxs](l) = E[lezxs](tiv l)?
Elzs,225)i (1) = Elzz, 225 (i, 1), § = ;11 — t; = const.

Model z niezaleznymi, liniowymi, skalarnymi filtrami

Elza Jisa () = Elzz, Ji(1) + aa(1)9,
Blz, i (1) = B2, 1i(1) + (200 (D) B[z, i (1) +
= 282, (s (DE[z2, 2o i (1) = 2B, (D, (D E 2, 205 ]: (1) +
+ (2, (D, (1) + 72, (D az, (D)9,
Elzp,)iv1(l) = Elez,]i(1) + (=282, (DE[z2,)i() + 77, (1)9,
Bl Jis (D) = Blzz,Ji(1) + (=282, (DE[25,]i() + 7z, (1))d,

E[zrlzmz]i-l-l(l) = E[Zmzm] ( ) ( BZ1< )qrm( )E[222]1(1>+

ﬂl’z( )QIz( )E[Zﬂczzm]Z(l) - 6$1(Z)E[Zx1zl’2]z(l)+ (3726>

+92 (D, (1)9,

E[Zwlzws]i-l-l(l) = E[zrlzrs] ( ) ( 6171( )qml( )E[Z$2ZZ3]1<Z)+
6:62( )ng( )E[ ] ( ) 5382( ) [zm1z$3]i(l)+

+ 72, (D2, (D)3,
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E[Z$2Z$3]i+1(l) = E[Zmzics]l(l) + (_5171 (Z)E[Z:mzxs]l(l)]] +
(3.7.28)
- ﬁxz(Z)E[zxzzxs]l(l))év
gdzie

Elz0,Ji(1) = Blzo ] (ti, 1), Elez (D) = Eleg,)(t:,1),5 = 1,2,3,

Tj

El22, 22,]i = Elza, 20,)(8), Elzw,225]i (1) = Elze, 225] (¢, 1),
Elz2y225)i (1) = B2y 205] (ti, 1), 6 = ti1 — t; = const.

3.8. Estymacja parametréw hybrydowych modeli
umieralnosci

W celu estymacji parametréw proponowanego stochastycznego hybry-
dowego uktadu skorzystamy z metod literaturowych [64], [113], [114].

3.8.1. Estymacja parametréw hybrydowego modelu
Lee—Cartera

Rozwazmy rozszerzony, hybrydowy model Lee—Cartera (3.7.1)—(3.7.2).
Proponujemy procedure estymacji modelu EHLC wedlug nastepujacych
etapéw. Rozpoczynamy od identyfikacji czaséw przetaczen 7;, ktére roz-
dzielaja przedzialy czasowe I; = (7,1, 7;], odpowiadajce réznym podukta-
dom (,,podmodelom”). Przedzialy I; okresla¢ bedziemy mianem reziméw
czasowych. Do identyfikacji punktow 7; przelaczen pomiedzy rezimami
wykorzystujemy metode opisana w paragrafie 4.4.3.

Przyjmijmy, ze mamy do czynienia z dwoma punktami przetaczenia
71, To. Wéwezas mozemy wyodrebnié trzy rezimy czasowe I; = [1,7],
I, = (1, 1], Iy = (1, T]. W tym przypadku uklad (3.7.2) ma postaé

Cl+51t, t:1,2,...77'1,
k(t) = < ca + dat, t=m+1,...,7, (3.8.1)
C3+(53t, t:TQ+1,...,T,

gdzie 01, 09, 09, C1, Co, c3 Sa parametrami, szacowanymi metoda MNK.

Sktadniki o2 reprezentuja parametry zmiennosci. Ich estymatorami sa
wariancje przyrostow v, ; = Inmg 11 —Inmy,, czyli
T
~92 — \2
0, = ﬁ (Um,t — 'Ux) y (382)

t=1

gdzie 0, jest §rednia arytmetyczna ciagu {v,.}.
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W celu oszacowania pozostalych parametréw, tj. b, oraz ¢, mozna
zastosowaé algorytm minimalizacji nastepujacej sumy kwadratow
T

Z[ln My g — (m M s 1+be k() —k(t—1)] +% (¢ —ai))} 2, (3.8.3)

t=1

przyjmujac za k(t), o2 wartosci otrzymane w poprzednich etapach.

3.8.2. Estymacja parametréw uogdélnionego, hybrydowego
modelu Milevskiego—Promislowa

Procedura iteracyjna dla modelu z liniowymi, skalarnymi
filtrami

1° Przyjmujemy stale warunki startowe, np. E[22 o = 1, E[z;24,]0 = 0,
El2s,22,]0=0, E[22,]o = 1, E[22,20,]0 = 0, E[22,]o = 1 oraz jako parametr
warunek poczatkowy E[z,,]o = p1.

2° Przyjmujemy warunki startowe dla parametréw p; = In po, o, Bey s Bay,
qu? ql‘27 fya:l? 7«1’27 np' pl = 0717 al‘ = 07]'7 /81'1 = 07 ]'7 /8«'1»’2 = O’ 17 ql'l = 17
Qey = 1, Y2, = 0,01, 74, = 0,01

3° Obliczamy kolejne wielkosci E[z,, ];, B[22, ]i, %, 2, )i, El2a, 225)i, Bl22,):,

z2
E(22,22,)i, E[22,]i 2e wzoréw (3.7.15)—(3.7.18) dla i = 1,2, ..., przy ustalo-
nych wartosciach parametrow p; = In pg, uy By Beos Qoys Qoo Vays Vao-

4° Empiryczne wielkosei B[z, i, E[zgl]z bierzemy z tablic logarytméw
czastkowych wspolczynnikéw zgonéw i ich kwadratow, a nastepnie two-
rzymy kryterium estymacji parametrow

L= Z[(E[le]wrl — Efz,]i — o)+

+ (E[Zil]i—kl - E[Z;%l]z - (20517E[Zm1]i - 26&71Qw1E[Zm1 ng]i+ (384)

— 280,40 Blzes Zai + (Ver oy + V2202)%)’),
lub w uproszczonej postaci, tj. dla ¢,, = ¢, =1
I = Z[(E[Zwl]iH — B[z, ]i — aw)2+

- QszE[lezxs]i + (Vay + 7x2)2)2]'
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5° Przeprowadzamy minimalizacje kryterium (3.8.4) ze wzgledu na pa-
rametry p; = Inpio, Quy Beys Bass Qo Guos Vo Vap LUb kryterium (3.8.5) ze
Wzgledu na parametry = In Ko, Qg ﬁxv ﬁ:cw Y1 Vao-

Procedura iteracyjna dla modelu z niezaleznymi, liniowymi,
skalarnymi filtrami

1° Przyjmujemy stale warunki startowe, np. E[ 2Jo=1, Elzs, 2s,]0 =0,
Elzy, 22,J0=0, E[22,]o = 1, E[24,24,]0 = 0, E[22,]o = 1 oraz jako parametr
warunek poczatkowy E[z;,]o = p1.

2° Przyjmujemy warunki startowe dla parametréw p; = In g, oy Beyy Bess
qxl? ql’Q? P)/x17 71'27 np‘ pl = 0717 ax = 0717 Bwl = O? 17 /81'2 = 0717 qﬂ?l = 17
qzvz = 17 7$1 = 07017 fyxz = 0701

3° Obliczamy kolejne wielkosci E[z,,]i, B[22, ]i, El%, 2,)i, El2a, Zas)is Bl22,):,
El24,22,)i» Bl22,]i ze wzoréw (3.7.22)-(3.7.25) dla i = 1,2, ..., przy ustalo-
nych wartodciach parametréw py = In po, Oy Bays Bros Qurs Quoy Vars Voo
4° Empiryczne wielkosci E[le]i, E[zil]Z bierzemy z tablic logarytmoéw ko-
hortowych, czastkowych wspotczynnikow zgonow i tworzymy kwadratowe
kryterium estymacji parametréw

I Z z:rl i+1 — [le]i - aw)2+

+ (E[ gl]l-l-l - E[Zzl] (QQxE[le]Z - 2@51qu[le%:2]1‘ + (386)

— 280,00, Blow 200 )i + 05, @2, +72,92,))°]
lub w uproszczonej postaci dla g, = ¢, =1
I = Z[(E[Zml]iﬂ — Elzs, )i — am)2+

A

+ (E[Zil]i+1 - E[Zil]z - (2am [Zasl] Qﬁml [lezxg]i+ (387)

- 2512 [Zzlzz:s] + ’711 + 7:]02)) ]

5° Przeprowadzamy minimalizacje kryterium (3.8.6) za wzgledu na para-
metry p1 = Inpo, @z, Bey Buss Qo Qoo Yoy Vap lub kryterium (3.8.7) ze
wzgledu na parametry p1 = In 1o, @, By, Buas iy Vay-
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Przy minimalizacji kryterium, jesli zmieniamy wartos¢ okreslonego pa-
rametru, wéwczas nalezy przeliczy¢ wszystkie rownania, aby otrzymac
nowy komplet momentéow we wszystkich iteracjach i = 1,2, ....

W tym ostatnim przypadku zauwazmy, ze w otrzymanym ukladzie
réwnan momentéw (3.7.22)—(3.7.25) nieznanymi parametrami, wystepu-

Jaecyml hniOWO, s5a p1 = 1n Ho, Oy, Ba)p ﬂxm 7%17 7:%2
Z budowy uktadu réownan (3.7.22)—(3.7.25) wynika, ze proces minima-
lizacji kryterium (3.8.5) mozna rozbi¢ na dwie czesci, to znaczy

[=1 +1, (3.8.8)

gdzie

[1 = Z[(E[Zm]iJrl - E[le}l - a1)27

%

- 25I1E[ZI1ZSE2]Z' - Q/BxQE[Zwlsz]i + »)/31 + 7§2))2}

Wowcezas estymacje nieznanych parametréw mozna podzieli¢ na dwa
etapy. W pierwszym minimalizujemy kryterium [I; ze wzgledu na para-
metry p; = Inpg oraz a,. W drugim etapie, na podstawie otrzymanych
oszacowan pi, (,, minimalizujemy kryterium /5 ze wzgledu na parametry

Bass Bass V2 V2,

3.9. Uwagi koncowe

Procedury iteracyjnej estymacji parametréw uogoélnionego, hybrydo-
wego modelu Milevskiego-Promislowa, podane w paragrafie 3.8.2, zostaly
zastosowane do oszacowania parametréw modelu na podstawie danych
rzeczywistych. W tym celu wykorzystane zostaly czastkowe wspolczynniki
zgonéw dla Polski za lata 1958-2000. Szczegdtowe wyniki estymacji za-
mieszczono w rozdziale 6.

Bardzo waznym zagadnieniem przy estymacji parametrow dynamicz-
nych modeli hybrydowych jest estymacja czaséw (punktéw) przelaczen.
Do tego celu wykorzysta¢ mozna niektore testy statystyczne. Jednym z ta-
kich testow jest test Janic-Ledwiny opisany w nastepnym rozdziale, w pa-
ragrafie 4.4.3.



Rozdzial 4

Model Koissi—Shapiro oparty
na skierowanych liczbach rozmytych

4.1. Wprowadzenie

W rozdziale 1 niniejszej monografii przedstawione zostaly m.in. podsta-
wy teoretyczne standardowego modelu Lee-Cartera, w ktérym przedmio-
tem modelowania sa czastkowe wspélczynniki zgonéw m,, dla rocznych
grup wieku z i lat kalendarzowych ¢.

Gléwna trudnoscia, zwiazana z zastosowaniem modelu Lee—Cartera,
jest zalozenie o jednorodnosci sktadnika losowego. Analiza reszt swiadczy
o tym, ze zalozenie to zwykle nie jest spelmione. To moze skutkowaé¢ gor-
szym dopasowaniem modelu do niektérych grup wieku i wybranych lat. Co
wiecej wiadomo, iz empiryczne wspétczynniki zgondéw jedynie aproksy-
muja wartosci rzeczywistego natezenia zgonow, ktore nie jest doktadnie
znane (por. [91], paragraf 3.3). Oznacza to, ze modelowany proces obser-
wowany jest tylko z pewnym przyblizeniem.

Wymienione trudnosci sklaniaja do poszukiwania rozwiazan uwzgled-
niajacych zaréwno niejednorodnosé¢ sktadnika losowego, jak i przyblizo-
ny charakter danych empirycznych. Jedna z mozliwosci jest traktowanie
czastkowych wspolczynnikéw zgonéw w kategoriach liczb rozmytych.

Prébe taka podjeli M. C. Koissi i A. F. Shapiro w artykule [59] z roku
2006, w ktérym przedstawili koncepcje rozmytego modelu Lee—Cartera
(FLC — Fuzzy Lee—Carter model). W modelu tym czastkowe wspdtezyn-
niki zgonéw traktowane sa w kategoriach liczb rozmytych. Rozmyte sa
takze parametry modelu.

Rozmyty model Lee—Cartera, w wersji podanej przez Koissi i Sha-
piro, zaktada rozmyta reprezentacje macierzy obserwacji. Pozwala to m.in.
na uwzglednienie niepewnosci zwiazanej z aproksymacja wspotczynnikéw
umieralnosci oraz na wtaczenie sktadnika losowego do rozmytej struktury
modelu.

Estymacja parametréw modelu Koissi-Shapiro niesie jednak ze soba
problemy obliczeniowe, zwiazane z dzialaniami na liczbach rozmytych
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oraz pojawiajacym sie w tych dzialaniach operatorem max{a,b}. Z tego
powodu w monografii [91] przedstawiliSmy podejscie odwolujace sie do
algebry skierowanych liczb rozmytych OFN (Oriented Fuzzy Numbers),
zaproponowane]j przez W. Kosinskiego z zespotem [61], [62]. Podejscie to
pozwala znacznie uprosci¢ zadanie optymalizacyjne, a tym samym utatwic
estymacje parametréw modelu umieralnosci.

Podstawowe pojecia z zakresu liczb rozmytych i skierowanych liczb roz-
mytych, a takze koncepcje rozszerzonego, rozmytego modelu Lee—Cartera
EFLC (Extended Fuzzy Lee—Carter model) opartego na algebrze OFN, zo-
stana omdéwione w niniejszym rozdziale, natomiast po szczegdly dotyczace
ogélnej teorii zbioréw rozmytych odsytamy Czytelnika do ksiazki [34].

4.2. Algebra skierowanych liczb rozmytych OFN

Za date poczatkowa teorii zbiorow rozmytych uznaje sie rok 1965,
w ktérym ukazala sie praca Lofti Zadeha [115].

Klasyczny zbior rozmyty jest pojeciem uogdlniajacym koncepcje zbio-
ru, dopuszczajacym czesciowa przynaleznosé elementéw do danego zbioru.
Stopien przynaleznosci jest wyrazony za pomoca funkcji, oznaczanej zwy-
kle przez p. Warto$¢ 0 tej funkcji odpowiada nienalezeniu, wartos¢ 1
— ,,pelnej” przynaleznosci, natomiast wartos¢ pomiedzy 0 a 1 — , czes-
ciowej” przynaleznosci danego elementu do zbioru rozmytego.

Obecnie zbiory rozmyte lub ich szczegdlny przypadek, tj. liczby roz-
myte, sa czesto stosowane. Sa na przyktad dobrym sposobem formalne;j
reprezentacji pojec¢ lingwistycznych, okreslonych w sposob nieprecyzyjny.
Typowym przykladem sa okreslenia uzywane w mowie potocznej, takie
jak zimno, goraco lub wysoki, niski itp.

Definicja 4.1. Podzbiorem rozmytym A pewnej niepustej przestrzeni X
nazywamy zbiér uporzadkowanych par

A= {{z,14(2)), z € X}, (4.2.1)

gdzie pa(z) : X — [0, 1] jest funkcja przynaleznosci, przypisujaca kazde-
mu elementowi z € X stopien przynaleznosci do zbioru A.

Elementami przestrzeni X moga by¢ dowolnie zdefiniowane obiekty,
np. osoby, pojecia, przedmioty, liczby.

Dalej zaklada¢ bedziemy, ze X = R, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczy-
wistych. Rysunek 4.1 przedstawia przyklad funkcji przynaleznosci pa(z)
zbioru rozmytego A dla z € R.
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05 |

Rys. 4.1. Przyklad zbioru rozmytego A = {(z, na(2)), z € R}
Zrédlo: opracowanie wlasne

Definicja 4.2. ([34]) Rozmyty podzbiér A przestrzeni rzeczywistej R
o funkcji przynaleznosci pa(z): R — [0,1] nazywamy liczba rozmyta,
jezeli:

(i) A jest zbiorem normalnym, tzn. sup,cg pa(z) = 1,

(ii) A jest zbiorem rozmyto-wypuklym, tzn. zachodzi

vZLZQERv)\E[O,l] IUA()‘Zl + (1 - )‘)Z2> Z min{,uA<Zl)7 MA(ZZ)}a (422)

(iii) p4 jest funkcja pétciagta z gory?,
(iv) nosnik suppA = cl{z € R : pa(z) > 0} zbioru rozmytego A jest
ograniczony, gdzie cl jest operatorem domkniecia.

Definicja 4.3. ([50]) Méwimy, ze liczba rozmyta jest typu triangularnego,
jesli jej funkcja przynaleznosci ma postac

1—"3—7' dla a—Ilsx<z<a,
pa(z) =<1+ % dla a<z<a-+ra, (4.2.3)
0 w pozostalych przypadkach,

gdzie a € R, 14,74 > 0.

Triangularna liczbe rozmyta A, zwana takze liczba trojkatna, zapisu-
jemy

A= (a,lA,rA). (4.2.4)

3 Méwimy, ze funkcja rzeczywista f okreélona na pewnej przestrzeni topologicznej

X jest pélciagla z géry, gdy zbiér {z € X : f(z) > A} jest domkniety dla kazdego
A e R ([51)).
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Do znanych funkcji przynaleznosci zaliczy¢ mozna, obok funkcji tréj-
katnych, takze funkcje typu singleton, funkcje radialne czy elipsoidalne.
Definicja 4.4. Méwimy, ze tréjkatna liczba rozmyta A = (a,la,74) jest
symetryczna, jezeli [4 = r4 = s4. Wtedy liczbe rozmyta A oznaczamy
(a,s4), gdzie a jest wartodcia centralna (central value), a s4 rozpietoscia
(spread) liczby rozmyte;.

Definicja 4.5. A-przekrojem liczby rozmytej A nazywamy zbior A, okres-
lony jako

Ay={z€R: ua(z) > A} =[AL(N), Ar(N)], (4.2.5)

dzie
° Ar(N) =inf{z e R: pua(z) > A}, (4.2.6)
Ar(\) =sup{z € R: pa(z) > A} (4.2.7)

Rysunek 4.2 przedstawia przyklad A-przekroju symetrycznej, trojkat-
nej liczby rozmytej A = (a, s4).

15

F Y e —— :

Sa

Rys. 4.2. Przyklad tréjkatnej, symetrycznej liczby rozmytej
A = (a,s4) 1jej A-przekroju [AL (), Ar(N)]
Zrédlo: opracowanie wlasne

Przyklad 4.1. Jezeli liczba rozmyta jest typu triangularnego, czyli moze
by¢ zapisana jako A = (a,l4,74), to jej A\-przekr6j Ay ma postaé

Ay = [AL(N), Ag(N)],

gdzie
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W szczegdlnym przypadku, gdy A jest tréjkatna, symetryczna liczba roz-
myta, tj. A= (a,s4a)

Ar(A) =a—s4(1 =),
AR()\) =aqa -+ SA<1 — )\)

Definicja 4.6. ([97]) Dodawanie i mnozenie dwéch tréjkatnych, syme-
trycznych liczb rozmytych A = (a,s4), B = (b, sg) okreslone jest naste-
pujaco

A& B = (a+0b, max(sa,sg)), (4.2.8)

A ® B = (ab, max(salb|, sglal)). (4.2.9)

Definicja 4.7. ([61]) Skierowana liczba rozmyta A nazywamy uporzad-
kowana pare
A=(f.9). (4:2.10)

gdzie f,g: [0,1] — R sa funkcjami ciagtymi.

Funkcje f i g nazywamy odpowiednio cze$cia up i czescia down skie-
rowane]j liczby rozmytej. Z ciaglosci obu czesci wynika, ze ich obrazy sa
ograniczonymi przedzialami. Obrazy te okresla sie mianem odpowiednio
UP oraz DOWN i oznacza symbolami

UP = (I4,13), DOWN = (1%, 7). (4.2.11)

Granice Iy, 1, 15, 74 sa liczbami rzeczywistymi, przy czym zachodzi naste-
pujace przyporzadkowanie

la:= f(0), 1, := f(1), 15 :=g(1), ra = g(0). (4.2.12)
W ogdlnym przypadku nie musza by¢ spemione relacje ([61], s. 47)
L <13, 1% <ra. (4.2.13)

Przymijmy dodatkowo na przedziale [15, 1};] funkcje stata, réwna 1. Wow-
czas sume przedziatow

UP U [15,1%] U DOWN = (l4,74) (4.2.14)

mozemy traktowaé jako nos$nik liczby rozmytej A, rozumianej w sensie
klasycznym.
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W przypadku, gdy funkcje f,g sa Scisle monotoniczne na przedziale
[0, 1], wowczas istnieja dla nich funkcje odwrotne f~! g=1 okrelone od-
powiednio na przedzialtach UP i DOWN. W takiej sytuacji zwiazek funkcji
przynaleznosci p4 liczby rozmytej A z funkcjami f, g liczby skierowanej A
mozna przedstawi¢ nastepujaco

1 dla 2 € [15,17],
7 4z) dla z € UP,

g 1(z) dla 2z € DOWN,
0 dla 2z & (la,74).

Przyklad 4.2. Tréjkatna liczba rozmyta A = (a,l4,r4) koresponduje ze

pa(z) = (4.2.15)

skierowana liczba rozmyta A = (f, g), gdzie

fe)=a—-1a(1=2), gz)=a+ra(l—2), =ze€]0,1].
Jak wynika z przyktadu 4.1, tréjkatna liczba rozmyta A = (a,la,74) ma
A-przekrdj Ay = [AL(N), Ar(N)], A € [0, 1], gdzie

AL N) =a—14(1—=X), Ar(A) =a+ra(1—=N).

Podstawiajac z = A i oznaczajac f(z) = AL(z) oraz g(z) = Ag(z), otrzy-
mujemy

fe)=a—-1a(1=2), gz)=a+ra(l—2), =z€]0,1],
gdzie a,l4,74 sa znanymi parametrami.

Poniewaz funkcje f, g sa ciagte na przedziale [0, 1], wiec uporzadkowana
para funkcji A = (f, g) okresla skierowana liczbe rozmyta.

7 powyzszego wnioskujemy, ze trojkatna, symetryczna liczba rozmyta
A = (a, sa) generuje skierowana liczbe rozmyta A = (f, g), z funkcjami

f(z)=a—sa(1—2), g(z)=a+sa(l—2), z€]0,1].

Rysunek 4.3 przedstawia przyktad tréjkatnej liczby rozmytej A=(a,sa)
z funkcja przynaleznosci

1— = dla 2z €la— sa,al,
pa(z) = 12 dla z € (a,a+ sal,
0 dla z¢[a—sa,a+ s4]

oraz odpowiadajaca jej skierowana liczbe rozmyta A= (f, g), gdzie
fz)=a—sa(1—=2), g(z)=a+sa(l—2) z€]0,1].
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g(z) = a+s,(1-2)

f(z) = a-54(1-2)

liczba skierowana

05

liczbatrojkatnaA = (a, S,)

0 0,5 1 15 2 25 3

C 3
o
Sa

Rys. 4.3. Tréjkatna liczba rozmyta A = (%, 1)
oraz generowana przez nig liczba skierowana A = (f, )

Zrédlo: opracowanie wlasne

Definicja 4.8. ([32]) Metryka Diamonda dla skierowanych liczb rozmy-
tych A = (fa,94), B = (fB,gp) okreslona jest wzorem

D*(A, B) :/0 [(fa(2) = fB(2))* +(9a(2) — g5(2))*] dz, (4.2.16)

gdzie fa, fB, 94, gp sa funkcjami catkowalnymi.

Definicja 4.9. Niech beda dane trzy skierowane liczby rozmyte

A= (fa,94), B=(fs,98), C=(fc.9c). (4.2.17)
Liczba C jest suma liczb Ai g, co zapisujemy C=A® E, jesli
fo(z2) = fa(z) + [B(2),  gc(2) = ga(z) + gB(2). (4.2.18)
Definicja 4.10. Niech beda dane trzy skierowane liczby rozmyte

A= (fa,94), B=(fs,98), C=(fo,gc). (4.2.19)
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Liczba C jest iloczynem liczb AiB , CO zapisujemy C=A®B , jesli

fo(2) = fa(2)f8(2),  g9c(2) = g9a(2)gn(2). (4.2.20)

Definicja 4.11. Liczba C = (fc, 9c) jest wynikiem mnozenia skierowanej
hczby rozmyteJ A= (fa,ga) przez skalar d, co zapisujemy symbolicznie

C = dA, jesli
fo(z) =dfa(2), gco(z) = dga(z). (4.2.21)

Definicja 4.12. Niech beda dane trzy skierowane liczby rozmyte

= (fa.94), B=(fs.98), C=(fc.90) (4.2.22)

Liczba c jest wynikiem dzielenia A przez B co zapisujemy symbo-
hcznle C = A @ B, jezeli dla kazdego argumentu z € [0,1] takiego, ze
fB(2) # 0 oraz gp(z) # 0 zachodzi

= fA(Z) oraz Z) =
el =g,y o 9

(4.2.23)

Przyklad 4.3. Niech A = (a,s4) i B = (b, sp) beda tréjkatnymi, sy-
metrycznymi liczbami rozmytymi. Liczby te generuja skierowane liczby
rozmyte A = (fa,ga) oraz B = (fg,gs), gdzie

fa(z) =a—sa(1—=2), ga(z)=a+sa(l—2), 2z€]l0,1]
fe(z)=b—sp(l—2), gp(z)=b+sp(l—2), =z€][0,1].
Mozemy zapisac
A® B = (fa,94) ® (f5.98) = (fa+ f5,94+ 9B),

gdzie
fa(z)+ fe(z) =a+b—(sa+sp)(l—2), z€][0,1],

ga(z)+gp(z) =a+b+ (sa+sp)(1—2), z€]0,1].

Analogicznie, mamy

g® é = (fA?gA) ® (fBagB) = (fAfBa gAQB)’
gdzie

fa(2)fs(2) = ab— (bsa+asp)(1 — 2) + sasp(l —2)*, 2z €[0,1],
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ga(2)gp(2) = ab+ (bsa +asp)(1 — 2) + sas55(1 — 2)%, 2 €0,1].

Z kolei dla zadanej niezerowej liczby rzeczywistej d otrzymujemy na pod-
stawie definicji 4.11

dA = (dfa, dga),
gdzie

dfa(z) =dla—sa(1 —2)], dga(z) =dla+sa(1—2)], ze€]0,1].

Wiasnos$é 4.1. Jezeli A = (fa,ga) jest skierowana liczba rozmyta, to
liczba rozmyta —A ma postaé

—A=(=fa, —ga). (4.2.24)

Liczbe —A mozemy potraktowaé¢ jako wynik mnozenia A przez d = —1.

Wiasnosé 4.2. Niech beda dane dwie skierowane liczby rozmyte

= (fa,94), B=(fz g8). (4.2.25)

|

Réznica liczb A oraz B ma postaé
ASB=(fa— f5, 91— gB). (4.2.26)

Résmice A & B mozemy potraktowac¢, jak dodanie do A liczby B po-
mnozonej przez skalar d = —1.

Wilasnosé 4.3. Jezeli od liczby A odejmiemy liczbe /T, to w rezultacie
otrzymamy

A—A=(fa— fa,94 —ga) = (0,0). (4.2.27)

Wiasnoéé 4.4. Jezeli A @ 61 = A® 52, to 51 = 62.

Istotnie, niech

A= (fa,94), Ci=(for,90), Ca= (fon,9c,)-

Z definicji 4.9 mamy

A®Cr = (fa,94) ® (for,90) = (fa+ fer. 94+ 90,)-
Analogiczny wynik otrzymujemy dla A C’;, czyli

/_f@ 62 = (fA;gA) ¥ (szang) = (fA + fczagA +g02)'
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7, zalozonej rownosci AaC=Aa G wynika

(fa+ for, 94+ 90,) = (fa+ fey, 94+ gc,)

lub

(fA + fC1ng +gC’1) - (fA + szagA +gC'2) = (Oa0)7
czyli

(fa+ for = fa— fews 94+ 90, — 9a — gc,) = (0,0).

7 tego otrzymujemy

foo = feo =0, 9o, — 9o, =0

lub réwnowaznie
fC’1:fCQ7 gc, = gc,

7, powyzszego mamy Ci = 62, co nalezalo pokazac.

Wiasno$é 4.5. Jezeli A oraz B sa skierowanymi liczbami rozmytymi oraz
¢,d € R sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to spelnione sa nastepujace
warunki

(i) (dA) (cd)

A

(ii) d(A® B) = dA & dB,
(i) (c+d)A=cA®dA,
(

—

iv) 14 = A.

Warunek (i) wynika z definicji 4.11. Warunek (ii) wynika z definicji 4.9
i4.11, tj. z definicji dodawania skierowanych liczb rozmytych i mnozenia
ich przez skalar. Podobnie jest z warunkiem (iii). Rowniez warunek (iv)
wynika z wlasnosci mnozenia skierowanej liczby rozmytej przez skalar,
ktory w tym przypadku wynosi 1.

Oznaczmy symbolem R zbior skierowanych liczb rozmytych, w ktérym
wprowadzono operacje dodawania skierowanych liczb rozmytych i mnoze-
nia przez skalar, jak powyzej.

Wilasnosé 4.6. Jezeli /Y é CecRsa skierowanymi liczbami rozmytymi,
to Spe}nlone sa nastepujace warunki
(v) A® B = B® A (przemiennosé dodawania),

(vi) (A B)®C = Aa (B® C) (lacznoéé dodawania),
(vii) Jezeli A B=A® C, to B=C (jednoznacznosé odejmowania).
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Warunki (i)—(vii) nosza nazwe aksjomatéw przestrzeni liniowej. Prze-
strzen R jest rzeczywista przestrzenia liniowa, gdyz skalary, przez ktore
mnozone sa skierowane liczby rozmyte, sa liczbami rzeczywistymi.

Niech C([0,1]) oznacza zbiér wszystkich funkeji ciaglych, okreslonych
na odcinku domknietym [0,1]. Wéwcezas R = C([0,1]) x C([0, 1]) ozna-
cza zbiér uporzadkowanych par (f,g) funkcji ciagltych, z ktérych kazda
okreslona jest na odcinku [0, 1]. Przestrzern /& ma strukture przestrzeni
liniowej, gdyz spelniony jest zarowno aksjomat dodawania, jak i mnozenia
przez skalar, okreslone jako

A® B = (fa+ fz, ga+9n) (4.2.28)
oraz
dA = (dfa, dga), (4.2.29)
gdzie B B
A= (fA)gA>a B = (fB?gB)a d e R. (4230)
Przyjmijmy nastepujaca definicje normy w przestrzeni R
1(f; )l = max(sup |f(z)], sup [g(2)]). (4.2.31)
z€[0,1] z€[0,1]

Poniewaz odcinek [0, 1] jest zwarty, wiec funkcje ciagle f i g przyjmuja
na nim swoje kresy, czyli sup,¢pq|f(2)| < oo oraz sup,gq/g(2)| <oo,
a tym samym |[|(f,g)|| < oo. Zachodzi réwniez sup,cpq |f(2)] > 0 dla
f(2) # 0isup,cpq|9(2)| > 0 dla g(2) # 0 oraz sup,coqy [f(2)] = 0, gdy
Ve f(2) =01 SUP¢(0,1] 19(2)|=0, gdy V.ep9(2) =0, czyli [|(f, 9)[| >0,
gdy (f,g) # (0,0) oraz [|(f,g)|| = 0, gdy (f,g) = (0,0), zatem spemiony
jest pierwszy aksjomat normy®*.

Dla sprawdzenia drugiego aksjomatu normy, tj. warunku trojkata,
przyjmijmy

A= (fa,g4) oraz B= (fB,9B)- (4.2.32)
Zgodnie z przyjeta definicja normy mamy
IA® B|| = max(sup |faes(2)], sup |gass(2)]). (4.2.33)
2€[0,1] 2€[0,1]

4 Aksjomaty normy (por. [60], s. 35):
() [l >0 dlaz £0, o] =0,
(i) 1+ yll < ol + Iyl (subaddytywnose),
(iil) |Jaz| = || ||z|| (jednorodnosé).
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7 drugiej strony zachodzi

faep(2) = fa(z) + f5(2), (4.2.34)

a co za tym idzie

|faeB(2)| = [fa(2) + [B(2)] < i%g]\fA(Z)!+ S;[B%]VB(Z)' (4.2.35)

i w konsekwencji B )
sup |faes(2)| < Al + | B]. (4.2.36)

z€[0,1]

Analogicznie otrzymamy

sup |gaen(2)| < |||l + 1B, (4.2.37)
z€[0,1]
czyli
max(sup [gass(2)|, sup lgass(2)]) < | Al + | Bl (4.2.38)
2€[0,1] 2€[0,1]
Mamy wiec
|Aa B|| < ||A]| + |B]l,  czyli warunek tréjkata. (4.2.39)

Sprawdzamy trzeci aksjomat normy, czyli warunek jednorodnosci

laA| = max(sup |afa(z)], sup |aga(z)]). (4.2.40)
2€0,1] =€[0,1]

7 wtasnosci modutu mamy

afa(z)] = lal[fa(2)] < |af sup [fa(2)] < |all|All (4.2.41)
oraz
laga(2)] = lallga(z)] <o sup |9a(2)] < [e[|A]l- (4.2.42)

Zatem zachodzi

Al < [al[A]l- (4.2.43)
Jezeli w tej nieréwnosci zamiast A wstawimy é/i to otrzymamy

1
|

Al (4.2.44)

. 1- 1 -
= —_ — || — <
1Al = lla=All = [~ (aA)]
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Stad zas mamy
lad]l > Jaf |l A]. (4.2.45)

Zestawiajac obydwie nierowno$ci, dostajemy
Al = |af Al (4.2.46)

czyli otrzymujemy aksjomat jednorodnosci normy. Przestrzen R z norma,
ktorej wlasnosci sprawdzaliSmy, jest wiec przestrzenia unormowana.

Wilasnosé 4.7. Przestrzen R jest przestrzenia Banacha, jest bowiem
przestrzenia unormowana, zupena?®.

Wiasnos¢ 4.8. Przestrzen skierowanych liczb rozmytych jest algebra Ba-
nachal z jednos’cia I = (1 1) tj. para stalych funkcji réwnych 1, przy
czym zachodzi A ® [=IoA=Ada kazdego A € R.

Wiasnosé 4.9. Algebra R jest komutatywna’, gdyz zachodzi

A® B =(fa,94) ® (f5,98) = (fafn, 9a98) =

. 4.2.47
=(fB.98) ® (fa,94) = B® A, ( )

dla dowolnych A, B € fR.
Wiasnosé 4.10. Algebra R jest izomorficzna z algebra liczb zespolonych.

Twierdzenie Gelfanda—Mazura ([3]). Jesli algebra Banacha z jednoscia
jest cialem, to jest izometrycznie izomorficzna z cialem liczb zespolonych;
dokladniej kazdy element A jest postaci Ae, gdzie A € C, natomiast e jest
jednoscia w ciele liczb zespolonych.

4.3. Model umieralnosci typu Koissi—Shapiro

W rozdziale 5 monografii [91] zaproponowany zostal rozszerzony mo-
del rozmyty umieralnosci Lee-Cartera (EFLC), bedacy zmodyfikowana
wersja modelu Koissi-Shapiro FLC [59], w ktérej parametry modelu oraz

5 By przestrzen unormowana R byla przestrzenia zupelna, potrzeba, aby kazdy
ciag elementéw przestrzeni R spelniajacy warunek Cauchy’ego byl zbiezny do punktu
przestrzeni . Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 22.3 w ksiazce
W. Kolodzieja [60], s. 44.

6 Algebra Banacha nazywamy przestrzeii Banacha, w ktérej jest okreslone
mnozenie laczne, ciagte ze wzgledu na kazda ze zmlennych z osobna (por. [117], s. 16).

7 Algebra R jest komutatywna, jezeli A9 B=BoA.
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elementy macierzy obserwacji wyrazone sa za pomoca skierowanych liczb
rozmytych. Model ten ma postac

V=A@ (B, ®K), z=0,1,...,X,t=12...,T, (4.3.1)

gdzie }_/;v,t sa skierowanymi liczbami rozmytymi, reprezentujacymi rozmyte
logarytmy wspotczynnikéw zgondéw, natomiast ffx, Ex, K, sa parametrami
modelu, bedacymi réwniez skierowanymi liczbami rozmytymi.

W oryginalnym modelu FLC Koissi-Shapiro przyjeto, ze parametry
A, B, K; sa liczbami rozmytymi z trojkatnymi, symetrycznymi funkcjami
przynalezno$ci, o wartosciach centralnych i rozpietosciach odpowiednio
Ay, by, Ky oraz sS4, Sp,, Sk,- W przypadku modelu (4.3.1) przyjmujemy, ze
parametry sa liczbami skierowanymi

Ay = (fAm7gAm)7 B, = (me7gBm)7 fét = (fKHgKt)? (432>
korespondujacymi z tréjkatnymi, symetrycznymi liczbami rozmytymi
Ay = (agz,84,), Bo=(bsysp,), Ki= (ki sk,). (4.3.3)

Oznacza to, ze funkcje definiujace liczby skierowane (4.3.2) sa wyrazone
wzorami, w ktérych w roli parametréw wystepuja wartosci centralne i roz-
pietosci liczb tréjkatnych (4.3.3). Mamy zatem dla z € [0, 1]

fa,(2) = ae — (1 = 2)s4,, ga,(2) = a4+ (1 = 2)s4,,
I, (2) =b,— (1 —2)sp,, 9B, (2)=b,+ (1—2)sg,, (4.3.4)
fr,(2) =k — (1 — 2)sk,, Gk, (2) = ke + (1 — 2)sk,.

Przyjmiemy dalej, ze dysponujemy rozmyta reprezentacja logarytmow
wspélezynnikéw zgondéw, w postaci liczb skierowanych ?m = (fyvais 9vas)
korespondujacych z symetrycznymi liczbami tréjkatnymi Y, ; = (Yur, €2,
wyznaczonymi w drodze rozmywania logarytmoéw wspolczynnikéw zgo-
néw (por. kolejny paragraf 4.4). Funkcje fy, ,, gy, ,, definiujace ?x,t, maja,
nastepujaca postaé

fo,t(Z) = Yzt — ew,t(l - Z), A [O, 1],
9y, (2) = Yor + €21(1—2), 2 €(0,1].

Po zastosowaniu definicji mnozenia, a nastepnie dodawania skierowa-
nych liczb rozmytych, prawa strona (4.3.1) przyjmuje postaé

(4.3.5)

A, ® (B, @ Ky) = (fa,, 94,) @ (oo, IB.0K,) =
(4.3.6)

= (fAz + fBz®KtagAI + gBm®Kt),
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gdzie dla z € [0, 1] mamy

[Book, (2) = boky — (kusp, + bosk,)(1 — 2) + sp, sk, (1 — 2)°,
9B.oK, (2) = bk + (kisp, + busk, ) (1 — 2) + sp, Sk, (1 — 2)2,

fa,(2) + [BoK.(2) = (4.3.7)
= a; + byky — (sa, + kisp, + besk,)(1 — z) + sp, sk, (1 — 2)2,

94,(2) + [0k, (2) =
= az + boky + (sa, + ks, + besk,)(1 — 2) + s, sk, (1 — 2)2.

Zauwazmy, ze wyrazenia Spg, Sr, (1—2)? sa bliskie 0 dla matych wartosci
Sp,, Sk, oraz dla z € [0,1]. Mozemy zatem rozwazaé przyblizenie

fa,(2) + fBook, (2) = az + boky — (sa, + kisp, + besk,)(1 — z),

9a,(2) + 9,0k, (2) = az + boky + (sa, + kisp, + besk,)(1 — 2).

Zakladajac, ze sp, sk, (1 — 2)2~0, skierowane liczby rozmyte A, & (B, ®
K;) koresponduja z symetrycznymi liczbami tréjkatnymi o wartosciach
centralnych a, + b.k; 1 rozpietosciach sa, + kisp, + b5k, -

4.4. Przelacznikowa fazyfikacja macierzy obserwacji

4.4.1. Metoda fazyfikacji obserwacji

Model umieralnosci w wersji zaproponowanej przez Koissi i Shapiro
[59] zaklada rozmyta reprezentacje macierzy obserwacji empirycznych.
Idea fazyfikacji zostanie przeniesiona do modelu opartego na skierowanych
liczbach rozmytych (por. takze [91], s. 167-174). Poniewaz zagadnienie
to jest kluczowe do modelowania umieralnosci na gruncie teorii liczb roz-
mytych, przedstawimy dalej propozycje metody fazyfikacji, oparta na idei
Koissi—Shapiro.

Rozwazania koncentrowaé sie beda wokodl zagadnienia rozmywania lo-
garytmow czastkowych wspétczynnikéow zgonéw y,, = Inm,; dla ustalo-
nych grup wieku x i lat kalendarzowych ¢.
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Fazyfikacja zadanej wartosci y,, metoda Koissi-Shapiro polega na
przeksztatceniu jej do postaci trojkatnej, symetrycznej liczby rozmyte;j

Y:c,t = (yx,t, ex,t)a

gdzie y,; pelni role wartosci centralnej, natomiast e,, jest nieznanym
parametrem, definiowanym jako rozpietosé liczby rozmyte;j.

W celu znalezienia e, ¢, Koissi i Shapiro zdefiniowali symetryczne, tréj-
katne liczby rozmyte (coz, Sox), (€12, S12), spelniajace réwnosci

(Yot €xt) = (Cows Sou) D (12, 512) @t dla kazdego =, (4.4.1)

co na mocy definicji 4.6 jest rownoznaczne z postulatem, ze dla kazdego
x zachodza rownosdci

Yt = Cox + C1zt  Oraz e, = max(soz, S1.t). (4.4.2)

W naszej propozycji zagadnienie oszacowania parametréw rozmytosci
s+ przeniesiemy na grunt skierowanych liczb rozmytych OFN. Zastepu-
jemy zatem liczby tréjkatne (yau ¢, €x+), (Cox, Soz)s (C1z, S12) ich odpowiedni-
kami postaci

Y:v,t = (fo,t’ng,t)7 Cor = (fcowgCoI)v Ciz = (fclz’gclz>7

gdzie fy,,,9yv,, sa zdefiniowane w (4.3.5), natomiast funkcje fc,,, gcy.,
fer.s 9oy, maja postaé

foo.(2) = cor — s0:(1 = 2),  gco, (2) = cor + S02(1 — 2),
(4.4.3)

fCu(Z) = Clgz — Slx(]- - Z)7 gC1z(z) =Ci1z + 31x<1 - Z)
Zatem warunek (4.4.1) daje sie teraz zastapi¢ nastepujacym

(fo,tv ng,t) = (fCOz7 gCO:v) D (fChg? gClz) Ot dla kaZdegO xz. (444>

7 definicji 4.9, 4.11, dotyczacych dodawania liczb skierowanych i mnoze-
nia przez skalar, wynika, ze dla kazdego x oraz z € [0, 1] powinny zachodzié
rownosci

(y:c,t_eat(l_z): yac,t—l'ex,t(l_z)) = (fCOZ(Z)+tfclz<Z)’ gClz<z)+tgclz(Z)) =

= (COCC + Clazt - (SOa: + Slxt)(l - Z)7 Cox + Clxt + (SOI + Slxt)(l - Z)) )
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co sprowadza sie do postulatu, aby dla kazdego x zachodzily réwnosci
Ypt = Coz +C15t, t=1,2,....T, (4.4.5)
ert = Soz + S12t, t=1,2,...T. (4.4.6)

Korzystajac z (4.4.5), oszacowania wartosci centralnych co, oraz cp,
mozna wyznaczy¢ klasyczna metoda MNK, ktéra prowadzi do znanych
formut na estymatory parametréow liniowej funkcji trendu

tlnm,, —tlnm _
b1g = t_; = DL Cop = Intg — Eif, (4.4.7)

gdzie Inmyy, tlnmgy, t, 12 oznaczaja $rednie arytmetyczne odpowiednich
wyrazen.

Pozostaje znalezienie oszacowan parametrow sg,, si, wystepujacych
w (4.4.6). Tutaj jednak lewa strona, tj. e, nie jest znana, nie jest wiec
mozliwe ponowne zastosowanie metody MNK.

Zauwazmy jednak, ze e, sa z zalozenia liczbami nieujemnymi. Naj-
mniejsza wartoscia, jaka moga przyja¢ jest 0. Znajdujemy wiec takie
wartosci Soz, S12, ktére dla ustalonego x minimalizuja sume

T

T
Z ezt = 1'Sop + Siz Z t, (4.4.8)

t=1 t=1

przy warunkach ograniczajacych

S0z, S1z Z 07
Coz + Crzt + (Soz + s12t) (1 — 2) > Inmy 4, (4.4.9)
éO:p + élxt - (SOx + Slmt) (1 - Z) S hl mx,t;

okreslonych dla kazdego x i dla ustalonego z € [0,1).

Poniewaz wieksze wartosci z prowadza do wiekszych rozpietosci sgg,
S1z, dlatego zakladamy dalej z = 0. Warto zauwazy¢, ze kryterium to
sprowadza sie do analogicznego kryterium zaproponowanego w pracy [59].
Réznica wystepuje w sposobie obliczania parametréw e, ;. W tym przy-
padku, przez analogie do (4.4.6), wartosci e, ; otrzymujemy ze wzoru

€t ~ =§Ox + =§1a:t7 (4410)

podczas gdy w modelu Koissi-Shapiro e, ; okreslone sa wzorem (4.4.2).
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Rysunek 4.4 ilustruje przykitadowe czastkowe wspolczynniki zgonéw
(po ich zlogarytmowaniu) oraz obszary rozmytosci ograniczone liniami

fl:p(t) = Coz + Clzt — €zt f2x (t) = Coz + Clmt + €x,t-

Parametry rozmytosci e, ; obliczone zostaly ze wzoru (4.4.10), w ktérym

oszacowania Sg,, $1, Wyznaczono jako rozwiazanie zadania optymalizacyj-
nego (4.4.8)—(4.4.9).
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Rys. 4.4. Wartosci logarytmow czastkowych wspdlczynnikow zgondw
oraz ich obszary rozmytosci dla x = 20,40, 50, 60 lat (kobiety)

Zrodio: opracowanie wlasne

Z rysunku 4.4 wynika, ze obszary rozmytosci sa nieco szersze w miod-
szych grupach wieku, co jest skutkiem wiekszej zmiennosci wspotczyn-
nikéw zgonow w tych grupach.

Podsumowujac, przedstawiona metoda fazyfikacji macierzy obserwacji
zaproponowana zostala przez M. C. Koissi i A. F. Shapiro jako metoda
przeksztatcania danych rzeczywistych (ostrych) w symetryczne, tréjkatne
liczby rozmyte. Zagadnienie to mozna takze rozwaza¢ w sposob uprosz-
czony, stosujac algebre skierowanych liczb rozmytych, dzieki czemu idea
fazyfikacji staje sie intuicyjnie bardziej zrozumiata.

4.4.2. Wykrywanie punktow przelaczenia

Obserwacja czastkowych wspolczynnikéw umieralnosci, dokonana na
przykladzie wspolczynnikéw dla Polski od roku 1958, nasunela przypusz-
czenie, ze zmiany tych wspoélczynnikéw w niektorych grupach wieku lub
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w niektérych okresach nie przebiegaja wedlug jednakowego wzorca, jak to
zaklada metoda fazyfikacji Koissi—-Shapiro. W takich przypadkach proste
trendu uzywane podczas rozmywania logarytméw czastkowych wspotczyn-
nikéw zgonéw (por. formuta (4.4.5)) moga nie by¢ dostatecznie dobrze
dopasowane do danych, a obszary rozmytosci moga by¢ szerokie.

Przyklad 4.4. Rozwazmy logarytmy wspolczynnikéw zgonéw w subpopu-
lacji kobiet w wieku x = 40 ukonczonych lat w Polsce w latach 1958-2014
(rysunek 4.5). Dopasowanie prostej trendu przedstawia rysunek 4.6.

Wspdtezynniki ¢4, ¢o,, funkceji trendu, wykreslonej na rysunku 4.6, wy-
nosza odpowiednio

C1z =~ —0,0142, ¢y, ~ 0,8515,
natomiast sredni blad przewidywania jest réwny
Se =~ 0,1236.

Oceniajac wzrokowo uklad punktéw na rysunku 4.5, mozemy przypusz-
czaé, ze od roku 1991 nastepuje zmiana kierunku trendu w odniesieniu do
wspolczynnikéw umieralnosci w badanej grupie kobiet.

Potwierdzaja te spostrzezenia wyniki dopasowania prostych trendu dla
dwéch podokreséw, tj. dla lat 1958-1990 oraz 1991-2014 (rysunek 4.7).
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Rys. 4.5. Logarytmy wspélczynnikéw zgonéw dla kobiet
w wieku & = 40 ukoriczonych lat (okres obserwacji 1958-2014)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 4.7. Logarytmy wspdlczynnikow zgonéw dla kobiet
w wieku x = 40 ukonczonych lat oraz proste trendu

dla lat 1958-1990 oraz 1991-2014

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Wspdtezynniki ¢y, co, 0szacowane dla lat 1958-1990 wynosza
¢, ~ —0,0095, ¢, ~ 0,7636

natomiast sredni blad przewidywania S} ~ 0,1012. Oceny wspoélczynnikow
C1z, Cor Wyznaczone dla lat 1991-2014 sa nastepujace

¢~ —0,0327, ¢, ~ 0,6256,

a $redni blad przewidywania jest réwny S:* ~ 0,0514.

Przyktad ten pokazuje, iz w przypadku kobiet w badanej grupie wieku
i w analizowanym przedziale 19582014 warto wyrézni¢ dwa lub trzy pod-
okresy (rezimy umieralnosci), w ktérych ,,obowiazywaty” inny kierunek
i tempo zmian badanego zjawiska. Wydaje sie, ze potencjalnie istotnym
rokiem w rozwazanym przykladzie, od ktérego nastepuje zmiana kierunku
funkeji trendu jest rok 1978, a nastepnie 1991 (por. rysunek 4.8).

1,0 4

0,8
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02

0,0 T T T T T T T T T T T T T 1
1958 1962 1966 1970 1974 1978 1982 1986 1990 1994 1998 2002 2006 2014
[)
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logarytmy empirycznych wspdtczynnikéw zgonéww
oraz trzy proste trendu

Rys. 4.8. Logarytmy wspétczynnikéw zgonéw dla kobiet
w wieku x = 40 ukoriczonych lat oraz proste trendu oszacowane

dla lat 1958-1977, 1978-1990 oraz 1991-2014

Zrodio: opracowanie wlasne

Najpierw jednak nalezy oceni¢, czy domniemane zmiany nie sa przy-
padkowe i czy punkty zmiany zostaly poprawnie uznane za ,,istotne”. Jesli
tak, wowczas wskazane staje sie uzycie kilku funkcji trendu jako podstawy
rozmywania logarytméw czastkowych wspétczynnikéw zgondéw, osobno
w kazdym z wyodrebnionych podokresow.
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Przedstawiona dalej idea poszukiwania statystycznie istotnych punk-
téw zmiany (przelaczenia) oparta zostala na wykorzystaniu statystycznego
testu adaptacyjnego Janic-Ledwiny (JL). Teoretyczne podstawy tego te-
stu zaczerpniete zostaly z prac [4] oraz [53].

4.4.3. Podstawy teoretyczne testu JL

Zalozmy, ze obserwujemy ciagte zmienne losowe Uy, Us, . .., Uy w punk-
tach czasowych t; <ty < ... <ty. Zmienne losowe U, maja rozklady
o dystrybuancie F;. Testujemy hipoteze zerowa o jednakowych dystry-
buantach rozkladu obserwowanych zmiennych

HQI F1:F2:...:FN, (4411)
przeciwko hipotezie alternatywnej
H1 . 3n6(0,1)7 F1 = F[NU] 7é ﬂNU+1} =...= FN (4412)

gdzie [Nn] oznacza czes$é calkowita liczby N7).
Statystyka My testu adaptacyjnego JL ma postaé

M = T(S : 4.4.13
N(e7pN) [eN}gnr"{lSa[()i—e)N] ( (m7pN)7m)> ( )

gdzie:
N — liczebno$¢ préby,
e e (O, %) — ustalona wartosé¢ (przyjmiemy dalej e = 0, 1),
pn = 1,5log N — liczba dodatnia, reprezentujaca tzw. kare,

S(m,py) — statystyki zdefiniowane wzorem

S(mapN) =

4.4.14
min{k:1 <k<dyn;T(k;m)—kpy>T(I,m)—Ilpy;l=1,...,dN}, ( )

dy — liczba naturalna, reprezentujaca zlozonos$¢ problemu (przyjmiemy
dalej dy = 10),
T(k,m) — statystyki zdefiniowane wzorem

T(k,m) = Zk: L*(m;b,), (4.4.15)

n=1

L(m,b,) — statystyki zdefiniowane wzorem

N
L(m,by) = Couibn (W), (4.4.16)
t=1
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R; — ranga U; w uporzadkowanym niemalejaco ciagu Uy, ..., Uy,

Cmt — WspOlezynniki wagowe zdefiniowane wzorem

L t=1,2,...,m,

Cont = (4.4.17)
m(N—m) 1 o
N T N Nem t—m—{—l,...,N,
bo,m =1,...,k — wielomiany Legendre’a, ortonormalne na odcinku

[0, 1]8.

Autorzy publikacji [53] wyznaczyli wartosci krytyczne testu JL metoda
Monte-Carlo. W przypadku, gdy k£ = 1, wowczas statystyka testu spro-
wadza sie do statystyki rangowej testu Wilcoxona, dzieki czemu mozna
korzysta¢ z gotowych, stablicowanych warto$ci krytycznych tego testu.
Duze wartosci statystyki My przemawiaja za odrzuceniem hipotezy H,
na rzecz hipotezy Hi.

4.4.4. Poszukiwanie punktu przelaczenia funkcji trendu

Przechodzac do zagadnienia poszukiwania ,,punktow przelaczenia” dla
logarytmow czastkowych wspolczynnikéw zgondéw, rozwazacé bedziemy sze-
regi czasowe

{Ul‘,h UJJ,Qa CICII) Uw,N}7 (4418)
gdZie Ux,t = Yzt+1 = Yzt Yot = lnmx,t> t=1,2,... aTa T = 07 L... 7X'

Zmienne U, ; reprezentuja przyrosty logarytméw czastkowych wspoét-
czynnikéw zgonéw dla zadanej grupy wieku z. Poniewaz mamy T —1
réznic, a wiec N =T — 1.

Propozycja zastosowania testu JL w tym problemie opiera sie na naste-
pujacej idei. Jedli dla kazdego t* (1<t*<T) zmienne

U1, Uz, Ug (4.4.19)
maja jednakowe rozkiady prawdopodobienstwa, jak zmienne
Uso41, Up oo ..., Us N, (4.4.20)

wowczas stwierdzimy brak punktu przelaczenia, w przeciwnym przypadku
istnieje co najmniej jeden taki punkt m = t*.

8 Wielomianami Legendre’a nazywamy uklad wielomianéw {P,(x)} o wyrazie

1 dn{(fEZ—l)n} -
o g =0,1,...

ogélnym P, (z) =
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Zidentyfikowane punkty zmiany pozwola na oszacowanie parametréw
Coz, Clz, Soz, S1z W metodzie fazyfikacji obserwacji, osobno dla kazdego
z podokresow wyodrebnionych za pomoca punktow przelaczenia. Przykla-
dowo, w przypadku wykrycia jednego punktu przelaczenia t*, estymacji
podlega¢ beda parametry cog, €12, Coz, C1 dwoch funkcji trendu

Ypt = Cox +C1zl, t=1,2,...t" =1, (4.4.21)

Yoi = Coz + Crat, t=1",...,T, (4.4.22)

co prowadzi takze do dwéch zestawdéw parametrow sg,, Si, oraz Soz, Siz,
ktére szacujemy poprzez rozwiazanie zadania (4.4.8)—(4.4.9) osobno dla
kazdego z podokresow.

Zaproponowana koncepcja poszukiwania punktow zmiany, w potacze-

niu z metoda fazyfikacji, a takze kolejne modyfikacje tej metody przedsta-
wione w rozdziale 5, zostana wykorzystane do rozmywania logarytmow
wspotczynnikow zgonow.
Przyklad 4.5. Rozwazmy réznice U,; = Yzt+1 — Yzt Podstawa ana-
lizy w tym przyktadzie beda logarytmy naturalne czastkowych wspotczyn-
nikéw zgonéw y,; = Inm,, dla kobiet w wieku x = 40 ukonczonych lat,
odnotowanych w Polsce w okresie 19582000 (tablica 4.1).

W pierwszej kolejnosci obliczymy statystyki L(m, b,,) okreslone wzorem
(44.16) dlam=1,2,...,N —lorazn=1,2,...,k, k € N.

Dla m = 1 formuly (4.4.16)—(4.4.17), definiujace statystyke L(1,b,)
i wspolezynniki ¢y, redukuja sie do postaci

N
R,—0,5
L(1,b,) = chtbn<%>, (4.4.23)

t=1

gdzie
St t=1,
C1p = (4.4.24)
—/ A =23, N.

W (4.4.23) wystepuje wielomian Legendre’a b,,, wyznaczany ze wzoru

bn(2t) = Bu(z0)V2n + 1. (4.4.25)
Dla n = 0,1, 2 wielomian B,, przyjmuje posta¢, odpowiednio

Bo(z) =1, Bi(z) =2z —1, Ba(z)= % (3(22 —1)* — 1), (4.4.26)
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natomiast dla n = 3,4, ... wielomiany B, wyznaczamy ze wzoru
2n+1 n
Bn+1(zt) = T 1 (QZt — 1)Bn(2t) - n+ 1Bn_1(zt), (4427)

przy czym role argumentéow z; odgrywaja wyrazenia

_ R,—0,5
N

% , t=1,2...,N, (4.4.28)

gdzie R, sa rangami obserwacji U,; w uporzadkowanej proébie.

Tablica 4.1. Wspélczynniki zgonéw
w grupie kobiet w wieku x = 40 lat

w Polsce w latach 19582000

Rok | Inmyg, Rok | Inmg,

1958 | 0,9155 || 1979 | 0,4187
1959 | 0,8220 || 1980 | 0,5295
1960 | 0,8591 || 1981 | 0,5822
1961 | 0,8398 || 1982 | 0,3880
1962 | 0,7871 || 1983 | 0,4141
1963 | 0,8242 || 1984 | 0,6259
1964 | 0,6755 || 1985 | 0,5693
1965 | 0,6387 || 1986 | 0,5955
1966 | 0,6785 || 1987 | 0,5664
1967 | 0,5939 || 1988 | 0,4762
1968 | 0,5839 || 1989 | 0,6109
1969 | 0,6323 || 1990 | 0,6038
1970 | 0,5828 || 1991 | 0,6617
1971 | 0,5104 || 1992 | 0,5789
1972 | 0,4472 || 1993 | 0,4700
1973 | 0,4965 || 1994 | 0,4479
1974 | 0,4929 || 1995 | 0,4793
1975 | 0,5098 || 1996 | 0,4008
1976 | 0,5038 || 1997 | 0,3598
1977 | 0,5365 || 1998 | 0,4618
1978 | 0,5844 || 1999 | 0,4246
1979 | 0,4187 || 2000 | 0,3141

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Przyklady obliczen statystki L(m,b;) osobno dla m = 1im = 2
w grupie kobiet w wieku x = 40 lat zamieszczono w tablicy 4.2. Warto
zwrécié uwage, ze réznice w wartosciach statystyk L(1,61) 1 L(2,b1) wy-
nikaja wytacznie ze zmian wartosci wspotczynnikow c,,;.
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Tablica 4.2. Obliczenia pomocnicze przy wyznaczaniu statystyk L(1;b1) i L(2;b;)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Rok U:z:,t R Zt by (Zt) Cit citb (Zt) Cot carby (Zt)
1959 | —0,0935 60,13 | —1,2784 0,9880 | —1,2631 0,6901 | —0,8822
1960 0,0371 | 32| 0,75 0,8660 | —0,0241 | —0,0209 0,6901 0,5976
1961 | —0,0192 | 21 | 0,49 | —0,0412 | —0,0241 0,0010 | —0,0345 0,0014
1962 | —0,0527 | 14 | 0,32 | —0,6186 | —0,0241 0,0149 | —0,0345 0,0213
1963 0,0371 | 31 | 0,73 0,7835 | —0,0241 | —0,0189 | —0,0345 | —0,0270
1964 | —0,1487 310,06 | —1,5259 | —0,0241 0,0368 | —0,0345 0,0526
1965 | —0,0368 | 18 | 0,42 | —0,2887 | —0,0241 0,0070 | —0,0345 0,0100
1966 0,0399 | 33 | 0,77 0,9485 | —0,0241 | —0,0229 | —0,0345 | —0,0327
1967 | —0,0847 810,18 | —1,1135 | —0,0241 0,0268 | —0,0345 0,0384
1968 | —0,0100 | 22 | 0,51 0,0412 | —0,0241 | —0,0010 | —0,0345 | —0,0014
1969 0,0484 | 35 | 0,82 1,1135 | —0,0241 | —0,0268 | —0,0345 | —0,0384
1970 | —0,0496 | 15 | 0,35 | —0,5361 | —0,0241 0,0129 | —0,0345 0,0185
1971 | —0,0723 | 11 | 0,25 | —0,8660 | —0,0241 0,0209 | —0,0345 0,0299
1972 | —0,0632 | 12 | 0,27 | —0,7835 | —0,0241 0,0189 | —0,0345 0,0270
1973 0,0493 | 36 | 0,85 1,1959 | —0,0241 | —0,0288 | —0,0345 | —0,0413
1974 | —0,0037 | 25 | 0,58 0,2887 | —0,0241 | —0,0070 | —0,0345 | —0,0100
1975 0,0170 | 26 | 0,61 0,3712 | —0,0241 | —0,0089 | —0,0345 | —0,0128
1976 | —0,0060 | 24 | 0,56 0,2062 | —0,0241 | —0,0050 | —0,0345 | —0,0071
1977 0,0327 | 30 | 0,70 0,7011 | —0,0241 | —0,0169 | —0,0345 | —0,0242
1978 0,0480 | 34 | 0,80 1,0310 | —0,0241 | —0,0248 | —0,0345 | —0,0356
1979 | —0,1657 210,04 | —1,6083 | —0,0241 0,0388 | —0,0345 0,0555
1980 0,1107 | 40 | 0,94 1,5259 | —0,0241 | —0,0368 | —0,0345 | —0,0526
1981 0,0528 | 37 | 0,87 1,2784 | —0,0241 | —0,0308 | —0,0345 | —0,0441
1982 | —0,1942 110,01 | —1,6908 | —0,0241 0,0407 | —0,0345 0,0583
1983 0,0261 | 27 | 0,63 0,4536 | —0,0241 | —0,0109 | —0,0345 | —0,0157
1984 0,2118 | 42 | 0,99 1,6908 | —0,0241 | —0,0407 | —0,0345 | —0,0583
1985 | —0,0567 | 13 | 0,30 | —0,7011 | —0,0241 0,0169 | —0,0345 0,0242
1986 0,0263 | 28 | 0,65 0,5361 | —0,0241 | —0,0129 | —0,0345 | —0,0185
1987 | —0,0291 | 19 | 0,44 | —0,2062 | —0,0241 0,0050 | —0,0345 0,0071
1988 | —0,0902 710,15 | —1,1959 | —0,0241 0,0288 | —0,0345 0,0413
1989 0,1346 | 41 | 0,96 1,6083 | —0,0241 | —0,0388 | —0,0345 | —0,0555
1990 | —0,0071 | 23 | 0,54 0,1237 | —0,0241 | —0,0030 | —0,0345 | —0,0043
1991 0,0579 | 38 | 0,89 1,3609 | —0,0241 | —0,0328 | —0,0345 | —0,0470
1992 | —0,0828 910,20 | —1,0310 | —0,0241 0,0248 | —0,0345 0,0356
1993 | —0,1089 510,11 | —1,3609 | —0,0241 0,0328 | —0,0345 0,0470
1994 | —0,0221 | 20 | 0,46 | —0,1237 | —0,0241 0,0030 | —0,0345 0,0043
1995 0,0314 | 29 | 0,68 0,6186 | —0,0241 | —0,0149 | —0,0345 | —0,0213
1996 | —0,0785 | 10 | 0,23 | —0,9485 | —0,0241 0,0229 | —0,0345 0,0327
1997 | —0,0410 | 16 | 0,37 | —0,4536 | —0,0241 0,0109 | —0,0345 0,0157
1998 0,1021 | 39 | 0,92 1,4434 | —0,0241 | —0,0348 | —0,0345 | —0,0498
1999 | —0,0372 | 17 | 0,39 | —0,3712 | —0,0241 0,0089 | —0,0345 0,0128
2000 | —0,1105 4| 0,08 | —1,4434 | —0,0241 0,0348 | —0,0345 0,0498

Suma, X —1,2939 X —0,2988
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Sumy wyrazow w kolumnach 7 1 9 tablicy 4.2 przedstawiaja wartosci
statystyk odpowiednio L(1;b;) i L(2;b;). Mamy zatem

L(1,b)) = —1,2939, L(2,b;) = —0,2988

L*(1,b) = 1,6742, L*(2,b;) = 0,0893.

Statystyka L?(1,b;) jest komponentem statystyki T'(k, 1), natomiast sta-
tystyka L*(2,b;) jest komponentem statystyki T'(k,2). Ogdlna definicje
zmiennej T'(k, m) dla zadanych wartosci k i m podaje wzér (4.4.15).
W przypadku, gdy k& = 1 oraz m = 1 statystyka T'(k, m) redukuje sie
do postaci
T(1,1) = L*(1,b).

Dla k =1 oraz m = 2 mamy z kolei
T(1,2) = L*(2,b).

W podobny sposéb mozemy obliczy¢ statystyki L(m,b;) i odpowia-
dajace im zmienne T'(1,m) dlak=1im=1,2,...,N — 1.

Ze wzgledu na definicje statystyki testu (4.4.13), interesowaé nas beda
dalej wartosci statystyk 7'(1,m) oraz dla indeksu m spetniajacego nieréw-
nos¢ podwaojna

[eN] < m < [(1 - €)N],

gdzie e = 0,1. W przypadku, gdy N = 42 otrzymujemy
5 <m < 37.

Wartosci statystyk 7'(1,m), m = 5,6, ..., 37 przedstawia tablica 4.3.

Obliczenia statystyk 7'(2,m) dla m = 5,6,...,37 dokonujemy nas-
tepujaco. Mamy

T(2,m) = L2(m, by) + LQ(m7 b2),

gdzie L(m,b,) sa zdefiniowane wzorem (4.4.16). Z kolei wielomiany by, by
okreslone sa wzorami

bi(2) = V3 (25— 1), ba(z) = V5 (;(ta e %)

gdzie
zt:w, t=1,2,...,N.
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Zestawienie wartosci L(m, by), L(m,bs),T(2, m) przedstawia tablica 4.4.

Tablica 4.3. Zestawienie wartosci
L(m,by), T(1,m), m =5,...,37

m | L(m,b1) | T(1,m)

—0,1375 | 0,0189
—0,8001 | 0,6402
—0,8708 |  0,7583
—0,4537 | 0,2059

9| —0,8529 | 0,7275
10 | —0,8068 | 0,6509
11 | —0,3908 | 10,1527
12 | —0,5634 | 0,3175
13| —0,8396 | 0,7050
14| —1,0799 | 1,1662
15 | —0,6773 | 0,4587
16 | —0,5766 | 0,3324
17 | —04537 | 0,2059
18 | —0,3858 | 10,1488
19 | —0,1662 | 0,0276
20 0,1529 | 0,0234
21 | —0,3436 | 0,1181
22 0,1274 | 0,0162
23 0,5242 | 0,2748
24 0,0000 | 0,0000
25 0,1426 | 0,0203
26 0,6814 | 0,4643
27 0,4648 | 0,2160
28 0,6479 | 0,4198
29 0,5919 |  0,3503
30 0,1972 |  0,0389
31 0,7671 |  0,5884
32 0,8367 | 0,7000
33 1,3802 |  1,9050
34 1,0371 | 1,0756
35 0,5293 |  0,2802
36 0,5092 | 0,2593
37 0,8449 | 10,7139

Zrédlo: obliczenia wlasne.

0 O Ot

Postepujac w podobny sposob dla k = 3,4,... oraz m = 5,6,...,37,
otrzymujemy wartosci statystyk T'(k,m) (tablica 4.5).

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie dla kazdego m wartosci statystyki
S(m,py) danej wzorem (4.4.14). Statystyka S(m,py) dla ustalonego m
réwna jest najmniejszej wartosci k* indeksu k (k= 1,2, ..., dy), dla ktérej
réznica T'(k,m) — kpy jest najwieksza.



Tablica 4.4. Zestawienie wartosci

L(m,by), L(m,bs), T(2,m), m=5,...,37

m | L(m,by) | L(m,bs) | T(2,m)
5| —0,1375] —0.8601| 0,7586
6 | —0,8001| —0,1409| 0,6601
7| —08708| —0,5563| 1,0678
8 | —0,4537| —0,5718| 0,5329
9| —-0,8529| —0,4462| 0,9266

10 | —0,8068| —0,8340| 1,3464

11| —0,3908| —0,7136| 0,6619

12 | —0,5634| —0,9664| 1,2514

13 | —-0,8396| —1,0374| 1,7813

14 | —1,0799| —1,1585| 2,5082

15 | —0,6773| —0,9846| 1,4282

16 | —0,5766| —1,2969| 2,0145

17 | —04537| —1,5860| 2,7212

18 | —0,3858| —1,9067| 3,7842

19 | —-0,1662| —2,0718| 4,3199

20 0,1529 | —2,0428 | 4,1963

21 | —0,3436| —1,4928| 2.3465

22 | 0,1274| —1,0355| 1,0885

23 0,5242| —0,8190| 0,9455

24 0,0000| —0,1755| 0,0308

25 0,1426 | —0,4559| 0,2282

2 | 06814 0,1998| 0,5042

27 0,4648 0,0196 | 0,2164

28 0,6479 | —0,2407| 04777

29 | 0,5919| —0,6025| 0,7133

30 0,1972| —0,4520| 0,2432

31| 07671 0,1584| 0,6135

32 | 0,8367| —0,2351| 0,7553

33| 1,3802| 0,1144| 1,9181

34 1,0371 0,1474| 1,0974

35 0,5293 0,5500| 0,5827

36 0,5092 0,1006 | 0,2694

37 | 0,8449| —0,2199| 0,7622

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Parametr py okreslamy na podstawie wzoru

py = 1,5In(N) = 1,5In(42) ~ 5,61,
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natomiast za warto$¢ parametru dy przyjmiemy dalej liczbe 10 (za [53]).

Wartosci T'(k,m) dla k = 3,4,...,dy zamieszczone sa w tablicy 4.5,
natomiast tablica 4.6 zawiera zestawienie réznic T'(k, m) — kpy oraz war-

tosci statystyki S(m,py) dla k =1,2,...,dy oraz m = 5,6,...,37.
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Tablica 4.5. Zestawienie wartosci statystyk T'(k,m), k =3,...,10, m =5,...,37

m T(k,m)

k=3| k=4| k=5 k= k=7 k= k=9 | k=10
5 | 0,9267 | 1,7483 | 2,0939 | 2,0939 | 2,9248 | 2,9277 | 5,8176 | 5,8231
6 | 1,3520 | 2,1503 | 2,1509 | 2,1509 | 4,5209 | 5,0748 | 6,1496 | 6,2405
7| 1,3381 | 1,4499 | 1,4862 | 1,4862 | 5,0686 | 54595 | 7.5431 | 7.5773
8 | 1,3803 | 1,7862 | 1,8306 | 1,8306 | 6,8936 | 7,1247 10,038 | 10,4501

9 | 1,2658 | 2,6588 | 2,7375 | 2,7375 | 5,7573 | 57573 | 9,0131 | 9,7243
10 | 1,7007 | 2,3980 | 2,4151 | 2,4151 | 4,9796 | 5,1454 | 7,8567 | 9,2966
11 | 1,3934 | 2,5297 | 2,5325 | 2,5325 | 6,2929 | 6,9749 | 9,0355 | 10,9292
12 | 1,4816 | 2,3959 | 2,4137 | 2,4137 | 7,0958 | 7,3029 | 9,4206 | 10,3077
13 | 1,7881 | 3,3140 | 3,5862 | 3,5862 | 6,9205 | 7,0415 | 8,1072 | 9,5486
14 | 2,6020 | 4,7308 | 5,5466 | 5,5466 | 8,2464 | 8,2545 | 8,6556 | 10,2335
15 | 1,4426 | 5,2268 | 58376 | 5,8376 | 9,2229 | 9,4829 | 9,5565 | 10,9032
16 | 2,0212 | 4,4868 | 4,8554 | 4,8554 | 7,0228 | 7,3360 | 17,3447 | 8,4891
17 | 2,8288 | 4,4745 | 4,7713 | 4,7713 | 5,9781 | 6,1925 | 6,3603 | 17,0330
18 | 4,0043 | 4,9293 | 5,0142 | 5,0142 | 5,6768 | 6,0986 | 6,6259 | 7,4652
19 | 5,0063 | 6,2539 | 6,6442 | 6,6442 | 7,2939 | 7,3928 | 7,5989 | 8,2147
20 | 5,4609 | 7,5609 | 8,2483 | 8,2483 | 9,6650 | 9,9934 | 10,1295 | 11,4057
21 | 4,9719 | 6,1165 | 6,7412 | 6,7412 | 8,8118 | 8,8353 | 9,6520 | 12,5092
22 | 2,7919 | 3,7694 | 3,9520 | 3,9520 | 4,8603 | 4,9715 | 52511 | 8,6941
23 | 2,8865 | 4,9621 | 4,9864 | 4,9864 | 5,9325 | 5,9334 | 6,8463 | 9,1806
24 | 4,4906 | 6,4617 | 7,0780 | 7,0780 | 7,2847 | 7,4196 | 7,9331 | 10,0277
25 | 6,0775 | 7,1514 | 7,8739 | 7,8739 | 7,8906 | 7,9120 | 8,7812 | 10,0214
26 | 3,4641 | 3,5774 | 5,8252 | 58252 | 6,2664 | 6,5731 | 7,9923 | 9,0625
27 | 2,0868 | 2,3624 | 5,8498 | 5,8498 | 6,3075 | 6,3546 | 8,5621 | 9,4037
28 | 3,4637 | 3,5232 | 7,8305 | 7,8305 | 8,0092 | 8,0221 | 10,4742 | 10,7785
29 | 3,2992 | 3,7175 | 7,1394 | 7,1394 | 7,6665 | 7,6742 | 9,2476 | 9,6996
30 | 2,3554 | 2,3680 | 5,5344 | 5,5344 | 5,7905 | 6,0790 | 6,9078 | 7,2776
31| 1,4747 | 1,8014 | 4,9804 | 4,9894 | 5,0449 | 5,0506 | 5,1573 | 6,7546
32 | 1,8784 | 2,8958 | 5,0879 | 5,0879 | 5,0891 | 5,2639 | 5,6174 | 8,1620
33 | 3,0548 | 3,5118 | 4,5960 | 4,5960 | 4,6490 | 4,9207 | 59439 | 7,1763
34 | 1,6361 | 1,6869 | 3,5109 | 3,5109 | 4,0481 | 4,8135 | 6,1667 | 8,7338
35 | 1,2399 | 1,6408 | 2,4105 | 2,4105 | 2,6407 | 3,6767 | 4,3030 | 5,4855
36 | 0,8162 | 1,1686 | 1,4118 | 1,4118 | 1,4774 | 3,7230 | 4,0036 | 6,2890
37 | 2,5332 | 3,6750 | 4,5559 | 4,5559 | 4,7973 | 5,9429 | 6,0956 | 7,5271

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Tablica 4.6. Zestawienie wartosci statystyk T'(k,m) — kpn, k* = S(m, pn)

T(k7 m) - kPN

k=1| k=2 | k=3 | k=4 | k=5 | k=6 | k=7 | k=8 | k=9 | k=10
-5,6| —10,5| —15,9| —20,9| —26,3| —31,5| —36,3| —41,9| —44,6| —50,2
-5,0| —10,6 | —15,5| —20,8| —25,9| —31,5| —34,7| 39,8 | —44,3| —49,8
—4,8| —10,1| —15,5| —21,1| —26,6 | —32,2| —34,2| —39,4| —42,9| —48,5
-5,4| —10,7| —15,4| —20,7| —26,2| —31,8| —32,4| —37,7| —40,4| —45,6
9| —49| -10,3| —-15,6| —20,1| —25,4| —-30,9| —33,5| —39,1| —41,4| —46,3
10 -5,0| —-9,9| —-15,1| —20,4| —25,6| —31,2| —34,3| —39,7| —42,6| —46,8
11| -5,5| —10,6| —15,4| —20,0| —25,5| —=31,1| =33,0| =37,9| —41,4| —45,1
12| -53| -10,0| —-15,3| —20,0| —25,6| —31,2| —32,1| —37,5| —41,0| —45,8
13| 49| -94| —-15,0| —19,2| —24,7| —30,1| —32,3| —37,8| —42,4| —46,5
14| —44| 87| —14,2| —17,9| —23,3| —28,1| -31,0| —36,6| —41,8| —45,8
15| -5,1| —-98| —-154| —17,8| —22,8| —27,8| =30,0| —35,4| —40,9| —45,2
16| —-5,3| —9,2| —14,8| —18,2| —23,5| —28,8| =32,2| —37,5| —43,1| —47,6
17| —54| 85| —14,0| —18,0| —23,6| —28,9| —33,3| —38,7| —44,1| —49,0
18| —-5,5| 74| —12,8| —17,5| —23,1| —28,6| —33,6| —38,8| —43,8| —48,6
19| 56| -69| —-11,8| —16,3| —21,8| —27,0| -32,0| —37,5| —42,9| —47,9
20 —-5,6| -—-7,0| —11,4| —14,9| —20,5| —25,4| —29,6| —34,9| —40,3| —44,7
21| -5,5| -89 —-11,8| —-16,3| —21,9| —26,9| —30,4| —36,0| —40,8| —43,6
22| —=5,6| —10,1| —14,0| —18,7| —24,3| —29,7| —34,4| —39,9| —45,2| —474
23| —5,3| —10,3| —13,9| —17,8| —23,1| —28,7| —33,3| —38,9| —43,6 | —46,9
24| —-5,6| —11,2| —12,3| —17,6| —21,6| —26,6 | —32,0| —37,4| —42,5| —46,0
25| -5,6| —11,0| —10,7| —16,1| —20,9| —25,8| —31,4| —36,9| —41,7| —46,0
26| —5,1| —10,7| —13,4| —18,9| —24,5| —27,8| —33,0| —38,3| —42,5| —47,0
27| —54| —11,0| —14,7| —20,3| —25,7| —27,8| =32,9| —38,5| —41,9| —46,7
28| —5,2| —10,7| —13,4| —18,9| —24,5| —25,8| —31,2| —36,8| —40,0| —45,3
29| -5,3| —10,5| —13,5| —18,8| —24,3| —26,5| —31,6| —37,2| —41,2| —46,4
30| -5,6| —11,0| —14,5| —20,1| —25,7| —28,1| —33,5| —38,8| —43,6 | —48,8
31| -5,0| —10,6| —15,3| —20,7| —26,2| —28,6| —34,2| —39,8| —45,3| —49,3
32| —4,9| —10,5| —14,9| —19,7| —25,1| —28,6| —34,2| —39,6 | —44,8 | —47.9
33| 3,7\ 93| —13,8| —189| —24,5| —29,0| —34,6| —39,9| —44,5| —48,9
34| -4,5| —-10,1| —15,2| —20,7| —26,3| —30,1| —35,2| —40,0| —44,3| —47,3
35| -5,3| —-10,6| —15,6| —21,2| —26,4| —31,2| —36,6 | —41,2| —46,2| —50,6
36| -5,3| —10,9| —16,0| —21,5| —26,9| —32,2| —37,8| —41,1| —46,5| —49,8
37| —4,9| —10,5| —14,3| —19,8 | —24,4| —29,1| —34,4| —38,9| —44,4| —48,5
Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Poniewaz dla kazdego m otrzymaliémy k* = 1 (tablica 4.6), a wiec do
obliczenia statystyki My bedziemy brali pod uwage wyrazy odpowiadajace
k=11reprezentujace wartosci statystyk 7'(1, m) (ostatnia kolumna tablicy
4.3). Wér6d wartosci T'(1, m) poszukujemy teraz wartosci najwiekszej. Jest
nia 7(1,33), a wiec statystyka testu JL jest réwna My = 1,905, a odpo-
wiadajacy jej punkt zmiany m = 33 wskazuje na rok 1991. Poréwnujac
otrzymana w tym przykladzie wartos¢ statystyki z wartoscia krytyczna



122

testu, réwna dla k=1 wartosci krytycznej testu rang Wilcoxona, stwier-
dzamy, ze jest to statystycznie istotny punkt przelaczenia.

Przedstawione w przyktadzie 4.5 analizy dotyczyly poszukiwania punk-
tu przetaczenia w grupie kobiet w wieku x =40 ukonczonych lat. Podobne
obliczenia wykona¢ mozna dla innych grup wieku.

Wyniki poszukiwania punktow przelaczenia, uzyskane dla Polski na
podstawie danych z okresu 1958-2000, zawarte zostaly w tablicy 6.1 (roz-
dziat 6) i wykorzystane do fazyfikacji macierzy obserwacji, ktéra jest niez-
bednym elementem szacowania parametrow modeli umieralnosci, rozwaza-
nych w dalszej czesci ksiazki. Jednoczesnie, idee punktéow przetaczenia
uwzgledniono w ogdlnych procedurach estymacji parametréw w tych mo-
delach.

W przypadku prezentowanego modelu typu Koissi-Shapiro rozmywa-
nie macierzy obserwacji polega na wyznaczeniu parametrow rozmytosci
est, tj. na rozwiazaniu zadania optymalizacyjnego (4.4.8)—(4.4.9) dla zada-
nej grupy wieku x oraz dla ustalonych lat ¢ objetych badaniem, a nastepnie
na skorzystaniu ze wzoru (4.4.10). Uwzglednienie punktéw przelaczenia
w procedurze fazyfikacji oznaczaloby dodanie modyfikacji, polegajacej na
rozwiazaniu zadania (4.4.8)—(4.4.9), w podziale na podokresy (tzw. rezimy
umieralnosci) wyznaczone kolejnymi punktami przetaczenia.

4.5. Estymacja parametrow modelu Koissi—-Shapiro

Do estymacji wspotczynnikow wystepujacych w modelu umieralnosci
(4.3.1) typu Koissi-Shapiro, opartym na skierowanych liczbach rozmy-
tych, uzyjemy odleglosci Diamonda pomiedzy lewa i prawa strona mo-
delu, to jest pomiedzy elementami Y’m macierzy obserwacji i wyrazeniami
A, @ (B, ® Kt) Zadanie polega na minimalizacji sumy odleglosci Dia-
monda (deﬁmqa 4.8) postaci

X T
S=>" D*(You, A & (B, ® Ky)) Zde, (4.5.1)

z=0 t=1 z=0 t=1

gdzie

— —

dyy = D*(Vy,, A, ® B, @ K;) =

! ) g (452
/0 [(fAz(Z) + fo.0k(2) = Frot (2)H(94,(2) + 9B, 0k(2) — gy, (2)) ]dz- 452
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Funkcje podcatkowe maja postaé

(fa, (2)+ fBosk, (2)— fy,, (z))2 —
= [(ax+bxkt —Ypt)—(Sa, +SB ki +SK,be—ert)(1—2)+5B, Sk, (1 _,2)2]27
(94, (2)+ froom, (2) = gy, (2))° =

= (@0 4Dk —Yut) + (54, + 55, kit 550,be —€00) (1= 2) + 55, 55, (1—2)°]"
Wprowadzmy oznaczenia
Upi=0s+bkt—ypr, Var=5a,+5p.ki+sk,bi—esr, Wor=58,5k,. (4.5.3)
Wowcezas otrzymujemy

(Fa. () fraom(2) = fr(2)) = (Uee=Vid(1=2) + Wea(1-2)%),

(94, (2) Fmacr (2) =9 (2)) " = (Up Vit (1= 2) + W o (1-2)2)".

Sumujac stronami, a nastepnie oznaczajac symbolem W, .(z) uzyskana
sume, dostajemy

Uou(2) =202, + 22U, Wy 4+ V2 ) (1 — 2)2 +2W7 (1 — 2)*
Calka z funkcji U, ;(z) na przedziale [0, 1] prowadzi do skladnika d, ;

d:r;,t EDQ(/T:C s> (éx & }?t)a ?x,t>:

1 1
=2U2 ,+2(2U, W, + VfQ/ (1—2)2%dz + QW;t/ (1—2)dz.
0 0

Poniewaz

! 1
1—2)"dz =
/0( 2)"dz n+1’

4 2 2
gUx,th,t + §Vx2,t + gW;t. (454)

Ze wzgledu na fakt, ze wyrazenie W, jest bliskie zeru, przyjmiemy dalej

wiec

dl’,t — 2U§,t +

2
dyy =~ 2U72, + gvgt. (4.5.5)
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Zauwazmy, ze wyrazenie (4.5.5) jest cze$cia minimalizowanego funk-
cjonatu (4.5.1) i jednoczescie funkcja wspétezynnikow ay, by, k¢, Sa,, SB,,
sk,. Funkcjonal, ktéry nalezy minimalizowac¢, ma bowiem postaé¢ sumy

T X
F(a/a;,bz,kt,SAz,SBz,SKt) == szl‘,t- (456)

t=1 =0
Przyréwnanie do zera pochodnych czastkowych funkcjonalu (4.5.6)
wzgledem poszczegdlnych parametrow prowadzi do nastepujacego ukladu

(ZtT=1<a:r + boki — Yor) = 0,

S ok Yo o] 0

Zf:o [(ax+bmkt_ymvt)bx+%(Sszt_'—SKtbx_eg;,t)SBz} = O’

) (4.5.7)

Zthl (SAI+SBI kt+SKtb36 - ex,t)kt = 07

\ Zf:O(SAx+SBx kt +SKt ba? - 6$,t)ba7 - 0

Aby zagwarantowaé jednoznacznos¢ rozwiazania, przyjmiemy dodat-
kowe warunki ograniczajace, dotyczace parametrow b, oraz k;, analogiczne
do warunkoéw zaktadanych w standardowym modelu Lee—Cartera, to jest

X T
dbhe=1, Y k=0. (4.5.8)
=0 t=1

Zakladamy dodatkowo, ze rozpietosci s4,, Sp,, Sk, sa liczbami nieujem-
nymi, czyli
Ve Sa,, 8B, 20, Vi sk, > 0. (4.5.9)

Rozwiazanie ukladu (4.5.7), przy ograniczeniach (4.5.8)-(4.5.9), po-
zwala na wyznaczenie ocen parametréw modelu umieralnosci (4.3.1).

4.6. Uwagi koncowe

Przedstawione w tym rozdziale rozwazania stanowia wprowadzenie do
nowych propozycji rozmytych i zespolonych modeli umieralnosci, omawia-
nych w dalszej czesci ksiazki.



Rozdzial 5

Modele umieralnosci oparte
na zmodyfikowanych liczbach
rozmytych i funkcjach zespolonych

5.1. Wprowadzenie

Analiza algebry Banacha OFN (Oriented Fuzzy Numbers), zapropo-
nowanej przez Kosinskiego z zespotem, zasugerowala nam przyjecie alge-
bry zmodyfikowanych liczb rozmytych, ktéra nazwaliémy algebra MFN
(Modified Fuzzy Numbers). Zasadnicza réznica pomiedzy OFN i MFN po-
lega na innej definicji mnozenia jako dzialania w algebrze abstrakcyjne;j.
Dalsze rozwazania zostaly przeniesione na grunt teorii funkcji zespolonych.

5.2. Model umieralnosci oparty na algebrze
zmodyfikowanych liczb rozmytych

Rozwazmy model umieralnosci oparty na liczbach MFN postaci

Yoy=A4, ®(B,0K,), 2=0,1,....X, t=1,2...,T, (5.2.1)

gdzie zmodyfikowane liczby rozmyte Yx,t reprezentuja logarytmy czastko-
wych wspétezynnikow zgonow, A,, B,, K, sa parametrami modelu, beda-
cymi takze zmodyfikowanymi liczbami rozmytymi, natomiast &, ® repre-
zentuja operatory dodawania i mnozenia liczb MFN (por. definicja B.1,
dodatek B).

Przez analogie do skierowanych liczb rozmytych, stosowaé¢ bedziemy
nastepujace oznaczenie dla A,, B, i K;

AGE = (wagA;c)?BI = (fBac7gB;c>7 Kt = (fKtJ.gKt)'

Jednoczednie zalézmy, ze liczby rozmyte MFN sa generowane przez syme-
tryczne liczby trojkatne, o wartosciach centralnych odpowiednio a, b, k;
i rozpietosciach odpowiednio sy, sg,, Sk,-
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Oznacza to, ze funkcje fa,, 94,, fB., 9B., fK., 9K, sa okreslone wzorami

A, (W) = ap —sa4,(1—u), ga,(u) =a,+s4,(1 —u),
me(u) by —sp, (1 —u), gp,(u)=>by+sp, (1—u), (5.2.2)
) =k — sk, (L —u), gx,(u) =k + s (1 —u),

dla u € [0, 1].

Przyjmiemy dalej zalozenie, ze macierz obserwacji jest macierza o ele-
mentach bedacych liczbami zmodyfikowanymi Y, ; = (fy, ., 9v..), genero-
wanymi przez trojkatne, symetryczne liczby rozmyte o wartosciach cen-
tralnych y,; i rozpietosciach e, ;. Funkcje fy, ,, gy, , beda zatem postaci

fo,t(u) = Yzt — er,t(l - u):

52.3
g1 () = Yo+ ns(1 — ), (5.23)

gdzie y, ; = Inm,,, natomiast e, ; sa parametrami, wyznaczanymi metoda
fazyfikacji, opisana w dalszej czesci niniejszego paragrafu.

Stosujac definicje mnozenia, a nastepnie dodawania zmodyfikowanych
liczb rozmytych (definicja B.1, dodatek B), otrzymujemy dla u € [0, 1]

B, ® Ky = (fp.0K:: 9B.0K:)s (5.2.4)
gdzie
(u) = bk + (1 —u)?,
[B.oK, (1) ¢+ 58,5K, ( U)2 (5.2.5)
98,0k, (1) = boky — 8B, 5k, (1 —u)”.
oraz
A, & (B, © Kp) = (fa,.94,) + (fB.ok, 9B.0K:) =
(5.2.6)
= (anc + fBacQKt’ gAa: + gBo;QKt)7
gdzie
ga, (W) +gp,0k, (W) = ap + boky + 54, (1 — u) — sp, sk, (1 — u)?. o

Przez model umieralno$ci MEMM (Modified Fuzzy Mortality Model)
rozumie¢ bedziemy model postaci

Yoy=A4,®(B,0K,), 2=0,1,....X, t=1,2...,T, (5.2.8)
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gdzie

Yfﬂ,t = (sz,t7gY:v,t)7 Ax @ (Bm @ Kt) = (fA:L‘®B:E®Kt7 gA:c@Bz@Kt) (529)

Jveo (W) = Yoy — €ap(1 =), gy, , (W) = Yoy + (1 — u), (5.2.10)

oraz

fa,eB.or, (U) = ay + bk — [sAz(l —u) — sp,Sk, (1 — u)Q],

S (5.2.11)
gAz@B;ADKt(“) = az + boky + [SAI(l - U) - SBISKt(l — u) }

Przy zalozeniu, ze sa,,sp,,Sk, > 01 sa, — 2sp,5k, > 0, wyrazenie
A, @ (Bx ® kt) koresponduje z liczba rozmyta, z funkcja przynaleznosci
zblizong do funkcji przynaleznosci symetrycznej liczby trojkatnej z war-
toscig centralng a, + b k; i rozpietoscia rowna

€xt = SA, — SB,SK,- (5.2.12)

Przyklad 5.1. Przyjmijmy nastepujace, przyktadowe wartosci dla pa-
rametréw modelu(5.2.8)—(5.2.11): a, = 3, b, = 0,05, k; = —27, s4, =
0,15, sp, = 0,01, sk, = 4. Rysunek 5.1 ilustruje zmodyfikowana liczbe
rozmyta A, ® (B;r ® Kt) i korespondujaca z nia symetryczna liczbe roz-
myta, zblizona do liczby trojkatnej z wartoscia centralng 1,65 i rozpietoscia
(u podstawy) 0,11.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1,2 1.4 1.6 1.8 2,0

Rys. 5.1. Przyklad liczby rozmytej A, @ (B, ® K;) (linia ciagla)
i korespondujacej symetrycznej liczby rozmytej (linia przerywana)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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5.2.1. Estymacja parametréw modelu

Do estymacji parametréw modelu (5.2.8)—(5.2.11) wystepujacych w de-
finicji zmodyfikowanych liczb rozmytych A, B,, K; uzyjemy odleglosci
Diamonda pomiedzy A, ® (B, ® K,) oraz Y, ,. Zajmiemy sie w pierwszej
kolejnosci zagadnieniem estymacji parametrow a,, by, k.

Zadanie polega¢ bedzie na minimalizacji sumy postaci

1= "> D*A,® (B, ® Ky),YV,y), (5.2.13)

=0 t=1

ktora sprowadza sie do wzoru

I:ZZ/OWAz(U) i or ) —fy, (w)H (g4, () + 98,0k (u) — gy, (1)) ]du.

=0 t=1

W tym celu przeksztalcimy w pierwszej kolejnosci funkcje podcatkowe,
zaczynajac od wyrazen

fa, () + fBor, (u) = fv,,(u),  ga,(u) + g,0K,(v) — gy, (u). (5.2.14)

Mamy
u + t u)— x,t u)=
fa, (W) + fp,ok, (W) = fy, . (u) ,  (5.2.15)
=ay + kb — Yup — (54, — €20)(1 —u) + sp,5k,(1 —u)”.
Analogicznie
Uu + t u)— x,t u)=
94, (W) + 98,0k, () =gy, , (1) ,  (5.2.16)
=0+ kibs = You + (52, = €a0)(1 =) = sp,55,(1 — w)*.
Oznaczmy
Ryy = az + kibe — Yopy Sep =S4, — €xts Ut = B, SK,- (5.2.17)
Otrzymujemy wéwczas
u)+ Juw)—=fy, (u) = Ryy — S (1—u)+U, 1_u2’
fa, (W)t [0 (4) = fr, . (u) ot « ) o ) (5.2.18)

9a, (W) + 9,0k, (W) =gy, ,(u) = Ryy +Spi(1—u) = Upy(1—u)?.
Podnoszac do kwadratu obustronnie réwnosci (5.2.18), a nastepnie ozna-
czajac symbolami @, ; oraz ¥, ,(z) uzyskane kwadraty sum, dostajemy

2

Dy (u)=R5,—2Ryy [Sop(1—1) = Upy(l—1)?] 4 [Spu(1—u) = Upy(1—u)?]
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2

Uop(u)=R2,+2Rey [Soy(1—u) = Uy (1l —u)?] + [Sap(1—u) = Uy y(1—u)?]".

Calka z sumy @, ;(u) + ¥, +(u), wzgledem zmiennej catkowania u, na prze-
dziale [0, 1], prowadzi do odlegloéci Diamonda, ktéra stanowi skladowa
naszego kryterium optymalizacyjnego i ma postaé

dey = D*(A, ® (B, © K, Yxt) =
1 1 1
- 2R2t—|—2527t/(1—u)2du—4SmUx,t/ (1—u)3du—|—2U§7t/(1—u)4du.
0 0 0

Skorzystamy nastepnie z ogdlnego wzoru

1 1 1
/ (1 —u)"du = / u'du = :
0 0 n+1

Dzigki temu uzyskujemy

o . . . 2
dw,t = DQ(Aw D (Bx © Kt)a Y;c,t) :ZR?C,HL 3S§t Sa:,tUz,t + gUxQ,t‘

Zastepujac Ry ¢, Sy, Uy oryginalnymi wyrazeniami (5.2.17), mamy

2 2
dac,t = 2(ax+ktb:c_y:c,t)2+§ (SAx _€x7t)2_sBmSKt (SA,; _ex,t)—l—gsj?BxS%(t-

Zauwazmy, ze d,; jest czescia minimalizowanej sumy (5.2.13) i jedno-
czesnie funkcja wspétczynnikéw ay, b, ki, Sa,, SB,, Sk,, PIZy czym wspol-
czynniki a,, b,, k; nie zaleza od sa_,sp,, Sk, 1 moga by¢ estymowane od-
dzielnie.

Funkcjonal, ktory bedziemy minimalizowaé¢ ze wzgledu na ay, b, ki,
redukuje sie do podwdjnej sumy

T X
Py, by k) =2 Y (ag + kibs — y24)°, (5.2.19)

t=1 x=0

gdzie Yy, = Inm, ;. Wypiszmy pochodne czastkowe funkcji d,; wzgledem
parametrow a,, by, k;

(%t d(a, + kb, — Y,

et — Ak (g + Kby — Yau), (5.2.20)

adrt = 4b (aw + ktb — ym t)
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Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia rozwiazania ukladu réwnan

;

ST (ag+kiby — yoe) =0,  x=0,1,.... X,

S k(g + kiby —ypy) =0, =0,1,..., X, (5.2.21)

S bo(ay + kiby —ypy) =0, t=1,2,...,T.

\

Zakladamy, podobnie jak w modelu Lee-Cartera

k=0 ) by=1 (5.2.22)

Z pierwszego réwnania w ukladzie réwnan (5.2.21) otrzymujemy
1 T
ay = T;ym, r=0,1,...,X. (5.2.23)

Z (5.2.23) wynika, ze parametry a, reprezentuja sredni poziom umie-
ralnosci w grupach wieku x na przestrzeni lat objetych analiza. Ponadto

T
otk
b, = M, r=01,...,X (5.2.24)

T
2 b
oraz . .
by = Do Yotz — Doy Gabs
AT -

W celu wyznaczenia b,, k; zwiazanych zaleznosciami (5.2.24)—(5.2.25)
przy warunkach (5.2.22) skorzysta¢ mozna z wybranego algorytmu opty-
malizacji nieliniowej, minimalizujacego sume (5.2.19). Moze to by¢ np. je-
den ze znanych algorytmow gradientowych dostepnych w pakiecie Matlab
lub Excel Solver.

t=1,2,...,T. (5.2.25)

Aby oszacowaé pozostale parametry modelu, tj. sa,,sg,, Sk, skorzy-
stamy z (5.2.12), czyli

€t =S4, —SB,SKk,, *+=0,1....X, t=1,2....T. (5.2.26)

Z zalozenia rozmytosci e, ; sa liczbami nieujemnymi. Najmniejsza war-
toscia, jaka moga przyjac¢ jest 0. Oszacowania parametrow su_,sg,, Sk,
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znajdziemy w taki sposéb, aby dla kazdego x suma Zthl es+ osiagnela
minimum warunkowe, tj. aby suma

T T

Z ert =Tsa, —sp, Z SK,s (5.2.27)

t=1 t=1
osiagneta warto$¢ najmniejsza, przy warunkach ograniczajacych

T

Vx \V/t SAza ng;a sKt Z Oa SAZ - QSBISKt Z Oa § SKt = C?
t=1

ay + boky + (54, — sB,5K,) > Inmyy, (5.2.28)

ay + bk — (84, — SB,SK,) < Inmyy,

gdzie a,, b, k; sa parametrami modelu oszacowanymi na podstawie zalez-
nosci (5.2.23)—(5.2.25), natomiast C' jest zadana stala. Zakladamy przy
tym, ze zachodzi zwiazek sk, = at, gdzie a jest pewna stala.

Rozwiazanie zadania optymalizacyjnego (5.2.27)—(5.2.28) pozwala na
oszacowanie parametrow su_, Sg,, Sk,, & posrednio takze na wyznaczenie
parametréow rozmytosci e, ¢, na podstawie relacji (5.2.26).

5.3. Model umieralnosci oparty na funkcjach
zespolonych

Punktem wyjscia w dalszej czesci tego rozdziatu bedzie reprezentacja
skierowanych liczb rozmytych OFN za pomoca funkcji zespolonych.

Rozwazmy zmienna rozmyta triangularna i symetryczna z wartoscia
centralna a i rozpieto$cia su. Zgodnie z propozycja W. Kosinskiego,
mozemy ja przedstawi¢ jako skierowana liczbe rozmyta A = (fa, ga), gdzie

fau) =a—sa(l —u), ga(u)=a+sa(l—w), uwel0,1]. (5.3.1)

Bardzo latwo mozemy utworzy¢ algebre zespolona z algebry OFN,
przyjmujac dla A = (fa, ga) zespolona postaé

A(u) = fa(u) +iga(u), wel0,1], (5.3.2)

w skrocie
A= fa+1iga, (5.3.3)

gdzie 1 = y/—1 jest jednostka urojona.
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Aby moéc skorzystaé z twierdzenia Gelfanda—Mazura, gwarantujacego
izomorfizm izometryczny, siegneliémy po algebre liczb zespolonych C(7)
(zob. dodatek B), gdzie T jest zwarta przestrzenia Hausdorffa. Taka prze-
strzenia moze by¢ odcinek domkniety [0, 1] lub iloczyn kartezjariski takich
odcinkéw. Przyjmujac operacje mnozenia wiasciwa dla liczb zespolonych,
skierowane liczby rozmyte bedziemy teraz identyfikowac¢ z funkcjami zes-
polonymi okreslonymi na odcinku [0, 1].

W algebrze OFN obserwacje i parametry modelu ?w,t =A@ (Ez ® I?t)
wyrazone sa za pomoca skierowanych liczb rozmytych ﬁﬁt = (fyaes 9vasr)

Ar=(fa,,94,), Bo=(fB,,98.), Ki=(fk,, 9x,) (por. rozdziat 4), bedacych
odpowiednikami symetrycznych, tréjkatnych liczb rozmytych o wartos-
ciach centralnych odpowiednio y, , a,, by, ki 1 rozpietosciach odpowiednio
€xt, SA,s SB,, SKk;- L tego powodu funkcje definiujace poszczegdlne liczby
skierowane maja postac

sz,t(u> = Yot — eﬂﬂ,t(l u)? gy, t(u> = Yzt + ex,t(l - u)?

fa, (u) —ax sAz(l u), a4, (u) =a, + sa,(1 —u),

fB ( ) I u)? ng(u>_b$+SBx<1_u)7
(

- (5.3.4)
fKt u) _kt_SKt(l u)a gKt(u) _kt+3Kt(1_u>?

3?

gdzie u € [0, 1] oraz y,; = Inmy ;.

Zakladamy, ze wartosci y, ¢ sa znane, natomiast parametry rozmytosci
es+ wyznaczamy metoda fazyfikacji obserwacji Koissi-Shapiro. Niezna-
nymi parametrami modelu sa wspolczynniki a,, b,, k¢, Sa,, SB,, Sk,-

Rozwazania w tym paragrafie poswiecone sa propozycji modyfikacji
rozmytego modelu umieralnosci, poprzez zastapienie skierowanych liczb
rozmytych funkcjami zespolonymi.

Proponujemy zatem model umieralnosci CFMM (Complex-Function
Mortality Model) postaci

Yo, (u) = Ay (u) + Bo(u)Ky(u), ue0,1], (5.3.5)

gdzie Y, ¢(u), Ay (u), By(u), Ki(u) sa funkcjami zespolonymi postaci

Yei(uw) = fy,,(u) +igy,, (u),

A, (u) = fa,(u) +iga, (u),

By(u) = f, (u) + igp. (u), (5:26)
Ki(u) = fx,(u) +igk, (u),

przy czym wyrazenia po prawej stronie (5.3.6) maja postaé (5.3.4).
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loczyn B, (u)K;(u), wystepujacy po prawej stronie (5.3.5), uwzglednia
regule mnozenia na liczbach zespolonych

B, (u)Ki(u) = (fB,(u) +igs, (v)) (fx,(u) + igr(u)) =
(5.3.7)

= [/, () fre(w) = gB,(u) grc(w) ]| +i[ B, (W) gre(w) + g, () frc ()]

W celu wyznaczenia A, (u) + B, (u)K;(u), znajdziemy najpierw sktad-
niki w nawiasach kwadratowych po prawej stronie (5.3.7). Otrzymujemy

[, (u) fre,(u) = boky+sp, 5k, (1—u)? — (bysk, +kesp,) (1—u),
(5.3.8)
9B, (W) gK, (u) = bxk:t—i-sstKt(l—u)2+(bx$Kt+k'tsBz) (1—u).

Po odjeciu stronami dostajemy pierwszy sktadnik czesci rzeczywistej wyra-
zenia B, (u) K (u)

8. (u) fre,(0) = gB, (W) 9K, (0) = = (2ba5 K, + 2ks5p,) (1=u).  (5.3.9)

Z kolei, pierwszy sktadnik czesci rzeczywistej funkeji zespolonej A, (u) ma
postaé
fa,(u) = a; —sa,(1 —u), (5.3.10)

zatem czes$¢ rzeczywista funkeji zespolonej A, (u) + B, (u) Ky (u) okreslona
jest wzorem

faoaB,r,(w) =fa,(u) + [fB,(0) [, (v) — g8, (u)gKk, ()] =
(5.3.11)

=a, — (sa, + 2b,sk, + 2kisp,) (1 —u).

W podobny sposéb obliczymy czes$é urojona dla A, (u) + By (u) Ky(u).
W tym celu w pierwszej kolejnosci znajdziemy cze$é urojona wyrazenia
po prawej stronie (5.3.7), czyli

98.(u) i, () + f5, (w)gK, (u). (5.3.12)

Mamy

98, () fr,(u) = beky — sp, 5k, (1—1)* — (bask, —kssp,) (1—u),
(5.3.13)
I, (W) gx, (u) = byk; — sp, sk, (1—u)? + (bypsg, —kisp, ) (1—u).
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Po dodaniu stronami otrzymujemy

9B, (W) fx,(u) + fp, () 9K, (v) = 2b.k; — 255, 5K, (1 — u)?. (5.3.14)
Dodajac wyrazenie na ga,(u), czyli

ga,(u) = a; + s, (1 = u), (5.3.15)

otrzymamy postaé czesci urojonej funkeji zespolonej A, (u) + By (u) Ky (u)

9a,+B.1, (W) =94, (w) + 95, (u) fr, (w) + [, (W)gx, (v)] =
(5.3.16)
= a, + 2b.ky + 54, (1 —u) — 255,55, (1 — u)?.

Wzér (5.3.11) daje nam zatem wyrazenie na czes¢ rzeczywista funkeji
zespolonej A, (u) + B, (u)Ki(u), a wzdér (5.3.16) wyraza postaé jej czesci
urojone;j.

5.3.1. Estymacja parametréw modelu

Zauwazymy, ze funkcje Y (u) oraz A, (u), By (u), K;(u) mozemy trak-
towac jako elementy przestrzeni funkcji zespolonych, catkowalnych z kwa-
dratem modutu na odcinku [0,1]. W zagadnieniu estymacji parametréw
modelu (5.3.5)—(5.3.6) interesuje nas minimalizacja odleglosci pomiedzy
Y, +(u) oraz A, (u) + B, (u) Ki(u). Do tego celu wykorzystamy metryke Lo
postaci

H(AﬁBmKt)—Kc,tIILQ—/U |(Ag (1) +Ba(u) Ky (u) = Yap(u)du, (5.3.17)

gdzie |z|? oznacza kwadrat modutu liczby zespolonej z, czyli sume kwa-
dratow czesci rzeczywistej i czesci urojonej liczby z.

Sume odleglosci miedzy wyrazeniami Y, ;(u) oraz A, (u) + By (u) K (u)
dlaxz=0,1,...,X,t=1,2,...,T traktowac¢ bedziemy jako funkcje celu,
ktérej minimalizacja pozwoli na wyznaczenie nieznanych parametréw mo-
delu. Funkcja celu ma postaé

X T
F(aﬂﬁ? bx? kh SA;3SBy) SKt) = Z Z ||(AI+B$Kt) _Y;L‘,t”L2 =
v=0 1=l (5.3.18)
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Czes¢ rzeczywista wyrazenia A, (u)+ B, (u) K (u) — Y, +(u) jest nastepujaca

fa. (W) + [, (W) fr, (u) = fr,,.(u) =
= fa, (W) + [fp.x.(w) = g5, (W)gr, (W)] = fr,,(u) = (5.3.19)
= (g — Yau) — (54, + 2kssp, + 2025k, — €a4)(1 — ).
Analogicznie, czesé urojona dla A, (u) + By (u)Ky(u) — Y. (u) ma postac
94,(u) + 9B, K, (u) — gy, ,(u) =
= g4, (u) + 95, (u) i, (u) + f5, (W)gx, (u)] — gy, ,(u) = (5.3.20)
= (@ =Y+ 26 ki) + (54, —€0) (1 =) =255, 55, (1—u).

Obliczenie wartosci odleglosci (5.3.17) wymaga obliczenia kwadratéw
wyrazen wystepujacych po prawej stronie (5.3.19), (5.3.20), a nastep-
nie wyznaczenia catki z ich sumy. W efekcie prowadzi to do funkcji celu
(5.3.18), ktéra minimalizujemy wzgledem nieznanych parametréow a,, b,,
ki, SA,, 5B,y SK, -

W kolejnym paragrafie proponujemy dalej idaca modyfikacje zespolo-
nego modelu umieralnosci. Propozycje przedstawiona w niniejszym para-
grafie traktujemy jako etap przejscia od modelu umieralnosci opartego na
algebrze skierowanych liczb rozmytych OFN (por. rozdzial 4), poprzez mo-
del umieralnosci oparty na zmodyfikowanych liczbach rozmytych MFN, do
modelu zdefiniowanego w algebrze kwaternionéw, o ktérym mowa w dal-
szej czesci tego rozdziatu.

5.4. Kwaternionowy model umieralnosci

Pojecie kwaternionéw zostalo po raz pierwszy opisane w roku 1843
przez matematyka irlandzkiego Williama Hamiltona i stanowilo uogdl-
nienie pojecia algebry zespolonej. Przestrzen kwaternionow oznaczana jest
symbolem H, na cze$¢ twércy teorii kwaterniondéw. Podstawowe pojecia
i elementy algebry kwaternionow zostaly zamieszczone w dodatku B.
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Postulujemy kwaternionowy model umieralnosci, oznaczony dalej sym-
bolem CNMM (Complex-Number Mortality Model)

Yoy = Ay + B.K, (5.4.1)
gdzie ?x,t, flx, Bx, K, sa parami funkcji zespolonych
}733,75 = (fY:c,ta ng,t)? "ZLE = (fA:z; ) gAz)?
(5.4.2)
BI:(fBngBz)? Kt:(fKﬁgKt)‘

Uporzadkowane pary funkeji zespolonych (5.4.2) nazywamy kwaternio-
nami (definicja B.6, dodatek B). Przy symbolice analogicznej do stosowa-
nej w algebrze OFN, poszczegdlne funkcje dla u € [0, 1] sa postaci

Fros(W) =toi—i(1 = w)esr,  gv,, (W) =Yus+i(1 — w)eny,
fa,(u) = az —i(1 —w)sa,, ga,(u) =a; +i(1—u)sa,,
fB.(u) = b, —i(1 —w)sp,, gp,(u)="bs+i(l—u)sg,,
fr,(u) =k —i(1 —u)sk,,  gr,(u) =k +i(1 — u)sk,.

(5.4.3)

Zakladamy, ze wielkosci y,+ = Inm,; sa znane, natomiast e,; oraz
SA,,SB,, Sk, sa wyznaczone metoda fazyfikacji macierzy obserwacji. Nie-
znanymi parametrami modelu CNMM (5.4.1)—(5.4.3) sa wspotczynniki
Gy, by, Ky

Przypatrujac sie wyrazeniom w (5.4.3), zauwazymy, ze funkcje fy, ,,
fA., fB.» [, TOWne sa funkcjom sprzezonym gy, ,, ga,, 9B, , Jk, postaci

Gva () = Yoy — i(1 — u)eyy,
ga,(u) =a, —i(1 —u)sa,, (5.4.4)
gp,(u) = b, —i(1 —u)sg,,
g, (u) = ki —i(1 — u)sg,,
a tym samym mamy
Yor=v.rr 9v)s Av=(Ga,:94,),
(5.4.5)

Ba::(ngcagBm)’ f(t:(gKtngt)'

W zapisie macierzowym A, ma postaé

iy | 9a.(w)  ga,(u)
Aw(u)_{_gAz(u) gAz(u)], u e [0, 1]. (5.4.6)
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Analogicznie

; _ | 98.(v)  gp,(u) u

B, (u) = [—§B1<U> o (u)} € [0,1] (5.4.7)
<oy [ F() gk ()

Ki(u) = [_gKt () gKt(U):|’ u € [0, 1]. (5.4.8)

Przeksztalcajac macierze zespolone kwaternionow A,, B,., K;, mamy

ooy | Gan(w)  ga,(w)] _
As(u) | —3a, (u) gAx(U)} B

im0 et (-]
S0 Fisa,(I—u) ap+isa, (1 —u)| (5.4.9)
= Ay aa::| + 2(1 . U) [—SAI SA1:|'
L7 e SA.  SA,
Analogicznie
; [ 5. () gn, (uq
Bm u) = _z —
)= | gntw) ga (0
b0 bt iss (-]
| =be +isp, (1 —u) by+isp,(1—u)| (5.4.10)
==t bx} +i(1 — u) { . SBJ’
~ [ IK; (u> 9K, (u):|
Ki(u) =1 7Z _
t( ) | — 9K, (u) 9K (U,)
_ _kt_iSKt(l_u) kt+ZSKt<1—u) _
ke tisg, (1 —u) ke +isg,(1—u)| (5.4.11)

. [ kt k:t . . —SK; SK:
=k kt:| +i(1 —w) [ 5, SKJ'



138

Stosujac regute mnozenia kwaternionow, dostajemy

wsir- [ 3[4 g 2l 2

SB, SB, SKy  SK;

. bx bx —SK; SKt- . —SB, SB. l{t kt
i Gl A e R i [

Operacja mnozenia na poszczegolnych macierzach prowadzi do nastepu-
jacych wzoréw

by be| [ ke k| 11 1] 0 1
[—bx bJ [—kt kt] = boky [—1 1} [—1 1] = 2boky [—1 o]’

-8B, SB.||—SK, SK,| __ 1 117=1 1 . 10

SB, SB. SK, SK; = 5B, SK; 1 1 1 11~ SB,SK; 0 1l
Podobnie

bx bw —SK; SK;| _ 1 1 -1 1 - 0 1

IR T
i analogicznie

—sp, sp.| | ke ke| _ -1 1][1 1] _ 10

[ SB, sBz] [_kt kt:| = sp, ki [ 1 J [_1 J = 2sp,kt [ 0 1}.
Zatem mamy

L . 1
By (u) Ki(u) = 20,k {_01 0} — (1 — u)2sp, sk, {o (ﬂ N

(5.4.12)
+2i(1 —u) < bys 01 + ks -0
R o) TR0 1 S
Kwaternion A, (u) ma postaé
~ ol ag—isa,(1—u) az+isa(l—u)|
Ap(u) = {—az—i—isAz(l—u) ay +isa, (1 —u)|
(5.4.13)

—a, {_11 ﬂ +i(1— w)sa, {‘11 ﬂ
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Po dodaniu kwaternionu A, (u) do B, (u)K,(u), otrzymujemy inng postaé
prawej strony modelu kwaternionowego

Az (u) + Bx(u)f(t(u) =

11 0 1] o0 10
=0 {—1 1}”%’“ {—1 o] 201 = u)sp,sx lo 1]* (5.4.14)

1 0

) —-11 1 —1
—l—z(l—u){sAz[ 1 1] +2b, Sk, [1 0] —|—2kt531{ 0 ?]}

Przeksztalcenie macierzy obserwacji do postaci kwaternionu Y, ; po-
lega¢ bedzie na zapisie macierzowym

7, () = { 9y, (u) gyx,t(U)} (5.4.15)

_gyx,t (U) gyx,t (U)

9y, (1) = Yoy +iea (1 —w), Gy, (u) = oy —ies (1 —u).  (5.4.16)
Rownowazny zapis przyjmuje postac
v ymt_iecpt<1_u) yxt+2€mt(1—u>:|
Y,i(u) = ’ o v . 5.4.17
7t( ) |:_yz,t + Zez,t(l - u) Yzt + 2655715(1 — u) ( )
5.4.1. Estymacja parametréw modelu

Wyrazenie (5.4.14) wykorzystamy do estymacji parametréw modelu.
W tym celu w przestrzeni kwaternionéw H wprowadZmy norme

1
IF|2, = / 1P () 2du, (5.4.18)

gdzie || - ||} pod calka oznacza kwadrat normy elementu w H (definicja
B.10, dodatek B).

Do estymacji uzyjemy metody minimalizacji funkcjonatu

X T
Fap,ba ks sa, s, 55) =33 || Vai— (Aﬁéxf(t) 12, (5.4.19)

=0 t=1

Aby wyznaczy¢ norme kwaternionu w przestrzeni H, wystarcza wyrazy
7 pierwszego wiersza macierzy zespolonej w zapisie macierzowym danego
kwaternionu.
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W przypadku kwaternionu A, + B, K, funkcje zespolone f A+ B, K, (W)
oraz ga,+n,k, (u) definiujace kwaternion wyrazaja sie wzorami

FavrBor, (W) = a;—2(1 — u)’sp, sk, —i(1—u)(sa, + 2kisp,),
(5.4.20)
91 B 1, (0) = Az +2b ke +i(1—u) (54, +2b,5K,).

Otrzymane wyrazenia wykorzystamy do znalezienia odlegtosci pomie-
dzy lewa i prawa strona (5.4.1), to jest pomiedzy kwaternionami Y, ; oraz
A, + B, K.

Ustalilismy, ze kwaternion A, (u)+ B, (1) K, (1) tworza dwie funkcje zes-
polone (5.4.20). Z kolei kwaternion ffx,t definiuja funkcje zespolone postaci

ng,t<u> = Yat T iez,t(l - u)a
(5.4.21)

ng,t(“) = Yzt — iem,t(l - u)

Oznacza to, ze kwaternion Y/m,t — ([lx +Bxl~( +) okreslony bedzie przez naste-
pujace funkcje

o(u) = gy, (u) = fa,+B.x,(u) =

= Yot — ap+2(1 — u)?sp, sk, +i(1—u) (54, — €xs + 2kiSp,),
V(u) = gv,,(v) — ga,+ Bk, (u) =

= Ypr— Ay — 20,k —i(1—u) (54, —€st + 2by5K,).

Kwadrat normy kwaternionu }N/x,t —(As +B,K +) w przestrzeni H wyrazony
jest wzorem

1Yo = (Ao + Bo K|y = [0(w)* + [(u) .
Poszczegolne kwadraty modutow przyjmuja postac

2
|¢(U)|2 :(yx,t_a'I+2(1_u)2$BmsKt) +(1_U)Q(SAZ — CExt + 2ktSBz)2 =
= (y:c,t_ax)Q + 4(1_u)2sstKt (yz,t_aar) +
+4(1 —u)'sy sy, + (1—u)*(sa, — €xs + 2kiSp,)>

10 ()> = Yoy — Gu — 2b,k0)* 4 (1—u) (54, — €0y + 2by5K,)>
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Norma (5.4.18) kwaternionu }N/m — (flx + Bxf(t) moze by¢ zapisana jako

~ - . 1 1
Im,t—(AerBmKt)H%Q:/ |¢(u)|2du+/ | (u) P du, (5.4.22)
0 0

a poszczegblne calki daja sie przeksztalci¢ nastepujaco

1

1
/ |¢(u)|2du = (yw,t_a':c)2 + 4SBZSKt (y:c7t_ax)/(1_u)2du+
0 0

1 1
+ 45?315%{t/ (1—u)4du + (54, — €zt + ZktsBz)Q/ (1—u)2du =
0 0

4 4 1
— (ym—am)2 + gSBxSKt (ym,t—ax)+gs2st§(t+§(sAx — eyt + thst)Z.

Analogicznie

1 1
/ [ (u)Pdu = (Yo r — az— bek’t)2 + / (1—u)?(s4, —€nt + 2by5K,) du =
0 0

1
- (yx,t_am_2bxk7t)2 + g(SAm —ex’t+2bx8[(t)2.

Oznaczmy

1 1
o = Vo = (At Buf) I, = [ lot)Pu+ [ wiu)fdu -

4 4 1
= (yx,t - ax)z + gsBzSKt (yx,t - ax)+ gSQBz‘S%{t+ 5(8141; — €Ext + thSB:c)2+

1
+ (th — am—bekt)Q —+ g(SAI —C€zt -+ 2bx3Kt)2-

Woéwczas funkcjonat (5.4.19), ktéry stuzyé nam bedzie do oszacowania
parametrow modelu, mozemy zapisaé

X
F(ay, by, ki, Sa,, 58, SK,) = Z Z Ayt (5.4.23)

z=0 t=1
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Zakladamy przy tym, ze wartosci y, ¢ = Inmg, oraz ey, v=0,1,..., X,
t=1,2,...,T, sa znane. Te ostatnie mozemy wyznaczy¢ metoda przetacz-
nikowej fazyfikacji macierzy obserwacji, opisana w rozdziale 4 (paragraf
4.4). Ponadto, przez analogie do modelu Lee—Cartera, przyjmujemy wa-
runki ograniczajace

X T
Z LY k=0 (5.4.24)
=0 =1

Aby blizej poznaé relacje wiazace ag,b,, ki, wyznaczymy pochodne
czastkowe funkcjonatu (5.4.23) wzgledem wymienionych wspétezynnikéw.
Mamy

(37}1 = _Zthl [Q(yz,t_am) + %SBzSKt +2(y:c,t_ax_26xkt)]a

abz —Zt 1[4k’t(yzt Ay —2b, k) — sKt(sAz—em—l—%xsKt)}, (5.4.25)

\g—]i:—Zfzo [4bx(ym ay—2byki) —5sp,(Sa,— €x1+2kiSp )}

Po przyrownaniu do zera wyrazen wystepujacych po prawej stronie
uktadu (5.4.25) oraz zakladajac Zthl k; = 0, otrzymujemy nastepujace
zaleznosci

1 <& 1 1< 1
Ap = T;yx7t+ gSBET;SKt = gq;+ gSBzglﬂm (5426)

Zthl ke (Yot — az) — % Z;f:l Sk, (54, — €xt)

b —
x T T
2 thl ki + % thl S%Q

Y

(5.4.27)

Zf:obr(ymt_ ) 3235 Ost( ert)

W podobny sposéb mozemy wyprowadzi¢ formuly dla su,,sg,, Sk,,
przyblizajac zaleznosci taczace poszczegdlne parametry modelu.

kt:

Ogdlna jednak idea estymacji modelu kwaternionowego polega na mi-
nimalizacji sumy (5.4.23) przy warunkach ograniczajacych (5.4.24), z uzy-
ciem wybranego algorytmu optymalizacji nieliniowe;.
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5.5. Uwagi koncowe

Modele umieralnosci, zaproponowane w tym rozdziale, skonstruowane
zostaly przez analogie do rozmytego modelu Lee-Cartera EFLC, opartego
na algebrze skierowanych liczb rozmytych. W kazdym z proponowanych
podejsé, to jest zaréwno w modelu rozmytym MFMM, jak i w modelach
zespolonych CFMM oraz CNMM, metoda estymacji parametrow opiera sie
na idei fazyfikacji macierzy obserwacji oraz na optymalizacji nieliniowej
funkcji celu, zdefiniowanej w kategoriach odleglosci pomiedzy obserwa-
cjami a warto$ciami teoretycznymi wyznaczonymi z modelu. Przyktadowe
wyniki estymacji modeli MFMM oraz CNMM z wykorzystaniem danych
rzeczywistych oraz prognozy otrzymane na ich podstawie, a takze porow-
nanie z wynikami prognoz uzyskanymi w standardowym modelu Lee—Car-
tera zostaly zamieszczone w nastepnym rozdziale.






Rozdzial 6

Estymacja i ewaluacja modeli
umieralnosci

6.1. Wprowadzenie

W celu ilustracji rozwazan teoretycznych przedstawionych w poprzed-
nich rozdziatach, dotyczacych propozycji nowych modeli umieralnosci, do-
konano estymacji modeli klasy MP (3.6.1)-(3.6.2), EHLC (3.7.1)—(3.7.2),
MFMM (5.2.8)-(5.2.11) i CNMM (5.4.1)—(5.4.3) na podstawie danych rze-
czywistych i poréwnano bledy prognoz wygastych z analogicznymi bltedami
dla standardowego modelu Lee—Cartera LC (1.8.1)—(1.8.4), a niekiedy tez
z bledami prognoz dla dynamicznego (niehybrydowego) modelu Lee—Car-
tera DLC (1.8.54)—(1.8.55) i modelu Giacometii G (1.8.74)—(1.8.75).

W analizie wykorzystane zostaly czastkowe, przekrojowe wspdtczynni-
ki zgonow dla Polski z lat 19582014, w grupie mezczyzn i kobiet. Dane
zaczerpnieto z bazy Human Mortality Database (www.mortality.org) oraz
z bazy GUS (stat.gov.pl). Wspélczynniki zgonéw z okresu 2001-2014 zo-
staly wykorzystane do ewaluacji wiasnosci prognostycznych rozwazanych
modeli i nie byly wykorzystane na etapie estymacji.

Dla wigkszej przejrzystosci rezultatéw, otrzymane oceny parametrow
przedstawione zostaly w formie rysunkéw, przy czym w przypadku wy-
nikéw znaczaco odbiegajacych od oszacowan w standardowym modelu
Lee—Cartera, w celach porownawczych wykreslono dodatkowo te ostatnie.

Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku modelu MFMM opartego na licz-
bach rozmytych oraz modelu CNMM opartego na funkcjach zespolonych,
etapem poprzedzajacym estymacje byta tzw. fazyfikacja macierzy obser-
wacji z wykorzystaniem ,,punktéow przelaczenia”, czyli punktéw (tutaj
lat), w ktérych zaobserwowano statystycznie istotna zmiane kierunku tren-
du dla logarytmow czastkowych wspotczynnikow zgondéw. Punkty te zosta-
ly zidentyfikowane za pomoca testu statystycznego JL, ktorego podstawy
teoretyczne wraz z liczbowym przykiadem przedstawione zostaly w roz-
dziale 4, w paragrafie 4.4.3.
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W tablicy 6.1 zamieszczone zostaly wyniki testu JL otrzymane na
podstawie czastkowych wspdtezynnikow zgondéw, odnotowanych w Polsce
w kolejnych latach okresu 1958-2000, osobno w grupie mezczyzn i kobiet.

Tablica 6.1. Punkty (lata) przelaczenia

Mezczyzni Kobiety

x| m | rok z | m | rok
0| 33| 1991 01| 36 | 1994
4 | 29 | 1987 1|16 | 1974
11 | 12 | 1970 || 23 7 | 1966
15 | 37 | 1995 || 24 7 | 1966
8
9

17| 30 | 1988 || 25 1966
20 | 6| 1964 || 27 1966
26 | 33 | 1991 || 29 | 9 | 1966
27 | 37 | 1995 || 30 | 11 | 1966
31132 | 1990 || 35 | 36 | 1994
33 1 33 | 1991 | 40 | 33 | 1991
35 1 33 | 1991 | 41 | 34 | 1992
37133 | 1991 || 42 | 9 | 1966
38 1 33 | 1991 || 43 | 7 | 1965
38 | 33 | 1991 || 60 | 33 | 1991
40 | 34 | 1992 || 61 | 34 | 1991
41 1 33 | 1991 || 62 | 33 | 1991
42 1 33 | 1991 || 66 | 33 | 1991
43 1 33 | 1991 || 67 | 33 | 1991
44 1 33 | 1991 || 68 | 35 | 1993
45 1 33 | 1991 || 69 | 33 | 1991
46 | 33 | 1991 || 70 | 32 | 1990
47 1 33 | 1991 || 71 | 33 | 1991
50 | 33 | 1991 || 72 | 37 | 1995
51 | 33 | 1991 || 73 | 35 | 1993
92 [ 33 | 1991 || 74 | 36 | 1994
93 | 33 | 1991 || 75 | 37 | 1995
54 | 33 | 1991 || 86 | 27 | 1985
55 | 33 | 1991 || 88 | 37 | 1995
56 | 33 | 1991 || 89 | 37 | 1995
57 | 33 | 1991 || 90 | 34 | 1991
98 | 34 | 1992
99 | 33 | 1991
61 | 33 | 1991
62 | 33 | 1991
63 | 33 | 1991
64 | 33 | 1991
67 | 33 | 1991
93 | 26 | 1984
99 | 9 | 1966

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Wyszezegdlnione zostaly te grupy wieku, dla ktorych punkty przetacze-
nia okazaly sie statystycznie istotne na poziomie istotnosci 0,05. W kazdym
z wymienionych przypadkéw podano jeden taki punkt.

W przypadku dynamicznego, hybrydowego modelu Milevskiego—Pro-
mislowa (3.6.1)—(3.6.2) i dynamicznego, hybrydowego modelu Lee-Car-
tera (3.7.1)—(3.7.2) przyjeto dla uproszczenia wspélne punkty przetaczenia,
ustalone na podstawie danych z tablicy 6.1, poprzez wybdr najczesciej
powtarzajacych sie obserwacji (lat).

6.2. Wyniki estymacji dynamicznego, hybrydowego
modelu Lee—Cartera

Rysunki 6.1-6.6 prezentuja oszacowania a,, b,, ki, ¢, 0> parametréw
uogdlnionego, skalarnego, hybrydowego modelu Lee—Cartera dla Polski
(3.7.1)—(3.7.2), otrzymane na podstawie czastkowych wspélezynnikéw zgo-
néw dla mezcezyzn i kobiet z lat 1958-2000. W odniesieniu do k; wykreslone
zostaly takze wyniki otrzymane dla standardowego modelu Lee-Cartera,
réznia sie one bowiem znaczaco.

Oszacowania k; w modelu EHLC oparto na estymacji uktadu (3.7.2),
przy czym w analizowanym okresie 1958-2000 wyodrebnione zostalty dwa
punkty przelaczenia, ktérymi byty lata 1966 oraz 1991. Innymi stowy,
podczas estymacji parametréw ukladu (3.7.2) uwzglednione zostaly trzy
podokresy I =[1958,1965], I =[1966, 1990], I3 =[1991, 2000].

Na podstawie poréwnania krzywych na rysunku 6.1 wnioskujemy, ze
niemal we wszystkich grupach wieku $redni poziom umieralnosci byt wyz-
szy dla mezczyzn niz dla kobiet, przy czym widoczny jest zblizony wzo-
rzec umieralnosci, charakteryzujacy sie relatywnie wysoka umieralnoscia
w grupie dzieci do 2 lat, niska dla dzieci w wieku 8-12 lat i rosnaca dla
coraz starszych grup wieku.

Uktad krzywych na rysunku 6.2 wskazuje, ze ,,wrazliwos¢” wspotczyn-
nikow zgonéw na zmiany umieralno$ci w czasie w niektérych grupach
wieku byla wyraznie wieksza wéréd mezczyzn w poréwnaniu do kobiet.
Z kolei z rysunkéw 6.3 i 6.4 wynika, ze umieralno$¢ w badanym okresie
wykazywalta ogdlna tendencje spadkowa, przy czym tempo spadku nie byto
jednakowe w badanym okresie. Bylo takze szybsze w subpopulacji kobiet.

Parametry ¢? sa zwiazane z pojeciem biatego szumu, ktéry jest proce-
sem abstrakcyjnym. Parametry te uwzgledniono w modelu w charakterze
czlonu korekcyjnego, nie posiadaja one interpretacji fizykalne;j.
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100

-1 Wiek x

—Mezczyzni === Kobiety

21
Rys. 6.1. Oszacowania parametréw a,, z = 0,1,...,100
w modelu EHLC (3.7.1)—(3.7.2) w grupie mezczyzn i kobiet

Zrédlo: opracowanie wlasne
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-0,02
Wiek x
-0,04 4 ——Mezczyzni  --- Kobiety
Rys. 6.2. Oszacowania parametréw b,, z = 0,1,...,100

w modelu EHLC (3.7.1)—(3.7.2) w grupie mezczyzn i kobiet

Zrédlo: opracowanie wlasne
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— = Mezczyzni (model LC) ——Mezczyzni (model EHLC)
204

Rys. 6.3. Oszacowania parametréw ki, ¢ = 1958, ...,2000
w modelach LC i EHLC (3.7.1)—(3.7.2) (mezczy7ni)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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= = Kobiety (model LC) ——Kobiety (model EHLC)

-40

Rys. 6.4. Oszacowania parametréw k;, ¢ = 1958, ...,2000
w modelach LC i EHLC (3.7.1)—(3.7.2) (kobiety)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.5. Oszacowania parametréw ¢2, z = 0,1,...,100
w modelu EHLC (3.7.1)—(3.7.2)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Wiek x
— Mezczyini === Kobiety
Rys. 6.6. Oszacowania parametréw o2, z = 0,1,...,100
w modelu EHLC (3.7.1)—(3.7.2)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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W celu poréwnania wiasnosci prognostycznych modeli LC i EHLC wy-
korzystane zostaty miary bledéw dla prognoz wygastych (prognoz ez post),
wyznaczone osobno dla kazdego roku z okresu 2001-2014, to jest z okresu
pominietego przy estymacji parametrow.

W poréwnaniach uwzglednione zostaly dwie miary bledéw, to jest blad
sredniokwadratowy MSE i $redni blad absolutny MAD, okreslone wzorami

100

1
MSE®® — o1 z; (I mey — (ap + bok)]”,
(6.2.1)
1 100
(o) - .
MAD,;™ = 01 ; Inmg: — (a; + bkt
1 100 1 2
MSEt(EHLc): 1—01 |:1n m%t — Qn mx’t_1+ bm(kt — kt_l) + §<q% _O-%)>:|,
\ x=0
(6.2.2)

100

1
MAD(EHLC):_
t 101;

1
Inmg,— Qﬂ My i1+ bk — ki )+ 5((]3; - 032;)) .

Wartosci wymienionych miar dla obu poréwnywanych modeli LC oraz
EHLC prezentuja tablice 6.2 1 6.3.

Z analizy zawartosci tablic 6.2 i 6.3 wynika, ze model EHLC charakte-
ryzuje sie zdecydowanie lepszymi wlasno$ciami prognostycznymi, co jest
zauwazalne szczegdlnie w grupie mezczyzn.

Jak pokazuja dane w kolumnach 3 i 5, srednie odchylenia prognoz loga-
rytmow czastkowych wspélczynnikow zgonow od ich wartosci odnotowa-
nych w latach 2001-2014, mierzone za pomoca btedu sredniokwadratowego
MSE i éredniego bledu absolutnego MAD), sa wyraznie mniejsze niz dla
prognoz opartych na standardowym modelu Lee—Cartera (kolumny 2 i 4).
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Tablica 6.2. Poréwnanie ex post miar MSE

dla modeli LC i EHLC
Mezczyzni Kobiety

LC | EHLC | LC | EHLC
2001 || 0,197 | 0,098 | 0,098 | 0,104
2002 || 0,204 | 0,046 | 0,122 | 0,051
2003 || 0,215 | 0,052 | 0,122 | 0,063
2004 || 0,223 | 0,039 | 0,132 | 0,061
2005 || 0,230 | 0,037 | 0,146 | 0,095
2006 || 0,232 | 0,055 | 0,152 | 0,060
2007 || 0,238 | 0,042 | 0,172 | 0,077
2008 || 0,257 | 0,061 | 0,174 | 0,067
2009 || 0,281 | 0,067 | 0,191 | 0,093
2010 || 0,330 | 0,064 | 0,190 | 0,106
2011 || 0,341 | 0,076 | 0,218 | 0,077
2012 || 0,373 | 0,047 | 0,215 | 0,059
2013 || 0,406 | 0,050 | 0,246 | 0,072
2014 || 0,469 | 0,101 | 0,273 | 0,062
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rok

Tablica 6.3. Poréwnanie ex post miar MAD
dla modeli LC i EHLC

Mezczyzni Kobiety

LC | EHLC | LC | EHLC
2001 || 0,182 | 0,079 | 0,083 | 0,070
2002 || 0,185 | 0,035 | 0,107 | 0,043
2003 || 0,195 | 0,040 | 0,109 | 0,037
2004 || 0,206 | 0,033 | 0,117 | 0,041
2005 || 0,214 | 0,025 | 0,129 | 0,054
2006 || 0,214 | 0,030 | 0,130 | 0,039
2007 || 0,219 | 0,022 | 0,152 | 0,049
2008 || 0,234 | 0,039 | 0,156 | 0,038
2009 || 0,250 | 0,044 | 0,170 | 0,048
2010 || 0,302 | 0,052 | 0,167 | 0,078
2011 || 0,307 | 0,043 | 0,191 | 0,047
2012 || 0,335 | 0,034 | 0,185 | 0,036
2013 || 0,359 | 0,038 | 0,221 | 0,045
2014 || 0,430 | 0,070 | 0,245 | 0,048
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rok

6.3. Wyniki estymacji hybrydowego modelu
Milevskiego—Promislowa

W celu ilustracji wynikow estymacji modelu Milevskiego—Promislowa
MP, wybrano jeden model tej klasy, tj. ze skalarnym, liniowym filtrem.
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W analizie rozwazano szeregi czasowe logarytmoéw wspdlczynnikow
zgonow Inmg,, dla x = 0,..., X oraz t przebiegajacego zbiér indeksow
kolejnych lat nalezacych do podokreséw I, =[1958, 1965], I, =[1966, 1990],
I3=1[1991,2000]. Wyniki estymacji przedstawiono na rysunkach 6.7-6.16.
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0,06 -

0,02

0,00

0,06 -

-0,08

-0,10

Rys. 6.7. Oszacowania parametréw a,, © =0,1,...,100
w modelu MP (3.6.1)—(3.6.2) dla podokreséw Iy, 5, I3 (mezczyzni)

Zrodio: opracowanie wlasne
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50 1
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30 |

Hox

2,0

1,0 -

00 : : : ; ;
\_\ISf-/J 20 30 40
-1,0 - Wiek x

—I1 2 —I3

20 -
Rys. 6.8. Oszacowania parametréw In pg,, © = 0,1,...,100
w modelu MP (3.6.1)—(3.6.2) dla podokreséw Iy, I, I3 (mezczyZni)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.9. Oszacowania parametréw B,,7v,, € =0,1,...,90

w modelu MP (3.6.1)—(3.6.2) dla podokresu I; (mezczyzni)
Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.10. Oszacowania parametréw (5;,7v,, € =0,1,...,90
w modelu MP (3.6.1)—(3.6.2) dla podokresu I (mezczyzni)
Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.11. Oszacowania parametrow S;,v,, € =0,1,...,90
w modelu MP (3.6.1)—(3.6.2) dla podokresu I3 (mezczyzni)

Zrédio: opracowanie wlasne
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Rys. 6.12. Oszacowania parametrow a,, x =0,1,...,100
w modelu MP (3.6.1)(3.6.2) dla podokreséw Iy, I, I3 (kobiety)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.13. Oszacowania parametrow In po,, = 0,1,...,100
w modelu MP (3.6.1)—(3.6.2) dla podokreséw Iy, I, I3 (kobiety)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.14. Oszacowania parametréw (5;,7v,, ¢ =0,1,...,90
w modelu MP (3.6.1)—(3.6.2) dla podokresu I; (kobiety)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.15. Oszacowania parametrow S;,v,, € =0,1,...,90
w modelu MP (3.6.1)—(3.6.2) dla podokresu I, (kobiety)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.16. Oszacowania parametréw f;,7v,, £ =0,1,...,90
w modelu MP (3.6.1)—(3.6.2) dla podokresu I3 (kobiety)

Zrédlo: opracowanie wlasne

W celu poréwnania wiasnosci hybrydowego modelu Milevskiego—Pro-
mislowa i modelu zaproponowanego przez Giacometti i wspotautoréw,
przedstawionego w paragrafie 1.8.6 w rozdziale 1, wykorzystane zostaly
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miary bledow prognoz ex post, obliczone dla kazdego roku z przedzialu
20012014, tj. dla okresu pominietego podczas estymacji parametréow.

W przypadku uogélnionego, hybrydowego modelu Milevskiego—Promi-
slowa (3.6.1)—(3.6.2) miary MSE i MAD przybieraja postac

100

S (i, — Bl ),

MSEt(MP) _ m

=0

(6.3.1)

100
1
MADM = 01 ; | Inmg, — Eifza,]],
gdzie Ey|z,, | jest oczekiwana wartoscia logarytmu czastkowego wspotezyn-
nika zgondéw w grupie wieku x w roku ¢, wyrazona wzorem (3.7.15) i zna-

leziona za pomoca procedury iteracyjnej omowionej w paragrafie 3.8.2.

Dla modelu Giacometti i in. (1.8.74)—(1.8.75) analogiczne miary wyra-
zaja sie wzorami

100
1
MSEt(G) =\l 101 Z Inmg — (g + aqt + azIn mx,t—l)]Qa
=0

(6.3.2)

100
1
MADEG) = 10—1 Z |1n mm — (Of() + Oélt + (65) In mx7t_1)|,
=0

gdzie ag, a1, ay sa okreslone w (1.8.77).

Dla dynamicznego modelu Lee-Cartera DLC (1.8.54)—(1.8.55) mamy
z kolei

100
1
MSE®™*) = o1 ; Inmg, — (ag + boky))?
(6.3.3)
1 100
(pLc)
MADt = m xZ:O |ln m%t — ((Iw + ba;kt)|

Tablice 6.4 1 6.5 zawieraja zestawienie wartosci bledéw ex post srednio-
kwadratowych i absolutnych dla modeli Milevskiego—Promislowa MP, Gia-
cometti i in. G oraz dynamicznego modelu Lee-Cartera DLC.
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Analiza danych ujetych w tablicach 6.4 i 6.5 pozwala stwierdzi¢, ze
hybrydowy model MP dostarcza trafniejszych prognoz umieralnosci niz
modele G oraz DLC, na co wskazuja mniejsze bledy prognozy dla lat
2001-2014. Rezultaty nie sa jednak lepsze niz w przypadku omawianego
wezesniej modelu EHLC (por. tablice 6.2 1 6.3).

Tablica 6.4. Poréwnanie ex post miar MSE
dla modeli MP, G i DL.C

Mezczyzni Kobiety
MP G DLC | MP G DLC
2001 || 0,096 | 0,121 | 0,015 | 0,078 | 0,108 | 0,020
2002 || 0,090 | 0,138 | 0,100 | 0,099 | 0,139 | 0,109
2003 || 0,080 | 0,152 | 0,107 | 0,088 | 0,148 | 0,125
2004 || 0,089 | 0,178 | 0,102 | 0,099 | 0,152 | 0,110
2005 || 0,097 | 0,193 | 0,107 | 0,147 | 0,170 | 0,116
2006 || 0,115 | 0,194 | 0,111 | 0,147 | 0,173 | 0,154
2007 || 0,139 | 0,210 | 0,122 | 0,150 | 0,178 | 0,149
2008 || 0,141 | 0,231 | 0,129 | 0,153 | 0,180 | 0,155
2009 || 0,139 | 0,255 | 0,142 | 0,198 | 0,200 | 0,156
2010 || 0,155 | 0,306 | 0,147 | 0,175 | 0,227 | 0,183
2011 || 0,159 | 0,319 | 0,178 | 0,200 | 0,244 | 0,167
2012 || 0,179 | 0,350 | 0,197 | 0,195 | 0,254 | 0,193
2013 || 0,189 | 0,384 | 0,222 | 0,227 | 0,269 | 0,185
2014 || 0,201 | 0,451 | 0,247 | 0,239 | 0,288 | 0,215

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rok

Tablica 6.5. Poréwnanie ex post miar MAD
dla modeli MP, G i DL.C

Mezczyzni Kobiety
MP G DLC | MP G DLC
2001 || 0,076 | 0,105 | 0,010 | 0,056 | 0,091 | 0,016
2002 || 0,071 | 0,126 | 0,079 | 0,076 | 0,121 | 0,069
2003 || 0,057 | 0,140 | 0,088 | 0,068 | 0,131 | 0,087
2004 || 0,063 | 0,160 | 0,079 | 0,076 | 0,136 | 0,082
2005 || 0,070 | 0,174 | 0,087 | 0,108 | 0,149 | 0,090
2006 || 0,083 | 0,179 | 0,093 | 0,107 | 0,150 | 0,110
2007 || 0,098 | 0,193 | 0,103 | 0,106 | 0,153 | 0,110
2008 || 0,102 | 0,208 | 0,108 | 0,115 | 0,159 | 0,117
2009 || 0,093 | 0,229 | 0,121 | 0,137 | 0,172 | 0,122
2010 || 0,100 | 0,277 | 0,123 | 0,136 | 0,207 | 0,139
2011 || 0,109 | 0,288 | 0,157 | 0,156 | 0,218 | 0,140
2012 || 0,116 | 0,317 | 0,175 | 0,150 | 0,228 | 0,158
2013 || 0,121 | 0,344 | 0,198 | 0,171 | 0,239 | 0,155
2014 || 0,131 | 0,413 | 0,219 | 0,184 | 0,254 | 0,176

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rok
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Dla zilustrowania skali rozbieznosci pomiedzy prognozami a rzeczywi-
stymi danymi, na rysunkach 6.17 i 6.18 przedstawiono krzywe reprezen-
tujace logarytmy empirycznych wspétczynnikow zgonéw dla dwéch wy-
branych grup wieku = 20 i x = 40 lat (linie przerywane) dla mezczyzn
i kobiet w okresie 1958-2014 oraz odtworzone logarytmy wspélczynnikow
zgonéw dla tych grup wieku, wraz z ich prognozami dla lat 2001-2014
(linie ciagte).

Podkredli¢ nalezy, ze parametry modeli oszacowane zostaly na pod-
stawie danych za okres 1958-2000. Na rysunkach 6.17 oraz 6.18 krzywe
ciagle odpowiadajace przedzialowi lat 2001-2014 stanowia prognozy ana-
lizowanych wielkosci. Prognozy mozna nastepnie poréwnac z wartosciami
empirycznymi. Wynika z niego, iz rozbieznosci pomiedzy wartosciami
empirycznymi i prognozami uzyskanymi z obu modeli wzrastaja wraz
z wydluzaniem sie horyzontu prognozy.

Wskazuje to na potrzebe wyznaczania pasm ufnosci lub pasm roz-
mytosci dla prognozowanych wielkosci, zamiast rozwazania pojedynczych
trajektorii (prognoz punktowych). Mozliwosci takich dostarczaja np. mo-
dele umieralno$ci oparte na liczbach rozmytych lub funkcjach zespolonych.
Przykladowe wyniki estymacji tego typu modeli zawarte zostaly w kolej-
nych dwéch paragrafach.
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x=40lat
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s O3 T .
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Rokt

logarytmy empirycznych wspdtczynnikéw zgondw i wartosci

0,5 -

¢ |ogarytmy empirycznych wspolczynnikow zgondw
= = odtworzone logarytmy wspdtczynnikéw zgondw ( model G)

——odtworzone logarytmy wspofczynnikow zgondw ( model MP)
Rys. 6.17. Empiryczne i odtworzone logarytmy wspdlczynnikow
zgonéw uzyskane na podstawie modeli MP i G (mezczy7ni)

Zrédio: opracowanie wlasne
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logarytmy empirycznych wspétczynnikéw zgondw i wartosci
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® |ogarytmy empirycznych wspotczynnikow zgonow

-2,0 -
= = adtworzone logarytmy wspdtczynnikdw zgondw ( model G)

— odtworzone logarytmy wspotczynnikdw zgondw ( model MP)
Rys. 6.18. Empiryczne i odtworzone logarytmy wspdlczynnikow
zgonéw, uzyskane na podstawie modeli MP i G (kobiety)

Zrédio: opracowanie wlasne

6.4. Wyniki estymacji modelu umieralnosci opartego
na zmodyfikowanych liczbach rozmytych

Rozwazmy model umieralnosci MFMM (5.2.8)—(5.2.11), odwolujacy
sie do pojecia i wlasnosci zmodyfikowanych liczb rozmytych MFN. Model
ten ma strukture, w ktorej punkty przetaczen pomiedzy pookresami umie-
ralnosci zostaly uwzglednione na etapie fazyfikacji czastkowych wspotczyn-
nikow zgondéw.

Rysunki 6.19-6.24 ilustruja oszacowania parametrow a, b,, ki, razem
z ocenami parametrow rozmytosci sa_, Sp,, Sk, uzyskanymi na podstawie
modelu MFMM, osobno dla kobiet i mezczyzn. Interpretacja sktadnikow
g, by, ke jest analogiczna, jak w modelu Lee—Cartera (por. paragraf 6.2
lub paragraf 1.8.1 w rozdziale 1).

W tym przypadku dysponujemy dodatkowo ocenami sy, , Sp,, sk, > 0,
ktore pozwalaja na wyznaczenie obszaréw rozmytosci dla a,, b,, k;. Ob-
szary te zaznaczone zostaly na rysunkach 6.19-6.24 jako pasma ograni-
czone liniami przerywanymi.

Co wiecej, wartosci s4, —sp, Sk, mozemy traktowac jako miary rozmy-
tosci dla odtworzonych lub prognozowanych logarytméw wspotczynnikéw
zgonow, uzyskanych na podstawie modelu.
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Zmodyfikowane liczby rozmyte A,, B,, K;, wystepujace w roli para-
metrow modelu MFMM, koresponduja bowiem z symetrycznymi liczbami
tréjkatnymi, rozumianymi w klasycznym sensie i zapisywanymi jako upo-
rzdkowane pary wartosci centralnych i rozpietosci

A= (ax, SAz)’ B, = (bm SBI)’ K= (kt; SKz)-

Wynikiem dziataii na tych liczbach, zgodnie z formuta (5.2.8), sa zmo-
dyfikowane liczby rozmyte A, ® (B, ® K;). Odpowiadaja one symetrycz-
nym liczbom rozmytym, ktére przybieraja ksztalt zblizony do rozmytych
liczb tréjkatnych o wartosciach centralnych i rozpietosciach réwnych dla
kazdego x =0,1,..., X, t=1,2,...,T, odpowiednio

az + bpke,  SA, — SB,SK,,

przy warunku su, — 2sp, 5k, > 0.

Oznacza to, ze rdéznice sy, — Sp, Sk, mozemy interpretowa¢ w katego-
riach miar rozmytosci dla odtworzonych lub prognozowanych logarytméw
wspotezynnikéw zgondw, otrzymanych z modelu MEFMM.

2 Wiek x

Rys. 6.19. Oszacowania parametrow a,, x = 0,1,...,100 oraz ich obszar
rozmytosci w modelu MFMM (5.2.8)—(5.2.11) (mezczyzni)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.20. Oszacowania parametrow b,, x = 0,1,...,100 oraz ich obszar
rozmytosci w modelu MFMM (5.2.8)—(5.2.11) (mezczyzZni)

Zrodio: opracowanie wlasne
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Rys. 6.21. Oszacowania parametrow kg, t = 1958, ...,2000 oraz ich obszar
rozmytosci w modelu MEMM (5.2.8)—(5.2.11) (mezczyzni)
Zrédlo: opracowanie wlasne



164

8 3
2 o
1 x,
0
.1 i
94
Rys. 6.22. Oszacowania parametréw a,, © = 0,1,...,100 oraz ich obszar
rozmytosci w modelu MFMM (5.2.8)—(5.2.11) (kobiety)
Zrodio: opracowanie wlasne
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Rys. 6.23. Oszacowania parametréw b,, z = 0,1,...,100 oraz ich obszar

rozmytosci w modelu MFMM (5.2.8)—(5.2.11) (kobiety)

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.24. Oszacowania parametrow kg, t = 1958, ...,2000 oraz ich obszar
rozmyto$ci w modelu MFMM (5.2.8)—(5.2.11) (kobiety)

Zrodlo: opracowanie wlasne

Poniewaz prognozowane na podstawie modelu MFMM wielkosci kore-
sponduja z trojkatnymi, symetrycznymi liczbami romytymi, wiec do obli-
czenia miar bledow MAD oraz MSE wykorzystane zostaly dalej wartosci
centralne otrzymanych prognoz.

Miary MSE i MAD dla modelu LC definiuja wzory (6.2.1). Analogicz-
na posta¢ przyjmuja takze w przypadku modelu MFMM

100

Z[ln Mgy — (g + beky) T,
2=0 (6.4.1)

100
1
MADM™™M — o1 ) g — (g + boki),
=0

1

MSEt(MFMM) _ 1_01

przy czym a, b,, k; oznaczaja tutaj parametry zmodyfikowanych liczb roz-
mytych A, B,, K;, oszacowane na podstawie modelu (5.2.8)—(5.2.11).

Otrzymane wartosci $rednie btedéw prognoz ez post (tablice 6.6 1 6.7)
przemawiaja na korzysé modelu MFMM w poréwnaniu z modelem LC. Do-
datkowo, model MFMM pozwala na ocene niepewno$ci w odniesieniu
do uzyskanych oszacowan, a zwtaszcza wspétczynnikéw umieralnosci, po-
niewaz daje mozliwo$¢ wyznaczenia tzw. obszaréw rozmytosci (por. ry-
sunek 6.25).
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Tablica 6.6. Poréwnanie ex post miar MSE
dla modeli LC i MFMM

Mezczyzni Kobiety
LC | MFMM | LC | MFMM
2001 || 0,197 | 0,186 | 0,098 | 0,098
2002 || 0,204 | 0,194 | 0,122 | 0,121
2003 || 0,215 | 0,202 | 0,122 | 0,122
2004 || 0,223 | 0,209 | 0,132 | 0,132
2005 || 0,230 | 0,214 | 0,146 | 0,146
2006 || 0,232 | 0,220 | 0,152 | 0,151
2007 || 0,238 | 0,223 | 0,172 | 0,171
2008 || 0,257 | 0,240 | 0,174 | 0,173
2009 || 0,281 0,262 | 0,191 0,190
2010 || 0,330 | 0,308 | 0,190 | 0,190
2011 || 0,341 0,321 0,218 | 0,217
2012 || 0,373 | 0,351 0,215 | 0,215
2013 || 0,406 | 0,383 | 0,246 | 0,246
2014 || 0,469 | 0,442 | 0,273 | 0,272

Zrédio: opracowanie wlasne.

Rok

Tablica 6.7. Poréwnanie ez post miar MAD
dla modeli LC i MFMM

Mezczyzni Kobiety
LC | MFMM | LC | MFMM
2001 || 0,182 | 0,171 | 0,083 | 0,082
2002 || 0,185 | 0,175 | 0,107 | 0,107
2003 || 0,195 | 0,181 | 0,109 | 0,109
2004 || 0,206 | 0,191 | 0,117 | 0,116
2005 || 0,214 | 0,197 | 0,129 | 0,128
2006 || 0,214 | 0,203 | 0,130 | 0,129
2007 || 0,219 | 0,208 | 0,152 | 0,152
2008 || 0,234 | 0,219 | 0,156 | 0,156
2009 || 0,250 | 0,232 | 0,170 | 0,168
2010 || 0,302 | 0,281 | 0,167 | 0,166
2011 || 0,307 | 0,288 | 0,191 | 0,191
2012 || 0,335 | 0,318 | 0,185 | 0,185
2013 || 0,359 | 0,341 | 0,221 | 0,220
2014 || 0,430 | 0,410 | 0,245 | 0,245

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rok

Rysunek 6.25 ilustruje empiryczne i odtworzone logarytmy wspétczyn-
nikow zgondéw, wraz z ich obszarami rozmytosci, dla mezczyzn i kobiet
w wybranej grupie wieku. Przypomnijmy, ze okresem, na podstawie kto-
rego dokonano estymacji parametrow, sa lata 1958-2000, natomiast prze-
dziat 2001-2014 traktowany jest tutaj jako okres prognozy ez post.
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Rys. 6.25. Empiryczne i odtworzone logarytmy wspétczynnikéow zgonow
w grupie wieku z = 25 lat wraz z pasmem rozmytosci

Zrodio: opracowanie wlasne

Wartosci odtworzone wyznaczone zostaty z formuly a,+b.k;. Stanowia
one jednoczes$nie wartosci centralne symetrycznych liczb rozmytych, repre-
zentujacych logarytmy wspolczynnikéw zgonow, oszacowane na podstawie
modelu. Dodatkowo, na rysunku 6.25 wykreslone zostaly pasma rozmy-
tosci dla wartosci odtworzonych, ograniczone krzywymi o réwnaniach

fiz(t) = ay + bpky — (sa, — SB,SK,), (6.4.2)
fou(t) = ay + by + (sS4, — SB,SkK,)- (6.4.3)

W celu wyznaczenia k; oraz sk, dla okresu prognozy przyjeto model
btadzenia przypadkowego z dryfem dla obu wymienionych wskaznikéw
(przez analogie do modelu (1.8.5)). Zauwazymy, ze wyznaczone obszary
rozmytodci zawieraja w sobie wartosci odtworzone oraz wiekszos¢ obser-
wacji rzeczywistych, biorac w szczegélnosci pod uwage okres prognozy.

6.5. Wyniki estymacji modelu kwaternionowego

Wiyniki estymacji modelu kwaternionowego CNMM (5.4.1)—(5.4.3) za-
prezentowane zostaly dalej w podobnej konwencji, jak w paragrafie 6.4,
tj. za pomoca wykreséw ocen parametrow a,, b,, k; oraz s4,, Sg, , Sk,, hato-
miast wartos$ci miar btedéw MSE, MAD dla prognoz ex post przedstawione
zostaly w formie tabelarycznej.
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Algebra rozwazana w modelu kwaternionowym utworzona zostala z al-
gebry skierowanych liczb rozmytych, poprzez przedstawienie skierowanych
liczb rozmytych A = (f, g) za pomoca par funkcji zespolonych

A(u) = (fA(u)ng(u))a u < [07 1]7 (651>
gdzie
falu) =a—i(1 —u)sa, ga(u)=a+i(l—u)ss (6.5.2)

oraz poprzez przyjecie definicji mnozenia wlasciwej dla kwaternionéw (por.
definicja B.6, aksjomat (iii), dodatek B).

W algebrze tej jest spelnione zalozenie twierdzenia Gelfanda—Mazura,
zatem jest ona izometrycznie izomorficzna z algebra liczb zespolonych.

Wspoétezynniki s4_, sg,, Sk, w modelu CNMM bedziemy traktowaé po-
dobnie, jak w modelu rozmytym MFMM, to jest jako miary rozmytosci
odpowiednich ocen a,, b,, k;. Te ostatnie interpretujemy analogicznie, jak
w standardowym modelu Lee—Cartera (por. paragraf 6.2). Na rysunkach
6.26-6.31 wartosci sa,, SB, , Sk, uzyte zostaly do zaznaczenia obszaréw roz-
mytosci.

Wiek x

Rys. 6.26. Oszacowania parametrow a,, £ = 0,1,...,100 oraz ich obszar
rozmytosci w modelu CNMM (5.4.1)—(5.4.3) (mezczyzni)

Zrodio: opracowanie wlasne
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Rys. 6.27. Oszacowania parametréow b,, x = 0,1,...,100 oraz ich obszar
rozmyto$ci w modelu CNMM (5.4.1)—(5.4.3) (mezczyzni)

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.28. Oszacowania parametrow k;, t = 1958, ...,2000 oraz ich obszar
rozmytosci w modelu CNMM (5.4.1)—(5.4.3) (mezczyzni)

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rys. 6.29. Oszacowania parametrow a,, £ = 0,1,...,100 oraz ich obszar
rozmytosci w modelu CNMM (5.4.1)—(5.4.3) (kobiety)

Zrodio: opracowanie wlasne

0,01 - Wiek x

Rys. 6.30. Oszacowania parametréw b,, z = 0,1,...,100 oraz ich obszar
rozmytosci w modelu CNMM (5.4.1)—(5.4.3) (kobiety)

Zrodio: opracowanie wlasne
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Rys. 6.31. Oszacowania parametrow kg, t = 1958, ...,2000 oraz ich obszar
rozmyto$ci w modelu CNMM (5.4.1)—(5.4.3) (kobiety)

Zrodlo: opracowanie wlasne

Miary MSE i MAD dla modelu CNMM, ktérych wartosci zestawione
zostaly w tablicach 6.8 i 6.9 z miarami dla modelu LC zdefiniowane sa
przez analogie do (6.2.1)

100

1
MSE™™™) — MZUH Mgy — (ag + boky)[

=0

100

1
MAD (cNMM) 1012‘1met—(@z+b kt)’

gdzie ay, by, k; oznaczaja parametry kwaternionéw A,, By, K;, oszacowane
na podstawie modelu (5.4.1)—(5.4.3) z wykorzystaniem metody optymali-
zacji nieliniowej (rozdziat 5, paragraf 5.4.1).

Opierajac si¢ na wynikach zawartych w tablicach 6.8, 6.9 mozna stwier-
dzi¢, iz model kwaternionowy wykazuje nieco gorsze wlasnosci progno-
styczne niz model LC. Jednakze, podobnie jak model rozmyty MFMM,
dostarcza dodatkowo ocen rozmytosci dla szacowanych parametrow oraz
pozwala na wyznaczenie obszaréw rozmytosci (niepewnosci) dla progno-
zowanych wspolczynnikéw zgondw.
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Tablica 6.8. Poréwnanie ex post miar MSE

dla modeli LC i CNMM

Mezczyzni Kobiety
LC | CNMM | LC | CNMM
2001 || 0,197 | 0,214 | 0,098 | 0,225
2002 || 0,204 | 0,207 | 0,122 | 0,240
2003 || 0,215 | 0,231 | 0,122 | 0,273
2004 || 0,223 | 0,250 | 0,132 | 0,289
2005 || 0,230 | 0,263 | 0,146 | 0,269
2006 || 0,232 | 0,247 | 0,152 | 0,282
2007 || 0,238 | 0,263 | 0,172 | 0,299
2008 || 0,257 | 0,273 | 0,174 | 0,314
2009 || 0,281 | 0,304 | 0,191 | 0,296
2010 || 0,330 | 0,355 | 0,190 | 0,376
2011 || 0,341 | 0,342 | 0,218 | 0,381
2012 || 0,373 | 0,368 | 0,215 | 0,415
2013 || 0,406 | 0,396 | 0,246 | 0413
2014 || 0,469 | 0,476 | 0,273 | 0,424
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rok

Tablica 6.9. Poréwnanie ex post miar MAD
dla modeli LC i CNMM

Mezczyzni Kobiety
LC | CNMM | LC | CNMM
2001 || 0,182 | 0,159 | 0,083 | 0,199
2002 || 0,185 | 0,158 | 0,107 | 0,215
2003 || 0,195 | 0,173 | 0,109 | 0,238
2004 || 0,206 | 0,185 | 0,117 | 0,255
2005 || 0,214 | 0,192 | 0,129 | 0,247
2006 || 0,214 | 0,187 | 0,130 | 0,257
2007 || 0,219 | 0,191 | 0,152 | 0,264
2008 || 0,234 | 0,205 | 0,156 | 0,282
2009 || 0,250 | 0,228 | 0,170 | 0,269
2010 || 0,302 | 0,277 | 0,167 | 0,353
2011 || 0,307 | 0,283 | 0,191 | 0,351
2012 || 0,335 | 0,308 | 0,185 | 0,379
2013 || 0,359 | 0,333 | 0,221 | 0,377
2014 || 0,430 | 0,402 | 0,245 | 0,397
Zrédio: opracowanie wlasne.

Rok

6.6. Uwagi koncowe

Podsumowujac rezultaty estymacji oraz ewaluacji szeregu propono-
wanych modeli umieralnosci, mozna wskaza¢ ich mocne i stabe strony.
W przypadku hybrydowego modelu dynamicznego Lee-Cartera EHLC



173

mocna strona sa jego wiasnosci prognostyczne. Na podstawie tego modelu
mozemy uzyskaé prognozy umieralnosci obarczone mniejszym srednim
btedem niz w przypadku popularnego modelu Lee—Cartera, na co wskazuja
wyraznie mniejsze bledy sredniokwadratowe i srednie bledy absolutne. Bu-
dowane prognozy maja jednak charakter prognoz punktowych. Wskazane
byloby w kolejnym kroku opracowanie obszaréw ufnosci dla prognozowa-
nych wielkosci, co wymagaloby przyjecia pewnych zalozen o rozktadzie
prawdopodobienstwa obserwowanych zmiennych oraz zaangazowania za-
awansowanego aparatu matematycznego.

W przypadku modeli opartych na liczbach rozmytych oraz funkcjach
zespolonych wilasnosci prognostyczne sa zblizone do oferowanych przez
standardowy model Lee—Cartera. Przewaga wymienionych modeli polega
natomiast na mozliwosci wyznaczenia obszaréw rozmytosci dla szacowa-
nych parametrow, a w konsekwencji takze dla generowanych na tej podsta-
wie prognoz wspotczynnikow zgondéw. Co wiecej, wyznaczenie obszaréw
rozmytos$ci w przypadku tych modeli nie wymaga stosowania zaawanso-
wanej metodologii.

Otrzymane rezultaty sklaniaja autoréw do kontynuowania prac zmie-
rzajacych do opracowania rodziny modeli, taczacych w sobie wiasnosci
hybrydowych modeli dynamicznych oraz modeli rozmytych i zespolonych.
Beda one przedmiotem dociekan w kolejnych publikacjach poswieconych
modelowaniu umieralnodci.






Dodatek A

Elementy analizy proceséw
stochastycznych i ré6wnania
stochastyczne

A.1. Podstawowe definicje proceséow stochastycznych

W niniejszym dodatku przypomnimy niezbedne informacje o procesach
stochastycznych. Pomijamy przy tym wiadomosci z rachunku prawdopo-
dobienstwa, ktore Czytelnik z latwoscia znajdzie w podrecznikach akade-
mickich. Przy opracowywaniu tego dodatku korzystano z monografii [68],
98], [99], [100].

Teoria proceséw stochastycznych powstata jako uogdlnienie koncepcji
zmiennych losowych. W przypadku zmiennej losowej kazdemu zdarzeniu
elementarnemu przypisana jest liczba. Jednak w wielu procesach rzeczy-
wistych (fizycznych, ekonomicznych, biologicznych lub chemicznych) mo-
del taki jest niewystarczajacy, najczesciej kazdemu zdarzeniu elementar-
nemu odpowiada bowiem nie liczba, lecz funkcja, np. czasu, lub funkcja
okreslona na jakims zbiorze parametrow. Prowadzi to do definicji procesu
stochastycznego.

Definicja A.1. Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna oraz
R* = [0,00). Rodzine X = {{(¢t,w)},t € RT, nazywamy (rzeczywistym,)
procesem stochastycznym z czasem ciqagltym. W przypadku, gdy parametr
czasowy t nalezy do zbioru liczb naturalnych N = {1,2,...}, rodzine
X ={&(t,w)},t € N, w € Q nazywamy ciagiem losowym lub procesem
stochastycznym z czasem dyskretnym. W podobny sposob definiuje sie
proces stochastyczny o wartosciach zespolonych.

Przy ustalonym w € Q funkcje czasu £(t, -) nazywamy trajektoriq lub
realizacjq odpowiadajaca zdarzeniu elementarnemu w.

Bedziemy uzywali notacji £(t,w) dla proceséw z czasem ciagtym oraz
& (w) dla procesow z czasem dyskretnym. Niekiedy, dla wygody zapisu,
bedziemy opuszcza¢ symbol zdarzenia elementarnego w w oznaczeniu pro-
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ceséw, to znaczy £(t) = £(t,w), gdy t € R lub & = £(t,w), gdy t € N,
co nie powinno prowadzi¢ do nieporozumien. Procesy stochastyczne beda
oznaczane takze literami xy, zo, Y1, ¥Yo.

Dla ustalonych chwil t = ¢y, ts, ..., t,, proces stochastyczny £(t) staje sie
skoniczona liczba zmiennych losowych (1), ..., &(t,,), ktére charakteryzuje
taczny rozkiad prawdopodobienstwa

Fo (21, x,) = P{{(t) < xy,...,&(t) < xp} (A.1.1)

lub taczna gestosé prawdopodobienstwa (dla proceséw ciagltych)

g(tlaxb "‘Jt'I’HI'I’L)

albo taczna funkcja charakterystyczna

®(O4,t1,...,0,,t,) = E [eXp {ii@ﬁ(@)}] : (A.1.2)

j=1

Naturalnym uogdélnieniem tacznej funkcji charakterystycznej jest funk-
cjonal charakterystyczny zdefiniowany nastepujaco

(O(t) =E [exp {z G)(t)g(t)dtH , (A.1.3)

Rt
gdzie funkcja ©(t) nalezy do klasy funkeji, dla ktérych operacja catkowania
pod eksponentem jest dobrze okreslona.

Przejscie od wzoru (A.1.3) do (A.1.2) otrzymuje sie przez podstawienie

Ot) = > 0,0t —t)), (A.1.4)

gdzie 6(t) jest dystrybucja Diraca.

Podobnie jak dla zmiennych losowych, rowniez dla proceséw stocha-
stycznych momenty i kumulanty wyznacza sie, rézniczkujac odpowiedni
funkcjonal charakterystyczny

2(O(1)) = 2(O(1) =1+ 3 0;(1)Ela;(1)] +
2 "~ (A.1.5)
* % D> 60Okt Elz;(H)mi(t)] + - .

j=1 k=1
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Przy wykorzystaniu tacznej gestosci g(t1, x1, ..., tn, T,) momenty mie-
szane wyzszych rzedéw maja postaé

+oo
El2}'(t) ... 2} (t, / / e (ta)]g(@e by s T ) day . dy,

Korzystajac z roznych definicji zbieznosci zmiennych losowych mozna
podac kilka podstawowych definicji ciaglodci procesu stochastycznego.

Definicja A.2. Proces stochastyczny £(t), t € R, jest nazywany ciaglym
prawie wszedzie, jesli

P{w: %i_rg{(t,w) =¢(s,w) =0} =1. (A.1.6)

Definicja A.3. Proces stochastyczny £(t), t € R, jest nazywany ciaglym
wedlug prawdopodobienstwa, jesli

Ve >0 %i_r}r;Pﬂ{(t,w) —&(s,w)| > e} =0. (A.1.7)

A.1.1. Procesy drugiego rzedu

Szczegdlnie wazna w zastosowaniach jest klasa proceséw drugiego rze-
du o wartosciach zespolonych, to znaczy posiadajacych ograniczone drugie
momenty

E[lz(t,w)]?] < 00, te€RT. (A.1.8)

Wielko$ciami charakteryzujacymi procesy drugiego rzedu sa: funkcja au-
tokorelacji i autokowariancji, zdefiniowane odpowiednio

Kooty 1) = E[(2(t) — Ele(t))]) (o(ts) — Bla(@)])),  (A.L.10)

zwane czasami w skrocie odpowiednio funkcjami korelacji i kowariancji
i zapisywane R, (tq,t2) oraz K,(t1,t2) lub R(ty,t3) oraz K(t1,ts).

W zapisie (A.1.9) oraz (A.1.10) gérna kreska oznacza zespolone sprzezenie.
Dla t; =ty = t mamy

Ko (t, 1) = E[(a(t) - Elz(t)))?] = o%(0), (A.L11)

gdzie 0,(t) jest odchyleniem standardowym procesu x(t).
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Dla dwéch réznych proceséw x(t), y(t) wprowadza sie funkcje korelacyi
wzajemnej i funkcje kowariancyi wzajemnej, zdefiniowane odpowiednio

Rmy(tla tg) = E[l’(tl) y(t2>], (A112>

Koyt 12) = E[(2(t) — Elo(t)]) () — ER@Dl, (A113)
a dla procesu wektorowego x(t) o wartosciach zespolonych macierzowe
funkcje korelacji oraz macierzowe funkcje kowariancyi sa zdefiniowane na-
stepujaco

Rxx(tlu tg) = E[X(t1> x* (tg)], (A114)
Koe(t1, 12) = E[(x(t1) — E[x(t1)]) (x(t2) — E[x(t2)])7),  (A.L.15)

gdzie gwiazdka oznacza sprzezenie i transpozycje.

Podobnie definiuje sie, odpowiednio macierzowq funkcje korelacji wza-
jemnej oraz macierzowq funkcje kowariancyi wzajemnej

Ry (11, 1) = E[x(t1) y*(£2)], (A.1.16)

Ky (11, 12) = E[(x(t1) — E[x(t1)]) (y(t2) — Ely(t2)])"]. (A.1.17)

Dla proceséw drugiego rzedu definiuje sie ciagtos¢ w sensie sredniokwa-
dratowym.

Definicja A.4. Proces stochastyczny z(t), t € R* drugiego rzedu jest
nazywany ciagltym w sensie sredniokwadratowym w punkcie ¢, jesli

l&._r};g(yc(s—l—At, w)—(x(s,w)) Alir_r}OEHac(s—i—At, w)—x(s,w)|]=0, (A.1.18)
gdzie [.1.m oznacza granice w sensie sredniokwadratowym.

Twierdzenie A.1. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym ciaglosci
w sensie $redniokwadratowym procesu z(t) jest istnienie funkcji autoko-
relacji R, (t1,t2), claglej na zbiorze {(t1,t2) : ¢ = ta}.

W przypadku procesow p-tego rzedu definicja cigglosci jest nastepujaca.

Definicja A.5. Proces stochastyczny z(t), t € R' p-tego rzedu, jest
nazywany ciqgtym w punkcie s w sensie p-tego momentu, 0 < p < oo, jesli

limE[|z(t,w) — z(s,w)|?] = 0. (A.1.19)

t—s

W szczegdlnym przypadku, tj. dla p = 1, proces jest nazywany ciqglym
w sensie srednim.
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A.1.2. Procesy stacjonarne

Szeroka klasa procesow stochastycznych, ktérych wiasnosci probabili-
styczne nie zaleza od biezacej wartosci zmiennej ¢, ale od réznicy argu-
mentow t — s, sa tzw. procesy stacjonarne.

Definicja A.6. Proces stochastyczny z(t), t € R jest nazywany stabo
stacjonarnym lub stacjonarnym w szerokim sensie, jesli dla dowolnego
A € R i dowolnych ¢, s € R™ zachodza nastepujace zaleznosci

E[lz(t)]%] < oo,

Ejz(t)] = E[z(t + A, w)], (A.1.20)

E[lz(t + A) x(s + A)] = Elz(t) x(s)],

tzn. jesli pierwsze i drugie momenty nie zmieniaja si¢ po przesunieciu
zmiennej t. Dla uproszczenia bedziemy czesto pomijac¢ stowo ,,stabo”, co
nie powinno prowadzi¢ do nieporozumien.

Bezposrednim wnioskiem pltynacym z tej definicji jest fakt, ze wartosé
srednia i wariancja sa stale w czasie, a funkcje korelacji i kowariancji zaleza
jedynie od réznicy argumentéw to — £y, tzn.

E[z(t)] = m, = const, (A.1.21)

E [(z(t) — E[z(t)])?] = 02 = const, (A.1.22)
Rx(tla tg) = Rx(tQ — tl) = RI(T), (A123)

K, (t1,te) = Ky (ta — t1) = K, (1), (A.1.24)

gdzie ty =t, to =t + 7.

A.1.3. Procesy gaussowskie

Bardzo wazna klasa proceséw stochastycznych, z uwagi na swe wia-
snosci aplikacyjne, sa procesy gaussowskie (normalne). W literaturze ist-
nieje kilka réznych definicji procesu gaussowskiego. My wyréznimy naste-
pujaca definicje.

Definicja A.7. Wektorowy proces stochastyczny x(t), x € R", t € R
nazywamy gaussowskim (lub normalnym), jesli dla dowolnego natural-
nego n € N i dowolnego podzbioru {t1, ..., t,},t; € R™, n > 1 wektorowe
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zmienne losowe X(t1),...,x(t,) maja taczny rozklad gaussowski, to zna-
czy ich funkcja charakterystyczna dla dowolnych wektoréow rzeczywistych
0., ..., 0, jest nastepujaca

O(O4,1y,...,0,,t,) [exp{z @T }] =

(A.1.25)

n 1 n n
:exp{ZzG)T QZZZGJTK ti,ti) O }
j=1 j=1 k=1
gdzie m(t) i K(t1,t2) sa odpowiednio wektorem wartosci srednich (Srednia)
i macierza kowariancji wektorowego procesu x(t), te R*, @ = (07 ... @117
m=[m?! ... mlT K=[K(t,)].

Jesli macierz kowariancji K(¢;,¢;), ¢, = 1, ...,n jest niesingularna, to
taczna gestosé prawdopodobienistwa zmiennych wektorowych x(t1),...,x(t,)
ma postac

1
6051 -%0,) = 23 Ko {-Gfa-m )T Ha ), (4.1.20)
gdzie u =[x, .. xI|T, my = [mT, ..., mI]" natomiast |K| jest wyznacz-
nikiem blokowej macierzy kowariancji o wymiarach n? x n%. Ma ona postac
K= [K(t“tj)], Z,] = ]_, N
W szczegdlnym przypadku, gdy elementy macierzy sa jednowymia-
rowe, tzn. [K(¢;, ;)] = K(t;,t;), macierz kowariancji K jest postaci

[ K(t,t1) K(ti,t) ... K(t,tn) |
K(ta,t)) K(tats) ... K(ta,tn)
K= : : N : . (A.1.27)
| K(tw,t1) K(tats) ... K(tata) |

A.1.4. Procesy Markowa

Zajmiemy sie teraz szeroka klasa proceséw stochastycznych, w ktérych
., przysztosé” nie zalezy od ,,przeszlosci” jesli znana jest ,,terazniejszoS$¢”.
Podamy najpierw ogdlna definicje takiego procesu.

Definicja A.8. Wektorowy proces stochastyczny £(t), t € RT, r-wymia-
rowy nazywa sie procesem Markowa, jesli dla n € N i dla dowolnych
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wartosci parametru t,,€ RY, m=1,...,n, gdzie t, <t; < ... <t, oraz dla
dowolnych wektoréw rzeczywistych x1,...,x, € R" zachodzi nastepujaca
zaleznosé

P{&(tn) < Xu| &(tn-1) = Xp-1, .., &(t1) = X1} =
(A.1.28)

= P{&(tn) < Xn| &(tn-1) = Xn1},

to znaczy rozklad warunkowy €&(t,) dla danych wartosci &(to), &(t1),...
&(t,—1) zalezy tylko od wartosci procesu w chwili poprzedniej, nie zalezy
natomiast od wszystkich wartosci jakie przyjmowat proces &(t) do chwili
tn—1, tzn. zalezy jedynie od &(t,_1).

Wprowadzmy oznaczenia
P(s,x;t,B) = P{&(t) € B| &(s) = x}, s <t, (A.1.29)

F(s,xit,y) = P{E(t) < y] £(s) = x}. (A.1.30)
gdzie B € B", B" jest o-cialem zbioréw borelowskich w R”.

Funkcje P(s,x;t,B) i F(s,x;t,y) sa nazywane funkcjami prawdopodo-
bienstwa przejscia lub krocej funkcjami przejscia zwiazanymi z procesem
Markowa &(t).

W analizie proceséw Markowa czesto korzysta sie z wlasno$ci homoge-
nicznosci (jednorodnosci).

Definicja A.9. Proces Markowa &(t),t € RY nazywa sie homogenicznym
(ze wzgledu na czas), jesli dla dowolnych s,t € R*, s < t, funkcja przejscia
zalezy tylko od réznicy argumentow czasowych t — s = 7, to znaczy

P(s,x;t,B) = P(x,7,B), (A.1.31)
F(s,x;t,y) = F(x,7T,y). (A.1.32)

Wsréd procesow Markowa wazna klase stanowia procesy z ciaglym
czasem oraz ciagla przestrzenia stanow.

Definicja A.10. Wektorowy proces Markowa &(t),t € R™ o wartos-
ciach w R" jest nazywany r-wymiarowym procesem dyfuzji, jesli jego funk-
cja przejscia F(s,x;t,y) dla kazdego t € RT i kazdego € > 0 spekia
nastepujace warunki
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(i)
dyF(t,x;t+ At,y) =0, (A.1.33)

lim —
At—0 At ly—x|>e

(ii) istnieje pewna funkcja wektorowa A(x,t), taka ze

. 1
Al}fr_r}o A /|y_XI<8(y —x)dy F(t,x;t+ At,y) = A(x,t), (A.1.34)

(iii) istnieje pewna funkcja wektorowa o (x,t), taka ze

1 .
L A

(A.1.35)
=o(x,t)ol(x,t) = B(x,t) > 0,

gdzie | - | jest norma Euklidesa w R" oraz zbieznos¢ w warunkach

(A.1.34), (A.1.35) jest jednostajna ze wzgledu na x. Z kolei wyrazenie

dy F(t,x;t + At,y) jest rézniczka funkcji F' ze wzgledu na y.

Funkcje A(x,t) i B(x,t) nazywa sie odpowiednio wektorem dryftu
(unoszenia) oraz macierza dyfuzji.

Dla procesu dyfuzyjnego istnieje mozliwos¢ wyznaczenia gestosci funk-
cji przejscia na podstawie znajomosci A(x,t) oraz B(x,t).

A.1.5. Procesy o przyrostach niezaleznych

Szczegdlnie wazna klasa proceséw Markowa sa procesy o przyrostach
niezaleznych.

Definicja A.11. Proces stochastyczny £(t),t € RY, jest nazywany pro-
cesem o przyrostach niezaleznych, jesli dla dowolnych t; € R, takich ze
to < t; < ... < tp, zmienne losowe bedace przyrostami procesu £(t), tzn.

E(to), &(t1) —&(to), - -, E(tn) — &(t,—1) sa niezalezne.

Definicja A.12. Proces stochastyczny £(t),t > 0,£(0) = 0 okreslony na
przestrzeni probabilistycznej (2, F,P) jest nazywany procesem o przyro-
stach niezaleznych od przesztosci, jesli dla dowolnych t,s e R, 0 < s <t <00,
zmienne losowe bedace przyrostami procesu £(t), to znaczy £(t) — &(s), sa
niezalezne od F.

Definicja A.13. Proces stochastyczny £(t), t € R* o przyrostach nie-
zaleznych jest nazywany procesem o stacjonarnych przyrostach niezalez-
nych, jesli réznice £(t1) — &(to), ..., £(tn) — &(tn—1) zaleza tylko od réznic
odpowiednio t; — tg, ..., t, — t_1.
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Waznymi procesami o przyrostach niezaleznych sa procesy Wienera,
Poissona oraz Levy’ego. Szczegdélowo omowimy proces Wienera.

Definicja A.14. Proces stochastyczny £(t,w), t € RT, zadany na prze-

strzeni probabilistycznej (€2, F,P) jest nazywany procesem Wienera lub

ruchem Browna, jesli

(i) PLE(0,w) = 0} = 1,

(i) &(t,w) jest procesem o stacjonarnych przyrostach niezaleznych od
przesztosci,

(iii) przyrosty &(t,w) — &(s,w) maja rozklad Gaussa taki, ze

El¢(t,w) —&(s,w)] =0, (A.1.36)

E[(£(t,w) — &(s,w))?] = o?|t — s, 0? =const >0, (A.1.37)
(iv) dla prawie wszystkich w € Q realizacje £(t,w) sa ciagle ze wzgledu na
teR".

Niektérzy autorzy definiuja proces Wienera wykorzystujac wlasnosci
(i)—(iii) i udowadniaja, ze tak zdefiniowany proces Wienera &(f,w) ma
modyfikacje, ktérej realizacje sa prawie wszedzie ciagle.

W przypadku, gdy o2 = 1 proces £(t,w) jest nazywany standardowym
procesem Wienera. Istnienie takiego procesu wynika z konstrukeji podane;j
przez Lipcera i Sziriajewa [68].

Niech 1y, 19, ... bedzie ciagiem gaussowskich zmiennych losowych o war-
tosciach érednich réwnych zeru i jednostkowych wariancjach oraz niech
d1(t), p2(t), ..., t € [0, T], bedzie dowolnym ciagiem zupelym i ortogonal-
nym w L%[0,T]. Wéwcezas zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie A.2. Dla kazdego t € [0, 7] szereg

éltw) = Somi) [ o) (A1.35)

jest zbiezny prawie wszedzie i okresla proces Wienera na przedziale [0, T.

Z definicji standardowego procesu Wienera wynikaja nastepujace jego
wlasnosci

E[(t)] =0, (A.1.39)
K(s,t) = E[f(s){(t)] = min(s, ), (A.1.40)

P{e(t) < 2} = e { v } dy, (A.1.41)

\/ﬁ
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Ellel] = /=, (A1.42)

™

B[(£(t + At) — £())7] = \/ﬁ /_:o 22 oxp {_ ;—L} ds —

= (2n — D) (ALY

(A.1.43)

Z definicji wynika, ze prawie wszystkie realizacje procesu Wienera sa
ciagte.

Twierdzenie A.3. Mimo ze prawie wszystkie realizacje procesu Wienera
sa ciagle, to nie sa jednak rézniczkowalne dla wszystkch ¢ > 0 i na kazdym
skoficzonym przedziale maja wahanie nieskoniczone (mozna je interpre-
towaé jako ,,szybko zmienne funkcje pitowe”).

Definicja A.15. Proces stochastyczny &(t) jest nazywany r-wymiarowym
procesem Wienera &(t) = [£1(1), ..., & (1)]T, jesli kazda jego sktadowa &;(t),
i =1, ...,r jest skalarnym procesem Wienera i wszystkie &;(t) sa wzajemnie
niezaleznymi procesami.

A.1.6. Bialy szum

Fundamentalnym narzedziem matematycznym w analizie stochastycz-
nych uktadéw dynamicznych jest abstrakcyjny proces stochastyczny (nie-
realizowalny fizykalnie), zwany bialym szumem. W literaturze, zwlaszcza
technicznej, mozna znalez¢ kilka definicji tego pojecia. Podamy definicje
autorstwa It6 i Gelfanda, zaczerpnieta z ksiazki Sobezyka [98], oparta na
teorii funkcji uogdlnionych (dystrybucji) stochastycznych.

Niech D(T) bedzie przestrzenia funkcji prébnych, tzn. wszystkich nie-
skoniczenie wiele razy rézniczkowalnych funkeji ¢ : T — R' znikajacych
tozsamosciowo na zewnatrz skonczonego przedziatu domknietego. Dla tej
przestrzeni przyjmuje sie topologie, jak w zwyktych przestrzeniach dystry-
bucyjnych Schwartza. Oznacza to, ze D(T') jest topologiczna przestrzenia
wektorowa. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta wszystkich P-réwnowaz-
nych zmiennych losowych zdefiniowanych na (€2, F, P) o skoiiczonym dru-
gim momencie.

Definicja A.16. Ciagle, liniowe odwzorowanie ® : D(T) — H jest nazy-
wane uogolnionym procesem stochastycznym na zbiorze T'. Warto$¢ uogol-
nionego procesu stochastycznego ® w ¢ jest oznaczana przez {¢, ®} lub

®(¢).
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Zaleta uogolnionego procesu stochastycznego jest zawsze istnienie jego
pochodnej, ktéra jest rowniez uogdlnionym procesem stochastycznym. Ilu-
struje to nastepna definicja.

Definicja A.17. Pochodna ® ze wzgledu na t uogélnionego procesu @ (uo-
gélniona pochodna) w przestrzeni D(T') jest okreslona zaleznoscia

{p,d} = {%, ®}  dla wszystkich ¢ € D(T). (A.1.44)

Wykorzystujac definicje uogélnionej pochodnej do proceséw Wienera,
ztozonego procesu Poissona oraz a-stabilnego procesu Levy’ego, mozna
otrzymac¢ nowe, uogoélnione procesy stochastyczne.

Gaussowki bialy szum

Definicja A.18. Uogdlniona pochodna procesu Wienera w(t), ¢ € [0,00)

oznaczana przez 1y, (t) = w(t) = dizl)l(ft)’

{6, n} ={¢, &} = — {%, ¢} dla wszystkich ¢ € D(T), (A.1.45)

jest nazywana gaussowskim biatym szumem.

to znaczy

Roéwnosé (A.1.45) mozna réwniez zapisaé w postaci
d¢(t) = n(t)dt. (A.1.46)
Nie wchodzac w szczegdly, mozna wykazaé, ze dla kazdego ¢ € D(T),
catka zmiennej {¢, n} jest zmienna losowa gaussowska oraz dla skoniczone;

liczby funkcji ¢y, ..., ¢, € D(T) zmienne losowe {¢;,n}, 1 < ¢ < n maja
laczny rozktad gaussowski. Ponadto, warto$é¢ oczekiwana dla n(t) wynosi

E[n(t)] =0 (A.1.47)
i funkcja kowariancji jest dystrybucja Diraca
Ky (ty,t2) = co(ta —t1) = cd(7), ¢ =const. ¢ >0, (A.1.48)

Z ostatniej rownosci wynika bezposrednio, ze wariancja biatego szumu
gaussowskiego jest réwna nieskonczonosci K, (t,t) = 6(0) = oo, a funkcja
gestosci widmowej mocy procesu jest funkcja stata réwna stalej ¢

See(\) = c. (A.1.49)

Wiasnosé (A.1.48) potwierdza ,nierealizowalnosé fizykalna” takiego
procesu, druga natomiast wiasnos¢ (A.1.49) wskazuje na pochodzenie na-
zwy ,,bialy szum”, czyli jego analogie do ,,$wiatla bialego”, w ktorym
wystepuja wszystkie czestosci fal elektromagnetycznych (barwy).



186

A.2. Rachunek rézniczkowy i calkowy proceséw
stochastycznych

A.2.1. Calkowanie oraz rézniczkowanie w sensie
Sredniokwadratowym

Przy omawianiu proceséw drugiego rzedu podalismy definicje ciagltosci
procesu stochastycznego w sensie sredniokwadratowym. W podobny spo-
sob definiuje sie rozniczkowalnosé i catkowalno$é w sensie sredniokwadra-
towym.

Definicja A.19 (rézniczkowanie w sensie $redniokwadratowym). Po-
chodna w sensie $redniokwadratowym procesu stochastycznego z(t) jest
zdefiniowana przez nastepujaca réwnosé

d . o a(t+ At) — (1)

%x(t) = i(t) = l.i.m. (A.2.1)

Twierdzenie A.4. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym réznicz-

kowalnosci (istnienia pochodnej) w sensie $redniokwadratowym procesu
2
x(t) jest istnienie drugiej pochodnej funkcji autokorelacji %

niczonej i ciaglej na zbiorze {(t1,t2) : ¢ = tao}.

ogra-

Definicja A.20 (catkowanie w sensie sredniokwadratowym). Niech f(t)
bedzie funkcja zespolona na przedziale [a, b] oraz niech {T,,} bedzie ciagiem
podziatéw przedziatu [a, b], to znaczy

T, ={a=t{" <t < . <t =p},

(A.2.2)
lim max (tl(-n) - t(ﬁ)l) = 0.

n—4o00 1<i<n ¢

Calke w sensie $redniokwadratowym na przedziale [a, b] okreslimy jako
granice sum riemannowskich

[y

n—

[ reoa = Lim 30 -6, (a2

Il
=)

gdzie t;,, jest dowolnym ciagiem spelniajacym nastepujace nieréwnosci

1 <, <t

(A.2.4)
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Twierdzenie A.5. Calka w sensie $redniokwadratowym fab fz(t)dt
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje i jest skoriczona zwykta podwéjna
catlka Riemanna

/ ’ / ’ F(t) f(t2)R(ty, t2)dtydts. (A.2.5)

Operacja usredniania jest przemienna wzgledem rézniczkowania i cal-
kowania w sensie $redniokwadratowym, to znaczy

L) _ g 0] r26

it
B [ / b f(t):c(t)dt} _ /  HOBl()]dt. (A2.7)

Ta wlasnosé jest stuszna dla dowolnej operacji liniowej L, tzn. jesli Ly
jest liniowym operatorem przeksztalcajacym proces drugiego rzedu x(t)
w proces drugiego rzedu y(t), czyli

y(t) = Lifz(t)], (A.2.8)
wowcezas
Ely(t)] = L([E[z(?)]]. (A.2.9)
Ponadto funkcja autokorelacji procesu y(t) jest okreslona zaleznoscia
Ryy(th tQ) - Lt1 Ltsz:p(tly t2> <A2].0)

W szczegdélnym przypadku, gdy L; = L
Ryy(t1,t) = L?R,.(t, t2). (A.2.11)

A.2.2. Calki stochastyczne wzgledem proceséw dyfuzyjnych

W analizie procesow stochastycznych konstrukcje calek, a takze reguty
rozniczkowania réznia sie od odpowiadajacych im operacji dla funkcji de-
terministycznych. Zacytujemy dalej jedynie podstawowe definicje i twier-
dzenia, zaczynajac od historycznie najwczesniej wprowadzonych calek sto-
chastycznych wzgledem proceséw dyfuzyjnych, zwanych catkami [to oraz
Stratonowicza.

Definicja A.21. Calkq stochastyczna It nieantycypujacej funkeji (F-mie-
rzalnej) f(z(t),t) na przedziale [0, 7] wzgledem pewnego procesu dyfuzyj-
nego x(t) nazywamy granice sredniokwadratowa sumy Riemanna

N

/Of((x(t),t)dx(t)—l-igg fQ(ts), t)[e(tipa) —x(t)],  (A2.12)

A ,
=0
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gdzie
|:f0 f2 )dt <00,0=t<..<tyy1=T, At = maX(tlH—t )

i granica nie zalezy od wyboru punktow t;.

W odréznieniu od catki sredniokwadratowej, okreslonej zaleznoscia
(A.2.3), wartosé¢ calki stochastycznej funkcji nieantycypujacej f(x(t),t)
na przedziale [0,7] wzgledem procesu dyfuzyjnego z(t) zalezy od wy-
boru punktéw posrednich ¢, dla ktérych wyznaczane sa wartosci funk-
cji f(z(t),t) w sumach Riemanna, to znaczy przedzial [t;, t;11] jest trak-
towany jako pewien zbior wypukly i dowolna warto$¢ z tego przedzialu
t; mozemy przedstawié¢ jako kombinacje wypukta punktéw ¢; i ;41 postaci

= fBt; + (1 — B)tir1, a warto$¢ funkeji f(x(t),t) w tym przedziale jako
f(Bz(t;) + (1 = B)a(tisr), Bti+ (1 — B)tit1), gdzie B jest pewnym rzeczy-
wistym parametrem 0 < g < 1. Wdéwcezas wzor definiujacy catke stocha-
styczna nieantycypujacej funkcji f(z(t),t) (Fi-mierzalnej) na przedziale
[0, T wzgledem procesu dyfuzyjnego () ma postaé definicji stochastycz-
nej calki 1t6, gdzie réwnosé (A.2.12) jest zastapiona nastepujaca

[ (0. 0daa(t) =
" (A.2.13)
=lim) f(Ba(t:)+(1=B)x(tu), Bli+(1—PB)tu) [z (ti) — (L))

At—04

=0
Ta ogoélna definicja calki stochastycznej zawiera dwa specjalne przy-
padki 8 = 1 oraz 8 = 3, nazywane odpowiednio stochastycznaq catkq Ito

oraz stochastyczng caékq Stratonowicza. Wzajemna zaleznos$¢ pomiedzy
catkami ustala ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie A.6. Jesli x(t),t€[0,T] jest procesem dyfuzyjnym, f(z(t),t)

jest nieliniowa nieantycypujaca funkcja na przedziale [0, 7] majaca ciagle
pochodne ze wzgledu na obydwa argumenty oraz

T
B U fz(:r(t),t)dt} < o0,
0
to zachodzi rownosé

[ sttt = [ se0.0a0)+0-9) [ Hwto, 0B, 0,

gdzie B(x(t),t) jest wspélezynnikiem dyfuzji okreslonym za pomoca zalez-
nosci (A.1.35), 0 < g < 1.
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Definicje calki stochastycznej i twierdzenie A.6 mozna rozszerzy¢ na
procesy wektorowe.

Definicja A.22. Niech x(t) bedzie r-wymiarowym procesem dyfuzyjnym
dla t € [0,7], ktérego wektor dryftu A(x,t) i macierz dyfuzji B(x,t)
lacznie z pierwszymi pochodnymi 0B(x,t)/0z;, j = 1,...,r sa ciagle
wzgledem obu argumentéw. Niech f(x, t) bedzie nieliniowa nieantycypuja-
ca funkcja o wartosciach w R”, ciagla wzgledem x, taka ze dla t € [0, 7]
spelnia warunki

(i) istnieja pochodne czastkowe 6f(x )
Tj

g=1...,7

(ii) fo [[f7(x(s), s)A(x(s), s)|]ds < o0,

(iii) fo ]fT s),s)B(x(s), s)f(x(s), s)|]ds < oo,

wowcezas stochastyczna catka wektorowa jest okreslona wzorem

/ £7(x(s), 5)dsx(t) =

0

N-1 (A.2.14)
=lim (6 (t:) + (1-6)x(tisa), Bti+(1=8)t i) [x(tirs) —x(t:)],

I
o

i

gdzie At = maX[tiH — tl], O=to<...<ty=1T.

W podobny sposoéb, jak dla funkcji skalarnej, zdefiniowane sa stocha-
styczne calki Ito oraz Stratonowicza, tj. dla g = 1 — wektorowa catka Ito
1

oraz dla 3 = 5 — wektorowa catka Stratonowicza.

Stratonowicz udowodnil, ze wzajemny zwiazek miedzy wektorowymi,
stochastycznymi catkami [to oraz Stratonowicza, oznaczonymi odpowied-
nio przez

11:/ 7 (x(s), s)dix(t), ]5:/ fT(X(S),S)d%X(t), (A.2.15)

0 0

jest nastepujacy

Is=1I/+ = ZZ / afﬂ )bk (x(t), t)dt, (A.2.16)

8:6
]lkl u

gdzie bj(x(t),t) sa elementami macierzy dyfuzji procesu x(t).



190

A.2.3. Formula It6 dla proceséw dyfuzyjnych

Podamy teraz formule rézniczkowania funkcji wektorowej procesu dy-
fuzyjnego.

Niech x(t) bedzie n-wymiarowym procesem stochastycznym okreslo-
nym dla ¢ € [0, 7], to znaczy x(t) = [z1(t), ..., 7,(t)]", majacym rézniczke
stochastyczna

dx(t) = a(t,w)dt + o (t,w)d&(t), (A.2.17)

gdzie £(t) jest r-wymiarowym procesem Wienera dla ¢t € [0, T].

Wektor a(t,w) =[a1(t,w),...,a,(t,w)]" i macierz o(t,w) = [o4;(¢,w)],
1=1,...,n, j=1,...,r sktadaja si¢ z nieliniowych, nieantycypujacych
funkcji, speliajacych warunki

T
P{/ ]ai(t,w)|dt<oo}—1, i=1,..n,
0

T
P{/O |ai2j(t,w)|dt<oo} =1, i=1,...,n, j=1,..,r

(A.2.18)

Wowcezas wyznaczenie rézniczki zupelnej pewnej nieliniowej funkeji wielu
zmiennych f(x(t),t) ustala nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie A.7. Niech f(t,y1,...,yn,) bedzie ciagla i ma ciagte po-
chodne 9f/0t, Of |0y;, 0*f/y:dy;, i,7 = 1,...,n. Wéwczas proces sto-
chastyczny f(t,z1(t), ..., z,(t)) ma rézniczke stochastyczna postaci

df(t,zi(t),...,x.(t))=

(A.2.19)

1 n n 82 r
* 5; 2 8yi(§yj (b 21(8), s wn (D)) oinlt )t w) [dt +

k=1

n r

S ), ot

i=1 k=1 7
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W szczegélnym przypadku, gdy » = n i funkcja f(x(t),t) jest forma
kwadratowa
Fx(t), 1) = xT (O H(E)x(2), (A.2.20)

gdzie H(t) jest macierza deterministyczna, x(t) jest procesem dyfuzyjnym
o rézniczce

dx(t) = a(t)dt + o (t)d€&(t), (A.2.21)

wowcezas

+ [ (OH()o(t) + o (8)H()x(t)]dE(t).

gdzie tr(A) oznacza §lad macierzy A, tj. jesi A=|[a;], 4,7=1,...,n, to

tr(A) = iaii. (A.2.23)

Jesli zalozymy, ze H(t) jest macierza jednostkowa, niezalezna od t,
czyli H(t) = I, wowczas zachodzi

d(x (1)) = | x"a(t) +a (O)x()+ 3 o2 (1) | di +
i=1 (A.2.24)

+xTo(t) + o (t)x(t)]dE(t).

A.2.4. Stochastyczne réwnania rézniczkowe 1to i Stratonowicza
dla proceséw dyfuzyjnych

Rozwazmy wektorowe, stochastyczne rownanie rézniczkowe Ito

dx(t) = F(t,x)dt + Z G (t,x)dwg(t), x(to) = Xo, (A.2.25)
k=1

gdzie F, G, : [0, T]|xR"™ — R™ sa nieliniowymi, deterministycznymi funk-
cjami wektorowymi F=[Fy, ..., F,]', Gy=[oi], i=1,...,n, k=1,..., M,
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natomiast wj, sa standardowymi, niezaleznymi procesami Wienera, mie-
rzalnymi wzgledem niemalejacej rodziny o-ciat 3y, t € [0, 7.

Oznaczmy przez (Cr, Br) przestrzeni mierzalna funkcji (x(t),t€[0,7])

ciagtych na [0,7] z o-cialem Br = o(x : x(s),s < T). Oznaczmy ana-
logicznie B; = o(x : x(s),s < t). Niech Fj(t,x) oraz o}(t,x) beda nie-
antycypujacymi funkcjonatami, to znaczy B;-mierzalnymi dla wszystkich
tel0,T7.
Definicja A.23. Proces stochastyczny x(t), t € [0, 7], ciagty z prawdopo-
dobienstwem 1, jest nazywany silnym rozwiqzaniem lub po prostu rozwig-
zaniem stochastycznego réownania rézniczkowego (A.2.25) z Fo-mierzalnym
warunkiem poczatkowym x(t9) = Xo, jesli dla wszystkich ¢ € [0, T, wek-
torowe zmienne losowe x(t) sa Fi-mierzalne, przy czym

P {/OT IF(t,x)|dt < oo} =1, (A.2.26)

P {Z:/OT |G (t,x)?dt < oo} =1, (A.2.27)

(|.| jest norma Euklidesa) oraz z prawdopodobienstwem 1 dla t € [0,7]
mamy

t
X(t):XO—i-/stds—l—/ZGksxdwk (s). (A.2.28)
0

0 k=1

DefinicjaA.24. M6éwimy, ze stochastyczne réwnanie rézniczkowe (A.2.25)
ma jednoznacznie silne rozwiqzanie, jesli dla dowolnych jego silnych roz-
wiazan x(t), X(t), t € [0,T] zachodzi zaleznosé

P{ sup |x(t) —x(t)| > O} = 0. (A.2.29)
te(0,7)

Podamy teraz najprostsze twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci
rozwigzan.

Twierdzenie A.8. Niech wspohrzedne wektoréw F(x,t) oraz Gg(x,t),
k = 1,.., M beda nieantycypujacymi funkcjonatami, x € Cr, t € [0,1],
speliajacymi warunek Lipschitza

IF(6%) = Fi3)P +[a3(6%) - ok(t.3)]
(A.2.30)
< 1o [ 1x(s) ~ VPR () + Lalxtt) — y(0)
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oraz warunek wzrostu
F(t,%)+(03)*(t,x) §L1/0 (1+[x(s)[)dK () + La(1+(x(t))?, (A.2.31)

dla wszystkich t=1,...,n, k=1,..., M, gdzie L, >0 oraz Ly >0 sa sta-
tymi, K(s) jest funkcja niemalejaca, prawostronnie ciagta, 0 < K(s) <1,
x,y € Cr. Niech warunek poczatkowy xg = xg(w) bedzie Fy-mierzalna,
wektorowa zmienna losowa, taka ze

Wéwezas réwnanie (A.2.25) ma jednoznaczne silne rozwiazanie x(t), mie-
rzalne wzgledem F;, t € [0, 1].

Jesli zalozymy, ze istnieje pewna funkcja V' (¢,x) majaca ciagle i ogra-
niczone pochodne pierwszego rzedu wzgledem ¢ oraz drugiego rzedu wzgle-
dem wspéhrzednych wektora x, dlat € [0, 7] ix € R", co oznaczamy przez
V € Cy, wéwezas z twierdzenia A.7 wynika, ze

V(t,x(t)—V(s,x(s))=

(A.2.33)

/E (u, x(u du+/sz 8_ka u, x(u))dwy,(u),

gdzie operator L(.) jest okreslony w zaleznosci od definicji calki stocha-
stycznej, wystepujacej po prawej stronie rownania (A.2.28). Jesli jest to
catka stochastyczna It6, wéwcezas stochastyczne réwnanie (A.2.25) jest
nazywane stochastycznym rownaniem Ito, jesli zas catke stochastyczna
uwazamy za catke Stratonowicza, to réwnanie (A.2.25) jest nazywane
stochastycznym rownaniem Stratonowicza. Dla uproszczenia réwnania te
bedziemy nazywaé odpowiednio réwnaniem Ité lub réwnaniem Stratono-
wicza. Podobna odpowiednios¢ nazw zostaje zachowana dla rézniczek dj&
i ds&, oraz dla operatorow L; i Lg.

Z réwnan (A.2.17), (A.2.28) oraz (A.2.33) wynika, ze operatory It
oraz Stratonowicza sa zdefiniowane nastepujaco

£]() ==+ ]:—“T(t,X>2 + % <%, Gk<t,X)>2, <A234)
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0 0 1N 0GL(t,x) 0
,CS() = &—F (F(t,X)&+§;TGk(t,X) &‘F

1L /9 2
+§;<&, Gk(t,X)>

gdzie (x,y) oznacza iloczyn skalarny wektoréw x i y.

(A.2.35)

Stochastyczne réwnanie rézniczkowe (A.2.25), rozumiane ,,w sensie
Stratonowicza”, jest réwnowazne nastepujacemu réwnaniu Ito

F(t,%)+3 ZaGg—gx)Gk(t,x)

k=1

dx = dt+Y " Gi(t, x)dwy(t). (A.2.36)

k=1

To oznacza, ze wszystkie uzyskane wyniki dla rownan It6 mozna wy-
korzystaé przy analizie rownan Stratonowicza. Nalezy podkresli¢, ze gdy
funkcje Gy, nie zaleza od wektora x, wowczas rownania Ito i Stratonowicza
sa identyczne.

Z uwagi na to, ze w ksiazce najczesciej korzystamy z rownan Ito, dla
uproszczenia zapisu przyjmiemy oznaczenie L(.) = L(.).

Poniewaz liniowe uklady sa szczegdlnie wazne w modelowaniu uktadéw
dynamicznych, podamy twierdzenie o istnieniu silnych rozwiazan linio-
wego, wektorowego, stochastycznego rownania rézniczkowego.

Twierdzenie A.9. Niech elementy funkcji wektorowej

Ao(t) = [ag(t), ..., ag (1)]"
oraz macierzy
A =la], Gy=[olo), i,j=1,..,n, k=1,..,. M

beda funkcjami mierzalnymi (deterministyczymi) zmiennej ¢ € [0, 1], spel-
niajacymi warunki

/O|ag(t)|dt<oo, /0|a,-j(t)|dt<oo, /0|<a;0>2(t)|dt<oo. (A.2.37)

Woéwcezas wektorowe, stochastyczne réwnanie rézniczkowe

dx = [Ag(t) + )]dt + Z Gro(t) d&p(t),  x(to) = x0, (A.2.38)
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gdzie & (t) sa niezaleznymi procesami Wienera mierzalnymi wzgledem F;,
t € [0, 1], ma jednoznaczne silne rozwiazanie, okreslone wzorem catkowym

X(t)zq)(t,0)|: (t )—i—/ &1 (s,0)A(s)ds+

(A.2.39)
/Z@ $,0)Gro(s)déx(s) |,
0
gdzie ®(t,0) jest macierza fundamentalna o wymiarach n x n
t
®(t,0) =1 +/ A(s)P(s,0)ds, (A.2.40)
0

natomiast I jest macierza jednostkowa o wymiarach n x n.

Rozwiazanie (A.2.39) moze by¢ rozszerzone dla dowolnego t € [0, 7]
przy zalozeniu, ze elementy wektora Ay oraz macierzy A, G, sa funkcjami
mierzalnymi i ograniczonymi dla ¢ € [0, 7).

Interpetacja fizykalna réwnania Stratonowicza

Roéwnania rozniczkowe ze stochastycznymi parametrami sa czesto uzy-
wane w modelowaniu rzeczywistych proceséw, np. fizycznych, chemicz-
nych, biologicznych, technicznych lub ekonomicznych. Przykladem takiego
rownania jest skalarne réwnanie Langevina

dx(t)

Cdt
gdzie F(t,z) oraz G(t,x) sa nieliniowymi, skalarnymi funkcjami, a w(t)
jest gaussowskim bialym szumem.

= F(t,z(t)) + G(t, 2(t) )i (L), (A.2.41)

7 uwagi na fakt, ze bialy szum jest abstrakcja i w realnym $wiecie moga
dziata¢ jedynie szumy kolorowe lub niestacjonarne, pojawia sie nastepu-
jacy problem. Rozwazmy rodzine réwnan rézniczkowych (A.2.41), gdzie
proces w(t) jest zastapiony ciagiem stacjonarnych proceséw gaussowskich
szerokopasmowych (procesow, ktérych gestosé widmowa mocy procesu ma
,,szeroki nosnik”) {n™(¢¥)}, n = 1,2,.... Zaldzmy, ze ciag {n"(t)} zbiega
w pewnym sensie do gaussowskiego bialego szumu. Dla przykiadu, ze
wzrostem n wzrasta dlugo$¢é pasma (wielkosé nosnika) gestosci widmowej
mocy procesu {n"(t)}. Zalézmy, ze dla kazdego n proces n™(t) ma regu-
larne realizacje. Wéwcezas odpowiedni ciag {z,(t)} jest rozwiazaniem tej
rodziny rownan rézniczkowych

dx,(t)
dt

= F(t,z,(t)) + G(t, z,(t))n"(t). (A.2.42)
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Przypusémy, ze ciag {x,(t)} zbiega do pewnego procesu z(t). Wowczas
pojawiaja sie dwa pytania: czym jest proces Z(t) i jaki jest jego zwiazek
z procesem x(t), bedacym rozwiazaniem odpowiedniego réwnania [t

dx(t) = F(t,z(t))dt + G(t, z(t))drw(t). (A.2.43)

Wong oraz Zakai wykazali, ze ciag rozwiazan {z,(t)} zbiega do rozwiaza-
nia odpowiedniego réwnania Stratonowicza

dx(t) = F(t,z(t))dt + G(t,z(t))dsw(t) (A.2.44)
lub réwnowaznego réwnania [to

10G

dx(t) = F(t,x(t))+§a—(t,x(t))G(t,x(t)) dt + G(t,z(t))dw(t). (A.2.45)
x

Ten wazny wynik zostal uogélniony przez Papanicolau i Kohlera dla przy-
padku wielowymiarowego.

A.3. Réwnania momentéw w liniowych,
stochastycznych ukiladach dynamicznych

Wyznaczanie momentéw rozwiazan (odpowiedzi ukladu) w dynamicz-
nych uktadach stochastycznych jest jednym z podstawowych problemow
stochastycznej analizy. W tym rozdziale oméwimy podstawowe metody
rozwiazywania liniowych, stochastycznych rownan rézniczkowych oraz me-
tody wyznaczania ich momentow.

A.3.1. Uklady liniowe z addytywnymi wymuszeniami

Rozwazmy liniowe, wektorowe, stochastyczne réwnanie rézniczkowe
z addytywnymi wymuszeniami

dx(t) = [Ag(t) + A(t)x(t)]dt + Z Gro(t)dwy(t), x(to) =X, (A.3.1)
gdzie:
x(t) = [z1(t), ..., 2o (D)]T,
Ao(t) = [ag(t), .., ag (1)]",
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Gro(t) = [oho(t), ..., o2 (8)]" sa n-wymiarowymi wektorami,

wg(t) sa niezaleznymi standardowymi procesami Wienera, i, j = 1,...,n,
k=1,..,M,

warunek poczatkowy xq jest wektorowa zmienna losowa, niezalezna od
wi(t), k=1,..., M oraz v(t,v),

ap, a;; 1 ok, sa ograniczonymi, mierzalnymi, deterministycznymi funk-
cjami zmiennej t € R¥.

Wowczas rozwiazanie (silne) jest okreslone zaleznoscia

t t M
x(t)—\Il(t,tO)x(to)+/ W(t,5)Ag(s)ds+[ W(t,s)> Grols)dw(s), (A.3.2)
to to k=1
gdzie W(t, 1) jest (n x n)-wymiarowa macierza fundamentalna réwnania
jednorodnego

dx(t)

dt
W szczegdlnoscei, gdy A jest macierza stala, wowczas

— A()x(t), x(t) = xo. (A.3.3)

W(t,tg) = W(t —to) =exp{A(t —to)} = i %Al(t —t)!  (A.3.4)

i zaleznosé (A.3.2) upraszcza sie do postaci

x(t) = exp {A(t — to) }xo +/t exp{A(t — s)}Ao(s)ds+

t M (A.3.5)
+/ exp{A(t —s)} Z Gro(s)dE(s).

to

Korzystajac z formuly Ito i operacji usredniania, otrzymamy rownania
dla wartosci $rednich oraz momentéw drugiego rzedu

M0 aot) + AWM., mlt) =my, (A36)
%Ef) =m(t)AL(t) + Ao(t)m” (t) + T(t)AT(t) + A(t)T'(t),

+ i Go(t)Gio(t) T(to)=To, (A.3.7)

gdzie
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A.3.2. Uklady liniowe z addytywnymi i parametrycznymi
wymuszeniami

Zaczniemy od rozwiazania dwoch prostych przyktadéw skalarnych, li-

niowych, stochastycznych réwnan rézniczkowych.

Przypadek jednorodny. Rozwazmy liniowe, skalarne, jednorodne, sto-
chastyczne réwnanie Ito

dx(t) = a(t)z(t)dt + o(t)x(t)dw(t), x(ty) = o, (A.3.8)

gdzie t € [tg, 00), a(t) i o(t) sa pewnymi nieliniowymi funkcjami zmiennej
t, warunek poczatkowy xq jest zmienna losowa niezalezna od standardo-
wego procesu Wienera w(t).

Korzystajac z formuly It6, mozna wykazaé¢, ze rozwiazanie réwnania
(A.3.8) jest procesem stochastycznym

z(t) = ¥(t, to)zo, (A.3.9)

gdzie

Wt to) = exp{ /t: [a(s) _ "22(3)} ds + / ta(s)dw(s)}, (A.3.10)

to

ktérego p-ty moment ma postac

El2”(t)] = B[] exp{p /ja(s)— "Q(S)} ds+ 7 t02(s)ds}. (A.3.11)

2 2 /.,

Przypadek niejednorodny. Rozwazmy liniowe, skalarne, niejednorod-
ne, stochastyczne réwnanie It

dz(t) = [a(t)z(t)+0(t)]dt+[o(t)x(t) +q(t)]dw(t), x(ty) = xo, (A.3.12)

gdzie t € [tg,00), b(t) i ¢(t) sa pewnymi nieliniowymi funkcjami czasu,
wszystkie pozostale oznaczenia sa takie same, jak w réwnaniu (A.3.8).

Wprowadzmy nowa zmienna
2(t) = a(t)[Y(t to)) (A.3.13)

gdzie 1 (t, to) zostalo okreslone zaleznoscia (A.3.10). Korzystajac z formuty
It6, otrzymamy réwnanie dla procesu z(t)

dz(t) = {[b(t) — q(t)o(B)]|dt + q(t)de() }[w(t, to)] . (A.3.14)
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Catkujac réwnanie (A.3.14) i wprowadzajac transformate odwrotna do
(A.3.13), otrzymamy rozwiazanie

t
o) = it o) alto) + [ [6(s,t0)) ) = al)o()ds +
, fo (A.3.15)
+ [ st o) dus)
to
W odréznieniu od przypadku jednorodnego, wygodniej jest znalezé
rownanie rézniczkowe dla p-tego momentu zamiast usredniaé p-ta potege
(p > 0) wyrazenia (A.3.15). Dlatego, stosujac ponownie formute It6 do
funkcji 2P dla p > 0 z wykorzystaniem réwnania (A.3.12), a nastepnie
usredniajac otrzymane rownanie, znajdujemy

dE[zP(t)] p(p—1)
dt 2

=D O]+ E=20) 22 20), Blat(10)) =Bl

=E[z"(t)]| pa(t) + o (t)|+ B[ ()] [pb(1) +

(A.3.16)

Niestety, w ogdélnym przypadku liniowego, wektorowego, stochastycz-
nego réwnania rézniczkowego z parametrycznymi wymuszeniami (wspol-
czynniki przy szumach sa zalezne od wektora stanu) nie mozna znalezé
rozwiazania w postaci analitycznej. Taka mozliwos¢ istnieje jedynie dla
liniowego, wektorowego, stochastycznego réwnania rézniczkowego z addy-
tywnymi wymuszeniami (wspélczynniki przy szumach sa niezalezne od
wektora stanu). W przypadku wektorowym bedziemy rozwaza¢ réwnania
momentow pierwszego i drugiego rzedu.

Rozwazmy liniowe, wektorowe, stochastyczne réwnanie [t0 z wymusze-
niami addytywnymi i parametrycznymi

dx(t) = [Ao(t) + )Jdt + Z Giro(t) + Gi(t)x(t)]dwi(2), (A.3.17)
x(ty) = Xo,
gdzie:
x(t) = [w1(t), oo 2n ()],
AO( ) = [a(1)< )’ 7ag<t }T’
Gro(t) = 0;0 t), , o (H)]" sa n-wymiarowymi wektorami,

A(t) = [ay(t)
Gu(t) = [0} i

) ] = 17 tt n?
)] sa (n X n)-wymiarowymi macierzami,
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wi(t), k = 1,..., M sa niezaleznymi, standardowymi procesami Wie-

nera,

warunek poczatkowy xg jest wektorowa zmienna losowa,

ab, aij, oho sa ograniczonymi, mierzalnymi, deterministycznymi funk-

cjami zmiennej ¢ € [0, 00).

Dla uproszczenia zalézmy, ze warunek poczatkowy xg = [xo1, ..., Ton]T
jest wektorowa zmienna losowa, niezalezna od wy(t). Korzystajac z formu-
ly Ito i operacji usredniania, otrzymamy réwnania dla wartosci $rednich
oraz momentow drugiego rzedu

dm(t)
dt

=m(t)AL(t) + Ao(t)m” () + T(#)AT(t) + AT (t) +

= Ay(t) + A(t)m(t), m(to) =my, (A.3.18)
dT'(t)
Tdt
+3 [Gro(t)Gio(t) + Gi(t)m(t)Gro(t) +Gro(t)m” (1) G () + (A.3.19)

L GUOT(OGT (). T(ty) = T,
i ) (). ) ~EIx()<10], Bl T = 1)

(t
Roéwnania (A.3.18) i (A.3.19) dla wspdlrzednych maja postaé

3

i ag(t) + 2 a;(t)m;(t), mi(te) = mio, (A.3.20)
—drzj(t) = af(t)m;(0)+ ad(O)ma )+ lan ()T (1) +au ()1 (1)) +
+Y oot t) +> > (o)t ma(t) +oi (D)ot tyma(t)]+ (A.3.21)
k=1 k=1a=1

M n n
SN OO, Tylte) = L. i = 1...oom,

k=1la=18=1
gdzie

mi(t) =Elzi(t)], 's;(t) = E[z;(t)x;(t)], mio=E[z;(to)], 'ijo=E[xi(to)z,(to)]-

Otrzymane réwnania momentéw maja zamknieta postac, to znaczy po
prawej stronie rownan nie ma momentéw wyzszych rzedéw niz po lewej
stronie, a ponadto momenty drugiego rzedu zaleza jedynie od zmiennej ¢.
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A.4. Metody dyskretyzacji stochastycznych rownan
rézniczkowych
Z uwagi na to, ze tylko dla nielicznych stochastycznych réwnan réznicz-
kowych znane sa rozwiazania analityczne, powstata koniecznosé opracowa-
nia metod wyznaczania przyblizonych rozwiazan réwnan, w szczegolnosci
metod numerycznych. Podstawowa idea tych metod polega na zastapieniu
stochastycznego réwnania rozniczkowego jego dyskretna reprezentacja, to

jest pewnym rownaniem réznicowym. W szczegdlnym przypadku metoda
polega na zastapieniu skalarnego réwnania stochastycznego Ito

dz(t) = dt+ZGk tdwy(t), z(te) =20  (A.41)

odpowiednim réwnaniem réznicowym

M

k=1

W przypadku skalarnego, stochastycznego rownania rézniczkowego Stra-
tonowicza

dz(t) = t)dt + Z Gr(z(t), )dwi(t), x(ty) =39,  (A.4.3)

jego dyskretno—czasowa reprezentacja ma postaé
M

Tit+1 =x; + Atz+ZGk,Awk,7 Z:O,l,
k=1

M
1 0G|},
it (%) G,
(A.4.4)

gdzie dwy,(t) i dwj(t), k = 1,2, .., M sa rézniczkami stochastycznymi w sen-
sie It i Stratonowicza standardowych proceséw Wienera

oG, o aGk(l‘@), t) B
< Oz )z a Oz |lz=z, Aty =ty —t, (A.4.5)

to<thi < ..<ty= T, Awkl = w(tiH) — w(tl), 1= 0, 1,...



202

Dla celéw estymacji prametrow modeli umieralnosci, opisanych wie-
lowymiarowymi stochastycznymi réwnaniami rézniczkowymi z pojedyn-
czym procesem Wienera, wygodnie jest korzystaé¢ jedynie z dwdch naj-
prostszych metod dyskretyzacji, tj. metody Milsteina i metody Fulera.

Metoda Milsteina

8G

=] +FﬂAt+G1Aw+ Gl Aw)?> =AY, j=1,...n,i=0,1, ...
z+1

Metoda Eulera
vl =2l + FIAt+GlAw, j=1,.n, i=0,1,..,
gdzie x = [11, ..., 7,]7 jest wektorem stanu, wspotrzedne wektoréw dryftu

i dyfuzji F = [F',..., F"]T, G = [G*,...,G"]T sa nieliniowymi funkcjami
wektora stanu.



Dodatek B

Elementy algebry zmodyfikowanych
liczb rozmytych i zespolonych

B.1. Zmodyfikowane liczby rozmyte

Konstrukcja algebry zmodyfikowanych liczb rozmytych MEN jest taka
sama, jak konstrukcja algebry skierowanych liczb rozmytych OFN, zapro-
ponowana przez Kosiriskiego z zespolem [61], [62].

Liczbe rozmyta przedstawiamy w postaci pary funkeji ciagtych (fa, ga).
Réznica polega na odmiennej definicji mnozenia elementéw. O ile w al-
gebrze OFN mnozenie zostalo zdefiniowane jako mnozenie przez siebie
poprzednikéw i nastepnikow

A® B = (fafs, 9498),

dla A = (fa,g4), B = (fs,98), o tyle w algebrze MFN zdefiniujemy
mnozenie elementow A = (fa,94) 1 B = (fB,g5) W postaci

40 5= (3(afa+aaan), Uagn +9afa) )

Definicja B.1. Zmodyfikowana liczba rozmyta A nazwiemy kazda upo-
rzadkowana pare funkcji ciagtych

A= (f9),

gdzie f,g: [0,1] — R spehiaja aksjomaty (i)—(iii), okreslajace réwnos¢,

sume i iloczyn zmodyfikowanych liczb rozmytych,

(i) Zmodyfikowane liczby rozmyte A = (fa,ga) oraz B = (fg,gp) uwa-
zamy za rowne wtedy i tylko wtedy, gdy fa(u) = fp(u) oraz ga(u) =
gp(u), dla kazdego u € [0, 1].

(ii) Suma zmodyfikowanych liczb rozmytych A= (fa,94) oraz B=(f5,95)
nazywamy zmodyfikowang liczbe rozmyta A @ B, piszac

A®B = (fa,94)® (f5.98) = (fa+ f5, 94+ 9B)- (B.1.1)
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(iii) Tloczynem zmodyfikowanych liczb rozmytych A = (fa,ga) oraz B =
(fB,9B) nazywamy zmodyfikowana liczbe rozmyta A © B, piszac

A® B=(fa,94) ® (fB,98)=

B.1.2
~(5hafataag) (42

—_

(fagmtaan)).

Definicja B.2. LiczbavCY = (fc, go) jest wynikiem mnozenia zmodyfiko-
wanej liczby rozmytej A = (fa,ga) przez skalar d, co zapisujemy symbo-
licznie C' = dA, jesli

fe(w) =dfa(u), gc(u) = dga(u).

Definicja B.1 okresla iloczyn zmodyfikowanych liczb rozmytych w alge-
brze MEN. W algebrze CEN (Complex-Valued Fuzzy Numbers) definiujemy
mnozenie w postaci

A® B = (fa,94) © (fB.98) = (fafs — 9a9B, fags + gafs). (B.1.3)

Rozwazmy zatem algebre oznaczona dalej symbolem GFN, ktéra uogdlnia
mnozenie elementéw poprzez wprowadzenie wspotczynnikéw liczbowych
a, 8,7,0 € R. Definicje mnozenia w algebrze GFN zapiszemy wzorem

(fa,94) © (fB,98)=(afafp+Bgags, Vfagp+igafp). (B.1.4)

W przypadku szczegdlnym, gdy przyjmiemy
1
otrzymamy (B.1.2), natomiast dla
a=y=0=1, p[f=-1 (B.1.6)

otrzymamy (B.1.3).
Przyklad B.1. Niech A = (f4,g4) oraz B = (fp, gp), gdzie

fau) =a—sa(l—u), galu)=a+sa(l—u), wuel01],

fe(u) =b—sp(l—u), gp(u)=b+sg(l—u), wuel01].
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Mozemy zapisaé

(fa:94) ® (B 98) = (fa(w) + fB(u), ga(u) + gB(u)),

gdzie dla u € [0, 1] zachodzi
fa(u)+ fe(u) =a+b—(sa+sp)(1—u),

ga(u) +gp(u) =a+b+ (sa+sp)(1 —u).
7 kolei efekt mnozenia algebraicznego dla A, B € MFN przyjmuje postaé

(/1 ® B)(u) = (ab + sasp(1 —u)?, ab— sasp(l —u)?),
natomiast dla A, B € CFN mamy

(A® B)(u) = (—2(asp + bsa)(1 —u), 2ab—2sas5(1 —u)?).

Istotnym zagadnieniem w kazdej algebrze jest okreslenie elementu ze-
rowego oraz jednosci.

W algebrze skierowanych liczb rozmytych OFN element zerowy ma
posta¢ O = (0,0), gdzie 0(u) = 0 dla kazdego u € [0, 1], natomiast element
jednostkowy musi mie¢ posta¢ I = (1,1), aby dla kazdego A zachodzilo

—

Ali=I® A

Znajdziemy najpierw ogélna postaé¢ elementu zerowego (fo, go) w al-
gebrze CFN. Zgodnie z definicja elementu zerowego, dla (f4, f5) € CFN
powinno by¢

(fa, ) @ (fo. 90) = (fa, [B). (B.1.7)

Mamy
(fa, 94) @ (fo, 90) = (fa+ fo, 94+ go).

Z (B.1.7) wynika réwnos¢
(fa+ fo, ga+go) = (fa, ga),
stad
fa(u) + fo(u) = fa(u), ga(u) + go(u) = ga(u), we[0,1].

Otrzymujemy fo(u) = 0, go(u) = 0 dla u € [0,1], czyli element zerowy
ma postaé (0, 0).
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W analogiczny sposéb znajdziemy ogdlna postac jedynki (f1, gr) w alge-
brze CFN, w ktérej mnozenie jest okreslone wzorem (B.1.4). Dla kazdego
(fa, f) € CFN powinien by¢ speliony warunek

(fa, fB) © (f1, g1) = (f1, 91) © (fa, fB) = (fa, fB)- (B.1.8)

Mamy

(fa, f8) © (fi, g1) = (afafi + Bgagr, Vfagr + 6gafr).

Z (B.1.8) wynika, ze powinna zachodzi¢ réwnosé

(afaft + Bgagr, vfagr +dgaft) = (fa, 9a),

czyli dla kazdego u € [0, 1] mamy

afa(u)fi(u) + Bga(w)gi(u) = fa(u)
oraz

Y a(u)gr(u) + 0ga(u) fi(u) = ga(u).
Rownosci te mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

e[ e R T

Oznaczmy przez G(u) macierz z lewej strony (B.1.9), czyli

_ afa(u) Bga(u)
G(u) = [59A(u) VfA(U)]' (B.1.10)

Zajmiemy sie odwracalnoscia macierzy G(u) dla v € [0, 1]. Warunkiem
odwracalnosci jest

det [G(u)] # 0.

Mamy
det [G(u)] = avfi(u) — Bogi(u).

Zatem dla oy f%(u) # B3d¢%(u) macierz G(u) mozna odwrécié.

Dla algebry MFN otrzymujemy na podstawie (B.1.6) ay = 1, 86 = 1,
czyli wyznacznik przyjmuje postac

det [6(u)] = (73 (w) — gA(w).
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W przypadku algebry CFN mamy avy = 1, 0 = —1 i wyznacznik wyraza
sie wzorem

det [G(u)] = fi(u) + ga(u).
Znajdziemy macierz D(u) dopemien algebraicznych macierzy (B.1.10).
Mamy

| vfalu)  —0ga(u)
D(w) = [—ﬁgm of4(u)

co po traspozycji daje macierz DT (u)

—0ga(u) afa(u)|

DT(U) _ |: ’7fA(u> BQA(U>

Tym samym macierz odwrotna G~!(u) jest postaci

G (u) 1 [ Yfa(u) —Bga(u)

~ det (G(u)] | —0ga(u) afa(u)
vfa(uw) o Bga(u)
a3 (u)—Bég% (u) a3 (u)—Bég% (u)
a dga(u) afa(u)

oy fR(w)—BogE(u) v fE(u)—Bog (u)

Réwnanie macierzowe (B.1.9) moze by¢ teraz zapisane jako

G(u) {ﬁ(“q ::{fA(UW7 (B.1.11)

gi(w)]  [ga(u)
a po lewostronnym przemnozeniu (B.1.11) przez G~!(u) dostajemy
T A T | [ £aw)
O] g ffta] | TR _
g1(u) ga(u) 5g.4(u) afalu) galu)

o fR(w)—BogE(u)  avf3(u)—BogE (u)

vf3(w) _ Bg3 (u)
avf3(u)—Bog5(u)  avf3(u)—B8g% (u)

—_Ofalwgalw) 4 afa(u)ga(u)
ayf(u)—=Bog5(u) " avfi(u)—Bogh (u)

Zauwazmy, ze w przypadku algebry CFN prawa strona redukuje sie do

) O]
Flra@ T Bt m 1
 fa(aa() | fa(u)gau) ol
Pt T e
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natomiast w przypadku algebry MFN mamy

O A0
TFw-aw) T2 w-gw) 2
_ 3fa(u)ga(w) + 3 fa(u)ga(u) 0
TAw-ga@)  X(Aw-giw)

Sprawdzimy, czy element I = (1,0) jest jednoscia w algebrze CFN oraz
czy element I = (2,0) jest jednoscia w algebrze MFN.

W przypadku CFN mamy

AOL=(fa, ga)© (1, 0) = (fa-1=94-0, ga-14+ fa-0) = (fa, ga) = A

oraz
[OA=(1 fa—0-ga, 1-94+0-fa) = (fa, ga) = A,
czyli element I = (1,0) jest jednoscia w algebrze CFN.
Postepujac w analogiczny sposéb w przypadku algebry MFN, mamy

AGL= (fa, 02)O(2 0)=(5(a2494-0), 3942+ [a-0)= (/. g2)=A

oraz

104 = (2, 0)0(fa, 04)= (52 Fat0:04), 5204 +0-La)=(fa, 9)=4.

a wiec element I = (2,0) jest jednoscia w algebrze MFN.

W algebrach OFN i CFN zupekie inaczej wygladaja elementy jednost-
kowe, a w konsekwencji odmienna posta¢ maja elementy odwrotne do
kazdego elementu niezerowego.

Dla algebry OFN element odwrotny do danego elementu ff, czyli ele-
ment, dla ktérego

—

AR AT T=A"9A=1,

H 11
A== 2)
(f’g)

Wystarczy zatem, aby ktérys z cztonéw f(u), g(u) dla pewnego u € [0, 1]
byl zerowy, a wtedy nie istnieje element odwrotny do elementu A.

wyraza sie wzorem
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W przypadku algebry CFN element zerowy i jednostkowy maja posta¢
odpowiednio @ = (0,0) oraz I = (1,0), gdzie 0(u) = 0, I(u) = 1 dla
kazdego u € [0, 1]. Ponadto dla dowolnego A # (0,0) zachodzi

_ /
Al = <f2+92’_f2ig2>’ (B.1.12)

zatem

2 2
2f 2+ 2g 20 2fg 2+ 2fg 2
fP+9  fP+g* [Pttt [Pty

A@A1:< >:(1,0):]1.

Jak wida¢ tylko dla A = (0,0) nie istnieje element odwrotny w alge-
brze CFN. Fakt ten jest wazny, gdyz stanowi podstawowe zalozenie twier-
dzenia Gelfanda—Mazura, ktére méwi, ze kazda zespolona algebra Banacha
z jednoscia, w ktorej kazdy niezerowy element jest odwracalny, jest izome-
trycznie izomorficzna z algebra liczb zespolonych. Oznacza to, ze istnieje
odwzorowanie izmorficzne tych algebr na siebie i odlegtosci pomiedzy da-
nymi elementami sa jednakowe, co stanowi tres¢ pojecia ,,izometria”. Ten
ostatni fakt jest wazny takze przy doborze odpowiedniej metryki, ktora
umozliwi wyznaczenie parametréw nowego modelu umieralnosci.

B.2. Liczby i funkcje zespolone

Zawartos¢ tego paragrafu zostata opracowana na podstawie rozdziatu
VI pt. ,,Liczby zespolone. Kwaterniony” ksiazki W. Sierpiriskiego [97],
a takze na podstawie dwéch monografii S. Sakai [95] oraz W. Zelazko
[117].

Symbolem A oznaczana bedzie dowolna algebra liniowa nad ciatem
liczb zespolonych. Kolejne oznaczenia sygnalizowa¢ beda nowe wiasnosci
algebry A.

Jesli w algebrze A zostanie wprowadzona operacja zwana inwolucja,
oznaczana dalej symbolem *, to taka algebre nazywac¢ bedziemy x-algebra
Banacha. Jedli norma w takiej x-algebrze Banacha spelmiac bedzie warunek
narzucany na norme w postaci [|A*A|| = || A||?, to taka algebra nazywana
bedzie algebra C*. Tego rodzaju algebr Banacha moze by¢ wiecej, na-
tomiast interesowaé¢ nas beda tylko niektore z nich. Istotne znaczenie
ma przede wszystkim algebra C'(7T), ktéra jest algebra C* o szczegdlnych
wlasnosciach. Kolejne uszczegdlowienie algebr Banacha oznacza¢ bedzie-
my symbolami A;.
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B.2.1. Algebra Banacha C*

Niech A bedzie liniowa algebra nad ciatem liczb zespolonych C. Ozna-
cza to, ze kazdemu elementowi A € A przyporzadkowana zostala liczba
rzeczywista || Al|, zwana norma elementu A, spetniajaca warunki

(1) [lAll =0,

(2) ||A]| =0, wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0,

(3) [lA+ BIl < Al + [[Bl;

(4) lleAl]l = laf - [|A]], a€C,

(5) Przestrzen A jest przestrzenia zupelma w normie || - ||.

Definicja B.3. Odwzorowanie A — A* algebry A w siebie nazywane jest
inwolucja, jesli spelnia warunki

(i) (A7) =4,

(ii) (A+ B)* = A* + B*,
(iii) (AB)* = B*A*,

(iv) (aA)* = aA*, a € C.

Algebra Banacha z inwolucja nazywana jest x-algebra Banacha.

Definicja B.4. Mo6wimy, ze algebra Banacha A jest algebra C*, jesli
spetlia warunek

|A*A|| = [|A]]%,  dla kazdego A € A.

B.2.2. Algebra Banacha C(7)

Niech T bedzie zwarta przestrzeniag Hausdorffa. Taka przestrzenia mo-
ze by¢ odcinek [0, 1] na prostej. Jest nia tez iloczyn kartezjanski n od-
cinkéw [0,1]. Niech C(7) oznacza algebre wszystkich ciagtych oraz ze-
spolonych funkcji w 7T .

Definicja B.5. Norma w przestrzeni Banacha C(7) okreslana jest w po-
staci
All = A
1AI] = max |A(7)],

natomiast inwolucja * jest definiowana jako

A*(t) = A(7), dlakazdego T € T.

Poniewaz

(A"A)(7) = A*(1)A(7) = A(T)A(7) = |A(7)[?
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oraz
|A*A(T)] = |A(T) [,
zatem algebra C'(T) jest algebra C*.

Rozwazmy przestrzen wszystkich par A= (f,g) skierowanych liczb
rozmytych. Kazda skierowana liczbe A = (f, g) mozemy potraktowaé jako
funkcje zespolona poprzez zanurzenie w przestrzeni liczb zespolonych po-
staci

A=f+ig

lub
A(u) = f(u) +ig(u), wu€l0,1],

gdzie i = y/—1 jest jednostka urojona.

Przestrzen A, jest przestrzenia Banacha, jesli norme elementu A € A;
zdefiniujemy w postaci

1Al = max [A(u)],

u€[0,1]
gdzie |A(u)| — modut liczby zespolonej A(u) = f(u) + ig(u), czyli
[A@W)]* = f2(u) + g°(w), wel01].

Przykiad B.2. Niech A bedzie skierowana liczba rozmyta odpowiada-
jaca symetrycznej, triangularnej liczbie rozmytej o wartosci centralnej a
i rozpietosci s. Skierowana liczba rozmyta A ma postaé

A=(f9),

gdzie
flu) =a—s(l—u),

g(u) =a+ s(1—u).
Podnoszac do kwadratu obie réwnosci, dostajemy
fA(u) =a®>+ (1 —u)?s* — 2a(1 —u)s, wuel0,1],
g*(u) = a® + (1 —u)?*s* + 2a(1 —u)s, wu€|0,1].

Dodajac stronami, mamy

2 (u) + ¢ (u) = 2a® + 2(1 — u)?s.
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Oznaczmy

F(u) = |A(u)|* = 2a* + 2(1 — u)*s”.

Do wyznaczenia normy elementu A potrzebujemy znalez¢é maksimum funk-
cji

czyli w tym przypadku — maksimum funkcji
F(u) = 2a® 4+ 2(1 —u)?s*>, u€[0,1].
Niech a = 1,7494, s = 0,0411. Stad dla u € [0, 1] otrzymujemy

Flu) =1,7494 — 0,0411(1 — ),

g(u) =1,7494 + 0,0411(1 — u).

Wykres funkeji zespolonej (f(u), g(u)) w tym przykladzie przedstawia ry-
sunek B.1, natomiast funkcji F'(u) — rysunek B.2.

179 -
17% -
1785 -
1780 -
1775

—~

S 1m0

)

1765 -
1760 -
1755 -

1,750 4

1,745

17 171 172 173 1,74 175 176

f(u)

Rys. B.1. Funkcja zespolona (f(u),g(u)) dla a =1,7494, s = 0,0411

Zrodio: opracowanie wlasne
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6,1245
6,1240
61235
6,1230

6,1225

F(u)

6,1220

6,1215

6,1210

6,1205 : : . T \

u
Rys. B.2. Funkcja F'(u) dla a = 1,7494, s = 0,0411

Zrédlo: opracowanie wlasne

Przyktad B.3. Niech A bedzie skierowana liczba rozmyta, odpowiadajaca
symetrycznej, gaussowskiej liczbie rozmytej o wartosci przecietnej a i od-
chyleniu standardowym s. Funkcja przynaleznosci pa(z) ma postaé

z—a )2

pale) = e (5

Logarytmujac stronami, otrzymujemy

In pa(z) = — (x ; a)2-

Stad mamy

S e
Oznaczmy

paz) = u,

z(u) = f(u), dlaz<a,

z(u) =g(u), dlazxz>a.
Woéwczas

f(u) —a=+sv—Inu

oraz

f(u) =a+£sv—Inu.
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Poniewaz z definicji funkcji f(u) wynika warunek f(u) < a, wiec musi by¢
f(u)=a—svV—Inu dla f(u) < a.

Analogicznie, dla funkcji g otrzymujemy
g(u) =a+svV—Inu dla g(u) > a.

Podnoszac do kwadratu obie réwnosci, a nastepnie dodajac stronami,
otrzymujemy

2 (u) + ¢*(u) = 2a* — 25* Inw.

Oznaczmy

F(u) = |[A(u)]* = 2¢* — 2s* Inu.

Do wyznaczenia normy elementu A potrzebujemy znalez¢é maksimum funk-
cji F(u). Niech a = 1,7494, s = 0,0411. Rysunek B.3 ilustruje funkcje
zespolona (f(u), g(u)), natomiast rysunek B.4 — funkcje F'(u).

1,85
1,84
1,83
1,82
181

1,80

g(u)

1,78

177

176

175

1,74 T T T T T 1
1,65 167 1,69 171 173 1,75 177

f(u)

Rys. B.3. Funkcja zespolona (f(u),g(u)) dla a = 1,7494, s = 0,0411

Zrédio: opracowanie wlasne
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
u

Rys. B.4. Funkcja F(u) dla a =1,7494, s = 0,0411

Zrédlo: opracowanie wlasne

Przykitad B.4. Niech A bedzie skierowana liczba rozmyta, odpowiadajaca
niesymetrycznej, gaussowskiej liczbie rozmytej. Funkcja przynaleznosci
pa(x) ma postaé

a2
67(3L> dla z < a,

2
SR ) dla > a.
Oznaczmy
NA('I) =1u,
z(u) = f(u), dlaz<a,
z(u) = g(u), dlazx>a.

Powtarzajac sposéb postepowania z przyktadow B.1 i B.2, otrzymujemy
flw)y=a—spv—Inu dla f(u) < a,
g(u) =a+sgvV—Inu dla f(u) >a

oraz

F(u) =2a* 4 2(sg — sp)V—Inu — 2(s}, + s7) Inw.

Rysunki B.5 i B.6 ilustruja wykresy odpowiednio funkcji zespolonej
(f(u),g(u)) oraz funkcji F(u) dla a = 1,7494, s, = 0,05, sg = 0, 03.
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182 -
181 -
18 -
1,79 -

178 -

g(u)

1,77 -

176 -

175 -

1,74 T T T T T T 1
1,63 1,65 1,67 1,69 1,71 1473 1,75 17T

f(u)
Rys. B.5. Funkcja zespolona (f(u),g(u)) dla a =1,7494, s, = 0,05, s = 0,03

Zrédlo: opracowanie wlasne

612

611 -

6,08

607

6,06 T T T T T T T T T 1

Rys. B.6. Funkcja F(u) dla a =1,7494, s, = 0,05, sg = 0,03

Zrodio: opracowanie wlasne

B.2.3. Przestrzen kwaternionow

Definicja B.6. Kwaternionem nazywamy uporzadkowana pare liczb ze-
spolonych A = (¢,1), speliajaca nastepujace aksjomaty
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(i) (0,0)=(f9) & o=/ ¢v=y,
(i) (&,¥) + (f,9) = (0 + f,¥+9),
(iii) (¢,9)(f.9) = (of =¥, é9 +¥f),
(iv) a(o,¢) = (ad,ah), v € R.

Niech H bedzie przestrzenia kwaternionéw. W przestrzeni tej przyj-
mujemy baze skladajaca si¢ z dwoch elementow 1 oraz j. Wtedy kazdy
kwaternion A € H moze by¢ jednoznacznie przedstawiony w postaci

A=o¢+ j9.
Oprocz tego, kwaternion moze by¢ przedstawiony w postaci sumy alge-

braicznej, w postaci macierzy zespolonej i w postaci macierzy rzeczywiste;j.

W przestrzeni kwaternionéw H zdefiniowane sa trzy operacje: doda-
wania kwaternionéw, mnozenia przez liczby zespolone i mnozenia kwater-
nionéw.

Dla o € R i dla kazdego A = ¢ + ji) z aksjomatu (iv) wynika

a(¢,v) = (ad,ar)) = ad + jo).
Dla ¢, € C postaci
p=a+1b, Y =c+1d,
dla kazdego elementu A € H mozemy napisaé
A=¢+ji = (a+1ib) + j(c+id) = a+ib+ je+ijd.

Przyjmujac oznaczenie k = 17, otrzymujemy

A=a+ib+ jc+kd.

W ten sposob para dwdch liczb zespolonych (¢, ¥)) moze by¢ jednoznacznie
zapisana w postaci

A=a+1ib+ jc+ kd,
zwanej postacia sumy algebraiczne;j.
Mamy wiec H = R*, czyli kazdy kwaternion moze by¢ jednoznacznie
wyznaczony przez cztery liczby a, b, c, d i stad jego nazwa.
Mnozenie elementéw bazy i, j, k w przestrzeni H moze by¢ przedsta-
wione w postaci
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ij=k, ji=k, jk=1, kj=1, ki=j, ik = j.

Zgodnie z aksjomatem (iii), mnozenie dwéch kwaternionéw A = (¢,7)
oraz B = (f, g) wyraza si¢ wzorem

= (6,¥)(f.9) = (6f — Vg, dg +vf).

Niech A = (i,0) oraz B = (0,1). Wéwezas mamy

AB = (i,0)(0,1) =(i-0—0-1, i-1+0-0) = (0,4)

BA=(0,1)(i,0)=(0-i—1-0, 0-041-7) = (0, =),

czyli AB # BA, co oznacza, ze mnozenie kwaternionow nie jest prze-
mienne.

Definicja B.7. Dla dowolnego AeH definiujemy kwaternion sprzezony
A =¢—jv.

Wynika stad, ze operacja sprzezenia kwaternionow jest inwolucja w Hi,
czyli spe}nia warunki

(i) (A*)* = A, dla kazdego A € H,

(ii) (AB)* = B*A*, dla A, B € H,

(ili) (A+ B)* = A* + B*,

(iv) dla A € Ri A € H zachodzi (AA)* = \A*,
(v) dla A € Ci A € H zachodzi (AA)* = A*]X.

Oprécz przedstawienia kwaternionu A = (¢,), ¢, € C w postaci
sumy algebraicznej, istnieje réwniez przedstawienie w postaci macierzy
zespolonej

- ¢

Mozemy wykaza¢ izomorfizm pomiedzy przedstawieniem kwaternio-
now w postaci macierzy zespolonej a przedstawieniem w postaci sumy
algebraicznej, jezeli wprowadzimy baze w przestrzeni R* w postaci

R e Y A B A S

~:{¢— ‘?], b, € C.
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Wychodzac od postaci algebraicznej kwaternionu A i wykorzystujac wlas-
nosci operacji na macierzach i liczbach zespolonych, otrzymujemy kolejno

A=a-14b-i+c-j+d-k=

S R e L e

[a 0 bi 0 0 ¢ 0 di
~ o a}4‘[0 —bJ +’{—c 0}_F{di 0} -

f[a+bi 0 0 c+di|
0 a—bi —c+di 0 N

B :%5 fﬂ ' l—ow ?ﬂ B [—@ iﬂ‘

Sprzezenie dla kwaternionéw przedstawianych w postaci macierzowej wy-
raza sie jako

59 7]

natomiast dla postaci sumy algebraicznej mamy

A=a-14+b-i+c-j+d-k=a-1—-b-i—c-j—d-k,

a dla pary liczb zespolonych
Sprzezenie oznaczaé bedziemy takze gwiazdka, piszac A* zamiast A.

Kwaternion jako macierz rzeczywista moze by¢ takze przedstawiony

W postaci
a b —d —c

b oa = , a,b,e,deR.
c a b
¢ —d —-b

Rozwazmy ogolna posta¢ macierzy zespolonej, reprezentujacej dowolny
kwaternion A € H

- ¢
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Definicja B.8. Kwaternionem rozmytym nazywaé bedziemy kwaternion

Alu) = (6(u), d(w), ue[0,1],

korespondujacy z liczba rozmyta A.

Funkcja zespolona ¢(u) sktada sie z dwéch czesci: cze$é rzeczywista
opisuje warto$¢ centralng liczby rozmytej, a czes¢ urojona odnosi sie do
jej funkcji przynaleznosci.

Definicja B.9. Rozmytym kwaternionem triangularnym, symetrycznym
nazywaé bedziemy kwaternion A, korespondujacy z triangularna, syme-
tryczna liczba rozmyta A = (a, s4), gdzie a jest wartoscia centralna, a s
jest rozpietoscia liczby rozmytej'®. Macierz zespolona rozmytego kwater-
nionu triangularnego i symetrycznego ma postac

= |a—isa(l—u) a+isa(l—u)

| —a+isa(l—u) a+isa(l—u)|

Definicja B.10. Pierwiastek kwadratowy iloczynu kwaternionu A przez
swoje sprzezenie A*, nazywany norma elementu A. Oznaczamy go Sym-
bolem ||A|| i zapisujemy w postaci

1Alln = VAA = /[g2 + [ (B.2.1)

Funkcja kwaternionowa A(-) : [0,1] — C moze by¢ zapisana jako

= [ 900 @] e
A(u)_{_w(u) gb(u)}’ o(u),¥(u) € C, u e [0,1]. (B.2.2)

Wykorzystujac definicje wyznacznika dla zespolonej macierzy kwadrato-
wej 2 X 2, mozemy zapisac

det A(u) = det {_%8) ;%((Zf] N (B.2.3)

= p(u)d(u) + ()i (u) = |p(u)* + [¢(u)]* = | AllE,
a dla postaci sumy algebraicznej
det A=det(a-1+b-i+c-j+d-k)=a*>+0?+*+d*>  (B.24)

10 Por. rysunek 4.2 w rozdziale 4.
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natomiast dla par liczb zespolonych jako

det A(u) = det(p(u), v (u)) = |o(u)[* + 1 (u) 2 (B.2.5)

Macierz dopehien algebraicznych macierzy fl(u) ma postaé
_ [ o(w)  Y(w)
b = 440 ¢<u>}’

a po transpozycji

Poniewaz

det A(u) = [|A(u)|3,
wiec macierz odwrotna fl’l(u) wyraza si¢ w postaci
- 1 qg(u) —p(u)|
A6 = g b oy |-
(B.2.6)

1 V(u) w<u>]: B
AW 0 o] T AW

Pojecie normy i sprzezenia kwaternionu umozliwia zdefiniowanie elementu
odwrotnego do niezerowego kwaternionu A w postaci

Au), uelo,1].

AN u) = HAl“Hm e 0,1] (B.2.7)
lub 1
A (u) = m[x*(u), u € [0,1]. (B.2.8)

Element A moze mie¢ tylko jeden element odwrotny. Gdyby istniaty dwa
elementy odwrotne B; i B, to mielibysmy

BiA=AB, =1
oraz S

BQA = ABQ == ]1
Biorac iloczyn Bzélfl, mamy
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Z drugiej strony, ten sam iloczyn By,B; A mozna przedstawi¢ w postaci
BoBy A = ByAB, = (BoA)By = 1B, = By,

Wynika z tego, ze musi by¢ By = By, czyli przestrzen kwaternion6w H ma

te wlasnosé, ze kazdy niezerowy kwaternion A posiada tylko jeden element

odwrotny. Nazywamy go elementem odwracalnym lub regularnym. Jest
to réwnoczesnie podstawowe zatozenie w twierdzeniu Gelfanda—Mazura.

Na mocy twierdzenia Gelfanda—Mazura algebra Banacha, w ktorej kaz-
dy niezerowy element jest odwracalny, jest izometrycznie izomorficzna
z algebra Banacha liczb zespolonych. Algebra kwaternionéow jest taka
algebra, w ktorej kazdy niezerowy element jest odwracalny.

Pokazemy teraz, ze jesli kwaterniony A, B sa odwracalne, to odwra-
calny jest tez iloczyn AB i zachodzi

(AB)™' = B'A°L. (B.2.9)
Rozwazmy niezerowe kwaterniony A(u) oraz B(u), u € [0,1]. Oznaczmy

:;[
1A(u) B(u)|?

™ (u) = [A(w)Bw)] - iwBw)| . (B210)

Algebra kwaternionéw H jest algebra C*, wiec zachodzi
(A(u)B(u))* = B*(u)A*(u). (B.2.11)

Korzystajac z definicji normy kwaternionu (B.2.1) oraz z (B.2.11), mamy

A B(w) 2= [A(w) B(w)] [Alw) Blo)| " = Aw) Blu) B (u) A" (u) =

= A(u)|| B(u) |PA* (u) = A(w) A* ()| B(w)||*= | A(w) |2 B (w1

czyli 3 . . 3
[A(w) B(w)[|* = [|A(w) ||| B(uw)|. (B.2.12)

Zatem wykorzystujac (B.2.11) i (B.2.12), mozemy zapisaé¢ (B.2.10) w po-
stacl

_ 1 L x 1 . .
C Y u)= —— |A(u)B(u)| = — _ B*(uw)A*(u) =
) = @ P = amEEmEs A
. A : A = BT WA W,

 1B(u) 1 A(u)
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czyli
[ () Bluw)] T B WA (), (B.2.13)

co nalezalo pokazac.

Definicja B.11. Przestrzenia unitarna U(H) nazywaé bedziemy prze-
strzen wektorowa nad cialem kwaternionéw H, w ktorej okreslona jest
forma

(A,B) - (A,B)eC, A BeH,

speliajaca warunki
1°. (A, B) = (B, A),
2 (A4 B,CY = (A,C)+ (B.C),
3°. (aA,B) = a(A,B), a€C,
4°. (A, A) >0 dla A # O oraz jesli (A,A) =0 = A=0.
Liczbe zespolona (A, B) nazywamy wéwczas iloczynem skalarnym ele-

mentow A, B € H. Warunki 1° — 4° nazywaja sie aksjomatami iloczynu
skalarnego ([60], s. 62).

Definicja B.10 okresla pojecie normy w przestrzeni H. Skorzystamy
z informacji podanej w ksiazce Mlaka [74] o tym, ze iloczyn skalarny
wyraza sie za pomoca normy wedtug formuty

S 1 S R S - -
(4,B) = 1 {||A+B||2+z'||A+z’B||2—||A—B||2—z‘||A—z'B||2}, (B.2.14)

gdzie A, B € H, natomiast H jest zespolona przestrzenia kwaternionéw.

Dla lepszego zrozumienia zwiazku pomiedzy norma elementéw prze-
strzeni H a iloczynem skalarnym, jaki indukuje norma przestrzeni H zwe-
ryfikujemy wzér (B.2.14).

Korzystajac z aksjomatéw iloczynu skalarnego, otrzymujemy kolejno

=(A, A + (A, B) + (B, A) + (B,B) = (B.2.15)
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Analogicznie mamy
A= B =(A—B,A-B)= (A A-B)— (B, A— B) =
= (A, A) — (A, B) — (B, A) + (B, B) = (B.2.16)

=[|A|* = (A, B) — (B, A) + || BII*.
Odejmujac (B.2.16) od (B.2.15), otrzymujemy
|A+ B|*>—||A— BJ|?> = 2(4, B) + 2(B, A). (B.2.17)
Podobnie postepujemy z pozostalymi wyrazami w (B.2.14). Mamy

|A+iB|*>=(A+iB,A+iB) = (A, A+ iB)+i(B,A+iB) =

=(A, A) + (A,iB) +i(B,A) +i(B,iB) = (B.2.18)

=[|A|* +i(A, B) +i(B, A) +i|| B|>
Mnozac || A + iB|| przez i, otrzymujemy

i||A +iB|* =i A||? — (A, B) +ii(B, A) +i||B||* =

(B.2.19)
=il|A|* + (A, B) — (B, A) + || B||*.
Po wstawieniu —¢ zamiast ¢, mamy
—i||A —iB|* = —i|A|* + (A, B) — (B, A) —i|| B||% (B.2.20)

Sumujac (B.2.19) oraz (B.2.20), dostajemy

il| A+ iB|P =il A iB|]* = i| A|]* + (A, B) — (B, A) + i|| BII* +

~il|All* + (A, B) — (B, A) — i|| B|* = (B.2.21)

_9(A, B) - 2(B, A).
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Ostatecznie suma (B.2.17) oraz (B.2.21) prowadzi do wyrazenia

|A+ B|*~[[A=B|* +il| A+iB|* —il| A=iB|* =
(B.2.22)
=2(A,B) +2(B, A) + 2(A, B) — 2(B, A) = 4(A, B).

Stad otrzymujemy wyrazenie na iloczyn skalarny w przestrzeni unitarnej.
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