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Wst¦p

Niniejsza praca po±wi¦cona jest teorii mnogo±ci Zermelo-Fraenkla z aksjoma-
tem wyboru, nazywanej w skrócie teori¡ ZFC (Z, F � pierwsze litery nazwisk jej
twórców, C � pierwsza litera wyrazu choice, axiom of choice � aksjomat wyboru).
Jest to teoria pierwszego rz¦du, a wi¦c klasa zda« ustalonego j¦zyka pierwszego
rz¦du zamkni¦ta na relacj¦ wynikania. Zazwyczaj teoria pierwszego rz¦du maj¡ca
zastosowanie gdzie± poza teori¡ modeli podawana jest w postaci aksjomatycznej,
tzn. traktowana jako klasa wszystkich zda« ustalonego j¦zyka wynikaj¡cych z usta-
lonego zbioru zda« zwanych aksjomatami tej teorii. Wªa±nie w takiej postaci teoria
ZFC jest tu prezentowana.

Praca stanowi istotne rozszerzenie cz¦±ci rozdziaªu 2 z [11]. Przeznaczona jest
dla humanistów nieb¦d¡cych matematykami (np. �lozofów wykorzystuj¡cych teori¦
mnogo±ci), ma wi¦c charakter elementarny. Niemniej zakªadamy znajomo±¢ apara-
tury poj¦ciowej logiki kwanty�katorów z identyczno±ci¡ (logiki pierwszego rz¦du),
w szczególno±ci znajomo±¢ j¦zyka tej logiki oraz metod dowodzenia zda« tego j¦-
zyka (zob. np. [3], [5], [16], [18], [19]). Bibliogra�a zostaªa ograniczona do pozycji
�klasycznych�.

Panom profesorom Andrzejowi Indrzejczakowi i Piotrowi �ukowskiemu oraz
Recenzentowi tekstu, profesorowi Andrzejowi Pietruszczakowi, serdecznie dzi¦ku-
j¦ za cenne uwagi, istotnie ulepszaj¡ce pierwotny tekst. Wyrazy podzi¦kowania
skªadam równie» pani mgr Beacie Promi«skiej za trud wªo»ony w redakcyjne opra-
cowanie tekstu do druku.

�1. Wprowadzenie do zagadnie« teorii mnogo±ci

J¦zyk teorii mnogo±ci wyposa»ony jest w jedyny pierwotny predykat 2-argu-
mentowy ∈ (naturalnie poza predykatem identyczno±ci: =, traktowanym jako staªa
logiczna) i nie zawiera »adnych pierwotnych staªych indywidualnych ani pierwot-
nych symboli funkcyjnych. Predykat �∈� czytamy: �nale»y do� lub � jest elementem�
(u»ywamy zapisu: x 6∈ y jako równoznacznego z negacj¡ formuªy atomowej: x ∈ y).

Teoria ZFC mo»e by¢ wi¦c traktowana jako jedna z teorii ustalaj¡cych i precy-
zuj¡cych znaczenie terminu: � jest elementem mnogo±ci (zbioru)� czy te» � jest cz¦-
±ci¡ mnogo±ci�. Historycznie pierwsz¡ z takich teorii formalnych jest tzw. naiwna
teoria mnogo±ci, sformuªowana nieaksjomatycznie w drugiej poªowie XIX stulecia
przez Georga Cantora. Miaªa ona fundamentalny mankament � byªa sprzeczna.
Sformuªowanie teorii niesprzecznej, lecz zachowuj¡cej podstawowe intuicje znacze-
niowe Cantora staªo si¦ celem bada« na pocz¡tku XX w. Jednym z owoców tych
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8 Wst¦p

bada« jest wªa±nie teoria ZFC. Aby przybli»y¢ owe intuicje Cantora, rozwa»my
przez chwil¦ tzw. aksjomatyczn¡ teori¦ naiwn¡. Okre±laj¡ j¡ nast¦puj¡ce aksjo-
maty:

(Ax =) ∀x∀y(∀z(z ∈ x⇔ z ∈ y) ⇒ x = y),

(AxCan) ∃y∀x(x ∈ y ⇔ φ(x)),

gdzie φ(x) jest formuª¡ j¦zyka teorii, w której x jest przynajmniej jedn¡ zmienn¡
woln¡ oraz w której y nie jest zmienn¡ woln¡.

(Ax =) zwany jest aksjomatem identyczno±ci lub ekstensjonalno±ci. (AxCan)
zwany jest aksjomatem lub pewnikiem Cantora. Nie jest to wªa±ciwie aksjomat (for-
muªa j¦zyka), lecz schemat aksjomatu: w zale»no±ci od konkretnej postaci formuªy
φ(x) uzyskujemy z (AxCan) konkretny aksjomat teorii.

Oba aksjomaty maj¡ na celu formalnie ujmowa¢ nast¦puj¡c¡ intuicj¦: dla do-
wolnie pomy±lanej wªasno±ci istnieje zbiór (mnogo±¢) tych i tylko tych obiektów,
którym ta wªasno±¢ przysªuguje. Owa wªasno±¢ reprezentowana jest formalnie for-
muª¡ φ(x) w (AxCan). Wªa±nie (AxCan) stwierdza istnienie zbioru y tych i tylko
tych obiektów x, którym �wªasno±¢� φ(x) przysªuguje. Jednak»e samo wyra»enie
(AxCan) nie wystarcza dla oddania owej intuicji. Niejawnie bowiem jest w niej
mowa o dokªadnie jednym zbiorze tych i tylko tych obiektów, którym dana wªa-
sno±¢ przysªuguje. Tymczasem (AxCan) nie gwarantuje wcale istnienia dokªadnie
jednego zbioru y zªo»onego z obiektów x, dla których prawd¡ jest, »e φ(x). Przy-
kªadowo rozwa»my φ(x) postaci

∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z),

odpowiadaj¡c¡ wªasno±ci: jest cz¦±ci¡ czegokolwiek ró»nego od siebie.
Wówczas z (AxCan) otrzymujemy zdanie:

∃y∀x(x ∈ y ⇔ ∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z)).

Zinterpretujmy je w strukturze relacyjnej ({a, b, c},∈), gdzie a, b, c s¡ ró»nymi
od siebie obiektami oraz relacja ∈ (nie odró»niana tu symbolicznie od predykatu
∈) jest taka, »e c ∈ a i c ∈ b. Wówczas ªatwo sprawdzi¢, »e prawdziwe s¡ formuªy:

∀x(x ∈ a⇔ ∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z)) oraz

∀x(x ∈ b⇔ ∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z))

(nie odró»niamy tu obiektów a, b od staªych indywidualnych b¦d¡cych ich nazwami
w tej interpretacji), tzn. istniej¡ dwa ró»ne �zbiory� y dla których prawd¡ jest

∀x(x ∈ y ⇔ ∀z(x 6= z ⇒ x ∈ z)).
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Dodanie aksjomatu (Ax=) powoduje, »e ów zbiór y, którego istnienie stwierdza
(AxCan) jest dokªadnie jeden. (Ax =) stwierdza uto»samienie zbiorów maj¡cych
te same elementy. W podanej tu przykªadowo interpretacji oczywi±cie (Ax =) jest
faªszywy, bowiem obiekty a, b maj¡ jedyny element c (jeden i ten sam), nie s¡ za±
identyczne.

Bardziej ogólnie, zaªó»my, »e w obecno±ci (Ax =), dla ustalonej (kon-
kretnej) formuªy φ(x) prawdziwe s¡ dwie formuªy uzyskane z (AxCan):

(1) ∀x(x ∈ a⇔ φ(x)) oraz

(2) ∀x(x ∈ b⇔ φ(x)).

Wówczas mamy:

(3) ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b).

We¹my bowiem dowolny x i w celu pokazania równowa»no±ci: x ∈ a ⇔ x ∈ b,
zaªó»my, »e x ∈ a. Wówczas z (1) mamy: φ(x), zatem z (2): x ∈ b. Tym samym
mamy implikacj¦: x ∈ a⇒ x ∈ b. Dowód implikacji odwrotnej: x ∈ b⇒ x ∈ a, jest
analogiczny.

(3) w poª¡czeniu z (Ax =) w postaci: ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b) ⇒ a = b, prowadzi do:
a = b. Zatem zbiór, którego istnienie stwierdza (AxCan) (dla ustalonej φ(x)) jest
dokªadnie jeden.

Niestety, jak wiadomo, intuicja, której formalnym uj¦ciem s¡ aksjomaty
(Ax =), (AxCan) okazuje si¦ naiwna, poniewa» jest nieuzasadniona, by nie rzec
faªszywa. Teoria oparta na tych aksjomatach jest bowiem sprzeczna (tzn. jest zbio-
rem wszystkich zda« swojego j¦zyka). Rozwa»my mianowicie formuª¦ φ(x) postaci:
x 6∈ x, uzyskuj¡c z (AxCan) aksjomat:

∃y∀x(x ∈ y ⇔ x 6∈ x).

Oznaczmy ów jedyny zbiór, którego istnienie ta formuªa stwierdza symbolem
�a�. Wówczas

∀x(x ∈ a⇔ x 6∈ x), a st¡d

a ∈ a⇔ a 6∈ a.

Zdanie to, b¦d¡ce przecie» postaci A⇔ ¬A, w »adnej interpretacji nie jest prawdzi-
we. Sprzeczno±¢ ta nosi nazw¦ antynomii Russella, przyczyniªa si¦ ona do rozwoju
bada« teoriomnogo±ciowych owocuj¡cych innymi ni» naiwna teoriami mnogo±ci.

Teoria ZFC nie posiada przedstawionego mankamentu teorii naiwnej. Oparta
jest ona na innym zestawie aksjomatów (zachowany jest aksjomat identyczno±ci),
jednak»e formuªy postaci (AxCan) s¡ w niej obecne, cho¢ nie dla wszystkich formuª
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φ(x). Z powodu obecno±ci (Ax =) w ZFC, zbiór y, którego istnienie stwierdza
w teorii ZFC formuªa ∃y∀x(x ∈ y ⇔ φ(x)), jest jedyny. W ogólno±ci, jest on
oznaczany w znany sposób, jako: {x : φ(x)} (zbiór wszystkich takich x, »e φ(x)).

Zatem w teorii ZFC równie» stwierdza si¦ istnienie zbiorów, których elementami
s¡ te i tylko te zbiory, którym przysªuguje �wªasno±¢� φ(x). Jednak»e nie dla ka»dej
�wªasno±ci� taki zbiór istnieje. Przykªadowo, mo»na wykaza¢ w ZFC, »e, zgodnie
z krytyk¡ Russella teorii naiwnej, nie istnieje zbiór wszystkich zbiorów nie b¦d¡cych
swoimi elementami (φ(x) postaci : x 6∈ x), co (w obecno±ci aksjomatu regularno-
±ci) jest równowa»ne nieistnieniu zbioru wszystkich zbiorów; innym przykªadem
jest nieistnienie zbioru wszystkich liczb porz¡dkowych (φ(x) postaci: x jest liczb¡

porz¡dkow¡).



Rozdziaª 1. Aksjomatyka ZFC i podstawowe poj¦cia

teoriomnogo±ciowe

�1. Aksjomaty teorii mnogo±ci

W literaturze przedmiotu spotyka si¦ ró»ne zestawy aksjomatów teorii ZFC
(por. np. [4], [6], [7], [10], [12], [14], [17], [20], [21]). Wybieramy zestaw o±miu
aksjomatów z encyklopedycznej wersji teorii ZFC [20]. Aksjomaty s¡ formuªami,
w których poza staªymi logicznymi, tzn. spójnikami ¬,∧,∨,⇒,⇔, kwanty�katora-
mi ∀,∃ i predykatem identyczno±ci =, wyst¦puj¡ zmienne indywidualne x, y, z, u, v,
w oraz jedyny predykat: ∈.

Adekwatne obja±nienie znaczenia niektórych aksjomatów jest mo»liwe dopie-
ro po wprowadzeniu do teorii odpowiednich poj¦¢. Wówczas bowiem jest mo»liwy
inny, równowa»ny zapis owych aksjomatów, w znacznie krótszej postaci, w której
obok predykatu ∈ pojawiaj¡ si¦ symbole tych poj¦¢.

Aksjomat identyczno±ci (lub ekstensjonalno±ci):

(Ax =) ∀x∀y(∀z(z ∈ x⇔ z ∈ y)⇒ x = y).

Zbiór x jest to»samy ze zbiorem y, o ile zachodzi ∀z(z ∈ x⇔ z ∈ y), czyli gdy
x, y maj¡ te same elementy.

Aksjomat identyczno±ci umo»liwia de�niowanie danego zbioru (o ile on istnie-
je) przez podanie, jakie zbiory s¡ jego elementami. Wiedz¡c bowiem, jakie zbiory
stanowi¡ wszystkie elementy danego zbioru, mamy, dzi¦ki (Ax =), jednoznacznie
ten zbiór wyznaczony.

Nie oznacza to, »e dany zbiór mo»na uto»sami¢ z sekwencj¡ czy ekspozycj¡
jego elementów. Status ontyczny zbioru eksponowanych elementów jest taki sam
jak status ka»dego z jego elementów (s¡ to obiekty ±wiata zbiorów), lecz ró»ny od
statusu ekspozycji.

Aksjomat Zermelo (lub podzbiorów albo selekcji):

(AxZ)φ ∀x(φ(x)⇒ x ∈ z)⇒ ∃y∀x(x ∈ y ⇔ φ(x)),

gdzie φ(x) jest dowoln¡ formuª¡ j¦zyka teorii, w której x jest przynajmniej jedn¡
zmienn¡ woln¡ oraz w której y nie jest zmienn¡ woln¡.

11
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Podobnie jak rozwa»any wcze±niej aksjomat Cantora, (AxZ) nie jest pojedyn-
czym (konkretnym) aksjomatem teorii, lecz klas¡ aksjomatów, z której �wyjmuje�
si¦ konkretny aksjomat (AxZ)φ, dla konkretnej formuªy φ(x).

Ponadto, jak wida¢, zmienna z jest w (AxZ)φ zmienn¡ woln¡. Jednak»e wszyst-
kie formuªy teorii ZFC (dotyczy to jakiejkolwiek teorii I rz¦du), zatem równie» jej
aksjomaty winny by¢ domkni¦te, tzn. nie wyst¦puj¡ w nich zmienne wolne. Fakt,
»e w (AxZ)φ pojawia si¦ co najmniej jedna zmienna wolna z � by¢ mo»e w kon-
kretnie wzi¦tej formule φ(x) wyst¦puj¡ jeszcze inne zmienne wolne ni» zmienna
x, które to zmienne s¡ wolne w caªej formule (AxZ)φ � jest oparty na powszech-
nie przyj¦tej konwencji notacyjnej, wedªug której formuª¦ ψ(x1, . . . xn), w której
x1, . . . xn s¡ wszystkimi jej zmiennymi wolnymi postrzega si¦ jako formuª¦ uniwer-
salnie domkni¦t¡: ∀x1 . . . ∀xn(ψ(x1, . . . xn)), tzn. przed ow¡ formuª¡ ze zmiennymi
wolnymi �widzi� si¦ kwanty�katory uniwersalne wi¡»¡ce wszystkie te zmienne wol-
ne. W przypadku zapisu formuªy (AxZ)φ zastosowanie owej konwencji notacyjnej
jest bardzo wygodne, bowiem to, jakie zmienne maj¡ by¢ wi¡zane kwanty�katorami
uniwersalnymi umieszczonymi przed (AxZ)φ zale»y przecie» od konkretnej postaci
formuªy φ(x).

Wida¢, »e nast¦pnik implikacji (AxZ)φ jest identyczny z formuª¡ (AxCan).
Funkcja jak¡ speªnia (AxZ)φ w teorii ZFC jest wi¦c podobna do tej jak¡ aksjo-
mat Cantora peªni w naiwnej teorii mnogo±ci. Mianowicie, dla konkretnej formuªy
φ(x), z aksjomatu (AxZ)φ wnioskujemy równie» istnienie zbioru y tych i tylko
tych zbiorów x, dla których zachodzi φ(x). Jednak»e wnioskowanie to jest upraw-
nione jedynie wówczas, gdy φ(x) jest tak¡ formuª¡, »e speªniony jest poprzednik
(AxZ)φ : ∀x(φ(x) ⇒ x ∈ z), gdzie z jest jakim± dowolnie wybranym, ustalonym
zbiorem.

Stwierdzenie prawdziwo±ci owego poprzednika zabezpiecza klas¦ aksjomatów
(AxZ) przed sprzeczno±ci¡. Bowiem to, »e jest on prawdziwy, oznacza, »e elementy
zbioru y, którego istnienie stwierdza nast¦pnik w (AxZ)φ nale»¡ do wcze±niej da-
nego zbioru z; innymi sªowy, (AxZ)φ umo»liwia utworzenie zbioru y z elementów
danego zbioru z, czyli utworzenie podzbioru zbioru z. Intuicyjnie rzecz ujmuj¡c, nie
wida¢ nic absurdalnego czy prowadz¡cego do sprzeczno±ci w mo»liwo±ci ª¡czenia
niektórych elementów danego zbioru (tutaj oznaczonego symbolem �z�) w caªo±¢
zwan¡ zbiorem (tutaj oznaczonym symbolem �y�). To zabezpieczenie przed sprzecz-
no±ci¡ powoduje jednak»e, »e siªa dedukcyjna klasy formuª (AxZ) jest sªabsza ni»
klasy formuª (AxCan). St¡d teoria ZFC jest wyposa»ona w inne jeszcze aksjomaty
ni» teoria naiwna, tak, aby intuicyjnie pojmowany ±wiat zbiorów, który miaª by¢
uj¦ty teori¡ naiwn¡, byª opisany w teorii ZFC.

Z punktu widzenia historii rozwoju aksjomatyki teorii ZFC nale»y podkre±li¢,
»e aksjomat podany przez Zermelo oraz wyst¦puj¡cy w literaturze pod nazw¡ ak-
sjomatu Zermelo ma wªa±ciwie posta¢ nast¦puj¡c¡:



�1. Aksjomaty teorii mnogo±ci 13

(AxZer)φ ∃y∀x(x ∈ y ⇔ (x ∈ z ∧ φ(x))).

�atwo wykaza¢, »e (AxZ)φ jest implikowany przez (AxZer)φ: zaªó»my bowiem
(AxZer)φ oraz poprzednik

(1) ∀x(φ(x)⇒ x ∈ z)

implikacji (AxZ)φ. Niech a b¦dzie zbiorem, którego istnienie (AxZer)φ stwierdza.
Wówczas mamy:

(2) ∀x(x ∈ a⇔ (x ∈ z ∧ φ(x))).

Wykazujemy:

(3) ∀x(x ∈ a⇔ φ(x)).

(⇒): Niech x ∈ a. Wówczas z (2): x ∈ z ∧ φ(x), zatem φ(x).
(⇐): Zaªó»my, »e zachodzi φ(x). Wówczas z (1): x ∈ z. Zatem x ∈ z ∧ φ(x).

Ostatecznie x ∈ a na mocy (2).
Na podstawie (3) otrzymujemy bezpo±rednio nast¦pnik implikacji

(AxZ)φ : ∃y∀x(x ∈ y ⇔ φ(x)).
Równie ªatwo jest wykaza¢, »e klasa formuª (AxZ) implikuje (AxZer)φ dla

dowolnej formuªy φ: rozwa»my bowiem dowoln¡ φ(x) oraz zaªó»my (AxZ)ψ, gdzie
ψ(x) jest postaci: x ∈ z ∧ φ(x), tzn. zaªó»my, »e speªniona jest formuªa:

(4) ∀x((x ∈ z ∧ φ(x))⇒ x ∈ z)⇒ ∃y∀x(x ∈ y ⇔ (x ∈ z ∧ φ(x))).

Poniewa» poprzednik implikacji (4) jest prawdziwy, mamy wi¦c nast¦pnik, czyli
(AxZer)φ.

Aksjomat zbioru pot¦gowego:

(AxP ) ∀u∃y∀x(x ∈ y ⇔ ∀z(z ∈ x⇒ z ∈ u)).

Dla dowolnego zbioru u istnieje zbiór pot¦gowy zbioru u, tzn. zbiór, którego
elementami s¡ wszystkie podzbiory zbioru u i tylko one (formuªa ∀z(z ∈ x⇒ z ∈ u)
oznacza, »e x jest podzbiorem zbioru u).

Aksjomat sumy:

(Ax
⋃
) ∀u∃y∀x(x ∈ y ⇔ ∃z(z ∈ u ∧ x ∈ z)).
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Dla dowolnego zbioru u istnieje suma zbioru u, tzn. zbiór, którego elementami
s¡ te i tylko te zbiory, które s¡ elementami jakiego± elementu zbioru u.

Aksjomat podstawiania (lub zast¦powania):

(AxSUB)ψ ∀y∃z(ψ(y, z) ∧ ∀v(ψ(y, v)⇒ v = z))⇒
∃u∀z(z ∈ u⇔ ∃y(y ∈ x ∧ ψ(y, z))),

gdzie ψ(y, z) jest dowoln¡ formuª¡ j¦zyka teorii, w której y, z s¡ zmiennymi wolny-
mi, za± ψ(y, v) jest formuª¡ otrzyman¡ z ψ(y, z) przez zast¡pienie ka»dego wolnego
wyst¦powania zmiennej z w ψ(y, z) zmienn¡ v.

Pod pewnymi wzgl¦dami (AxSUB)ψ zachowuje si¦ analogicznie jak (AxZ)φ.
Jest, jak wida¢, klas¡ ró»nych aksjomatów w zale»no±ci od ró»nych formuª ψ(y, z).
Ponadto wnioskujemy z konkretnego aksjomatu (AxSUB)ψ istnienie pewnego zbio-
ru u, gdy poprzednik implikacji (AxSUB)ψ jest speªniony.

Ów poprzednik jest speªniony wówczas, gdy formuªa ψ(y, z) jest taka, »e dla
ka»dego zbioru y istnieje dokªadnie jeden zbiór z taki, »e zachodzi ψ(y, z). Krótko
mówi¡c, wówczas, gdy dysponujemy formuª¡ ψ(y, z) ustalaj¡c¡ jakie± przyporz¡d-
kowanie ka»demu zbiorowi y dokªadnie jednego zbioru z, mamy gwarancj¦ istnienia
zbioru u, o którym mowa w nast¦pniku implikacji (AxSUB)ψ. Ów zbiór u jest zale»-
ny od jeszcze jednego parametru jakim jest zbiór oznaczony w (AxSUB)ψ zmienn¡
(woln¡) x. Maj¡c wi¦c dowolnie wybrany, ustalony zbiór x, na mocy (AxSUB)ψ
stwierdzamy istnienie zbioru u tych i tylko tych zbiorów z, które s¡ jednoznacznie
przyporz¡dkowane elementom zbioru x wedªug formuªy ψ.

Aksjomat niesko«czono±ci:

(Ax∞) ∃x[∃y(y ∈ x ∧ ∀z(z 6∈ y))∧
∀y(y ∈ x⇒ ∃z(z ∈ x ∧ ∀u(u ∈ z ⇔ (u ∈ y ∨ u = y))))].

Jest to jedyny z aksjomatów teorii ZFC, który bezwarunkowo i niezale»nie od
istnienia innych zbiorów stwierdza istnienie pewnego zbioru, oznaczonego tu zmien-
n¡ x, o wªasno±ciach opisanych formuª¡ w nawiasach kwadratowych, i ze wzgl¦du
na te wªasno±ci nazywanego zbiorem indukcyjnym. Wªasno±ci te powoduj¡, »e zbiór
indukcyjny ma niesko«czenie wiele elementów. Aksjomat ten stwierdza wi¦c istnie-
nie w ±wiecie zbiorów zbioru niesko«czonego (bardziej precyzyjna analiza znaczenia
tego aksjomatu podana jest w Rozdziale 7, �5).

Aksjomat regularno±ci (lub ufundowania):

(AxR) ∀x[∃y(y ∈ x)⇒ ∃y(y ∈ x ∧ ∀z(z ∈ y ⇒ z 6∈ x))].
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Ka»dy niepusty zbiór (tzn. taki zbiór x, »e ∃y(y ∈ x)) posiada element mi-

nimalny (tzn. taki element y, który ze zbiorem x nie ma wspólnych elementów:
∀z(z ∈ y ⇒ z 6∈ x)) (rola jak¡ gra aksjomat regularno±ci w teorii ZFC omówiona
jest w Rozdziale 2).

Aksjomat wyboru:

(AxC) ∀z[∀x∀y(x ∈ z ∧ y ∈ z ⇒ [∃u(u ∈ x) ∧ (∃u(u ∈ x ∧ u ∈ y)⇒ x = y)])

⇒ ∃u∀x(x ∈ z ⇒ ∃v∀w(w ∈ u ∧ w ∈ x⇔ w = v))].

Dla dowolnego zbioru z takiego, »e ka»dy jego element x jest zbiorem niepustym
oraz jakiekolwiek dwa ró»ne jego elementy x, y nie maj¡ wspólnych elementów:
∀x∀y(x ∈ z ∧ y ∈ z ⇒ [∃u(u ∈ x) ∧ (∃u(u ∈ x ∧ u ∈ y) ⇒ x = y)]), istnieje zbiór
u, który z ka»dym elementem x zbioru z ma dokªadnie jeden element wspólny:
∃u∀x(x ∈ z ⇒ ∃v∀w(w ∈ u ∧ w ∈ x⇔ w = v)) (zob. Rozdziaª 10, �3).

�2. Inkluzja zbiorów

Mimo ubóstwa poj¦¢ pierwotnych, teoria ZFC dysponuje niejakim bogactwem
poj¦¢ de�niowanych. Tak jak w ka»dej teorii I rz¦du, poj¦cia te dzielimy na dwa
rodzaje: relacje i operacje (w tym tzw. 0-argumentowe operacje to»same z wyró»-
nionymi obiektami). Po stronie j¦zykowej odpowiadaj¡ tym poj¦ciom, odpowiednio,
predykaty i symbole funkcyjne. W zwi¡zku z tym mamy dwa rodzaje de�nicji nomi-
nalnych (tzn. de�niuj¡cych wyra»enia): de�nicje predykatów oraz de�nicje symboli
funkcyjnych.

De�nicja predykatu wprowadza do j¦zyka teorii nowy predykat, w ten sposób,
»e formuªa atomowa, zbudowana w oparciu o ten predykat, jest skrótem dla pew-
nej, zazwyczaj do±¢ zªo»onej formuªy, w której ów nowy predykat naturalnie nie
wyst¦puje. Relacj¦ czy stosunek wyra»ony de�niowanym predykatem mo»na wi¦c
równie» okre±li¢ bez jego wprowadzania � przy pomocy owej formuªy zªo»onej.
W konsekwencji, kosztem dªugo±ci zapisu, ka»d¡ z relacji rozwa»anych w teorii (po-
za pierwotnymi) mo»na by wyra»a¢ bez jej nazwy � predykatu, a wyª¡cznie przez
odwoªywanie si¦ do formuª zawieraj¡cych tylko terminy pierwotne teorii. Czego si¦
naturalnie ze wzgl¦dów praktycznych nie czyni.

W przeciwie«stwie do de�nicji predykatu, de�nicja symbolu funkcyjnego nie
okre±la »adnego skrótu dla innej formuªy, lecz dostarcza nazwy dla operacji, której
istnienie jest niejawnie opisane w aksjomatach lub twierdzeniach teorii. Bez takiej
de�nicji nie mo»na operacji z aksjomatów czy twierdze« �wydoby¢�. Je»eli operacja
jest 0-argumentowa, czyli gdy jest ona wyró»nionym obiektem, jego istnienie i jedy-
no±¢ musz¡ by¢ zagwarantowane w owych aksjomatach czy twierdzeniach. Dopiero
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po pokazaniu tych gwarancji mo»na de�nicyjnie wprowadzi¢ staª¡ indywidualn¡
nazywaj¡c¡ ów obiekt. Podobnie, aksjomaty czy twierdzenia teorii musz¡ gwaran-
towa¢ istnienie n-argumentowego (n ≥ 1) przyporz¡dkowania (operacji) dowolnej
sekwencji n obiektów dokªadnie jednego obiektu, aby mo»na byªo de�nicyjnie wpro-
wadzi¢ symbol funkcyjny wyra»aj¡cy to przyporz¡dkowanie.

Wprowadzanie poj¦¢ niepierwotnych teorii ZFC zaczniemy od 2-argumentowego
stosunku inkluzji.

Uwaga. Na oznaczanie obiektów opisywanych w teorii, a wi¦c zbiorów, b¦dzie-
my w dalszym ci¡gu u»ywa¢ zmiennych indywidualnych w postaci zarówno ma-
ªych, jak i wielkich liter alfabetu ªaci«skiego, traktuj¡c zmienne postaci x,X jako
ró»ne. Stosujemy te» zwyczajowo skrót �wtw� dla wyra»enia �wtedy i tylko wte-
dy, gdy�. W dowodach twierdze« postaci równowa»no±ci, znak �(⇒)� oznacza, »e
przyst¦pujemy do dowodu implikacji, której poprzednikiem jest lewy czªon, za±
nast¦pnikiem prawy czªon równowa»no±ci; znak �(⇐)� oznacza, i» przyst¦pujemy
do dowodu implikacji odwrotnej. Zgodnie ze wzmiankowan¡ w �1 konwencj¡ no-
tacyjn¡, cz¦sto nie piszemy kwanty�katorów uniwersalnych na pocz¡tku danego
twierdzenia, pozostawiaj¡c w nim zmienne wolne.

Definicja. De�niujemy 2-argumentowy predykat inkluzji ⊆ (zawierania si¦ zbio-

rów): X ⊆ Y ⇔ ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ).
(Dla dowolnych zbiorów X,Y zbiór X zawiera si¦ w zbiorze Y lub X jest pod-

zbiorem zbioru Y wtw ka»dy element zbioru X jest elementem zbioru Y ).

Twierdzenie 1. X ⊆ X.

Dowód. Rozwa»my dowolny zbiór X. Wówczas prawdziwa jest formuªa ∀x(x ∈
X ⇒ x ∈ X) (bior¡c bowiem pod uwag¦ dowolny zbiór x, prawdziwa jest implikacja
x ∈ X ⇒ x ∈ X). Z de�nicji inkluzji, X ⊆ X. 2

Twierdzenie 2. (X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X)⇒ X = Y.

Dowód. Zaªó»my, »e
(1) X ⊆ Y ,
(2) Y ⊆ X.

Wyka»emy najpierw, »e
(3) ∀x(x ∈ X ⇔ x ∈ Y ).

We¹my wi¦c dowolny x. Dowodzimy równowa»no±ci x ∈ X ⇔ x ∈ Y .
(⇒): Niech x ∈ X. Poniewa» na mocy (1) z de�nicji inkluzji mamy: ∀x(x ∈

X ⇒ x ∈ Y ), zatem równie»: x ∈ X ⇒ x ∈ Y , wi¦c x ∈ Y .
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Analogicznie dowodzimy odwrotnej implikacji korzystaj¡c z (2). Skorzystajmy
teraz z aksjomatu (Ax =) uzyskuj¡c wyra»enie ∀x(x ∈ X ⇔ x ∈ Y ) ⇒ X = Y .
Zatem, na mocy (3), X = Y . 2

Uwaga. Tw. 2 jest bardzo szeroko stosowane dla dowodzenia równo±ci zbiorów.
Aby wykaza¢, »e X = Y dowodzi si¦ inkluzji (⊆) tzn., »e X ⊆ Y ; nast¦pnie inkluzji
(⊇) tzn., »e Y ⊆ X. (zob. np. dowód Tw. 6).

Twierdzenie 3. (X ⊆ Y ∧ Y ⊆ Z)⇒ X ⊆ Z.

Dowód. Zaªó»my, »e
(1) X ⊆ Y oraz
(2) Y ⊆ Z.

Aby wykaza¢, »e X ⊆ Z musimy zgodnie z de�nicj¡ inkluzji dowie±¢, »e ∀x(x ∈
X ⇒ x ∈ Z). Rozwa»my wi¦c jaki± zbiór x. Zaªó»my, »e x ∈ X. Z (1) ma-
my: ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ). Zatem x ∈ Y . Ale z (2): ∀x(x ∈ Y ⇒ x ∈ Z),
zatem x ∈ Z. 2

�3. Zbiór pusty

We¹my na chwil¦ pod uwag¦ aksjomat niesko«czono±ci (Ax∞); oznaczmy zbiór,
którego istnienie on stwierdza symbolem a. Rozwa»my nast¦pnie aksjomat podzbio-
rów (AxZ)φ, taki, »e formuªa φ(x) jest postaci x 6= x:

∀z[∀x(x 6= x → x ∈ z) → ∃y∀x(x ∈ y ⇔ x 6= x)] (po dokonaniu uniwersalnego
domkni¦cia).

St¡d otrzymujemy:

∀x(x 6= x⇒ x ∈ a)⇒ ∃y∀x(x ∈ y ⇔ x 6= x).

Lecz poprzednik tej implikacji jest speªniony (dla dowolnego x, poprzednik im-
plikacji: x 6= x⇒ x ∈ a jest faªszywy, zatem jest ona prawdziwa). St¡d prawdziwy
w dziedzinie zbiorów jest nast¦pnik ∃y∀x(x ∈ y ⇔ x 6= x). Zbiór (dokªadnie je-
den), którego istnienie on stwierdza oznaczamy symbolem ∅ i nazywamy zbiorem
pustym:

Definicja. ∀x(x ∈ ∅ ⇔ x 6= x), lub ∅ = {x : x 6= x}.

Uwaga. Symbol ∅ jest staª¡ indywidualn¡ wprowadzon¡ de�nicyjnie do j¦zyka
teorii.
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Twierdzenie 4. ∀x(x 6∈ ∅) (zbiór pusty nie ma elementów).

Dowód. Zaªó»my nie wprost, »e ¬∀x(x 6∈ ∅). Wówczas ∃x(x ∈ ∅), zatem dla
jakiego± zbioru a, a ∈ ∅. Wtedy z de�nicji zbioru ∅, a 6= a co jest niemo»liwe. 2

Twierdzenie 5. ∅ ⊆ X.

Dowód. Rozwa»my dowolny zbiór X. Wówczas formuªa ∀x(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ X) jest
prawdziwa (bior¡c bowiem pod uwag¦ dowolny zbiór x, na mocy Tw. 4 faªszywy
jest poprzednik implikacji x ∈ ∅ ⇒ x ∈ X, zatem jest ona prawdziwa). Wobec tego
z de�nicji inkluzji, ∅ ⊆ X. 2

Twierdzenie 6. ∀x(x 6∈ X)⇒ X = ∅ (zbiór ∅ jest jedynym zbiorem niemaj¡cym

elementów).

Dowód. Zaªó»my, »e ∀x(x 6∈ X). Dowód równo±ci X = ∅ opieramy na Tw. 2.
(⊆): Wykazujemy, »e X ⊆ ∅, tzn., »e ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ ∅). We¹my wi¦c pod

uwag¦ zbiór x. Na mocy zaªo»enia: x 6∈ X, zatem implikacja x ∈ X ⇒ x ∈ ∅ jest
prawdziwa (faªszywy poprzednik).

(⊇): Nale»y pokaza¢, »e ∅ ⊆ X, ale to jest oczywistym wnioskiem z Tw. 5.
Ostatecznie na mocy Tw. 2 (w postaci: (X ⊆ ∅ ∧ ∅ ⊆ X)⇒ X = ∅) wnosimy,

»e X = ∅. 2

Wniosek. Dla dowolnego zbioru X, ∀x(x 6∈ X) ⇔ X = ∅ (inaczej: X 6= ∅ ⇔
∃x(x ∈ X)).

Dowód. (⇒): Z Tw. 6.
(⇐): Z Tw. 4. 2

�4. Zbiór pot¦gowy danego zbioru

Bior¡c pod uwag¦ de�nicj¦ inkluzji, mo»emy aksjomat zbioru pot¦go-
wego (AxP ) zapisa¢ w postaci:

∀u∃y∀x(x ∈ y ⇔ x ⊆ u).

Rozwa»my wi¦c dowolny zbiór U . Wówczas ten jedyny zbiór y, którego istnienie
stwierdza formuªa: ∃y∀x(x ∈ y ⇔ x ⊆ U) oznaczamy symbolem P (U) i nazywamy
zbiorem pot¦gowym zbioru U (jest to zbiór wszystkich podzbiorów zbioru U):

Definicja. Dla dowolnego zbioru U ,
∀x(x ∈ P (U)⇔ x ⊆ U) lub P (U) = {x : x ⊆ U}.
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Uwaga. Symbol P jest jednoargumentowym symbolem funkcyjnym nazywaj¡-
cym jednoargumentow¡ operacj¦ przyporz¡dkowuj¡c¡ ka»demu zbiorowi jego zbiór
pot¦gowy.

Twierdzenie 7. Dla dowolnego zbioru U : ∅, U ∈ P (U).

Dowód. Poniewa» ∅ ⊆ U oraz U ⊆ U (Tw. 5 i Tw. 1), wi¦c z de�nicji zbioru
pot¦gowego, ∅ ∈ P (U) oraz U ∈ P (U). 2

Wniosek. Dla dowolnego zbioru U, P (U) 6= ∅.

Dowód. Na podstawie Tw. 7 i Wniosku z Tw. 6. 2

Twierdzenie 8. X ⊆ Y ⇔ P (X) ⊆ P (Y ).

Dowód. (⇒): Zaªó»my, »e X ⊆ Y . Niech A ∈ P (X). Wówczas z de�nicji zbioru
pot¦gowego, A ⊆ X. Zatem z zaªo»enia, na mocy Tw. 3, A ⊆ Y , czyli A ∈ P (Y ).
Wobec dowolno±ci wyboru zbioru A stwierdzamy, »e P (X) ⊆ P (Y ).

(⇐): Zaªó»my, »e P (X) ⊆ P (Y ). Poniewa» X ∈ P (X) (Tw. 7), wi¦c z zaªo»enia
otrzymujemy: X ∈ P (Y ). St¡d X ⊆ Y . 2

Twierdzenie 9. ∀x(x ∈ P (∅) ⇔ x = ∅) (zbiór pot¦gowy zbioru pustego ma

dokªadnie jeden element: zbiór pusty).

Dowód. (⇒): Zaªó»my, »e x ∈ P (∅). Zatem x ⊆ ∅. Wówczas, na mocy Tw. 5 oraz
Tw. 2, x = ∅.

(⇐): Na mocy Tw. 7. 2

Twierdzenie 10. ∀x[x ∈ P (P (∅)) ⇔ (x = ∅ ∨ x = P (∅))] (zbiór pot¦gowy

zbioru pot¦gowego zbioru pustego ma dokªadnie dwa elementy: zbiór pusty oraz zbiór

pot¦gowy zbioru pustego).

Dowód. (⇒): Zaªó»my, »e x ∈ P (P (∅)). Wówczas
(1) x ⊆ P (∅).

W celu wykazania alternatywy x = ∅ ∨ x = P (∅), zaªó»my, »e x 6= ∅.
Wówczas, na mocy Wniosku z Tw. 6, niech
(2) a ∈ x.

Wtedy z (1): a ∈ P (∅), a wi¦c na mocy Tw. 9 mamy:
(3) a = ∅.

Wykazujemy teraz, »e
(4) P (∅) ⊆ x.
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Niech wi¦c y ∈ P (∅). Wówczas na podstawie Tw. 9, y = ∅. Zatem z (3): y = a
i konsekwentnie na mocy (2): y ∈ x.

Z (1) i (4) wnioskujemy, na mocy Tw. 2, i» x = P (∅).
(⇐): Na mocy Tw. 7. 2

�5. Suma zbioru

We¹my pod uwag¦ aksjomat sumy (Ax
⋃
) oraz dowolny zbiór u. Ten jedyny

zbiór y, którego istnienie stwierdza formuªa:

∃y∀x(x ∈ y ⇔ ∃z(z ∈ u ∧ x ∈ z))

nazywamy sum¡ (uogólnion¡)
⋃
u zbioru u.

Definicja. Dla dowolnego zbioru u:
∀x(x ∈

⋃
u⇔ ∃z(z ∈ u ∧ x ∈ z)) lub

⋃
u = {x : ∃z(z ∈ u ∧ x ∈ z)}.

Uwaga. Symbol
⋃

jest jednoargumentowym symbolem funkcyjnym nazywaj¡-
cym operacj¦ przyporz¡dkowuj¡c¡ ka»demu zbiorowi u jego sum¦

⋃
u, czyli zbiór

tych i tylko tych elementów, które nale»¡ do przynajmniej jednego elementu
zbioru u.

Twierdzenie 11. Dla dowolnego zbioru u:
(1) ∀x(x ∈ u⇒ x ⊆

⋃
u), czyli u ⊆ P (

⋃
u),

(2) dla dowolnego y,∀x(x ∈ u⇒ x ⊆ y)⇒
⋃
u ⊆ y,

(3)
⋃
P (u) = u,

(4)
⋃
∅ = ∅.

Dowód. Dla (1): Zaªó»my, »e x ∈ u. Aby wykaza¢ inkluzj¦ x ⊆
⋃
u, niech y ∈ x.

Zatem ∃z(z ∈ u ∧ y ∈ z). Wobec tego z de�nicji sumy, y ∈
⋃
u.

Dla (2): Zaªó»my, »e y jest takim zbiorem, »e ∀x(x ∈ u⇒ x ⊆ y). Niech v ∈
⋃
u.

Wówczas ∃z(z ∈ u ∧ v ∈ z). Zatem dla pewnego zbioru a, a ∈ u oraz v ∈ a. Wobec
tego z zaªo»enia mamy: a ⊆ y (bo a ∈ u) skoro wi¦c v ∈ a, to v ∈ y, co dowodzi
inkluzji

⋃
u ⊆ y.

Dla (3): (⊇): Na mocy (1) zapisanego dla zbioru P (u) w miejsce u mamy:
u ∈ P (u) ⇒ u ⊆

⋃
P (u), zatem wedªug Tw. 7, u ⊆

⋃
P (u). Aby dowie±¢ inkluzji

przeciwnej zauwa»my, »e ∀x(x ∈ P (u)⇔ x ⊆ u) i zastosujmy (2), gdzie w miejscu
zbioru u wyst¡pi P (u), za± w miejscu zbioru y zbiór u. Z (2) mamy wówczas:
∀x(x ∈ P (u) ⇒ x ⊆ u) ⇒

⋃
P (u) ⊆ u. Zatem, wobec prawdziwo±ci poprzednika,

otrzymujemy:
⋃
P (u) ⊆ u.
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Dla (4): Zaªó»my nie wprost, »e
⋃
∅ 6= ∅. Wówczas dla pewnego a, a ∈

⋃
∅.

Zatem ∃z(z ∈ ∅ ∧ a ∈ z) sk¡d dla pewnego b, b ∈ ∅, co jest niemo»liwe. 2

�6. Para zbiorów, zbiór jednoelementowy

Rozwa»my aksjomat podstawiania (AxSUB)ψ dla formuªy ψ(y, z) postaci: (y =
∅∧z = X)∨(y 6= ∅∧z = Y ) oraz dla zbioru oznaczonego zmienn¡ x postaci P (P (∅)):

∀X∀Y [∀y∃z(ψ(y, z) ∧ ∀v(ψ(y, v)⇒ v = z))⇒
∃u∀z(z ∈ u⇔ ∃y(y ∈ P (P (∅)) ∧ ψ(y, z)))].

We¹my pod uwag¦ dowolne zbiory X,Y . Wówczas speªniony jest poprzednik
implikacji w (AxSUB)ψ, tzn. formuªa ∀y∃z(ψ(y, z)∧ ∀v(ψ(y, v)⇒ v = z)). We¹my
bowiem pod uwag¦ dowolny zbiór y. Naturalnie y = ∅ lub y 6= ∅. Gdy y = ∅,
mamy: ψ(y,X) ∧ ∀v(ψ(y, v) ⇒ v = X), gdy za± y 6= ∅ wówczas prawd¡ jest:
ψ(y, Y ) ∧ ∀v(ψ(y, v)⇒ v = Y ).

Formuªa ψ(y, z) ustala wi¦c jednoznaczne przyporz¡dkowanie ka»demu zbiorowi
y dokªadnie jednego zbioru z, mianowicie, zbiorowi pustemu przyporz¡dkowany jest
zbiór X, za± ka»demu zbiorowi niepustemu przyporz¡dkowany jest zbiór Y .

Prawdziwy jest wi¦c nast¦pnik implikacji w (AxSUB)ψ, czyli formuªa

(1) ∃u∀z(z ∈ u⇔ ∃y(y ∈ P (P (∅)) ∧ ψ(y, z))).

Wyra»enie ∃y(y ∈ P (P (∅))∧ψ(y, z)) jest równowa»ne na mocy Tw. 10 formule

∃y[(y = ∅ ∨ y = P (∅)) ∧ ((y = ∅ ∧ z = X) ∨ (y 6= ∅ ∧ z = Y ))],

która z kolei (bierzemy tu pod uwag¦ Wniosek z Tw. 7 w postaci: P (∅) 6= ∅) jest
równowa»na wyra»eniu z = X ∨ z = Y . Ostatecznie z (1) otrzymujemy:

∃u∀z(z ∈ u⇔ (z = X ∨ z = Y )).

Ów jedyny zbiór u, którego istnienie stwierdza ostatnia formuªa oznaczamy
w postaci: {X,Y } i nazywamy par¡ zbiorów lub, gdy X 6= Y � zbiorem 2-elemento-

wym:

Definicja. Dla dowolnych zbiorów X,Y ,
∀z(z ∈ {X,Y } ⇔ (z = X ∨ z = Y )) lub {X,Y } = {z : z = X ∨ z = Y }.

Ponadto dla dowolnego zbioru X, {X} = {X,X}, tzn. {X} = {z : z = X}
b¡d¹ ∀z(z ∈ {X} ⇔ z = X). Zbiór {X} nazywamy singletonem lub zbiorem
1-elementowym, którego jedynym elementem jest X.

Przykªad. Na podstawie Tw. 9 i Tw. 10 oraz (Ax =), P (∅) = {∅} oraz P (P (∅))
= {∅, P (∅)}.
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�7. Suma dwóch zbiorów

Definicja. Dla dowolnych zbiorów x, y zbiór
⋃
{x, y}, czyli sum¦ pary zbiorów

{x, y} nazywamy sum¡ zbiorów x, y i oznaczamy w postaci: x ∪ y.

Uwaga. Symbol ∪ jest 2-argumentowym symbolem funkcyjnym nazywaj¡cym
operacj¦ przyporz¡dkowuj¡c¡ zbiorom x, y ich sum¦ x ∪ y.

Twierdzenie poni»ej konstytuuje poj¦cie sumy dwóch zbiorów w znany sposób:

Twierdzenie 12. Dla dowolnych zbiorów x, y,
∀z(z ∈ x∪ y ⇔ (z ∈ x∨ z ∈ y)) (suma dwóch zbiorów jest zbiorem tych i tylko tych

zbiorów, które nale»¡ do co najmniej jednego z tych dwóch zbiorów).

Dowód. (⇒): Zaªó»my, »e z ∈ x ∪ y, tzn. z ∈
⋃
{x, y}. Wówczas dla pewnego

a ∈ {x, y}, z ∈ a. Z de�nicji pary zbiorów, a = x lub a = y. Niech a = x. Wówczas
z ∈ x, st¡d mamy: z ∈ x ∨ z ∈ y. Analogicznie, gdy a = y.

(⇐): Zaªó»my, »e z ∈ x lub z ∈ y. Niech z ∈ x. Poniewa» x = x, wi¦c z de�nicji
pary zbiorów, x ∈ {x, y}. Zatem ∃u(u ∈ {x, y} ∧ z ∈ u). Ostatecznie z de�ni-
cji sumy, z ∈

⋃
{x, y}, tzn. z ∈ x ∪ y. Analogicznie, gdy z ∈ y. 2

Twierdzenie 13. Dla dowolnych zbiorów A,B,X:

(1) A ⊆ A ∪B, B ⊆ A ∪B,
(2) (A ⊆ X ∧B ⊆ X)⇒ A ∪B ⊆ X,
(3) A ⊆ B ⇔ A ∪B = B.

Dowód. Dla (1): Niech x ∈ A. Wówczas x ∈ A ∨ x ∈ B, zatem wedªug Tw. 12,
x ∈ A ∪B, czyli A ⊆ A ∪B. Analogicznie dla drugiej inkluzji.

Dla (2): Zaªó»my, »e A ⊆ X,B ⊆ X. Niech x ∈ A∪B. Wówczas x ∈ A∨x ∈ B.
Zaªó»my, »e x ∈ A. Wtedy x ∈ X (skoro A ⊆ X). Zaªó»my, »e x ∈ B. Wówczas
równie» x ∈ X (bo B ⊆ X). Ostatecznie x ∈ X, czyli A ∪B ⊆ X.

Dla (3): (⇒): Zaªó»my, »e A ⊆ B. Wykazujemy, »e A ∪B = B.
(⊆): Niech x ∈ A ∪ B. Wówczas x ∈ A ∨ x ∈ B. Musimy wykaza¢, »e x ∈ B.

Wystarczy wi¦c rozwa»y¢ przypadek, gdy alternatywa ta jest prawdziwa w ten
sposób, »e jej lewy czªon jest prawdziwy, tzn. x ∈ A. Wówczas z zaªo»enia (A ⊆ B)
mamy: x ∈ B.

(⊇): Inkluzja B ⊆ A ∪B zachodzi na mocy (1).
(⇐): Zaªó»my, »e A ∪ B = B. Niech x ∈ A. Wówczas x ∈ A ∨ x ∈ B. St¡d

x ∈ A ∪B. Zatem z zaªo»enia, x ∈ B. Ostatecznie A ⊆ B. 2
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�8. Zbiór n-elementowy

Definicja. Dla dowolnego n = 2, 3, . . . , dla dowolnych zbiorów x1, . . . , xn,
xn+1, {x1, . . . , xn, xn+1} = {x1, . . . , xn} ∪ {xn+1}.

Gdy wszystkie zbiory x1, . . . , xn(n ≥ 1) s¡ ró»ne od siebie, zbiór {x1, . . . , xn}
nazywamy n-elementowym.

Zbiór X nazywamy sko«czonym, gdy X = ∅ lub istnieje liczba naturalna n ≥ 1
oraz zbiory x1, . . . , xn takie, »e X = {x1, . . . , xn}. Zbiór nazywamy niesko«czonym,
gdy nie jest on sko«czony.

Uwaga. Symbol {. . .} traktujemy jako n-argumentowy symbol funkcyjny na-
zywaj¡cy n-argumentow¡ operacj¦ przyporz¡dkowuj¡c¡ sekwencji n zbiorów zbiór,
którego elementami s¡ wszystkie zbiory z tej sekwencji i tylko one. Intuicyjnie rzecz
bior¡c, ilo±¢ elementów zbioru n-elementowego wynosi n. Formalnie, problem ilo±ci
elementów zbioru b¦dzie rozwa»any w Rozdziale 11.

Twierdzenie 14. Dla dowolnego n ≥ 1, dla dowolnych zbiorów x1, . . . , xn,
({}) ∀x(x ∈ {x1, . . . , xn} ⇔ (x = x1 ∨ . . . ∨ x = xn)).

Dowód (indukcyjny; o dowodach indukcyjnych b¦dzie mowa w Rozdziale 7, �1).
Dla n = 1 oraz n = 2 warunek ({}) jest speªniony na mocy de�nicji singletonu oraz
de�nicji pary zbiorów.

Zaªó»my, »e dla pewnego n ≥ 1 warunek ({}) zachodzi dla dowolnych zbiorów
x1, . . . , xn. Mamy wykaza¢, »e dla dowolnych zbiorów x1, . . . , xn, xn+1,
∀x(x ∈ {x1, . . . , xn, xn+1} ⇔ (x = x1 ∨ . . . ∨ x = xn ∨ x = xn+1)).

We¹my wi¦c pod uwag¦ jakie± zbiory x1, . . . , xn, xn+1. Wówczas z de�nicji
zbioru {x1, . . . , xn, xn+1}, Tw. 12, zaªo»enia indukcyjnego oraz de�nicji singleto-
nu mamy: x ∈ {x1, . . . , xn, xn+1} wtw x ∈ {x1, . . . , xn} lub x ∈ {xn+1} wtw
(x = x1 ∨ . . . ∨ x = xn) lub x = xn+1 wtw x = x1 ∨ . . . ∨ x = xn ∨ x = xn+1. 2

Przykªad. P ({x, y}) = {∅, {x}, {y}, {x, y}} dla dowolnych zbiorów x, y.

�9. Iloczyn dwóch zbiorów

Rozwa»my aksjomat podzbiorów (AxZ)φ, gdzie formuªa φ(x) jest postaci x ∈
u ∧ x ∈ v, oraz w którym zbiór oznaczony zmienn¡ z jest zbiorem u:

∀u∀v[∀x((x ∈ u ∧ x ∈ v)⇒ x ∈ u)⇒ ∃y∀x(x ∈ y ⇔ (x ∈ u ∧ x ∈ v))].

We¹my pod uwag¦ dowolne zbiory u, v. Wówczas poprzednik implikacji
w (AxZ)φ jest prawdziwy, mamy zatem nast¦pnik



24 Rozdz. 1. Aksjomatyka i podstawowe poj¦cia teoriomnogo±ciowe

∃y∀x(x ∈ y ⇔ (x ∈ u ∧ x ∈ v)),

co prowadzi do de�nicji iloczynu u ∩ v zbiorów u, v:

Definicja. Dla dowolnych zbiorów u, v,
∀x(x ∈ u ∩ v ⇔ (x ∈ u ∧ x ∈ v)) lub u ∩ v = {x : x ∈ u ∧ x ∈ v} (iloczyn
dwóch zbiorów jest zbiorem tych i tylko tych zbiorów, które nale»¡ do ka»dego
z tych dwóch zbiorów).

Zbiory u, v nazywamy rozª¡cznymi, gdy u ∩ v = ∅ (tzn. gdy nie maj¡ one
wspólnego elementu).

Twierdzenie 15. Dla dowolnych zbiorów A,B,X:
(1) A ∩B ⊆ A, A ∩B ⊆ B,
(2) (X ⊆ A ∧X ⊆ B)⇒ X ⊆ A ∩B,
(3) A ⊆ B ⇔ A ∩B = A.

Dowód. Dla (1): Niech x ∈ A∩B. Wówczas x ∈ A∧x ∈ B. St¡d x ∈ A, ostatecznie
A ∩B ⊆ A. Analogicznie dla drugiej inkluzji.

Dla (2): Zaªó»my, »e X ⊆ A,X ⊆ B. Niech x ∈ X. Wówczas z zaªo»enia,
x ∈ A, x ∈ B, czyli x ∈ A ∩B. Ostatecznie, X ⊆ A ∩B.

Dla (3): (⇒): Zaªó»my, »e A ⊆ B. Wykazujemy, »e A ∩ B = A. Inkluzja (⊆)
zachodzi na mocy (1).

(⊇): Niech x ∈ A. Wówczas z zaªo»enia, x ∈ B, zatem x ∈ A ∧ x ∈ B, czyli
x ∈ A ∩B.

(⇐): Zaªó»my, »e A ∩ B = A. Aby dowie±¢, »e A ⊆ B przypu±¢my, »e x ∈ A.
Wówczas z zaªo»enia, x ∈ A ∩B. St¡d x ∈ A ∧ x ∈ B, a wi¦c x ∈ B. 2

�10. Ró»nica zbiorów, dopeªnienie zbioru

Post¦puj¡c analogicznie z aksjomatem podzbiorów jak powy»ej, lecz dla formuªy
φ(x) postaci: x ∈ u ∧ x 6∈ v, uzyskujemy de�nicj¦ ró»nicy u− v zbiorów u, v:

Definicja. Dla dowolnych zbiorów u, v,
∀x(x ∈ u− v ⇔ (x ∈ u ∧ x 6∈ v)) lub u− v = {x : x ∈ u ∧ x 6∈ v}.

Twierdzenie 16. Dla dowolnych zbiorów A,B,X:
(1) A−B ⊆ A,
(2) (A−B) ∩B = ∅,
(3) (X ⊆ A ∧X ∩B = ∅)⇒ X ⊆ A−B,
(4) A ⊆ B ⇔ A−B = ∅.
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Dowód. Dla (1): Niech x ∈ A − B. Wówczas x ∈ A ∧ x 6∈ B. St¡d x ∈ A. Zatem
A−B ⊆ A.

Dla (2): Zaªó»my, »e (A − B) ∩ B 6= ∅. Wówczas dla jakiego± zbioru x, x ∈
(A−B)∩B. Wtedy x ∈ A−B oraz x ∈ B. Z de�nicji ró»nicy zbiorów, x ∈ A∧x 6∈ B.
St¡d x 6∈ B. Sprzeczno±¢.

Dla (3): Zaªó»my, »eX ⊆ A orazX∩B = ∅. Aby wykaza¢, »eX ⊆ A−B, we¹my
x ∈ X. Wówczas z zaªo»enia, »e X ⊆ A mamy: x ∈ A. Ponadto x 6∈ B (gdyby
x ∈ B, to x ∈ X ∩ B, zatem X ∩ B 6= ∅, co jest niemo»liwe na mocy zaªo»enia).
Zatem x ∈ A−B, czyli wobec dowolno±ci wyboru elementu x, X ⊆ A−B.

Dla (4): (⇒): Zaªó»my, »e A ⊆ B oraz »e A− B 6= ∅. Wówczas istnieje taki x,
»e x ∈ A − B, tzn. x ∈ A oraz x 6∈ B. Lecz skoro A ⊆ B (zaªo»enie) oraz x ∈ A,
wi¦c x ∈ B. Sprzeczno±¢.

(⇐): Zaªó»my, »e A−B = ∅. W celu wykazania, »e A ⊆ B zaªó»my, »e x ∈ A.
Naturalnie x ∈ B∨x 6∈ B. Gdyby x 6∈ B, to x ∈ A−B i konsekwentnie A−B 6= ∅,
co jest niemo»liwe na mocy zaªo»enia. Zatem x ∈ B, co dowodzi inkluzji A ⊆ B. 2

Definicja. Niech U b¦dzie dowolnym zbiorem. Dla dowolnego A ∈ P (U) niech
−A = U −A. Przy ustalonym zbiorze U , � jest jednoargumentow¡ operacj¡ zwan¡
operacj¡ dopeªnienia, tzn. −A nazywamy dopeªnieniem zbioru A (do zbioru U).

Twierdzenie 17. Dla dowolnych A,B ∈ P (U):
(1) −(A ∪B) = −A ∩ −B,
(2) −(A ∩B) = −A ∪ −B,
(3) −−A = A,
(4) A ⊆ B ⇔ −B ⊆ −A,
(5) −A ∪A = U,
(6) −A ∩A = ∅,
(7) −U = ∅,
(8) −∅ = U .

Dowód. Dla (1): (⊆): Niech x ∈ −(A ∪B). Wówczas x ∈ U oraz x 6∈ A ∪B. St¡d
x 6∈ A oraz x 6∈ B. Zatem x ∈ −A oraz x ∈ −B, czyli x ∈ −A ∩ −B.

(⊇): Niech x ∈ −A ∩−B. Zatem x ∈ −A oraz x ∈ −B, czyli x ∈ U oraz x 6∈ A
i x 6∈ B. St¡d x 6∈ A ∪B, czyli x ∈ −(A ∪B).

Dla (2): (⊆): Niech x ∈ −(A ∩ B). Wówczas x ∈ U oraz x 6∈ A ∩ B. St¡d
x 6∈ A ∨ x 6∈ B. Zaªó»my, »e x 6∈ A. Wtedy x ∈ −A, za± −A ⊆ −A ∪ −B, zatem
x ∈ −A ∪ −B. Zaªó»my, »e x 6∈ B. Wówczas x ∈ −B, lecz −B ⊆ −A ∪ −B, wi¦c
x ∈ −A ∪ −B.

(⊇): Niech x ∈ −A ∪ −B. Wówczas x ∈ −A ∨ x ∈ −B. Zaªó»my, »e x ∈ −A.
Wtedy x ∈ U oraz x 6∈ A. St¡d x 6∈ A∨x 6∈ B, czyli x 6∈ A∩B. Zatem x ∈ −(A∩B).
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Zaªó»my, »e x ∈ −B. Wówczas analogicznie jak przed chwil¡ otrzymujemy: x ∈
−(A ∩B).

Dla (3): (⊆): Niech x ∈ −−A. Zatem x ∈ U oraz x 6∈ −A. Ostatnie wyra»enie
jest równowa»ne formule x 6∈ U ∨ x ∈ A. Skoro wi¦c x ∈ U , to x ∈ A.

(⊇): Niech x ∈ A. Poniewa» A ⊆ U , wi¦c x ∈ U . Mamy: x 6∈ −A (gdyby
x ∈ −A, to x 6∈ A wbrew zaªo»eniu). Ostatecznie x ∈ U −(−A), tzn. x ∈ −−A.

Dla (4): (⇒): Zaªó»my, »e A ⊆ B. Wówczas na mocy Tw. 13(3), A ∪ B = B.
Zatem −(A ∪B) = −B, co na mocy (1) implikuje: −A ∩ −B = −B, wi¦c równie»
−B ∩ −A = −B i konsekwentnie na mocy Tw. 15(3), −B ⊆ −A.

(⇐): Zaªó»my, »e −B ⊆ −A. Wówczas na mocy przed chwil¡ dowiedzionej
implikacji otrzymujemy: −−A ⊆ −−B, zatem z (3): A ⊆ B.

Dla (5): Poniewa» −A ⊆ U oraz A ⊆ U , wi¦c na mocy Tw. 13(2), −A∪A ⊆ U .
Aby dowie±¢ inkluzji (⊇) zaªó»my, »e x ∈ U . Naturalnie x ∈ A∨x 6∈ A. Gdy x ∈ A,
to oczywi±cie x ∈ −A∪A (bo A ⊆ −A∪A), gdy za± x 6∈ A, to x ∈ −A, a poniewa»
−A ⊆ −A ∪A, wi¦c x ∈ −A ∪A.

Dla (6): Zaªó»my, »e −A ∩ A 6= ∅. Niech x ∈ −A ∩ A. Wówczas x ∈ −A oraz
x ∈ A. Jednak»e skoro x ∈ −A, to x 6∈ A. Sprzeczno±¢.

Dla (7): Na podstawie (5), (1), (3) i (6) mamy: −U = −(−A∪A) = −−A∩−A
= A ∩ −A = ∅ (bo naturalnie A ∩ −A = −A ∩A).

Dla (8): Z (7): −U = ∅, zatem −−U = −∅, wi¦c na mocy (3), U = −∅. 2

�11. Przekrój zbioru niepustego

Zastosujmy aksjomat podzbiorów w postaci:

(AxZ)φ ∀u[∀x(∀z(z ∈ u⇒ x ∈ z)⇒ x ∈
⋃
u)⇒

∃y∀x(x ∈ y ⇔ ∀z(z ∈ u⇒ x ∈ z))].

Rozwa»my dowolny zbiór u. Naturalnie u = ∅ lub u 6= ∅. Gdy u = ∅, wyra»enie
∀z(z ∈ u ⇒ x ∈ z) (dla ustalonego dowolnego zbioru x) jest prawdziwe, bowiem
poprzednik implikacji: z ∈ u⇒ x ∈ z dla dowolnego zbioru z jest faªszywy. Tymcza-
sem wyra»enie x ∈

⋃
u jest na mocy Tw. 11(4) faªszywe. Ostatecznie, poprzednik

implikacji w nawiasach kwadratowych w (AxZ)φ jest faªszywy. Nie mo»emy wi¦c
oderwa¢ nast¦pnika.

Rozwa»my jednak»e przypadek: u 6= ∅. Wówczas ów poprzednik jest prawdziwy.
We¹my bowiem pod uwag¦ dowolny zbiór x oraz zaªó»my, »e ∀z(z ∈ u ⇒ x ∈ z).
Skoro u 6= ∅, wi¦c dla pewnego zbioru a, a ∈ u. Wówczas z zaªo»enia, x ∈ a, zatem
∃z(z ∈ u ∧ x ∈ z), czyli x ∈

⋃
u.

Ostatecznie, dla dowolnego niepustego zbioru u odrywamy nast¦pnik w impli-
kacji (AxZ)φ, co prowadzi do de�nicji iloczynu (uogólnionego) lub przekroju

⋂
u
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niepustego zbioru u, jako zbioru tych wszystkich zbiorów x, które nale»¡ do ka»dego
elementu zbioru u:

Definicja. Dla dowolnego niepustego zbioru u,
∀x(x ∈

⋂
u⇔ ∀z(z ∈ u⇒ x ∈ z)) lub

⋂
u = {x : ∀z(z ∈ u⇒ x ∈ z)}.

Przekrój niepustego zbioru ma analogiczne wªasno±ci do podanych
w Tw. 11(1),(2) dla sumy zbioru:

Twierdzenie 18. Dla dowolnego niepustego zbioru u:
(1) ∀x(x ∈ u⇒

⋂
u ⊆ x),

(2) dla dowolnego y, ∀x(x ∈ u⇒ y ⊆ x)⇒ y ⊆
⋂
u.

Dowód. Dla (1): Zaªó»my, »e x ∈ u. Niech a ∈
⋂
u. Wówczas z de�nicji przekroju,

∀z(z ∈ u⇒ a ∈ z). St¡d i z zaªo»enia mamy: a ∈ x, co dowodzi inkluzji
⋂
u ⊆ x.

Dla (2): Zaªó»my, »e y jest takim zbiorem, »e ∀x(x ∈ u⇒ y ⊆ x). Niech a ∈ y.
Aby wykaza¢, »e a ∈

⋂
u (co dowiedzie inkluzji y ⊆

⋂
u) musimy dowie±¢, »e

∀z(z ∈ u ⇒ a ∈ z). Niech wi¦c z ∈ u. Wówczas z zaªo»enia otrzymujemy: y ⊆ z
i dalej, skoro a ∈ y, to a ∈ z, co dowodzi wyra»enia ∀z(z ∈ u⇒ a ∈ z). 2

Przekrój pary zbiorów jest iloczynem jej elementów:

Twierdzenie 19. Dla dowolnych zbiorów x, y :
⋂
{x, y} = x ∩ y.

Dowód. Rozwa»my dowolny zbiór a. Mamy: a ∈
⋂
{x, y} wtw ∀z(z ∈ {x, y} ⇒ a ∈

z) wtw ∀z((z = x∨z = y)⇒ a ∈ z) wtw (a ∈ x∧a ∈ y) wtw a ∈ x∩y, co dowodzi,
»e ∀v(v ∈

⋂
{x, y} ⇔ v ∈ x ∩ y). Zatem z aksjomatu równo±ci (Ax =) w postaci

∀v(v ∈
⋂
{x, y} ⇔ v ∈ x ∩ y)⇒

⋂
{x, y} = x ∩ y uzyskujemy:

⋂
{x, y} = x ∩ y. 2

�12. Ciaªo zbiorów

Definicja. Zbiór C ⊆ P (U) nazywamy ciaªem zbiorów (dokªadniej ciaªem pod-

zbiorów zbioru U), gdy
(1) C 6= ∅,
(2) ∀X(X ∈ C ⇒ −X ∈ C),
(3) ∀X∀Y ((X ∈ C ∧ Y ∈ C)⇒ X ∩ Y ∈ C).

Przykªad. Zbiór pot¦gowy P (U) jest ciaªem zbiorów (ciaªem wszystkich pod-
zbiorów zbioru U), bowiem P (U) 6= ∅ i gdy X ∈ P (U), to −X ∈ P (U) oraz gdy
X,Y ∈ P (U), czyli X,Y ⊆ U , to X ∩ Y ⊆ U , zatem X ∩ Y ∈ P (U).
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Innym przykªadem ciaªa podzbiorów zbioru U jest zbiór {∅, U}. Oczy-
wi±cie warunek (1) de�nicji ciaªa zbiorów jest dla C = {∅, U} speªniony. Waru-
nek (2) jest speªniony na mocy Tw. 17(7),(8), natomiast warunek (3) na mocy
oczywistych faktów: U ∩ U = U, ∅ ∩ ∅ = ∅ oraz ∅ ∩ U = U ∩ ∅ = ∅.

Twierdzenie 20. Niech C b¦dzie dowolnym ciaªem podzbiorów zbioru U . Wówczas

(1) ∀X∀Y ((X ∈ C ∧ Y ∈ C)⇒ X ∪ Y ∈ C),
(2) ∅ ∈ C oraz U ∈ C.

Dowód. Niech C ⊆ P (U) b¦dzie ciaªem podzbiorów zbioru U .

Dla (1): Zaªó»my, »e X,Y ∈ C. Wówczas na mocy warunku (2) de�nicji ciaªa
zbiorów, −X,−Y ∈ C. St¡d, na mocy warunku (3): −X ∩ −Y ∈ C. Wobec tego,
na podstawie Tw. 17(1), −(X ∪ Y ) ∈ C. Zatem znowu z warunku (2) de�nicji,
−−(X ∪ Y ) ∈ C, co na mocy Tw. 17(3) daje: X ∪ Y ∈ C.

Dla (2): Na mocy warunku (1) de�nicji ciaªa zbiorów, niech X ∈ C. Wówczas
na podstawie warunku (2) tej de�nicji, −X ∈ C. Zatem na podstawie warunku (3):
−X ∩X ∈ C, czyli na mocy Tw. 17(6), ∅ ∈ C. Konsekwentnie, na mocy (2) de�nicji
ciaªa zbiorów, otrzymujemy: −∅ ∈ C. Zatem wedªug Tw. 17(8), U ∈ C. 2

Wniosek. Ciaªo {∅, U} jest najmniejszym (w sensie inkluzji) ciaªem pod-

zbiorów zbioru U .

Dowód. Na mocy Tw. 20(2) zbiór {∅, U} zawiera si¦ w ka»dym ciele C podzbiorów
zbioru U . 2

Przykªad. Wszystkie ciaªa podzbiorów zbioru U = {a, b, c}:
{∅, U}, {∅, {a}, {b, c}, U}, {∅, {b}, {a, c}, U}, {∅, {c}, {a, b}, U}, P (U).

Ciaªo zbiorów jest przykªadem zbioru zamkni¦tego na operacje: ∩,∪,−. Mó-
wimy bowiem, »e zbiór jest zamkni¦ty na dan¡ n-argumentow¡ operacj¦, gdy jej
warto±¢ na dowolnej sekwencji (tzn. obiekt przyporz¡dkowany sekwencji) n elemen-
tów tego zbioru jest równie» elementem tego zbioru. Gdy zbiór jest zamkni¦ty na
dan¡ operacj¦, to mówimy, i» jest to operacja na tym zbiorze.

Rozwa»ymy obecnie ilo±¢ elementów najwi¦kszego (w sensie inkluzji) ciaªa pod-
zbiorów danego n-elementowego zbioru U , czyli po prostu ilo±¢ wszystkich podzbio-
rów zbioru U (ilo±¢ elementów zbioru pot¦gowego n-elementowego zbioru). W tym
celu sformuªujmy pomocniczy fakt, wykorzystywany dalej w dowodzie twierdzenia
ustalaj¡cego ow¡ ilo±¢. Pojawiaj¡ce si¦ tu zbiory A,B istniej¡ na mocy aksjomatu
podzbiorów.
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Lemat. Niech U b¦dzie dowolnym niepustym zbiorem oraz a ∈ U . Niech ponadto

A = {X : X ⊆ U ∧ a 6∈ X},B = {X : X ⊆ U ∧ a ∈ X}. Wówczas A ∪ B = P (U)
oraz A ∩ B = ∅. Ponadto zbiory A,B maj¡ tyle samo elementów.

Dowód. Dowodzimy pierwszej równo±ci. (⊆): Niech X ∈ A ∪ B. Wówczas
X ∈ A ∨ X ∈ B. Gdy X ∈ A, to X ⊆ U oraz gdy X ∈ B, to równie» X ⊆ U
z de�nicji zbiorów A,B, zatem ostatecznie X ∈ P (U), czyli A ∪ B ⊆ P (U).

(⊇): Zaªó»my, »e X ∈ P (U). Wówczas X ⊆ U . Naturalnie a ∈ X ∨ a 6∈ X. Gdy
a ∈ X, to wówczas X ∈ B, zatem X ∈ A ∨ X ∈ B , czyli X ∈ A ∪ B. Gdy za±
a 6∈ X, to X ∈ A, czyli znowu X ∈ A ∨ X ∈ B, sk¡d X ∈ A ∪ B. Ostatecznie,
P (U) ⊆ A ∪ B.

Dowodzimy drugiej równo±ci. Zaªó»my, »e A ∩ B 6= ∅. Niech wi¦c X ∈ A ∩ B.
Wówczas X ∈ A oraz X ∈ B. Zatem a 6∈ X oraz a ∈ X z de�nicji zbiorów A,B.
Sprzeczno±¢.

Aby wykaza¢, »e zbiory A,B maj¡ t¦ sam¡ ilo±¢ elementów, we¹my pod uwag¦
dowolny X ∈ A. Wówczas X ⊆ U oraz a 6∈ X. Zatem X∪{a} ∈ B (bo X∪{a} ⊆ U
oraz a ∈ X ∪ {a}).

Rozwa»my przyporz¡dkowanie ka»demu elementowi X ze zbioru A elementu
X ∪ {a} ze zbioru B. Przyporz¡dkowanie to ma dwie nast¦puj¡ce wªasno±ci:
(w1) dla dowolnych X1, X2 ∈ A, (X1 6= X2 ⇒ X1 ∪ {a} 6= X2 ∪ {a}),
(w2) dla dowolnego Y ∈ B istnieje X ∈ A taki, »e Y = X ∪ {a}.

Aby dowie±¢ (w1) zaªó»my: X1 ∪ {a} = X2 ∪ {a} dla jakich± X1, X2 ∈ A
i wyka»my równo±¢ X1 = X2.

(⊆): Niech x ∈ X1. Wówczas x ∈ X1 ∪ {a}. Zatem z zaªo»enia, x ∈ X2 ∪ {a},
czyli x ∈ X2 ∨ x = a. Lecz x 6= a (gdyby bowiem x = a, to x 6∈ X1, bo a 6∈ X1

skoro X1 ∈ A). Zatem x ∈ X2. Analogicznie dowodzi si¦ inkluzji (⊇).
Aby dowie±¢ (w2) rozwa»my dowolny Y ∈ B. Wówczas Y ⊆ U oraz a ∈ Y .

Poniewa» Y − {a} ⊆ Y , wi¦c Y − {a} ⊆ U . Oczywi±cie a 6∈ Y − {a}. Zatem
Y − {a} ∈ A. Ponadto (Y − {a}) ∪ {a} = Y . Mamy bowiem: Y − {a} ⊆ Y oraz
{a} ⊆ Y (bo a ∈ Y ). St¡d na mocy Tw. 13(2), (Y − {a}) ∪ {a} ⊆ Y . Aby dowie±¢
odwrotnej inkluzji zaªó»my, »e x ∈ Y . Naturalnie x = a ∨ x 6= a. Je±li x = a,
to x ∈ {a}, za± {a} ⊆ (Y − {a}) ∪ {a}, czyli x ∈ (Y − {a}) ∪ {a}. Gdy x 6= a,
to x 6∈ {a}, zatem x ∈ Y − {a}, a poniewa» Y − {a} ⊆ (Y − {a}) ∪ {a}, wi¦c
x ∈ (Y − {a}) ∪ {a}.

Ostatecznie dla wybranego dowolnie Y ∈ B znale¹li±my X ∈ A taki, »e Y =
X ∪ {a} (ów X = Y − {a}).

Jak wida¢, fakt, »e zbiory A,B maj¡ tyle samo elementów, jest bezpo±rednim
wnioskiem z (w1) i (w2). Wªasno±¢ (w1) bowiem mówi, »e w zbiorze B nie ma mniej
elementów ni» w zbiorze A, za± (w2) mówi, »e w B nie ma wi¦cej elementów ni»
w A. 2
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Twierdzenie 21. Dla dowolnej liczby naturalnej n, dla dowolnego n-elementowego

zbioru U , zbiór pot¦gowy P (U) jest 2n-elementowy.

Dowód (indukcyjny). Dla n = 0, U = ∅. Wówczas P (U) = {∅} (Tw. 9), czyli
P (U) jest 20-elementowy. Ustalmy dowolne n ≥ 0.

Zaªo»enie indukcyjne: dla dowolnego n-elementowego zbioru U, P (U) jest
2n-elementowy.

Teza indukcyjna (mamy j¡ dowie±¢): dla dowolnego (n+1)-elementowego zbioru
U , zbiór P (U) jest 2n+1-elementowy.

Rozwa»my (n + 1)-elementowy zbiór U . Wówczas U 6= ∅. Niech a ∈ U b¦dzie
dowolnie wybranym elementem. Oznaczmy:

A = {X : X ⊆ U ∧ a 6∈ X}, B = {X : X ⊆ U ∧ a ∈ X}.

Na mocy lematu mamy natychmiast:
(1) A ∪ B = P (U) oraz
(2) A ∩ B = ∅.

Wyka»emy:
(3) A = P (U − {a}).

Dowód (3) opieramy na nast¦puj¡cej równowa»no±ci:
(4) (X ⊆ U ∧ a 6∈ X) wtw ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ U − {a}), dla dowolnego zbioru X.

Aby dowie±¢ (4) (⇒) zaªó»my, »e X ⊆ U oraz a 6∈ X. We¹my dowolny x. Niech
x ∈ X. Wówczas x ∈ U . Ponadto x 6= a (gdyby x = a, to a ∈ X wbrew zaªo»eniu),
czyli x 6∈ {a}. Ostatecznie x ∈ U − {a}.

(4) (⇐): Na odwrót, zaªó»my, »e ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ U − {a}). Aby wykaza¢
inkluzj¦ X ⊆ U , we¹my x ∈ X. Wówczas z zaªo»enia, x ∈ U − {a}, czyli x ∈
U ∧ x 6∈ {a}, sk¡d otrzymujemy, »e x ∈ U . Aby wykaza¢, i» a 6∈ X, przypu±¢my,
»e a ∈ X. Wówczas z zaªo»enia: a ∈ U − {a}, co oznacza, »e a ∈ U ∧ a 6∈ {a}.
W szczególno±ci wi¦c a 6∈ {a}, czyli a 6= a, co jest niemo»liwe.

Wykazujemy teraz (3):
(⊆): Niech X ∈ A. Wówczas X ⊆ U ∧a 6∈ X. Zatem na mocy (4), X ⊆ U−{a},

czyli X ∈ P (U − {a}).
(⊇): Na odwrót, zaªó»my, »e X ∈ P (U − {a}), tzn. X ⊆ U − {a}. Wówczas

z (4) mamy natychmiast: X ⊆ U ∧ a 6∈ X, a zatem X ∈ A.
Bezpo±rednio na mocy lematu mamy:

(5) Zbiory A,B maj¡ tyle samo elementów.
Poniewa» zbiór U−{a} jest n-elementowy, wi¦c stosuj¡c do tego zbioru zaªo»enie

indukcyjne, otrzymujemy: zbiór P (U − {a}) jest 2n-elementowy. Zatem, na mocy
(3), zbiór A jest 2n-elementowy. Wobec tego, zgodnie z (5), zbiór B jest równie»
2n-elementowy. Ostatecznie, w oparciu o (1) i (2) wnosimy, »e zbiór P (U)ma 2n+2n

elementów (bo ilo±¢ elementów sumy sko«czonych rozª¡cznych zbiorów jest równa
sumie ilo±ci elementów tych zbiorów), tzn. zbiór P (U) jest 2n+1-elementowy. 2



�13. Algebra Boole'a 31

�13. Algebra Boole'a

Definicja. Dowolny zbiór A wraz z nast¦puj¡cymi operacjami na nim, 2-argu-
mentowymi: ∧,∨, 1-argumentow¡: −, oraz wyró»nionymi elementami: 1, 0, speª-
niaj¡cymi równo±ci:

(1) x ∧ x = x, x ∨ x = x,
(2) x ∧ y = y ∧ x, x ∨ y = y ∨ x,
(3) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z, x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z,
(4) x ∧ (x ∨ y) = x, x ∨ (x ∧ y) = x,
(5) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z), x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),
(6) x ∧ 1 = x, x ∨ 0 = x,
(7) −x ∧ x = 0, −x ∨ x = 1,

nazywamy algebr¡ Boole'a.
Precyzyjniej: dowolny model (A,∧,∨,−, 1, 0) dla powy»szych równo±ci (dla j¦-

zyka I rz¦du ze staªymi indywidualnymi 1, 0 oraz symbolami funkcyjnymi ∧,∨,−,
bez symboli predykatywnych) nazywamy algebr¡ Boole'a.

Przykªad. Ukªad ({1, 0},∧,∨,−, 1, 0), gdzie 1, 0 s¡ warto±ciami logicznymi odpo-
wiednio, prawdy i faªszu oraz ∧,∨,− s¡ operacjami na tych warto±ciach logicznych
odpowiadaj¡cymi warunkom prawdziwo±ci w logice klasycznej dla spójników od-
powiednio, koniunkcji, alternatywy i negacji, tzn. dla dowolnych x, y ∈ {1, 0} :

x ∧ y = 1, gdy x = y = 1, w przeciwnym wypadku x ∧ y = 0,

x ∨ y = 0, gdy x = y = 0, w przeciwnym wypadku x ∨ y = 1,

−1 = 0,−0 = 1,

jest 2-elementow¡ algebr¡ Boole'a.

Twierdzenie 22. Niech C ⊆ P (U) b¦dzie ciaªem podzbiorów zbioru U . Wów-

czas (C,∩,∪,−, U, ∅), gdzie ∩,∪ s¡ odpowiednio operacjami iloczynu i sumy dwóch

zbiorów oraz − jest operacj¡ dopeªnienia (do zbioru U) jest algebr¡ Boole'a.

Dowód. Rzeczywi±cie, z de�nicji ciaªa zbiorów, ∩ oraz − s¡ odpowiednio
2- i 1-argumentowymi operacjami na zbiorze C. Na mocy Tw. 20(1) równie»
∪ jest operacj¡ na zbiorze C, za± zgodnie z Tw. 20(2), U oraz ∅ s¡ elementami
zbioru C. Aby wi¦c dowie±¢, »e ukªad (C,∩,∪,−, U, ∅) jest algebr¡ Boole'a nale-
»y wykaza¢, »e równo±ci (1)�(7) z de�nicji algebry Boole'a, zapisane dla operacji
∩,∪,− oraz elementów wyró»nionych U, ∅, s¡ speªnione.

Równo±ci (1), (2) oraz (3) s¡ w oczywisty sposób speªnione.
We¹my dowolne X,Y, Z ∈ C. Dla równo±ci (4): X ∩ (X ∪ Y ) ⊆ X, na mocy

Tw. 15(1). Poniewa» X ⊆ X oraz X ⊆ X ∪Y (Tw. 1 oraz Tw. 13(1)), wi¦c zgodnie
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z Tw. 15(2), X ⊆ X ∩ (X ∪ Y ). Ostatecznie, X ∩ (X ∪ Y ) = X. Analogicznie
dowodzimy drug¡ z równo±ci (4).

Dla (5): X ∩ Y ⊆ Y (Tw. 15(1)) oraz Y ⊆ Y ∪ Z (Tw. 13(1)), zatem na
mocy Tw. 3, X ∩ Y ⊆ Y ∪ Z. Ponadto X ∩ Y ⊆ X. Zatem, wedªug Tw. 15(2),
X ∩Y ⊆ X ∩ (Y ∪Z). Analogicznie wykazuje si¦, i» X ∩Z ⊆ X ∩ (Y ∪Z). Z dwóch
ostatnich wyra»e 
n wnosimy, na mocy Tw. 13(2), i» (X∩Y )∪(X∩Z) ⊆ X∩(Y ∪Z).
Pozostaje dowie±¢ odwrotnej inkluzji. Niech x ∈ X ∩ (Y ∪Z). Wówczas x ∈ X oraz
x ∈ Y ∪ Z. St¡d x ∈ Y lub x ∈ Z. Niech zatem x ∈ Y . Wówczas x ∈ X ∩ Y ,
st¡d x ∈ (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z). Gdy za± x ∈ Z, to x ∈ X ∩ Z, zatem równie»
x ∈ (X ∩Y )∪ (X ∩Z). Ostatecznie X ∩ (Y ∪Z) ⊆ (X ∩Y )∪ (X ∩Z). Analogicznie
dowodzimy drug¡ z równo±ci (5).

Dla (6): Równo±ci: X ∩ U = X oraz X ∪ ∅ = X wynikaj¡ odpowied-
nio z Tw. 15(3) (bo oczywi±cie X ⊆ U), oraz równo±ci (2) (przemienno±¢ sumy),
Tw. 13(3) i Tw. 5.

Równo±ci (7) to Tw. 17(6),(5). 2

Przykªad. Zbiór pot¦gowy dowolnego zbioru wraz z odpowiednimi operacjami
jest algebr¡ Boole'a. Ilustracje algebr Boole'a wszystkich podzbiorów zbioru {a, b}
oraz zbioru {a, b, c} s¡ nast¦puj¡ce:

◦{a} ◦ {b}

◦ {a, b}

◦ ∅�
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{b}
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◦ {c}
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{a, c}
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Linia ªamana prowadz¡ca ku górze (na ka»dym swoim odcinku) od jednego do
drugiego zbioru, oznacza, »e zbiór poªo»ony ni»ej jest podzbiorem zbioru b¦d¡cego
wy»ej.

O algebrach Boole'a dowodzi si¦ twierdzenia w pewnym sensie odwrotnego do
Tw. 22: ka»da algebra Boole'a ma �struktur¦ algebraiczn¡� pewnego ciaªa zbiorów
(zob. np. [22], w kwestii poj¦¢ algebraicznych por. np. [8]).



Rozdziaª 2. Zbiory nieufundowane. Aksjomat regu-

larno±ci

W niniejszym rozdziale omawiamy rol¦ aksjomatu regularno±ci w teorii ZFC.
W tym celu rozwa»amy w pierwszych dwóch paragrafach teori¦ bez tego aksjo-
matu, zast¦puj¡c go innym, nie nale»¡cym do ZFC (formuªa (Ω)) � w ten spo-
sób dopuszczaj¡c do istnienia zbiory niemaj¡ce elementu minimalnego oraz tzw.
zbiory nieufundowane (por. np. [1]). Aby odda¢ intuicje zwi¡zane z poj¦ciami ta-
kich zbiorów, wprowadzamy nieformalne poj¦cie niesko«czonego zej±cia zbiorów.
Twierdzenia 2, 3, 5 tego rozdziaªu, a wi¦c twierdzenia, w których to poj¦cie wy-
st¦puje, nale»y zatem traktowa¢ nieformalnie � nie nale»¡ one do ZFC. Ponadto
Tw. 1 równie» nie jest twierdzeniem tej teorii, lecz z innego powodu: jego sformuªo-
wanie wymaga aksjomatu (Ω). Natomiast Twierdzenia 4, 6, 7, 8, mimo, »e wyst¦pu-
j¡ w dwóch pierwszych paragrafach, a wi¦c tam, gdzie rozwa»a si¦ teori¦ ZFC bez
aksjomatu regularno±ci, ale z aksjomatem (Ω), s¡ peªnoprawnymi twierdzeniami
ZFC, bowiem w ich sformuªowaniu i dowodach nie wykorzystuje si¦ formuªy (Ω).

�1. Zbiory niemaj¡ce elementu minimalnego

Definicja. Dla dowolnych zbiorów x, y, y jest elementem minimalnym zbioru x,
gdy y ∈ x oraz y ∩ x = ∅.

Przykªad. Zbiór ∅ jest (jedynym) elementem minimalnym zbioru {∅, P (∅)}. Zbio-
ry ∅, {P (∅)} s¡ elementami minimalnymi zbioru {∅, {P (∅)}}.

W celu okre±lania elementów minimalnych w danym zbiorze, wygodnie jest
posªu»y¢ si¦ ilustracj¡ tzw. grafu zbioru.

Fakt, »e y ∈ x ilustrujemy w postaci: y ◦ −→ ◦ x, tzn. ró»ne zbiory x, y oznacza-
my ró»nymi punktami, a zachodz¡cy mi¦dzy nimi stosunek nale»enia zaznaczamy
odpowiednio strzaªk¡. Przez ilustracj¦ grafu zbioru x b¦dziemy rozumie¢ rysunek,
na którym znajduj¡ si¦ punkty odpowiadaj¡ce zbiorowi x oraz wszystkim jego ele-
mentom, a tak»e strzaªki pokazuj¡ce wszystkie stosunki nale»enia, jakie zachodz¡
mi¦dzy zbiorami, którym odpowiadaj¡ owe punkty. Element minimalny zbioru x
b¦dzie wówczas oznaczony punktem, do którego nie �wchodzi� »adna strzaªka �wy-
chodz¡ca� z jakiego± elementu tego zbioru.

33
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Przykªad. Grafy dwóch zbiorów z przykªadu powy»ej:

◦
∅

◦
P (∅) = {∅}

◦
{∅, P (∅)} = P (P (∅))
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∅
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{∅, {P (∅)}}
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Poni»ej podajemy przykªady grafów zbiorów, które nie posiadaj¡ elementu mini-
malnego (gdyby takie zbiory istniaªy). Ka»dy z tych zbiorów ilustrowany jest punk-
tem najwy»ej na rysunku poªo»onym. Pierwszy z tych zbiorów jest 3-elementowy,
pozostaªe dwa zbiory s¡ jednoelementowe:

1)

◦ ◦
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2)

◦

◦
6

����Y
3)

◦����Y

W dalszym ci¡gu rozwa»amy teori¦ ZFC bez aksjomatu regularno±ci, zwykle
wówczas oznaczan¡ jako ZFC−. Ponadto do zestawu jej aksjomatów dodajemy
formuª¦

(Ω) ∃y∀x(x ∈ y ⇔ x = y).

Oznaczmy zbiór, którego istnienie ona stwierdza symbolem Ω. Wówczas mamy:

(1) ∀x(x ∈ Ω⇔ x = Ω).

Z (1) otrzymujemy natychmiast: Ω ∈ Ω oraz Ω jest jedynym takim zbiorem x, »e
x ∈ Ω. Krótko mówi¡c, Ω jest singletonem, którego jedynym elementem jest wªa±nie
Ω. Precyzyjniej, mo»na to wykaza¢ nast¦puj¡co. Z de�nicji zbioru 1-elementowego
mamy:

(2) ∀x(x ∈ {Ω} ⇔ x = Ω).

Zatem z (1) oraz (2): ∀x(x ∈ Ω ⇔ x ∈ {Ω}), sk¡d przy u»yciu aksjomatu
identyczno±ci uzyskujemy:

(3) Ω = {Ω}.
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Zauwa»my, »e aksjomat identyczno±ci nie gwarantuje wcale jedyno±ci zbioru,
którego istnienie stwierdza formuªa (Ω), czyli ró»nych zbiorów Ω o wªasno±ci (3)
mo»e istnie¢ wi¦cej ni» jeden. Mówi¡c dalej o zbiorze Ω, mamy na my±li jakikol-
wiek ze zbiorów o wªasno±ci (3). Jak wida¢, graf takiego zbioru jest przedstawiony
powy»ej na trzecim diagramie.

Twierdzenie 1. Zbiór Ω nie ma elementu minimalnego.

Dowód. Oczywi±cie jedynym elementem zbioru Ω jest Ω, lecz Ω nie jest elementem
minimalnym zbioru Ω, bowiem Ω ∩ Ω 6= ∅, skoro Ω ∩ Ω = Ω = {Ω} 6= ∅. 2

Definicja. Sekwencj¦ zbiorów (niekoniecznie ró»nych) x1, x2, . . . , xn, . . . nazwie-
my niesko«czonym wej±ciem (zej±ciem), gdy x1 ∈ x2, x2 ∈ x3, . . . , xn−1 ∈ xn, xn ∈
xn+1, . . . (. . . , xn+1 ∈ xn, xn ∈ xn−1, . . . , x3 ∈ x2, x2 ∈ x1).

Przykªad. Sekwencja zbiorów ∅, {∅}, {{∅}}, . . . , {..{∅}..}, . . . jest niesko«czonym
wej±ciem. Natomiast sekwencja Ω, {Ω}, {{Ω}}, . . . , {..{Ω}..}, . . . jest jednocze±nie
niesko«czonym wej±ciem i zej±ciem. Z de�nicji singletonu jest bowiem oczywiste,
»e Ω ∈ {Ω} ∈ {{Ω}} ∈ . . . ∈ {. . . {Ω} . . .} ∈ . . .. Jednak»e równie» mamy:
. . . ∈ {. . . {Ω} . . .} ∈ . . . ∈ {{Ω}} ∈ {Ω} ∈ Ω, skoro na mocy (3), dowolny sin-
gleton {. . . {Ω} . . .} jest identyczny ze zbiorem Ω, zatem sam jest jedynym swoim
elementem (powy»sza sekwencja ma oczywi±cie posta¢: Ω,Ω, . . . ,Ω, . . .).

Uwaga. Poj¦cie niesko«czonego zej±cia (wej±cia), tak jak zostaªo tu wprowa-
dzone, formalnie nie jest poj¦ciem teorii ZFC−, bowiem bazuje ono na poj¦ciu
sekwencji zbiorów, które z kolei jest tutaj poj¦ciem wyª¡cznie intuicyjnym, pier-
wotnie zakªadanym, a wi¦c nie nale»¡cym formalnie do teorii ZFC−. Powodem,
dla którego wprowadzamy poj¦cie niesko«czonego zej±cia jest obja±nienie intuicji
zwi¡zanych z poj¦ciem zbioru nieufundowanego.

W dalszym ci¡gu twierdzenia, w których sformuªowaniu b¡d¹ dowodzie pojawia
si¦ poj¦cie niesko«czonego zej±cia b¦d¡ oznaczane symbolem *.

Definicja. Powiemy, »e zbiór x ma niesko«czone zej±cie, gdy istnieje niesko«czo-
ne zej±cie postaci: x, x1, x2, . . . , xn, . . .. Wówczas b¦dziemy mówi¢ równie», »e takie
niesko«czone zej±cie jest niesko«czonym zej±ciem zbioru x.

Przykªad. Naturalnie zbiór Ω ma niesko«czone zej±cie: Ω,Ω, . . . ,Ω, . . ..

*Twierdzenie 2. Ka»dy niepusty zbiór niemaj¡cy elementu minimalnego ma nie-

sko«czone zej±cie.

Dowód. Niech x b¦dzie niepustym zbiorem niemaj¡cym elementu minimalnego.
Wówczas dla pewnego zbioru y1 mamy: y1 ∈ x (bo x 6= ∅). Z zaªo»enia, y1 nie
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jest elementem minimalnym zbioru x, zatem y1 ∩ x 6= ∅. Istnieje wi¦c zbiór y2
taki, »e y2 ∈ y1 oraz y2 ∈ x. Cho¢ y2 jest elementem zbioru x, to jednak nie jest
jego elementem minimalnym. Zatem istnieje zbiór y3 taki, »e y3 ∈ y2 oraz y3 ∈ x.
I tak dalej. Jest widoczne, »e sekwencja x, y1, y2, y3, . . . jest niesko«czonym zej±ciem
zbioru x. 2

Twierdzenie odwrotne do Tw. 2 nie jest prawdziwe. Istniej¡ zbiory (oczywi-
±cie w ramach ZFC− z aksjomatem (Ω)) z niesko«czonym zej±ciem maj¡ce element
minimalny. Na przykªad zbiór P (Ω) ma t¦ wªasno±¢: zbiór ∅ jest jego elementem mi-
nimalmym, chocia» sekwencja {∅,Ω},Ω,Ω, . . . ,Ω, . . . jest jego niesko«czonym zej-
±ciem, jak na to wskazuje graf zbioru P (Ω):

◦ P (Ω)

◦∅ ◦Ω
�
���

@
@@I

����Y
�2. Zbiory nieufundowane i ufundowane

Definicja. Mówimy, »e zbiór x jest ufundowany, gdy dla dowolnego zbioru y,
je»eli x ∈ y, to y ma element minimalny.

Gdy zbiór nie jest ufundowany, mówimy, »e jest on nieufundowany. Zatem
x jest nieufundowany, gdy jest on elementem pewnego zbioru nie maj¡cego ele-
mentu minimalnego.

Przykªad. Zbiór ∅ jest ufundowany. Je±li bowiem ∅ ∈ y, to ∅ jest elementem
minimalnym zbioru y, bo ∅ ∩ y = ∅.

Zbiór P (Ω) nie jest ufundowany. Rozwa»my bowiem zbiór {P (Ω),Ω}. Naturalnie
P (Ω) ∈ {P (Ω),Ω}, lecz zbiór {P (Ω),Ω} nie ma elementu minimalnego:

◦P (Ω)

◦ {P (Ω),Ω}

◦Ω
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���

@
@@I
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����Y
*Twierdzenie 3. Ka»dy zbiór nieufundowany ma niesko«czone zej±cie.

Dowód. Niech x b¦dzie zbiorem nieufundowanym. Wówczas dla pewnego zbioru
y, x ∈ y oraz y nie ma elementu minimalnego. Zatem x nie jest elementem mi-
nimalnym zbioru y, czyli x ∩ y 6= ∅. Niech wi¦c y1 ∈ x oraz y1 ∈ y. y1 nie jest
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elementem minimalnym zbioru y, zatem y1∩y 6= ∅. Niech wi¦c y2 ∈ y1 oraz y2 ∈ y.
I tak dalej. Naturalnie sekwencja x, y1, y2, . . . jest niesko«czonym zej±ciem zbio-
ru x. 2

Jak wida¢ na podstawie Twierdze« 2 i 3, niepuste zbiory nie maj¡ce
elementu minimalnego oraz zbiory nieufundowane zachowuj¡ si¦ podobnie ze wzgl¦-
du na posiadanie niesko«czonego zej±cia. Spróbujmy bli»ej scharakteryzowa¢ zwi¡z-
ki mi¦dzy tymi klasami zbiorów, w ramach teorii ZFC− z aksjomatem (Ω).

Twierdzenie 4. Ka»dy niepusty zbiór niemaj¡cy elementu minimalnego jest zbio-

rem nieufundowanym. (Inaczej: ka»dy niepusty zbiór ufundowany ma element mi-

nimalny.)

Dowód. Niech x 6= ∅ b¦dzie zbiorem nie maj¡cym elementu minimalnego. Roz-
wa»my zbiór x ∪ {x}. Wówczas naturalnie x ∈ x ∪ {x}. Wyka»emy, »e x ∪ {x}
nie ma elementu minimalnego, co sko«czy dowód. Zaªó»my nie wprost, »e y jest
elementem minimalnym zbioru x ∪ {x}. Wówczas

(1) y ∈ x ∪ {x} oraz
(2) y ∩ (x ∪ {x}) = ∅.

Konsekwencj¡ (2) jest oczywi±cie

(3) y ∩ x = ∅,
gdyby bowiem dla pewnego z, z ∈ y ∩ x, to z ∈ y oraz z ∈ x, sk¡d z ∈ x ∪ {x},
zatem z ∈ y ∩ (x ∪ {x}), co jest niemo»liwe wobec (2).

Z (1) mamy natychmiast: y ∈ x lub y = x. Gdy y ∈ x, to wobec (3), y jest
elementem minimalnym zbioru x, wbrew zaªo»eniu. Gdy za± y = x, to wedªug (3),
x = ∅, co równie» jest sprzeczne z zaªo»eniem. 2

Twierdzenie 5. Twierdzenie odwrotne do Tw. 4 jest faªszywe, tzn. istniej¡ zbiory

nieufundowane posiadaj¡ce element minimalny.

Dowód. Wyka»my, »e zbiór A = {{P (Ω)}, P (Ω)} nie jest ufundowany, lecz posiada
element minimalny. Graf zbioru A jest postaci:

◦{P (Ω)}

◦A

◦ P (Ω) = {∅,Ω}�
���

@
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Zatem P (Ω) jest elementem minimalnym zbioru A.

Oczywi±cie A ∈ ({A} ∪ Ω) ∪ {P (Ω)}. Jednak»e zbiór ({A} ∪ Ω) ∪ {P (Ω)} nie
ma elementów minimalnych:
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◦A

◦({A} ∪ Ω) ∪ {P (Ω)}

◦Ω◦
P (Ω)
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Zatem A nie jest ufundowany. 2

Nie jest równie» tak, »e zbiór nieufundowany musi mie¢ element, który nie ma
elementów minimalnych. Zbiór A z dowodu Tw. 5 jest nieufundowany, lecz ka»dy
jego element posiada element minimalny. Grafy elementów zbioru A s¡ postaci:

◦ P (Ω)

◦ {P (Ω)}
6

◦∅ ◦Ω

◦ P (Ω)
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Okazuje si¦ jednak, »e zbiór nieufundowany musi mie¢ element, który nie jest

zbiorem ufundowanym:

Twierdzenie 6. Dla dowolnego zbioru x, je»eli x nie jest ufundowany, to istnieje

zbiór y taki, »e y ∈ x oraz y nie jest ufundowany. (Inaczej: je»eli ka»dy element

zbioru x jest ufundowany, to x jest ufundowany.)

Dowód. Dowodzimy drugiego sformuªowania twierdzenia. Zaªó»my, »e ∀y(y ∈
x ⇒ y jest ufundowany). Aby wykaza¢, »e x jest ufundowany, zaªó»my, »e x ∈ z.
Wyka»emy, »e z ma element minimalny. Naturalnie x jest elementem minimalnym
zbioru z lub x nie jest elementem minimalnym zbioru z. Zaªó»my wi¦c, »e x nie jest
elementem minimalnym zbioru z. Wówczas x ∩ z 6= ∅. Niech a ∈ x oraz a ∈ z. Po-
niewa» z zaªo»enia ka»dy element zbioru x jest ufundowany, wi¦c a jest ufundowany.
Zatem, skoro a ∈ z, to z ma element minimalny. 2

Twierdzenie odwrotne do Tw. 6 jest równie» prawdziwe:

Twierdzenie 7. Dowolny zbiór maj¡cy nieufundowany element jest nieufundo-

wany. (Inaczej: ka»dy element dowolnego zbioru ufundowanego jest zbiorem ufun-

dowanym.)
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Dowód. Zaªó»my, »e x, y s¡ zbiorami takimi, »e
(1) y ∈ x oraz
(2) y jest nieufundowany.

Na mocy (2) niech z b¦dzie takim zbiorem, »e
(3) y ∈ z oraz
(4) z nie ma elementu minimalnego.

Rozwa»my zbiór z∪{x}. Naturalnie x ∈ z∪{x}. Poka»emy »e zbiór z∪{x} nie
ma elementu minimalnego. Zaªó»my nie wprost, »e a jest elementem minimalnym
tego zbioru, tzn.
(5) a ∈ z ∪ {x} oraz
(6) a ∩ (z ∪ {x}) = ∅.

Wówczas z (5): a ∈ z lub a = x. Zaªó»my, »e a ∈ z. Na mocy (4), a nie jest
elementem minimalnym zbioru z, zatem a∩ z 6= ∅. St¡d równie» a∩ (z ∪ {x}) 6= ∅;
sprzeczno±¢ z (6). Zaªó»my, »e a = x. Wówczas z (1) mamy: y ∈ a. Ponadto z (3),
y ∈ z ∪ {x}. Czyli y ∈ a ∩ (z ∪ {x}). Zatem znowu a ∩ (z ∪ {x}) 6= ∅.

Ostatecznie, x nie jest ufundowany. 2

Ró»nic¦ mi¦dzy poj¦ciami zbioru nieufundowanego oraz niepustego zbioru nie
posiadaj¡cego elementu minimalnego mo»na intuicyjnie wyja±ni¢ w oparciu o poj¦-
cie niesko«czonego zej±cia. Cho¢ zarówno zbiór nieufundowany jak i niepusty zbiór
niemaj¡cy elementu minimalnego maj¡ niesko«czone zej±cia (Tw. 3 i Tw. 2), to
jednak zbiór posiadaj¡cy niesko«czone zej±cie mo»e mie¢ element minimalny, tym-
czasem jest on zbiorem nieufundowanym. Bowiem:

*zbiór nieufundowany to taki zbiór, który ma niesko«czone zej±cie.

Aby to stwierdzenie uzasadni¢, we¹my pod uwag¦ jakikolwiek zbiór x maj¡cy
niesko«czone zej±cie: x, y1, . . . , yn, . . . i rozwa»my klas¦ wszystkich zbiorów w tym
zej±ciu (sekwencji) wyst¦puj¡cych. Zbiór x jest elementem tej klasy, lecz klasa ta
nie ma elementu minimalnego, skoro ka»dy zbiór z tej sekwencji ma element wyst¦-
puj¡cy (bezpo±rednio za nim) w tej sekwencji. Zatem zbiór x jest nieufundowany.

Uzasadnienie to miaªoby nieformaln¡ warto±¢, gdyby wyra»enie �klasa� mo»na
byªo zast¡pi¢ wyra»eniem �zbiór� lub te» zmody�kowa¢ de�nicj¦ zbioru nieufun-
dowanego w sposób nast¦puj¡cy: zbiór x jest nieufundowany, gdy istnieje klasa
(mnogo±¢, ekspozycja) zbiorów, w której x si¦ znajduje oraz ka»dy zbiór tej klasy
ma element w niej wyst¦puj¡cy.

Pierwsze z tych rozwi¡za« odrzucamy � nie mamy bowiem w ogólno±ci »ad-
nych gwarancji istnienia zbioru wszystkich zbiorów wyst¦puj¡cych w jakim± nie-
sko«czonym zej±ciu. Drugie rozwi¡zanie ªatwo akceptujemy, lecz wyª¡cznie w ra-
mach rozwa»a« nieformalnych (tzn. poza teori¡ ZFC−), które przecie» od zako«-
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czenia dowodu Tw. 7 prowadzimy, skoro posªugujemy si¦ poj¦ciem niesko«czonego
zej±cia.

�atwo zauwa»y¢, »e przy tak zmienionym poj¦ciu zbioru nieufundowanego, mo»-
na bez trudno±ci zmody�kowa¢ dowód Tw. 3, aby uzasadni¢ twierdzenie: *ka»dy
zbiór nieufundowany ma niesko«czone zej±cie.

Naturalnie w ramach teorii mnogo±ci ZFC− czy ZFC funkcjonuje to poj¦cie
zbioru nieufundowanego (czy ufundowanego), które zostaªo zde�niowane na po-
cz¡tku �2. Nie mo»na w ZFC− uto»samia¢ (formalnie) zbioru nieufundowanego
ze zbiorem maj¡cym niesko«czone zej±cie, bowiem w ramach tej teorii nie mamy
przecie» poj¦cia niesko«czonego zej±cia.

Patrz¡c nieformalnie na zbiory nieufundowane jako na te i tylko te, które po-
siadaj¡ niesko«czone zej±cie, ja±niejsze staj¡ si¦ twierdzenia, które funkcjonuj¡ bez
poj¦cia niesko«czonego zej±cia:

Tw. 4 � na mocy Tw. 2, *niepusty zbiór nie maj¡cy elementu minimalnego ma

niesko«czone zej±cie, zatem jest nieufundowany,

Tw. 5 � *istniej¡ zbiory maj¡ce niesko«czone zej±cie oraz element minimalny,

Tw. 6 � *je»eli zbiór x ma niesko«czone zej±cie, powiedzmy x, y1, y2, . . . , yn, . . .,
to y1 ∈ x oraz y1 ma niesko«czone zej±cie y1, y2, . . . , yn, . . .,

Tw. 7 � *je»eli y ∈ x oraz y ma niesko«czone zej±cie y, y1, y2, . . . , yn, . . ., to

zbiór x ma niesko«czone zej±cie x, y, y1, y2, . . . , yn, . . ..

W teorii ZFC− klasa wszystkich zbiorów niepustych niemaj¡cych elementu mi-
nimalnego zawiera si¦ w klasie wszystkich zbiorów nieufundowanych (Tw. 4). Za-
tem, gdyby w ZFC− nie byªo zbiorów nieufundowanych, to nie byªoby tam równie»
niepustych zbiorów nie maj¡cych elementu minimalnego. Jednak»e ªatwo zauwa-
»y¢, »e równie» odwrotnie, gdyby nie byªo tam niepustych zbiorów bez elementu
minimalnego, to nie byªoby równie» zbiorów nieufundowanych:

Twierdzenie 8. Ka»dy niepusty zbiór ma element minimalny wtw ka»dy zbiór

jest ufundowany.

Dowód. (⇒): Zaªó»my, »e ka»dy niepusty zbiór posiada element minimalny oraz
nie wprost, niech a b¦dzie zbiorem, który nie jest ufundowany. Wówczas dla pew-
nego zbioru y nie maj¡cego elementu minimalnego, a ∈ y. Lecz wtedy y 6= ∅, zatem
z zaªo»enia musi mie¢ element minimalny. Sprzeczno±¢.

(⇐): Na mocy Tw. 4. 2
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�3. Dwie istotne wªasno±ci zbiorów ufundowanych

Odnotujmy dwie istotne wªasno±ci zbiorów ufundowanych:

Twierdzenie 9. ∀x(x jest ufundowany ⇒ x 6∈ x).

Dowód. Zaªó»my nie wprost, »e a jest ufundowany oraz a ∈ a. Poniewa» a ∈ {a},
wi¦c zbiór {a} ma element minimalny (z de�nicji zbioru ufundowanego). Niech b
b¦dzie elementem minimalnym zbioru {a}. Wówczas b ∈ {a} oraz b ∩ {a} = ∅.
Zatem b = a i konsekwentnie a∩{a} = ∅. Tymczasem z zaªo»enia, a ∈ a. Poniewa»
a ∈ {a}, wi¦c a ∈ a ∩ {a}, czyli a ∩ {a} 6= ∅. Sprzeczno±¢. 2

Twierdzenie 10. Dla dowolnego zbioru x, je»eli x jest ufundowany, to nie istnieje

liczba naturalna n oraz zbiory y1, y2, . . . , yn takie, »e x ∈ y1 ∧ y1 ∈ y2 ∧ . . .∧ yn−1 ∈
yn ∧ yn ∈ x.

Dowód. Zaªó»my nie wprost, »e a jest zbiorem ufundowanym oraz dla pewnych
y1, y2, . . . , yn mamy:

(1) a ∈ y1 ∈ y2 ∈ . . . ∈ yn−1 ∈ yn ∈ a.

Poniewa» a jest ufundowany oraz a ∈ {a, y1, y2, . . . , yn}, wi¦c zbiór {a, y1, y2,
. . . , yn} ma element minimalny. Tymczasem na mocy (1), jak wskazuje ilustracja
grafu tego zbioru, zbiór ten nie ma elementu minimalnego:
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�4. Aksjomat regularno±ci i jego konsekwencje

Mo»emy obecnie sformuªowa¢ aksjomat regularno±ci (AxR) nast¦puj¡co:

(AxR)′ ∀x(x 6= ∅ ⇒ ∃y(y jest elementem minimalnym x)),

lub równowa»nie na mocy Tw. 8:

(AxR)′′ ∀x(x jest ufundowany).

W teorii ZFC (z aksjomatem regularno±ci) nie istniej¡ zbiory takie jak Ω (ne-
gacja formuªy (Ω) jest twierdzeniem ZFC), czyli zbiory nieufundowane. Wedªug
nieformalnych rozwa»a« w �2, takie zbiory nie maj¡ �peªnego fundamentu� co si¦
przejawia w posiadaniu niesko«czonego zej±cia. Jednak»e poj¦cie niesko«czonego
zej±cia nie mie±ci si¦ w ramach, cz¦sto nie±wiadomie akceptowanego, atomizmu
metodologicznego B. Russella, wedªug którego jakiekolwiek konstrukty formalne
winny by¢ na pocz¡tku budowane z fundamentalnych cegieªek (atomów). Zbiór,
jako konstrukt formalny, winien by¢ �rozkªadalny� w sko«czonej ilo±ci kroków na
ostateczne elementarne cz¦±ci. Tymczasem zbiór posiadaj¡cy niesko«czone zej±cie,
�rozkªadalny� jest w niesko«czono±¢.

W ZFC, na podstawie aksjomatu regularno±ci, otrzymujemy jako wnioski
z Tw. 9 oraz Tw. 10 odpowiednio nast¦puj¡ce zdania:

Wniosek z Tw. 9. ∀x(x 6∈ x).

Wniosek z Tw. 10. Dla dowolnego zbioru x nie istnieje liczba naturalna n oraz

zbiory y1, y2, . . . , yn takie, »e x ∈ y1 ∧ y1 ∈ y2 ∧ . . . ∧ yn−1 ∈ yn ∧ yn ∈ x.

Konsekwencj¡ Wniosku z Tw. 9 jest

Twierdzenie 11. ¬∃y∀x(x ∈ y) (nie istnieje zbiór wszystkich zbiorów).

Dowód. Zaªó»my nie wprost, »e ∃y∀x(x ∈ y). Wówczas dla pewnego zbioru V
mamy: ∀x(x ∈ V ). Zatem V ∈ V , co jest niemo»liwe na mocy Wniosku z Tw. 9. 2

Naturalnie Tw. 11 jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ nieistnienia zbioru tych
i tylko tych zbiorów, które nie s¡ swoimi elementami (por. Wst¦p) oraz nast¦-
puj¡cego aksjomatu Zermelo:

∀x (x 6∈ x ⇒ x ∈ V ) ⇒ ∃y∀x (x ∈ y ⇔ x 6∈ x),
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gdzie V jest zbiorem wszystkich zbiorów: ∀x(x ∈ V ). Istnienie zbioru wszystkich
zbiorów implikuje istnienie zbioru R = {x : x 6∈ x}. Zauwa»my, »e z drugiej strony,
w obecno±ci aksjomatu regularno±ci, a wi¦c wówczas, gdy zachodzi Wniosek z Tw. 9,
prawdziwe jest twierdzenie: gdyby istniaª zbiór R, to byªby on zbiorem wszystkich
zbiorów. Gdy bowiem zachodzi: ∀x(x 6∈ x), to wówczas, ∀x(x ∈ R).





Rozdziaª 3. Relacje binarne

�1. Para uporz¡dkowana. Produkt kartezja«ski dwóch zbiorów

Dla pary zbiorów {x, y} zachodzi, jak ªatwo sprawdzi¢, równo±¢ {x, y} = {y, x}.
To znaczy, kolejno±¢ wymienienia elementów pary zbiorów jest dla jej okre±lenia
nieistotna. Wprowadzimy poj¦cie uporz¡dkowanej pary zbiorów: <x, y> takiej, »e
<x, y> 6= <y, x> o ile x 6= y.

Definicja. Dla dowolnych zbiorów x, y, <x, y> = {{x}, {x, y}}.

Twierdzenie 1. <x, y> = <u, v> ⇒ (x = u ∧ y = v).

Dowód. Zaªó»my, »e <x, y> = <u, v>. Wówczas z de�nicji pary uporz¡dkowanej
mamy:

(1) {{x}, {x, y}} = {{u}, {u, v}}.
Oczywi±cie x = y lub x 6= y. Gdy x = y, to {{x}, {x, y}} = {{x}}. Zatem z (1)

mamy: {{x}} = {{u}, {u, v}}, co oznacza, »e

(2) {x} = {u} oraz
(3) {x} = {u, v}.

Z (2) otrzymujemy: x = u, za± z (3): x = u = v, zatem skoro y = x, wi¦c y = v.

Zaªó»my, »e x 6= y. Wówczas

(4) {x} 6= {x, y}.
Wtedy na podstawie (1):

({x} = {u} lub {x} = {u, v}) oraz ({x, y} = {u} lub {x, y} = {u, v}).
Gdy {x} = {u}, to {x, y} 6= {u} na mocy (4), zatem {x, y} = {u, v}. Gdy za±

{x} = {u, v}, to {x, y} 6= {u, v}, czyli {x, y} = {u}. Mamy zatem nast¦puj¡ce dwa
przypadki:

(5) {x} = {u} i {x, y} = {u, v},
(6) {x} = {u, v} i {x, y} = {u}.

Jednak»e przypadek (6) nie mo»e zachodzi¢, bowiem gdyby zachodziª, toby
x = u oraz y = u, czyli byªoby x = y. Zatem zachodzi przypadek (5), co oznacza,
»e x = u, a ponadto skoro y 6= x, czyli y 6= u, wi¦c y = v. 2

Wniosek. <x, y> = <y, x> ⇒ x = y.

Dowód. Oczywisty na podstawie Tw. 1. 2

Wykorzystamy aksjomat podzbiorów, aby dowie±¢ istnienia zbioru
wszystkich par uporz¡dkowanych, z których pierwszy element nale»y do jednego

45
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danego zbioru, za± drugi element pary do drugiego danego zbioru. W tym celu
wykazujemy fakt pomocniczy:

Lemat. (u ∈ a ∧ v ∈ b)⇒ <u, v> ⊆ P (a ∪ b).

Dowód. Zaªó»my, »e u ∈ a oraz v ∈ b. Wówczas {u} ⊆ a ⊆ a ∪ b. Ponadto,
{u, v} ⊆ a ∪ b. Zatem {u}, {u, v} ∈ P (a ∪ b), czyli {{u}, {u, v}} ⊆ P (a ∪ b), a wi¦c
z de�nicji pary uporz¡dkowanej: <u, v> ⊆ P (a ∪ b). 2

Rozwa»my w aksjomacie podzbiorów (AxZ)φ formuª¦ φ(x) postaci ∃u∃v(u ∈
a ∧ v ∈ b ∧ x = <u, v>) oraz zbiór z postaci P (P (a ∪ b)), otrzymuj¡c wyra»enie

∀a∀b[∀x(∃u∃v(u ∈ a ∧ v ∈ b ∧ x = <u, v>) ⇒ x ∈ P (P (a ∪ b))) ⇒ ∃y∀x(x ∈ y ⇔
∃u∃v(u ∈ a ∧ v ∈ b ∧ x = <u, v>))],

które, wobec prawdziwo±ci poprzednika gªównej implikacji (na mocy lematu) pro-
wadzi do de�nicji produktu kartezja«skiego a× b dla dowolnych zbiorów a, b:

Definicja. Dla dowolnych zbiorów a, b,
∀x(x ∈ a× b⇔ ∃u∃v(u ∈ a ∧ v ∈ b ∧ x = <u, v>)) lub
a× b = {x : ∃u∃v(u ∈ a ∧ v ∈ b ∧ x = <u, v>)} = {<u, v>: u ∈ a ∧ v ∈ b}.

Produkt kartezja«ski a× b zbiorów a, b jest zbiorem wszystkich par uporz¡dko-
wanych, których pierwszy element nale»y do zbioru a, za± drugi do zbioru b.

Produkt a× a bywa oznaczany jako a2.

Uwaga. Ostatnia z równo±ci w de�nicji produktu zostaªa uzyskana na pod-
stawie konwencji notacyjnej, w my±l której sekwencja symboli {F (x1, . . . , xn) :
ψ(x1, . . . , xn)}, gdzie F jest symbolem n-argumentowej operacji, za± x1, . . . , xn
zmiennymi wolnymi w formule ψ(x1, . . . , xn), oznacza zbiór wszystkich warto±ci
F (x1, . . . , xn) operacji F na tej sekwencji zbiorów x1, . . . , xn, dla której prawdziwe
jest ψ(x1, . . . , xn).

U»ywa¢ równie» b¦dziemy konwencji notacyjnej polegaj¡cej na pisaniu {x ∈ A :
ψ(x)} na oznaczenie zbioru {x : x ∈ A ∧ ψ(x)}.

Ponadto u»ywa¢ b¦dziemy notorycznie kwanty�katorów o ograniczonym zakre-
sie: ∀α(x)(β) =def ∀x(α(x) ⇒ β) oraz ∃α(x)(β) =def ∃x(α(x) ∧ β), gdzie α(x)
jest formuª¡, w której x jest zmienn¡ woln¡ oraz β jest formuª¡. Na przykªad
b¦dziemy pisa¢ ∀x ∈ A(x ∈ B) lub po prostu ∀x ∈ A, x ∈ B zamiast pisa¢
∀x(x ∈ A⇒ x ∈ B). Podobnie b¦dziemy pisa¢ ∃x ∈ A(x ∈ B) lub ∃x ∈ A, x ∈ B
zamiast ∃x(x ∈ A ∧ x ∈ B).

Wreszcie zamiast pisa¢ ∀x∀y b¡d¹ ∀x ∈ A∀y ∈ A b¦dziemy pisa¢ ∀x, y b¡d¹
∀x, y ∈ A. Analogicznie dla zbitki kwanty�katorów egzystencjalnych.
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�2. Poj¦cie relacji binarnej

Definicja. Dla dowolnych zbiorów A,B, dowolny podzbiór R ⊆ A×B nazywamy
relacj¡ binarn¡ na zbiorach A,B. Mówimy, »e R jest relacj¡ binarn¡ okre±lon¡ na

zbiorze A, gdy R ⊆ A×A. Zbiór ∅ ⊆ A×A nazywamy relacj¡ pust¡ na zbiorze A,
za± sam produkt A×A � relacj¡ peªn¡ na zbiorze A.

Niech R ⊆ A × B. Zbiór D(R) = {x ∈ A : ∃y ∈ B(<x, y> ∈ R)} nazywamy
dziedzin¡ relacji R, natomiast zbiór D−1(R) = {y ∈ B : ∃x ∈ A(<x, y> ∈ R)}
nazywamy przeciwdziedzin¡ relacji R.

Uwaga. Istnienie dziedziny i przeciwdziedziny danej relacji binarnej jest na-
turalnie gwarantowane przez aksjomat podzbiorów.

Definicja. Niech R ⊆ A×A. Mówimy, »e relacja R jest
zwrotna na A ⇔ ∀x ∈ A,<x, x> ∈ R,
przeciwzwrotna na A ⇔ ∀x ∈ A,<x, x> 6∈ R,
symetryczna na A ⇔ ∀x, y ∈ A(<x, y> ∈ R⇒ <y, x> ∈ R),
przeciwsymetryczna na A ⇔ ∀x, y ∈ A(<x, y> ∈ R⇒ <y, x> 6∈ R),
antysymetryczna na A ⇔ ∀x, y ∈ A((<x, y> ∈ R ∧ <y, x> ∈ R)⇒ x = y),
przechodnia na A ⇔ ∀x, y, z ∈ A((<x, y> ∈ R ∧ <y, z> ∈ R)⇒ <x, z> ∈ R),
spójna na A ⇔ ∀x, y ∈ A(<x, y> ∈ R ∨ <y, x> ∈ R ∨ x = y).

Wi¦kszo±¢ z powy»szych formalnych wªasno±ci relacji binarnych daje si¦ zilu-
strowa¢ na diagramie relacji. Napiszmy w postaci macierzy wszystkie pary upo-
rz¡dkowane nale»¡ce do produktu A × A, n-elementowego zbioru A = {a1, a2,
. . . , an}:

< a1, a1 >,< a1, a2 >, . . . , < a1, an >
< a2, a1 >,< a2, a2 >, . . . , < a2, an >
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
< an, a1 >,< an, a2 >, . . . , < an, an >.

Ka»d¡ niepust¡ relacj¦ binarn¡ okre±lon¡ na zbiorze A mo»na teraz uwidoczni¢
przez podkre±lenie par do niej nale»¡cych. Nazwijmy ekspozycj¦ podkre±lonych par
uporz¡dkowanych � diagramem relacji R.

Jasne jest, »e relacja R jest zwrotna, gdy przek¡tna macierzy o ko«cach
<a1, a1>, <an, an> zawiera si¦ w diagramie R, natomiast R jest przeciwzwrotna,
gdy owa przek¡tna nie ma wspólnych par z diagramem relacji R.

Ponadto, R jest symetryczna, gdy, ilekro¢ jaka± para z macierzy jest w jej dia-
gramie, tylekro¢ �zwierciadlane odbicie� tej pary wzgl¦dem przek¡tnej (tzn. warto±¢
symetrii osiowej wzgl¦dem przek¡tnej na tej parze) równie» nale»y do diagramu R.



48 Rozdz. 3. Relacje binarne

R jest przeciwsymetryczna, gdy, ilekro¢ jaka± para z macierzy jest w diagramie
R, tylekro¢ �zwierciadlane odbicie� tej pary wzgl¦dem przek¡tnej nie jest w tym
diagramie. W szczególno±ci wi¦c, »adna para z przek¡tnej nie jest w diagramie takiej
relacji (tzn. relacja przeciwsymetryczna jest przeciwzwrotna) skoro zwierciadlanym
odbiciem pary z przek¡tnej jest ona sama.

Relacja R jest antysymetryczna, gdy dla par spoza przek¡tnej zachowuje si¦
ona jak relacja przeciwsymetryczna, tzn. ilekro¢ jaka± para spoza przek¡tnej jest
w jej diagramie, tylekro¢ �zwierciadlane odbicie� tej pary nie znajduje si¦ w dia-
gramie; jednak»e, w przeciwie«stwie do relacji przeciwsymetrycznej, jakiekolwiek
pary z przek¡tnej mog¡ nale»e¢ dla relacji antysymetrycznej.

Relacja R jest spójna, gdy dla dowolnej pary uporz¡dkowanej poza przek¡tn¡,
para ta lub jej �zwierciadlane odbicie� wzgl¦dem przek¡tnej wyst¦puj¡ w diagramie
relacji R.

Wida¢, »e niektóre z wymienionych wy»ej wªasno±ci relacji nie s¡ niezale»ne
od siebie. Przykªadowo, zwi¡zki mi¦dzy przeciwzwrotno±ci¡ a przeciwsymetri¡ s¡
postaci:

Twierdzenie 2. Niech R b¦dzie relacj¡ binarn¡ okre±lon¡ na zbiorze A.
(1) Je»eli R jest przeciwsymetryczna, to R jest przeciwzwrotna.

(2) Je»eli R jest przeciwzwrotna i przechodnia, to R jest przeciwsymetryczna.

Dowód. Dla (1): Zaªó»my, »e ∀x, y ∈ A(<x, y > ∈ R ⇒ <y, x> 6∈ R) oraz
nie wprost, »e R nie jest przeciwzwrotna, tzn. dla pewnego x ∈ A, <x, x> ∈ R.
Wówczas z warunku przeciwsymetrii mamy: <x, x> ∈ R ⇒ <x, x> 6∈ R. St¡d
<x, x> 6∈ R. Sprzeczno±¢.

Dla (2): Zaªó»my, »e ∀x ∈ A,<x, x> 6∈ R oraz ∀x, y, z ∈ A((<x, y> ∈ R ∧
<y, z> ∈ R) ⇒ <x, z> ∈ R) i nie wprost, »e R nie jest przeciwsymetryczna,
tzn. dla pewnych x, y ∈ A, <x, y> ∈ R oraz <y, x> ∈ R. Z przechodnio±ci mamy:
(<x, y > ∈ R ∧ <y, x> ∈ R) ⇒ <x, x> ∈ R. St¡d <x, x> ∈ R. Jednak»e
z przeciwzwrotno±ci, <x, x> 6∈ R. Sprzeczno±¢. 2

�3. Operacje na relacjach binarnych

Definicja. Niech R ⊆ A × B. Przez konwers relacji R (lub relacj¦ odwrotn¡ do

R) rozumiemy relacj¦ R∼ ⊆ B×A okre±lon¡ nast¦puj¡co: R∼ = {<x, y> ∈ B×A :
<y, x> ∈ R}, tzn. ∀x ∈ B∀y ∈ A, <x, y> ∈ R∼ wtw <y, x> ∈ R.

Niech ponadto S ⊆ B × C. Przez zªo»enie (lub superpozycj¦) relacji R,S rozu-
miemy relacj¦ R ◦ S ⊆ A× C okre±lon¡ nast¦puj¡co:

R ◦ S = {<x, y> ∈ A× C : ∃z ∈ B(<x, z> ∈ R ∧ <z, y> ∈ S)}, tzn. ∀x ∈ A∀y ∈
C, <x, y> ∈ R ◦ S wtw ∃z ∈ B(<x, z> ∈ R ∧ <z, y> ∈ S).
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Zbiór idA = {<x, x>: x ∈ A} = {<x, y> ∈ A2 : x = y} nazywamy relacj¡
identyczno±ciow¡ lub to»samo±ciow¡ na zbiorze A. Inaczej: ∀x, y ∈ A,<x, y> ∈ idA
wtw x = y.

Uwaga. Nietrudno zastosowa¢ aksjomat podzbiorów dla dowodów istnienia kon-
wersu oraz zªo»enia relacji jak równie» relacji identyczno±ciowej.

Twierdzenie 3. Niech R ⊆ A×B, S ⊆ B × C, T ⊆ C ×D. Wówczas:

(1) R ◦ (S ◦ T ) = (R ◦ S) ◦ T ,
(2) R ◦ idB = idA ◦R = R,

(3) (R ◦ S)∼ = S∼ ◦R∼.

Dowód. Dla (1): Naturalnie S◦T ⊆ B×D, za± R◦S ⊆ A×C. Zatem R◦(S◦T ) ⊆
A×D oraz (R ◦ S) ◦ T ⊆ A×D.

(⊆): Niech dla a ∈ A i d ∈ D, <a, d> ∈ R ◦ (S ◦ T ). Wówczas dla pewnego
b ∈ B:
(4) <a, b> ∈ R oraz

(5) <b, d> ∈ S ◦ T .
Z (5) dla pewnego c ∈ C:

(6) <b, c> ∈ S oraz

(7) <c, d> ∈ T .
Zatem z (4) i (6): <a, c> ∈ R ◦ S, st¡d i z (7): <a, d> ∈ (R ◦ S) ◦ T.
Dla inkluzji (⊇) dowód jest analogiczny.

Dla (2): Wykazujemy, »e R ◦ idB = R. Niech a ∈ A oraz b ∈ B.
(⊆): Zaªó»my, »e <a, b> ∈ R ◦ idB . Wówczas dla pewnego x ∈ B, <a, x> ∈ R

oraz <x, b> ∈ idB . St¡d x = b, czyli <a, b> ∈ R.
(⊇): Niech <a, b> ∈ R. Poniewa» <b, b> ∈ idB , wi¦c z de�nicji zªo»enia relacji

mamy: <a, b> ∈ R ◦ idB .
Analogicznie wykazujemy, »e idA ◦R = R.

Dla (3): Naturalnie (R◦S)∼ ⊆ C×A (bo R◦S ⊆ A×C) oraz S∼ ◦R∼ ⊆ C×A
(bo S∼ ⊆ C ×B oraz R∼ ⊆ B ×A).

(⊆): Niech c ∈ C oraz a ∈ A. Zaªó»my, »e < c, a > ∈ (R ◦ S)∼. Wówczas
<a, c> ∈ R ◦ S, zatem dla pewnego b ∈ B, <a, b> ∈ R i <b, c> ∈ S. Czyli
<c, b> ∈ S∼ oraz <b, a> ∈ R∼. Ostatecznie, <c, a> ∈ S∼ ◦R∼.

(⊇): Rozumowanie odwrotne do powy»szego. 2

Twierdzenie 4. Niech R1, R2 ⊆ A×B oraz S ⊆ B × C. Wówczas

(1) R1 ⊆ R2 ⇒ R1 ◦ S ⊆ R2 ◦ S,
(2) (R1 ∩R2)

∼ = R∼1 ∩R∼2 ,
(3) (R1 ∪R2)

∼ = R∼1 ∪R∼2 .
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Dowód. Dla (1): Zaªó»my, »e R1 ⊆ R2. Niech dla a ∈ A oraz c ∈ C, <a, c> ∈
R1 ◦ S. Wówczas dla pewnego b ∈ B, <a, b> ∈ R1 oraz <b, c> ∈ S. Z zaªo»enia
zatem otrzymujemy: <a, b> ∈ R2 i ostatecznie, <a, c> ∈ R2 ◦ S.

Dla (2): Mamy: <b, a> ∈ (R1 ∩R2)
∼ wtw <a, b> ∈ R1 ∩R2 wtw <a, b> ∈ R1

oraz <a, b> ∈ R2 wtw <b, a> ∈ R∼1 oraz <b, a> ∈ R∼2 wtw <b, a> ∈ R∼1 ∩R∼2 , co
na mocy aksjomatu identyczno±ci implikuje równo±¢ (R1 ∩R2)

∼ = R∼1 ∩R∼2 .
Dla (3): Analogicznie jak dla (2). 2

Nietrudno zauwa»y¢, »e warto±ci operacji zªo»enia i konwersu na relacjach bi-
narnych okre±lonych na danym zbiorze A s¡ relacjami na tym zbiorze. Innymi
sªowy, zbiór wszystkich relacji okre±lonych na zbiorze A, czyli zbiór P (A×A) jest
zamkni¦ty na te dwie operacje. Jako ciaªo zbiorów, jest on równie» zamkni¦ty na
operacje: ∩,∪,−. Zbiór pot¦gowy P (A × A) wyposa»ony w operacje: ∩,∪,−, ◦,∼
z wyró»nionymi elementami: ∅, A × A, idA nazywamy algebr¡ relacji lub algebr¡

relacyjn¡.

Operacje na relacjach mog¡ posªu»y¢ do wyra»enia wªasno±ci formalnych relacji
okre±lonych na danym zbiorze. Przykªadowo:

Twierdzenie 5. Dla dowolnej relacji R ⊆ A2:

(1) R jest zwrotna na A wtw idA ⊆ R,
(2) R jest symetryczna na A wtw R∼ = R

(3) R jest przechodnia na A wtw R ◦R ⊆ R.

Dowód. Dla (1): Mamy oczywiste równowa»no±ci:

R jest zwrotna wtw ∀x ∈ A, <x, x> ∈ R wtw idA ⊆ R.
Dla (2): (⇒): Zaªó»my, »e ∀x, y ∈ A(<x, y> ∈ R⇒ <y, x> ∈ R). Aby wykaza¢

równo±¢ R = R∼, dowodzimy inkluzji (⊆): niech <x, y> ∈ R. Wówczas na mocy
symetrii: < y, x > ∈ R, zatem z de�nicji konwersu, <x, y > ∈ R∼. (⊇): Niech
<x, y> ∈ R∼. Wówczas <y, x> ∈ R, zatem z warunku symetrii, <x, y> ∈ R.

(⇐): Zaªó»my, »e R = R∼. Aby dowie±¢ warunek symetrii we¹my x, y ∈ A
i zaªó»my, »e <x, y> ∈ R. Wówczas z zaªo»enia, <x, y> ∈ R∼ sk¡d <y, x> ∈ R,
zatem R jest symetryczna na A.

Dla (3): (⇒): Zaªó»my, »e ∀x, y, z ∈ A((< x, y > ∈ R ∧ < y, z > ∈ R) ⇒
<x, z> ∈ R). Aby pokaza¢ inkluzj¦ R ◦ R ⊆ R zaªó»my, »e dla jakich± x, y ∈
A, <x, y > ∈ R ◦ R. Wówczas z de�nicji zªo»enia, <x, a> ∈ R oraz <a, y >
∈ R dla pewnego a ∈ A. Zatem z przechodnio±ci otrzymujemy: (<x, a> ∈ R ∧
<a, y> ∈ R) ⇒ <x, y> ∈ R, sk¡d mamy natychmiast: <x, y> ∈ R, co ko«czy
dowód inkluzji R ◦R ⊆ R.

(⇐): Zaªó»my, »e R ◦ R ⊆ R. Aby wykaza¢ warunek przechodnio±ci rozwa»my
x, y, z ∈ A i zaªó»my, »e <x, y> ∈ R oraz <y, z> ∈ R. Wówczas <x, z> ∈ R ◦ R,
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zatem z zaªo»enia zachodzi <x, z> ∈ R, co dowodzi przechodnio±ci relacji R na
zbiorze A. 2

Uwaga. Dla pozostaªych formalnych wªasno±ci relacji binarnych okre±lonych na
zbiorze A, tzn. dla przeciwzwrotno±ci, antysymetrii, przeciwsymetrii oraz spójno±ci,
mo»na równie ªatwo poda¢ ich odpowiedniki w terminach operacji na relacjach.

�4. Relacje porz¡dkuj¡ce

Relacje binarne okre±lone na danym zbiorze, w zale»no±ci od wªasno±ci for-
malnych, które im przysªuguj¡, dzieli si¦ na rodzaje. Na przykªad wyró»nia si¦
relacje, które s¡ zwrotne, symetryczne i przechodnie, nazywaj¡c je relacjami rów-
nowa»no±ciowymi. Relacje zwrotne i przechodnie zwane s¡ cz¦sto relacjami quasi-
porz¡dkuj¡cymi. Je»eli ponadto s¡ one antysymetryczne, to nazywamy je relacjami
cz¦±ciowo porz¡dkuj¡cymi. Relacje cz¦±ciowo porz¡dkuj¡ce, które s¡ spójne, nazy-
wane s¡ relacjami liniowo porz¡dkuj¡cymi.

Nazwa: �relacja porz¡dkuj¡ca� odnosi si¦ do takiej relacji, która ustala pewien
porz¡dek w±ród elementów zbioru, na którym jest okre±lona. Naturalnym przykªa-
dem relacji porz¡dkuj¡cej jest relacja mniejszo±ci <, okre±lona na zbiorze liczb
naturalnych, ustalaj¡ca porz¡dek liczb naturalnych postaci: 0 < 1 < 2 < . . ..
Jednak»e relacji < nie mo»emy zaliczy¢ do »adnej z wymienionych wy»ej grup re-
lacji porz¡dkuj¡cych, nie jest to bowiem relacja zwrotna. �atwo sprawdzi¢, »e jest
to relacja przeciwzwrotna, przechodnia i spójna. Istnieje ±cisªy zwi¡zek mi¦dzy re-
lacjami przeciwzwrotnymi i przechodnimi a relacjami cz¦±ciowo porz¡dkuj¡cymi.
W naszym przykªadzie przeciwzwrotna i przechodnia relacja < wyznacza jedno-
znacznie cz¦±ciowo porz¡dkuj¡c¡ relacj¦ ≤ (mniejsze lub równe) na zbiorze liczb
naturalnych. Relacja ≤ jest oczywi±cie postaci: < ∪ idN , gdzie N jest zbiorem
liczb naturalnych. Na odwrót, odj¦cie z relacji cz¦±ciowo porz¡dkuj¡cej ≤ relacji
identyczno±ciowej idN daje w efekcie wyj±ciow¡ relacj¦ <.

W ogólno±ci, dowolna relacja R przeciwzwrotna i przechodnia na zbiorze A, jed-
noznacznie wyznacza relacj¦ cz¦±ciowo porz¡dkuj¡c¡ postaci: R ∪ idA, za± dowolna
relacja cz¦±ciowo porz¡dkuj¡ca R wyznacza jednoznacznie relacj¦ przeciwzwrotn¡
i przechodni¡ postaci: R − idA:

Twierdzenie 6. Niech R b¦dzie relacj¡ binarn¡ okre±lon¡ na zbiorze A.

(1) Je»eli R jest przeciwzwrotna i przechodnia na A, to relacja R ∪ idA jest

zwrotna, antysymetryczna i przechodnia na A.

(2) Je»eli R jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia na zbiorze A, to

relacja R − idA jest przeciwzwrotna i przechodnia na tym zbiorze.
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Dowód. Dla (1): Zaªó»my, »e R jest przeciwzwrotna i przechodnia na A. Poniewa»
idA ⊆ R ∪ idA, wi¦c na mocy Tw. 5(1) relacja R ∪ idA jest zwrotna na A. Aby
wykaza¢, »e jest ona antysymetryczna, zaªó»my, »e<x, y> ∈ R ∪ idA i<y, x> ∈ R ∪
idA, oraz nie wprost, »e x 6= y. Wówczas <x, y> ∈ R oraz <y, x> ∈ R, zatem
z przechodnio±ci relacji R otrzymujemy: <x, x> ∈ R, co przeczy przeciwzwrotno±ci
R. W celu wykazania przechodnio±ci relacji R ∪ idA zaªó»my, »e
(3) <x, y> ∈ R ∪ idA oraz
(4) <y, z> ∈ R ∪ idA.

Z (3): <x, y> ∈ R lub x = y, za± z (4): <y, z> ∈ R lub y = z.
Zaªó»my, »e < x, y > ∈ R oraz < y, z > ∈ R. Wówczas z przechodnio±ci

R mamy: <x, z> ∈ R, lecz R ⊆ R ∪ idA, zatem <x, z> ∈ R ∪ idA. Zaªó»my,
»e <x, y> ∈ R oraz y = z. Wówczas natychmiast <x, z> ∈ R, co, jak poprzednio,
implikuje <x, z> ∈ R ∪ idA. Zaªó»my, »e x = y oraz <y, z> ∈ R. Wówczas znowu
<x, z> ∈ R. Ostatni przypadek jaki mo»e zachodzi¢, gdy alternatywy uzyskane
z (3), (4) s¡ prawdziwe, jest nast¦puj¡cy: x = y oraz y = z. Wówczas x = z, czyli
<x, z> ∈ idA, st¡d <x, z> ∈ R ∪ idA.

Dla (2): Zaªó»my, »e R jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia na A. Jest
oczywiste, »e relacja R − idA jest przeciwzwrotna (zakªadany warunek zwrotno±ci
relacji R nie jest tu wykorzystywany). W celu wykazania, »e R − idA jest prze-
chodnia zaªó»my, »e <x, y> ∈ R − idA oraz <y, z> ∈ R − idA. Wówczas mamy:
(5) <x, y> ∈ R,
(6) x 6= y,
(7) <y, z> ∈ R.

Z (5), (7) oraz przechodnio±ci relacji R otrzymujemy: <x, z> ∈ R. Ponadto
x 6= z, gdyby bowiem x = z, to z (7) mieliby±my: <y, x> ∈ R, co wraz z (5)
na mocy antysymetrii relacji R daªoby: x = y, co jest niemo»liwe z racji (6).
Ostatecznie <x, z> ∈ R − idA. 2

Jest oczywiste, »e przyporz¡dkowanie postaci: R −→ R ∪ idA, ustala jedno-
jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy relacjami, które s¡ przeciwzwrotne i prze-
chodnie a relacjami cz¦±ciowo porz¡dkuj¡cymi: mianowicie dwóm ró»nym relacjom
przeciwzwrotnym i przechodnim odpowiadaj¡ dwie ró»ne relacje cz¦±ciowo porz¡d-
kuj¡ce.

Ponadto, dowolna relacja cz¦±ciowo porz¡dkuj¡ca R jest, wedªug owego przy-
porz¡dkowania, przyporz¡dkowana pewnej relacji przeciwzwrotnej i przechodniej,
mianowicie relacji R − idA.

Wobec tej jednoznacznej odpowiednio±ci, czasem wªa±nie relacje przeciwzwrotne
i przechodnie (s¡ one wówczas równie» przeciwsymetryczne na mocy Tw. 2(2)) na-
zywane s¡ relacjami cz¦±ciowo porz¡dkuj¡cymi.
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�5. Tranzytywne domkni¦cie relacji binarnej

Jak wida¢, we wszystkich wzmiankowanych w �4 rodzajach relacji binarnych
okre±lonych na danym zbiorze, bierze si¦ pod uwag¦ warunek przechodnio±ci. Obec-
nie po±wi¦cimy mu nieco wi¦cej uwagi.

�atwo sprawdzi¢, »e dowolny singleton {<a, b>} dla a, b ∈ A, jest relacj¡ prze-
chodni¡ na zbiorze A. Suma dwóch singletonów postaci: {<a, b>}∪{<b, a>}, gdzie
a 6= b, relacj¡ przechodni¡ nie jest. Zatem suma dwóch relacji przechodnich nie
musi by¢ relacj¡ przechodni¡. W ogólno±ci nie jest tak, »e dla dowolnego zbioru
R relacji przechodnich na danym zbiorze A,

⋃
R jest relacj¡ przechodni¡ (w prze-

ciwie«stwie na przykªad do zbioru relacji zwrotnych czy symetrycznych, którego
suma zachowuje te wªasno±ci).

Tymczasem przekrój dowolnego zbioru R relacji przechodnich na zbiorze
A jest relacj¡ przechodni¡ na tym zbiorze. Je±li bowiem dla jakich± x, y, z ∈ A,
<x, y>,<y, z> ∈

⋂
R, to w ten sposób dla ka»dej relacji R ∈ R, <x, y>,<y, z> ∈

R, zatem wobec przechodnio±ci ka»dej relacji R ∈ R, <x, z> ∈ R dla wszystkich
R ∈ R, tzn. <x, z> ∈

⋂
R.

Rozwa»my dowoln¡ relacj¦ R okre±lon¡ na zbiorze A. We¹my pod uwag¦ wszyst-
kie relacje przechodnie S na zbiorze A takie, »e R ⊆ S. Oczywi±cie takie relacje
istniej¡, bo sam produkt A×A jest relacj¡ przechodni¡ na A. Na mocy aksjomatu
podzbiorów, ªatwo uzasadni¢ istnienie zbioru S wszystkich takich relacji S. Skoro
zbiór ten jest niepusty, mo»emy rozwa»y¢ jego przekrój

⋂
S. Jasne jest, »e

⋂
S jest

relacj¡ przechodni¡. Ponadto z wªasno±ci przekroju mamy: R ⊆
⋂
S (Tw. 18(2),

Rozdziaª 1) oraz
⋂
S ⊆ S dla ka»dej S ∈ S (Tw. 18(1), Rozdziaª 1). Ostatecznie,

przekrój zbioru wszystkich relacji przechodnich na zbiorze A zawieraj¡cych dan¡
relacj¦ R jest najmniejsz¡ (w sensie zawierania) relacj¡ przechodni¡ zawieraj¡c¡
R, tzn. ów przekrój, sam b¦d¡c relacj¡ przechodni¡ zawieraj¡c¡ relacj¦ R, zawiera
si¦ w ka»dej relacji przechodniej zawieraj¡cej R.

Najmniejsz¡ relacj¦ przechodni¡ zawieraj¡c¡ dan¡ relacj¦R okre±lon¡ na zbiorze
A mo»na opisa¢ jeszcze w inny sposób.

Definicja. Niech R b¦dzie dowoln¡ relacj¡ okre±lon¡ na zbiorze A. Relacj¦ R−

okre±lon¡ na zbiorze A nast¦puj¡co: ∀x, y ∈ A, <x, y>∈ R− wtw dla pewnej liczby
naturalnej n ≥ 2 istniej¡ z1, . . . , zn ∈ A takie, »e x = z1, <z1, z2> ∈ R,<z2, z3>
∈ R, . . . , < zn−1, zn> ∈ R, zn = y, nazywamy tranzytywnym (lub przechodnim)
domkni¦ciem relacji R. (Istnienie tranzytywnego domkni¦cia gwarantowane jest
przez aksjomat podzbiorów.)
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Twierdzenie 7. Dla dowolnej relacji binarnej R okre±lonej na zbiorze A,

(1) R− jest relacj¡ przechodni¡ na A,

(2) R ⊆ R−,
(3) dla dowolnego S ⊆ A×A, je»eli R ⊆ S i S jest przechodnia, to R− ⊆ S,
(4) R− =

⋂
{S ⊆ A×A : R ⊆ S ∧ S jest przechodnia}.

(Tzn. tranzytywne domkni¦cie relacji R na zbiorze A jest najmniejsz¡, w sensie

inkluzji, relacj¡ przechodni¡ na A zawieraj¡c¡ relacj¦ R.)

Dowód. Dla (1): Zaªó»my, »e dla x, y, z ∈ A, < x, y >,< y, z >∈ R−. Wów-
czas z de�nicji relacji R−, dla pewnego n ≥ 2 istniej¡ z1, . . . , zn ∈ A takie, »e
x = z1, <z1, z2> ∈ R, . . . , <zn−1, zn> ∈ R, zn = y, oraz dla pewnego m ≥ 2
istniej¡ z′1, . . . , z

′
m ∈ A takie, »e y = z′1, < z′1, z

′
2 > ∈ R, . . . , < z′m−1, z

′
m > ∈

R, z′m = z. Poniewa» zn = z′1, wi¦c mamy elementy z1, . . . , zn, z
′
2, . . . , z

′
m ∈ A

(tutaj n + m − 1 ≥ 2) takie, »e x = z1, < z1, z2> ∈ R, . . . , < zn−1, zn> ∈ R,
<zn, z

′
2> ∈ R, . . . , <z′m−1, z′m> ∈ R, z′m = z. Ostatecznie, <x, z> ∈ R− na mocy

de�nicji tranzytywnego domkni¦cia.

Dla (2): Niech dla x, y ∈ A, <x, y> ∈ R. Wówczas mamy n = 2 oraz z1, z2 ∈ A
takie, »e x = z1, <z1, z2> ∈ R, z2 = y, zatem <x, y> ∈ R−.

Dla (3): Zaªó»my, »e

(5) R ⊆ S oraz

(6) S jest przechodnia.

Niech <x, y> ∈ R−. Wówczas dla pewnego n ≥ 2 istniej¡ z1, . . . , zn ∈ A takie,
»e x = z1, <z1, z2> ∈ R, . . . , <zn−1, zn> ∈ R, zn = y. Wówczas na mocy (5),
<z1, z2> ∈ S, . . . , <zn−1, zn> ∈ S i wobec (6) przez (n − 2)-krotne zastosowanie
warunku przechodnio±ci otrzymujemy: <z1, zn> ∈ S, czyli <x, y> ∈ S.

Dla (4): Oznaczmy: S = {S ⊆ A × A : R ⊆ S ∧ S jest przechodnia}. Na
podstawie (1) i (2), R− ∈ S, zatem

⋂
S ⊆ R−. Z drugiej strony, na podstawie (3),

dla dowolnej relacji S ∈ S, R− ⊆ S, zatem R− ⊆
⋂
S. 2

Jest oczywiste (por. warunki (2),(3) Tw. 7), »e gdy relacja R jest przechodnia,
to R− = R (na przykªad tranzytywne domkni¦cie relacji pustej jest zatem rela-
cj¡ pust¡). Wynika st¡d mi¦dzy innymi, »e operacja − tranzytywnego domkni¦cia
w banalny sposób zachowuje wªasno±¢ przechodnio±ci. Mniej banalnym faktem jest
to, »e zachowuje ona wªasno±ci zwrotno±ci i symetryczno±ci:

Twierdzenie 8. Je»eli relacja R okre±lona na zbiorze A jest zwrotna i symetry-

czna na tym zbiorze, to jej tranzytywne domkni¦cie R− jest równie» relacj¡ zwrotn¡

i symetryczn¡ na A.

Dowód. Zaªó»my »e R jest zwrotna i symetryczna na A. Na mocy Tw. 5(1)
oraz Tw. 7(2), idA ⊆ R−, zatem R− jest zwrotna. W celu wykazania, i» R− jest
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symetryczna zaªó»my, »e dla x, y ∈ A, <x, y> ∈ R−. Wówczas dla pewnego n ≥ 2
istniej¡ z1, . . . , zn ∈ A takie, »e
(1) x = z1, y = zn oraz
(2) <z1, z2> ∈ R, . . . , <zn−1, zn> ∈ R.

Poniewa» R jest symetryczna, wi¦c z (2) mamy: < zn, zn−1 > ∈ R, . . . ,
<z2, z1> ∈ R, co w poª¡czeniu z (1) daje: <y, x> ∈ R−. 2





Rozdziaª 4. Funkcje

�1. Funkcja jako relacja binarna. Zªo»enie funkcji

Definicja. Relacj¦ binarn¡ f na zbiorach A,B nazywamy funkcj¡ przeksztaªcaj¡c¡

zbiór A w B (co zapisujemy f : A ÝÑ Bq, gdy

(1) @x P A Dy P Bp x, y¡ P fq,

(2) @x P A @y, z P Bpp x, y¡ P f ^  x, z¡ P fq ñ y � zq.

Gdy relacja f � A � B jest funkcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór A w B, to zapis
 x, y¡ P f interpretujemy nast¦puj¡co: element y ze zbioru B jest przyporz¡dko-

wany wedªug funkcji f elementowi x ze zbioru A. Wówczas warunek (1) de�nicji
funkcji, równowa»ny sk¡din¡d wyra»eniu Dpfq � A, czytamy nast¦puj¡co: ka»-
demu elementowi ze zbioru A jest przyporz¡dkowany wedªug f jaki± element ze
zbioru B. Natomiast warunek (2) mówi, i» co najwy»ej jeden element ze zbioru B
mo»e by¢ przyporz¡dkowany danemu elementowi ze zbioru A. Ostatecznie, bior¡c
pod uwag¦ interpretacj¦ obu warunków, postrzegamy funkcj¦ f przeksztaªcaj¡c¡
A w B jako przyporz¡dkowanie ka»demu elementowi zbioru A dokªadnie jednego
elementu ze zbioru B. Ten jedyny element y taki, »e  x, y¡ P f , tzn. przyporz¡d-
kowany elementowi x wedªug funkcji f , oznacza si¦ jako fpxq i nazywa warto±ci¡

funkcji f dla argumentu x. Mamy zatem:

@x P A @y P Bp x, y¡ P f ô y � fpxqq.

Zbiór wszystkich funkcji przeksztaªcaj¡cych zbiór A w B oznaczamy: BA, tzn.

BA � tf � A�B : f jest funkcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ A w Bu.

Uwaga. Dla dowolnego zbioru B,BH � tHu oraz HA � H, gdy A � H.

Naturalnie zbiór oznaczany powy»ej jako BA istnieje, na podstawie aksjomatu
podzbiorów, w którym formuªa φpxq jest postaci: x jest funkcj¡ przeksztaªcaj¡c¡
A w B, oraz zbiór z jest postaci: P pA�Bq.

Pierwsze z twierdze« tego rozdziaªu podaje oczywisty warunek konieczny i wy-
starczaj¡cy na to, aby dwie funkcje przeksztaªcaj¡ce jeden zbiór w drugi byªy jed-
nym i tym samym zbiorem; warunkiem tym jest identyczno±¢ warto±ci tych funkcji
na wszystkich argumentach:

Twierdzenie 1. Dla dowolnych f, g P BA, f � g wtw @x P A, fpxq � gpxq.
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Dowód. Niech f, g P BA.

(ñ): Zaªó»my, »e f � g; we¹my x P A. Wówczas   x, fpxq ¡ P f , zatem
 x, fpxq¡ P g, lecz przecie»  x, gpxq¡ P g. Wobec warunku (2) de�nicji funk-
cji, fpxq � gpxq.

(ð): Zaªó»my, »e @x P A, fpxq � gpxq. (�): niech   x, y ¡ P f . Wówczas
y � fpxq, zatem y � gpxq; lecz  x, gpxq¡ P g, wi¦c  x, y¡ P g. Analogicznie dla
inkluzji (�). l

Twierdzenie 2. Niech f : A ÝÑ B oraz g : B ÝÑ C. Wówczas f � g P CA.
(Zªo»enie dwóch funkcji jest funkcj¡.)

Dowód. Jest oczywiste, »e f � g � A� C.

Wykazujemy warunek (1) de�nicji funkcji: niech a P A. Wówczas  a, fpaq¡ P f
oraz  fpaq, gpfpaqq¡ P g, zatem  a, gpfpaqq¡ P f � g oraz gpfpaqq P C.

Wykazujemy warunek (2) de�nicji funkcji: niech  a, x¡, a, y¡ P f � g, gdzie
a P A, x, y P C. Zatem dla pewnych b, c P B,   a, b¡ P f i   b, x¡ P g oraz
 a, c¡ P f i  c, y¡ P g. St¡d, poniewa» f jest funkcj¡, na podstawie warunku (2)
mamy: b � c; zatem  b, x¡, b, y¡ P g. Lecz g jest funkcj¡, wi¦c x � y. l

Ustalmy explicite warto±¢ zªo»enia dwóch funkcji na dowolnym argumencie:

Twierdzenie 3. Niech f : A ÝÑ B oraz g : B ÝÑ C. Wówczas @a P A,
pf � gqpaq � gpfpaqq.

Dowód. Niech a P A. Wówczas dla dowolnego c P C, c � pf � gqpaq wtw  a, c¡
P f � g wtw dla pewnego b P B,   a, b¡ P f i   b, c¡ P g wtw dla pewnego
b P B, b � fpaq i c � gpbq wtw c � gpfpaqq. St¡d pf � gqpaq � gpfpaqq. l

�2. Bijekcja, funkcja odwrotna

W ogólno±ci nie jest tak, »e relacja odwrotna do funkcji f : A ÝÑ B jest
funkcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór B w A. Na przykªad relacja odwrotna do funkcji
f : P pP pHqq ÝÑ P pP pHqq okre±lonej nast¦puj¡co: fpHq � fpP pHqq � H, nie
speªnia »adnego z warunków (1), (2) de�niuj¡cych funkcj¦. Obecnie ograniczymy
zbiór BA wszystkich funkcji przeksztaªcaj¡cych A w B do zbioru tylko takich funk-
cji, których konwers nale»y do zbioru AB .

Definicja. Funkcja f : A ÝÑ B jest 1-1 (albo jedno-jednoznaczna lub ró»nowar-

to±ciowa), gdy
@x, y P A pfpxq � fpyq ñ x � yq

(tzn. gdy @x, y P A@z P Bp x, z¡ P f ^  y, z¡ P f ñ x � yqq.
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f : A ÝÑ B jest �na� (dokªadniej: przeksztaªca zbiór A na B), gdy

@y P B Dx P A py � fpxqq (inaczej, gdy D�1pfq � Bq.

f : A ÝÑ B jest bijekcj¡, gdy f jest 1-1 i �na�.

Twierdzenie 4. Relacja identyczno±ciowa idA jest bijekcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór

A na A.

Dowód. Oczywisty. l

Twierdzenie 5. Je»eli f : A ÝÑ B jest bijekcj¡, to f� P AB.

Dowód. Niech f : A ÝÑ B b¦dzie bijekcj¡. Wykazujemy, »e f� jest funkcj¡
przeksztaªcaj¡c¡ B w A.

Warunek (1) de�nicji funkcji: Niech b P B. Poniewa» f przeksztaªca A na B,
wi¦c dla pewnego a P A, b � fpaq, tzn.  a, b¡ P f . St¡d  b, a¡ P f�.

Warunek (2) de�nicji funkcji: Niech b P B, x, y P A oraz  b, x¡, b, y¡ P f�.
Zatem  x, b¡, y, b¡ P f . Poniewa» f jest 1-1, wi¦c x � y. l

Gdy relacja odwrotna do funkcji f P BA jest funkcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór B
w A, wówczas zwi¡zki miedzy tymi funkcjami s¡ nast¦puj¡cej postaci:

Twierdzenie 6. Niech f P BA. Je»eli f� jest funkcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór B
w zbiór A, to:

(i) dla dowolnych b P B, a P A, f�pbq � a wtw b � fpaq,

(ii) @b P B, fpf�pbqq � b oraz @a P A, f�pfpaqq � a,

(iii) f� � f � idB oraz f � f� � idA.

Dowód. Niech f P BA oraz f� P AB .

Dla (i): f�pbq � a wtw  b, a¡ P f� wtw  a, b¡ P f wtw b � fpaq.

Dla (ii): Na mocy (i) poniewa» f�pbq P A mamy: f�pbq � f�pbq wtw b �
fpf�pbqq, sk¡d b � fpf�pbqq oraz, poniewa» fpaq P B, wi¦c f�pfpaqq � a wtw
fpaq � fpaq, sk¡d f�pfpaqq � a.

Dla (iii): (iii) jest wnioskiem z (ii), Tw. 3, de�nicji relacji (funkcji) identyczno-
±ciowej oraz Tw. 1. l

Aby wykaza¢, »e ograniczenie zbioru BA do zbioru bijekcji przeksztaªcaj¡cych
zbiór A na B jest równie» niezb¦dne, a nie tylko wystarczaj¡ce (Tw. 5) na to,
by relacje odwrotne do nich byªy funkcjami przeksztaªcaj¡cymi zbiór B w A, wy-
korzystamy warunek konieczny i wystarczaj¡cy dla bycia bijekcj¡, sformuªowany
w nast¦puj¡cym twierdzeniu:
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Twierdzenie 7. Dla dowolnej funkcji f : A ÝÑ B, f jest bijekcj¡ wtw istnieje

funkcja g : B ÝÑ A taka, »e f � g � idA oraz g � f � idB.

Dowód. (ñ): na mocy Tw. 5 oraz Tw. 6(iii).

(ð): Niech f P BA oraz g P AB b¦d¡ takie, »e f � g � idA oraz g � f �
idB . Zaªó»my, »e fpxq � fpyq dla x, y P A. Wówczas gpfpxqq � gpfpyqq. Lecz
z zaªo»enia, gpfpxqq � x oraz gpfpyqq � y. Zatem x � y, czyli f jest 1-1. Niech b P
B. Na mocy zaªo»enia, fpgpbqq � b oraz oczywi±cie gpbq P A. Zatem f przeksztaªca
A na B. l

Twierdzenie 8. Niech f P BA. f jest bijekcj¡ wtw f� P AB.

Dowód. (ñ): Tw. 5.

(ð): Niech f� b¦dzie funkcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór B w A. Wówczas na mocy
Tw. 6(iii) oraz Tw. 7, f jest bijekcj¡. l

Twierdzenie 9. Niech f P BA. Je»eli f� P AB, to f� jest bijekcj¡.

Dowód. Niech f� : B ÝÑ A. Zastosujmy Tw. 7, kªad¡c w miejsce funkcji
f funkcj¦ f� (zamieniaj¡c zbiór A na B oraz B na A). Wówczas w oparciu
o Tw. 6(iii), wnosimy, i» f� jest bijekcj¡. l

Zako«czymy niniejszy paragraf algebraicznym opisem zbioru Bij(A) wszystkich
bijekcji przeksztaªcaj¡cych zbiór A na siebie (naturalnie istnienie takiego zbioru
jest gwarantowane przez aksjomat podzbiorów). W tym celu sformuªujmy naj-
pierw twierdzenie mówi¡ce, »e operacja zªo»enia funkcji zachowuje wªasno±¢ bycia
bijekcj¡:

Twierdzenie 10. Zªo»enie bijekcji jest bijekcj¡.

Dowód. Niech f : A ÝÑ B oraz g : B ÝÑ C b¦d¡ bijekcjami. Niech x, y P A oraz
zaªó»my, »e pf � gqpxq � pf � gqpyq. Wówczas na mocy Tw. 3, gpfpxqq � gpfpyqq.
Poniewa» g jest 1-1, fpxq � fpyq, a st¡d x � y, bo f jest 1-1. Ostatecznie, f � g
jest ró»nowarto±ciowa.

Niech c P C. Wówczas c � gpbq dla jakiego± b P B, bo g przeksztaªca B na C.
Lecz b � fpaq dla jakiego± a P A, bo f przeksztaªca A na B. Zatem c � gpfpaqq �
pf � gqpaq, czyli f � g przeksztaªca A na C. l

Definicja. Dowolny zbiór A z operacjami, 2-argumentow¡ �, 1-argumentow¡ �,
oraz wyró»nionym elementem 1 speªniaj¡cymi równo±ci, dla dowolnych x, y, z P A:
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px � yq � z � x � py � zq,
x � 1 � 1 � x � x,
x � �x � �x � x � 1,

nazywamy grup¡.
Precyzyjniej, dowolny model pA, �,�, 1q dla powy»szych równo±ci (dla j¦zyka

I rz¦du ze staª¡ indywidualn¡ 1 oraz symbolami funkcyjnymi �,�, bez symboli
predykatywnych) nazywamy grup¡.

Twierdzenie 11. (Bij(Aq, �,�,idAq, gdzie Bij(A) jest zbiorem wszystkich bijekcji

przeksztaªcaj¡cych zbiór A na A, jest grup¡.

Dowód. Na podstawie Tw. 10, operacja zªo»enia relacji � jest operacj¡ na zbiorze
Bij(A). Wedªug Tw. 5 i Tw. 9 operacja konwersu relacji � jest równie» operacj¡
na zbiorze Bij(A). Wreszcie, na mocy Tw. 4, idA P Bij(A).

Równo±¢ pf � gq �h � f � pg �hq jest prawdziwa ju» dla dowolnych relacji binar-
nych f, g, h okre±lonych na zbiorze A (Tw. 3(1), Rozdziaª 3). Podobnie równo±ci
f� idA � f oraz idA �f � f zachodz¡ ju» dla dowolnej relacji binarnej f na zbiorze
A (Tw. 3(2), Rozdziaª 3). Równo±ci f � f� � idA oraz f� � f � idA dla dowolnej
f P Bij(A), s¡ konsekwencj¡ Tw. 6(iii). l

�3. Obraz i przeciwobraz zbioru

Definicja. Niech f : A ÝÑ B. Dla dowolnego X � A, zbiór
Ñ

f pXq � tb P B : Da P
X, b � fpaqu � tfpaq : a P Xu nazywamy obrazem zbioru X wedªug funkcji f .

Dla dowolnego Y � B, zbiór
Ð

f pY q � ta P A : fpaq P Y u nazywamy przeciw-

obrazem zbioru Y wedªug funkcji f .

Uwaga. Naturalnie istnienie obrazu i przeciwobrazu zbioru wedªug danej funkcji
jest gwarantowane przez aksjomat podzbiorów.

Twierdzenie 12. Dla dowolnych f : A ÝÑ B, X, Y � A, Z � B:

(1) X � Y ñ
Ñ

f pXq �
Ñ

f pY q,

(2)
Ñ

f pX Y Y q �
Ñ

f pXq Y
Ñ

f pY q,

(3)
Ñ

f pX X Y q �
Ñ

f pXq X
Ñ

f pY q,

(4) f jest 1�1 ñ
Ñ

f pX X Y q �
Ñ

f pXq X
Ñ

f pY q,

(5) X �
Ð

f p
Ñ

f pXqq,

(6)
Ñ

f p
Ð

f pZqq � Z,

(7) f jest bijekcj¡ ñ pX �
Ð

f p
Ñ

f pXqq ^
Ñ

f p
Ð

f pZqq � Zq.
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Dowód. Dla (1): Zaªó»my, »e X � Y . We¹my b P
Ñ

f pXq. Wówczas b � fpaq dla

pewnego a P X. Zatem z zaªo»enia, a P Y , czyli fpaq P
Ñ

f pY q, tzn. b P
Ñ

f pY q.
Dla (2): Poniewa» X � X Y Y oraz Y � X Y Y , wi¦c na mocy (1) mamy:

Ñ

f pXq �
Ñ

f pX Y Y q oraz
Ñ

f pY q �
Ñ

f pX Y Y q, zatem
Ñ

f pXq Y
Ñ

f pY q �
Ñ

f pX Y Y q.

Aby dowie±¢ odwrotnej inkluzji zaªó»my, »e b P
Ñ

f pX Y Y q. Zatem dla pewnego
a P X Y Y, b � fpaq. Mamy wi¦c: a P X lub a P Y . Gdy a P X, to oczywi±cie

fpaq P
Ñ

f pXq �
Ñ

f pXq Y
Ñ

f pY q, czyli b P
Ñ

f pXq Y
Ñ

f pY q. Analogicznie gdy a P Y .

Dla (3): Poniewa» XXY � X oraz XXY � Y , wi¦c na mocy (1),
Ñ

f pXXY q �
Ñ

f pXq oraz
Ñ

f pX X Y q �
Ñ

f pY q, zatem
Ñ

f pX X Y q �
Ñ

f pXq X
Ñ

f pY q.
Dla (4): Zaªó»my, »e f jest ró»nowarto±ciowa. Na mocy (3) wystarczy wykaza¢

inkluzj¦
Ñ

f pXq X
Ñ

f pY q �
Ñ

f pX X Y q. Niech wi¦c b P
Ñ

f pXq X
Ñ

f pY q. Wtedy

b P
Ñ

f pXq oraz b P
Ñ

f pY q. Zatem dla pewnego a1 P X, b � fpa1q oraz dla pewnego
a2 P Y, b � fpa2q. Wówczas, skoro fpa1q � fpa2q, wi¦c z zaªo»enia, a1 � a2.

Zatem a1 P Y (bo a2 P Y ). Ostatecznie, a1 P X X Y , sk¡d fpa1q P
Ñ

f pX X Y q, tzn.

b P
Ñ

f pX X Y q.

Dla (5): Niech a P X. Wówczas fpaq P
Ñ

f pXq, zatem z de�nicji przeciwobrazu:

a P
Ð

f p
Ñ

f pXqq.

Dla (6): Niech b P
Ñ

f p
Ð

f pZq). Wówczas dla pewnego a P
Ð

f pZq, b � fpaq. Lecz
wtedy, z de�nicji przeciwobrazu, fpaq P Z, zatem b P Z.

Dla (7): Zaªó»my, »e f jest 1-1 oraz �na�. Aby wykaza¢ pierwsz¡ z równo-

±ci wystarczy, na mocy (5), wykaza¢ inkluzj¦
Ð

f p
Ñ

f pXqq � X. Niech wi¦c a P
Ð

f p
Ñ

f pXqq. Wówczas fpaq P
Ñ

f pXq, zatem dla pewnego a1 P X, fpaq � fpa1q.
Poniewa» f jest 1-1, wi¦c a � a1, st¡d a P X.

Aby wykaza¢ drug¡ równo±¢ wystarczy, na mocy (6) wykaza¢ inkluzj¦ Z �
Ñ

f p
Ð

f pZq). Zaªó»my wi¦c, »e b P Z. Poniewa» funkcja f przeksztaªca zbiór A na B,

za± Z � B, wi¦c dla pewnego a P A, b � fpaq. St¡d fpaq P Z, zatem a P
Ð

f pZq, co

z kolei oznacza, »e fpaq P
Ñ

f p
Ð

f pZqq. Ostatecznie, b P
Ñ

f p
Ð

f pZqq. l

Tw. 12 nie jest naturalnie wyczerpuj¡cym przegl¡dem wªasno±ci obrazu i prze-
ciwobrazu zbioru. Mo»na je rozszerzy¢, podaj¡c na przykªad odpowiedniki warun-
ków (1), (2), (3), (4) dla przeciwobrazu:

U � V ñ
Ð

f pUq �
Ð

f pV q,
Ð

f pU Y V q �
Ð

f pUq Y
Ð

f pV q,
Ð

f pU X V q �
Ð

f pUq X
Ð

f pV q, dla dowolnych U, V � B.
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Na koniec tego paragrafu zde�niujmy jeszcze u»yteczne poj¦cia obci¦cia funkcji
oraz ci¡gu:

Definicja. Niech f P BA oraz X � A. Naturalnie zbiór par uporz¡dkowanych
t x, fpxq¡: x P Xu jest funkcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór X w zbiór B. Nazywamy
j¡ obci¦ciem funkcji f do zbioru X i oznaczamy: f æ X.

Definicja. Niech A b¦dzie niepustym zbiorem. Dowoln¡ funkcj¦ a : t1, ..., nu ÝÑ
A nazywamy n-wyrazowym ci¡giem elementów ze zbioru A i oznaczamy
pap1q, . . . , apnqq.

Dowoln¡ funkcj¦ a : t1, 2, . . .u ÝÑ A nazywamy ci¡giem (niesko«czonym) ele-

mentów ze zbioru A i oznaczamy pap1q, ap2q, . . .q.
Warto±¢ ci¡gu a na argumencie i P t1, . . . , n, . . .u, czyli apiq, nazywamy i-tym

wyrazem ci¡gu a.

�4. Rodziny indeksowane

Definicja. Niech I, U b¦d¡ dowolnymi niepustymi zbiorami. Dowoln¡ funkcj¦
f P P pUqI nazywamy rodzin¡ indeksowan¡ zbiorów (podzbiorów zbioru U).

Oznaczmy dla dowolnego i P I, fpiq � Ai, gdzie Ai � U . Wówczas obraz
Ñ

f pIq
zbioru I wedªug funkcji f jest to zbiór tAi : i P Iu. Cz¦sto nieformalnie rodzin¦
indeksowan¡ f : I ÝÑ P pUq uto»samia si¦ z obrazem tAi : i P Iu.

Twierdzenie 13. Niech tAi : i P Iu, tBi : i P Iu b¦d¡ rodzinami indeksowanymi

podzbiorów zbioru U . Wówczas:
(1)

�
tAi : i P Iu Y

�
tBi : i P Iu �

�
tAi YBi : i P Iu,

(2)
�
tAi : i P Iu X

�
tBi : i P Iu �

�
tAi XBi : i P Iu,

(3) U �
�
tAi : i P Iu �

�
tU �Ai : i P Iu,

(4) U �
�
tAi : i P Iu �

�
tU �Ai : i P Iu.

Dowód. Dla (1): (�): Niech x P
�
tAi : i P Iu Y

�
tBi : i P Iu. Wówczas

x P
�
tAi : i P Iu lub x P

�
tBi : i P Iu. Niech x P

�
tAi : i P Iu. Wtedy

dla pewnego j P I, x P Aj , zatem x P Aj Y Bj , czyli x P
�
tAi Y Bi : i P Iu.

Analogicznie gdy x P
�
tBi : i P Iu.

(�): Niech x P
�
tAi Y Bi : i P Iu. Wówczas dla pewnego j P I, x P Aj Y Bj .

Zatem x P Aj lub x P Bj . Niech x P Aj , wtedy x P
�
tAi : i P Iu, zatem x P

�
tAi :

i P Iu Y
�
tBi : i P Iu. Analogicznie gdy x P Bj .

Dla (2): Mamy: x P
�
tAi : i P Iu X

�
tBi : i P Iu wtw (x P

�
tAi : i P Iu oraz

x P
�
tBi : i P Iu) wtw (@i P I, x P Ai oraz @i P I, x P Bi) wtw @i P Ipx P Ai^x P

Biq wtw @i P I, x P Ai XBi wtw x P
�
tAi XBi : i P Iu.
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Dla (3): (�): Niech x P U �
�
tAi : i P Iu, tzn. x P U oraz x R

�
tAi : i P Iu.

Wówczas @i P I, x R Ai, czyli @i P I, x P U �Ai, st¡d x P
�
tU �Ai : i P Iu.

(�): Odwrotne do powy»szego rozumowanie.
Dla (4): (�): Niech x P U �

�
tAi : i P Iu, tzn. x P U oraz x R

�
tAi : i P Iu.

Wówczas dla pewnego j P I, x R Aj . Zatem x P U�Aj . St¡d x P
�
tU�Ai : i P Iu.

(�): Odwrotne do powy»szego rozumowanie. l

Definicja. Przez produkt kartezja«ski rodziny indeksowanej tAi : i P Iu rozu-
miemy zbiór ta P p

�
tAi : i P IuqI : @i P I, apiq P Aiu, oznaczany w postaci:

ΠtAi : i P Iu
W przypadku, gdy I � t1, . . . , nu, produkt ΠtAi : i P Iu, oznaczamy

w postaci: A1 � . . . � An. Jest jasne, »e elementami tego produktu s¡ wszyst-
kie ci¡gi n-wyrazowe a elementów zbioru A1 Y . . . Y An takie, »e dla ka»dego
i P t1, . . . , nu, apiq P Ai.

Zwró¢my uwag¦ na to, i» formalnie rzecz bior¡c, argumentem operacji Π nie

jest obraz tAi : i P Iu, lecz sama rodzina indeksowana f � ta, dla której
Ñ

f pIq �
tAi : i P Iu. Przeciwnie ni» w przypadku operacji

�
stosowanej w Tw. 13 i dalej,

gdzie argumentem jest wªa±nie ów obraz, nie za± rodzina indeksowana.

Uwaga. W przypadku, gdy n � 2, poj¦cie produktu kartezja«skiego A1 � A2

jako zbioru wszystkich 2-wyrazowych ci¡gów takich, »e pierwszy wyraz ci¡gu jest
elementem zbioru A1, za± drugi wyraz ci¡gu jest elementem A2 nie jest to»same
z poj¦ciem produktu kartezja«skiego zbiorów A1, A2 jako zbioru wszystkich par
uporz¡dkowanych, których pierwszy element nale»y do A1, a drugi do A2. Jednak»e
jedyna istotna wªasno±¢ par uporz¡dkowanych (zob. Tw. 1, Rozdziaª 3) przysªuguje
ci¡gom 2-wyrazowym:

dla dowolnych ci¡gów 2-wyrazowych a, b elementów jakiego± zbioru A, je»eli
a � b, to ap1q � bp1q oraz ap2q � bp2q (na mocy Tw. 1).

Zatem we wszelkich zastosowaniach oba poj¦cia produktu dwóch zbiorów mo»na
traktowa¢ jako identyczne.

Twierdzenie 14. Je»eli @i P I, Ai � A, to ΠtAi : i P Iu � AI .

Dowód. Jest oczywiste z de�nicji produktu, »e w przypadku, gdy rodzina indek-
sowana jest funkcj¡ staª¡: @i P I, fpiq � A, to ΠtAi : i P Iu � ta P p

�
tAuqI : @i P

I, apiq P Au � ta P AI : @i P I, apiq P Au � AI . l

Na koniec uogólnijmy poj¦cie relacji binarnej (2-argumentowej) do poj¦cia re-
lacji n-argumentowej:

dowolny podzbiór R produktu A1� . . .�An nazywamy relacj¡ n-argumentow¡

na zbiorach A1, . . . , An.
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�1. Poj¦cie zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego, elementy najwi¦kszy

i najmniejszy oraz maksymalny i minimalny

Definicja. Relacj¦ binarn¡ ¤ okre±lon¡ na zbiorze A nazywamy relacj¡ cz¦±ciowo
porz¡dkuj¡c¡, gdy ¤ jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia na A.

Wówczas par¦  A,¤¡ nazywamy zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym.

Twierdzenie 1. Niech  A,¤¡ b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym oraz
B � A. Wówczas relacja ¤ X pB � Bq jest relacj¡ cz¦±ciowo porz¡dkuj¡c¡ na
zbiorze B.

Dowód. Jest oczywiste, »e warunki zwrotno±ci, antysymetrii oraz przechodnio±ci
s¡ speªnione dla relacji ¤ X pB � Bq, gdy s¡ one speªnione dla relacji ¤ (nawet
gdy B � H; relacja H na zbiorze H jest cz¦±ciowo porz¡dkuj¡ca). l

Uwaga. Gdy   A,¤¡ jest zbiorem cz. up. oraz B � A, to zbiór cz. up.
 B,¤ XpB � Bq ¡ nazywamy podzbiorem zbioru cz. up.  A,¤¡. Oznaczamy
go w skrócie w postaci:  B,¤¡. Ponadto zamiast pisa¢  x, y¡ P ¤, zwyczajnie
piszemy x ¤ y.

Definicja. Niech  A,¤¡ � zbiór cz. up. Element a P A nazywamy najwi¦kszym
(najmniejszym) w  A,¤¡, gdy @x P A, x ¤ a p@x P A, a ¤ xq.

Element a P A nazywamy maksymalnym (minimalnym) w  A,¤¡, gdy @x P
A pa ¤ xñ a � xq p@x P A px ¤ añ x � aqq.

Twierdzenie 2. W dowolnym zbiorze cz. up.  A,¤¡ istnieje co najwy»ej jeden
element najwi¦kszy i co najwy»ej jeden element najmniejszy.

Dowód. Zaªó»my, »e a, b P A s¡ elementami najwi¦kszymi w  A,¤¡. Wówczas
@x P A, x ¤ a oraz @x P A, x ¤ b. Zatem b ¤ a oraz a ¤ b, co wobec antysymetrii
relacji ¤ daje a � b. Analogicznie dla elementu najmniejszego. l

Twierdzenie 3. Je»eli w zbiorze cz. up.  A,¤¡ istnieje element najwi¦kszy (naj-
mniejszy), to jest on jedynym elementem maksymalnym (minimalnym)
w  A,¤¡.

Dowód. Niech a b¦dzie elementem najwi¦kszym w  A,¤¡. Zaªó»my, »e a ¤ x dla
jakiego± x P A. Poniewa» x ¤ a, wi¦c z antysymetrii relacji ¤, a � x co dowodzi,
»e a jest elementem maksymalnym w   A,¤¡.

65
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Zaªó»my, »e b jest elementem maksymalnym w  A,¤¡. Z de�nicji elementu
najwi¦kszego mamy: b ¤ a, zatem z zaªo»enia b � a, czyli a jest jedynym elementem
maksymalnym w  A,¤¡. Podobnie dla elementu najmniejszego. l

Przykªad. Diagram Hassego dla sko«czonego zbioru cz. up.:

�d �e

�
c

�a �b�
�
��

@
@

@@
�
�
��

@
@

@@

Elementy d, e s¡ elementami maksymalnymi za± a, b � minimalnymi w zbiorze
cz. up.  ta, b, c, d, eu,¤¡, gdzie relacja ¤ jest okre±lona diagramem w sposób na-
st¦puj¡cy: dla dowolnych ró»nych elementów x, y tego zbioru, x ¤ y wtw z punktu
x mo»na �przej±¢� do punktu y wzdªu» ªamanej, kieruj¡c si¦ na ka»dym jej odcinku
z doªu do góry. Zatem a ¤ c, a ¤ e oraz a ¤ d. Identycznie dla elementu b (za-
miast a). Natomiast  pa ¤ bq. Ponadto  pc ¤ aq itd. Zakªada si¦, czego diagram
nie uwidacznia, »e ka»dy ze zbiorów a, b, c, d, e jest sam ze sob¡ w relacji ¤.

Znanym przykªadem relacji cz¦±ciowo porz¡dkuj¡cej jest relacja inkluzji okre-
±lona na zbiorze pot¦gowym danego zbioru:

Twierdzenie 4. Dla dowolnego zbioru U,  P pUq,�¡ jest zbiorem cz¦±ciowo
uporz¡dkowanym, w którym U jest elementem najwi¦kszym oraz H jest elementem
najmniejszym.

Dowód. Oczywisty na mocy twierdze«: dla dowolnych X,Y, Z P P pUq, X �
X, pX � Y ^ Y � Xq ñ X � Y, pX � Y ^ Y � Zq ñ X � Z oraz @X P
P pUqpX � U ^H � Xq. l

Twierdzenie 5. Dowolny niepusty sko«czony zbiór cz. up. posiada element mak-
symalny.

Dowód. Udowodnimy indukcyjnie wyra»enie:
(1) Dla ka»dego n ¥ 1, w dowolnym n-elementowym zbiorze cz. up.

 A,¤¡ istnieje element maksymalny.
Dla n � 1: oczywi±cie dowolny zbiór cz. up. jednoelementowy posiada element

maksymalny.
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We¹my dowolne n ¥ 1. Zaªo»enie indukcyjne:

(2) w dowolnym n-elementowym zbiorze cz. up.   A,¤¡ istnieje element
maksymalny.

Mamy wykaza¢:

(3) w dowolnym pn � 1q-elementowym zbiorze cz. up.   A,¤¡ istnieje ele-
ment maksymalny.

Rozwa»my zatem dowolny zbiór cz. up.  A,¤¡, pn � 1q-elementowy. Niech
x P A. Wówczas  A� txu,¤¡ jest zbiorem cz. up. n-elementowym. Na mocy (2),
niech a b¦dzie jego elementem maksymalnym. Naturalnie a � x. Zachodzi: a ¤ x
lub  pa ¤ xq.

Je±li a ¤ x, to x jest elementem maksymalnym w A,¤¡. Bowiem gdyby istniaª
y P A taki, »e x ¤ y oraz x � y, to wobec przechodnio±ci relacji ¤ byªoby: a ¤ y.
Ponadto a � y, gdyby bowiem a � y, to wobec antysymetrii relacji ¤, a � x, co
jest niemo»liwe. Zatem wobec maksymalno±ci elementu a w  A�txu,¤¡, byªoby:
y R A� txu, tzn. y � x, sprzeczno±¢.

Je±li za± nie jest tak, »e a ¤ x, to oczywi±cie a jest elementem maksymalnym
w  A,¤¡. l

Definicja. Niech  A,¤¡ b¦dzie zbiorem cz. up. oraz niech X � A. Element
a P A nazywamy ograniczeniem górnym (dolnym) zbioru X w  A,¤¡, gdy dla
ka»dego x P X, x ¤ a (dla ka»dego x P X, a ¤ xq.

Zbiór wszystkich ogranicze« górnych (dolnych) zbioru X b¦dziemy oznacza¢
OgpXq pOdpXqq, czyli

OgpXq � ta P A : @x P X, x ¤ au,

OdpXq � ta P A : @x P X, a ¤ xu.

Uwaga. Naturalnie istnienie zbiorów OgpXq, OdpXq jest gwarantowane przez
aksjomat podzbiorów.

Przykªad. Dla zbioru cz. up.   ta, b, c, d, eu,¤¡ okre±lonego powy»ej diagramem,
Ogptc, d, euq � H, Odptc, d, euq � tc, a, bu.

W dalszym ci¡gu elementy najwi¦kszy oraz najmniejszy danego zbioru cz. up.
 A,¤¡, o ile te elementy istniej¡, b¦dziemy oznacza¢ odpowiednio 1 oraz 0.

Twierdzenie 6. Niech  A,¤¡ b¦dzie zbiorem cz. up. Wówczas
(1) Je»eli w  A,¤¡ istnieje element najwi¦kszy 1, to OgpAq � t1u,
(2) Je»eli w  A,¤¡ nie istnieje element najwi¦kszy, to OgpAq � H,
(3) Je»eli w  A,¤¡ istnieje element najmniejszy 0, to OdpAq � t0u,
(4) Je»eli w  A,¤¡ nie istnieje element najmniejszy, to OdpAq � H,
(5) OgpHq � OdpHq � A.
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Dowód. Dla (1): Zaªó»my, »e 1 jest elementem najwi¦kszym w  A,¤¡.

p�q: Niech a P OgpAq, czyli @x P A, x ¤ a. Zatem a jest elementem najwi¦kszym
w  A,¤¡, czyli na mocy Tw. 2, a � 1, tzn. a P t1u.

p�): Poniewa» @x P A, x ¤ 1, wi¦c 1 P OgpAq.

Dla (2): Zaªó»my, »e w  A,¤¡ nie ma elementu najwi¦kszego. Gdyby OgpAq �
H, to dla jakiego± a P A byªoby a P OgpAq, zatem @x P A, x ¤ a, czyli a byªby
elementem najwi¦kszym wbrew zaªo»eniu.

Dla (3): Analogicznie jak dla (1).

Dla (4): Analogicznie jak dla (2).

Dla (5): Jest oczywiste, »e OgpHq � A. Aby wykaza¢ odwrotn¡ inkluzj¦ za-
ªó»my, »e a P A. Poniewa» a P OgpHq wtw @xpx P H ñ x ¤ aq oraz zachodzi
@xpx P H ñ x ¤ aq, wi¦c a P OgpHq. Identycznie dla OdpHq. l

�2. Zbiór liniowo uporz¡dkowany, lemat Kuratowskiego-Zorna

Definicja. Niech  A,¤¡ � zbiór cz. up. Elementy x, y P A nazywamy porówny-
walnymi w  A,¤¡, gdy x ¤ y lub y ¤ x. Zbiór cz. up.  A,¤¡, w którym dowolne
dwa elementy s¡ porównywalne nazywamy ªa«cuchem.

Zbiór cz. up. A,¤¡, w którym relacja¤ jest spójna nazywamy zbiorem liniowo
uporz¡dkowanym, za± relacj¦ ¤ � relacj¡ liniowo porz¡dkuj¡c¡.

Twierdzenie 7. Zbiór cz. up.  A,¤¡ jest ªa«cuchem wtw jest on liniowo upo-
rz¡dkowany.

Dowód. Warunek spójno±ci: @x, y P Apx ¤ y lub y ¤ x lub x � yq, jest równo-
wa»ny warunkowi porównywalno±ci: @x, y P Apx ¤ y lub y ¤ xq. l

Przykªad. Zbiór cz. up.  N,¤¡, gdzie N � zbiór liczb naturalnych oraz ¤ jest
relacj¡ bycia liczb¡ mniejsz¡ lub równ¡, jest ªa«cuchem maj¡cym element najmniej-
szy � liczb¦ 0, oraz niemaj¡cym elementu najwi¦kszego.

Liniowo uporz¡dkowany zbiór  N,¤¡ ma ponadto nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: do-
wolny jego niepusty podzbiór posiada element najmniejszy.

Definicja. Zbiór liniowo uporz¡dkowany  A,¤¡ taki, »e dla dowolnego niepu-
stego X � A w  X,¤¡ istnieje element najmniejszy, nazywamy zbiorem dobrze
uporz¡dkowanym.

Twierdzenie 8. Je»eli w ªa«cuchu  A,¤¡ istnieje element maksymalny (mi-
nimalny), to jest on elementem najwi¦kszym (najmniejszym).
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Dowód. Niech a b¦dzie elementem maksymalym w ªa«cuchu  A,¤¡. We¹my
x P A. a, x s¡ zatem porównywalne, tzn. x ¤ a lub a ¤ x. Gdy a ¤ x, to wobec
maksymalno±ci a, a � x, czyli x ¤ a wobec zwrotno±ci relacji ¤. Ostatecznie
x ¤ a, co dowodzi, wobec dowolno±ci wyboru x, »e a jest elementem najwi¦kszym
w  A,¤¡. Analogicznie dla elementu minimalnego. l

Wniosek. Dowolny niepusty sko«czony ªa«cuch posiada elementy najwi¦kszy
i najmniejszy.

Dowód. Oczywisty na mocy Twierdze« 5, 8 w przypadku stwierdzania istnienia
elementu najwi¦kszego. Aby uzasadni¢ istnienie elementu najmniejszego mo»na
posªu»y¢ si¦ dualn¡ wersj¡ Tw. 5: dowolny niepusty sko«czony zbiór cz. up. posiada
element minimalny, której dowód jest analogiczny do dowodu Tw. 5. l

Lemat Kuratowskiego-Zorna. Niech  A,¤¡ b¦dzie zbiorem cz. up. Je»eli dla
dowolnego niepustego ªa«cucha � � A istnieje w  A,¤¡ ograniczenie górne (tzn.
Ogp�q � Hq, to w  A,¤¡ istnieje element maksymalny.

Lemat Kuratowskiego-Zorna (sformuªowanie szczegóªowe). Niech
 A,¤¡ b¦dzie zbiorem cz. up. Je»eli dla dowolnego niepustego ªa«cucha � � A
istnieje w  A,¤¡ ograniczenie górne, to dla ka»dego a P A w  A,¤¡ istnieje
element maksymalny x taki, »e a ¤ x.

Twierdzenie 9. Oba sformuªowania lematu Kuratowskiego-Zorna s¡ sobie rów-
nowa»ne.

Dowód. Jest oczywiste, »e sformuªowanie szczegóªowe implikuje sformuªowanie
pierwsze. Aby dowie±¢ odwrotnej implikacji zaªó»my, »e zachodzi pierwsze sfor-
muªowanie lematu oraz »e w jakim± ustalonym zbiorze cz. up.  A,¤¡ dla do-
wolnego niepustego ªa«cucha � � A, Ogp�q � H. Niech a P A. Rozwa»my
zbiór cz. up.   Ogptauq,¤¡, aby zastosowa¢ dla niego pierwsze sformuªowanie
lematu. Niech wi¦c � � Ogptauq b¦dzie niepustym ªa«cuchem. Wówczas � jest
ªa«cuchem w  A,¤¡, bo Ogptauq � A. Zatem z zaªo»enia istnieje ogranicze-
nie górne zbioru � w  A,¤¡. Niech b b¦dzie tym ograniczeniem górnym. Skoro
� � H, wi¦c dla jakiego± x P � mamy: a ¤ x (bo � � Ogptauqq oraz x ¤ b,
zatem a ¤ b, czyli b P Ogptauq, tzn. b jest ograniczeniem górnym ªa«cucha � w
 Ogptauq,¤¡. Wobec dowolno±ci wyboru ªa«cucha � w  Ogptauq,¤¡, stosuj¡c
pierwsze sformuªowanie lematu dla zbioru cz. up.  Ogptauq,¤¡, otrzymujemy:
w  Ogptauq,¤¡ istnieje element maksymalny. Niech z b¦dzie tym elementem
maksymalnym. Jest oczywiste, »e a ¤ z. Pozostaje wykaza¢, »e z jest elemen-
tem maksymalnym w  A,¤¡. Przypu±¢my »e z nie jest elementem maksymalnym
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w  A,¤¡. Wówczas dla jakiego± y P A, z ¤ y oraz z � y. Jednak»e wtedy a ¤ y,
tzn. y P Ogptauq. Zatem z nie byªby maksymalny w  Ogptauq,¤¡. l

Lemat Kuratowskiego-Zorna jest u»yteczny w stwierdzaniu istnienia elementów
maksymalnych w niesko«czonych zbiorach cz. up. Jednak»e �pracuje� on równie»
dla sko«czonych zbiorów cz. up. Mianowicie mo»na go zastosowa¢ do dowodu Tw. 5.
W tym celu nale»y wykaza¢ prawdziwo±¢ poprzednika implikacji pierwszego sfor-
muªowania lematu, tzn. zdania: �w dowolnym niepustym sko«czonym zbiorze cz.
up. ka»dy niepusty ªa«cuch ma ograniczenie górne�. Mo»na tego dokona¢ natych-
miast w oparciu o Wniosek z Tw. 8. Rozwa»aj¡c bowiem jaki± niepusty ªa«cuch
w sko«czonym zbiorze cz. up., wobec sko«czono±ci tego ªa«cucha istnieje w nim
element najwi¦kszy, zatem jego ograniczenie górne. Naturalnie, u»ycie tu Wniosku
z Tw. 8 zakªada, »e jest on wcze±niej uzasadniony nie w oparciu o Tw. 5 i Tw. 8,
ale inaczej � na przykªad dzi¦ki prostemu dowodowi indukcyjnemu.

�3. Poj¦cie kraty

Definicja. Niech  A,¤¡ b¦dzie zbiorem cz. up. oraz X � A. Element najmniej-
szy w  OgpXq,¤¡ nazywamy kresem górnym zbioru X w  A,¤¡ i oznaczamy:
supX (supremum zbioru X). Element najwi¦kszy w   OdpXq,¤¡ nazywamy kre-
sem dolnym zbioru X w  A,¤¡ i oznaczamy: infX (in�mum zbioru X).

Przykªad. Dla rozwa»anego powy»ej przykªadu zbioru cz. up. zadanego diagra-
mem, suptc, d, eu nie istnieje, za± inftc, d, eu � c.

Twierdzenie 10. Niech   A,¤¡ b¦dzie zbiorem cz. up. Wówczas
(1) Je»eli w   A,¤¡ istnieje element najwi¦kszy 1, to supA = 1 oraz

infH � 1,
(2) Je»eli w   A,¤¡ nie istnieje element najwi¦kszy, to nie istnieje supA

oraz nie istnieje infH,
(3) Je»eli w   A,¤¡ istnieje element najmniejszy 0, to inf A � 0 oraz

supH � 0,
(4) Je»eli w   A,¤¡ nie istnieje element najmniejszy, to nie istnieje inf A

oraz nie istnieje supH,
(5) Dla dowolnego x P A, suptxu � inftxu � x,
(6) Dla dowolnych x, y P A, x ¤ y wtw suptx, yu � y wtw inftx, yu � x,
(7) Je»eli A ma wi¦cej ni» jeden element, to dla dowolnego X � A, je»e-

li istniej¡ kresy supX, infX w  A,¤¡, to X � H wtw infX ¤ supX.
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Dowód. Dla (1): Na mocy Tw. 6(1), OgpAq � t1u, zatem elementem najmniejszym
w  t1u,¤¡, czyli supA jest element 1. Na mocy Tw. 6(5), OdpHq � A, zatem
najwi¦kszym elementem w  OdpHq,¤¡, czyli infH jest element 1.

Dla (2): Zaªó»my, »e w  A,¤¡ nie ma elementu najwi¦kszego. Wówczas na
mocy Tw. 6(2), OgpAq � H, zatem w  OgpAq,¤¡ nie ma elementu najmniejszego,
bo nie ma tam »adnego elementu. Dlatego supA nie istnieje. Równie» na mocy
Tw. 6(5), OdpHq � A, zatem w  OdpHq,¤¡ nie ma elementu najwi¦kszego, czyli
nie istnieje infH.

Dla (3): Analogicznie na mocy Tw. 6(3),(5).

Dla (4): Analogicznie na mocy Tw. 6(4),(5).

Dla (5): Niech x P A. Poniewa» x P Ogptxuq (relacja ¤ jest zwrotna) oraz
@y P Ogptxuq, x ¤ y, wi¦c x jest najmniejszym ograniczeniem górnym zbioru txu,
zatem x � suptxu. Analogicznie wykazujemy, »e x � inftxu.

Dla (6): Niech x, y P A.

pñq: Zaªó»my, »e x ¤ y. Poniewa» y ¤ y, wi¦c y P Ogptx, yuq. Niech z P
Ogptx, yuq. Wówczas y ¤ z, zatem y jest najmniejszym ograniczeniem górnym
zbioru tx, yu, czyli y � suptx, yu.

pðq: Zaªó»my, »e y � suptx, yu. Poniewa» suptx, yu P Ogptx, yuq, wi¦c x ¤
suptx, yu, st¡d x ¤ y.

Analogicznie dowodzimy drugiej równowa»no±ci.

Dla (7): Niech A ma wi¦cej ni» jeden element. Rozwa»my X � A, dla którego
istniej¡ kresy górny i dolny w  A,¤¡.

pñq: Zaªó»my, »e X � H. Niech wi¦c a P X. Poniewa» infX jest ograniczeniem
dolnym zbioruX, wi¦c infX ¤ a. Analogicznie, a ¤ supX. Zatem z przechodnio±ci
relacji ¤ uzyskujemy: infX ¤ supX.

pðq: Zaªó»my, »e infX ¤ supX oraz nie wprost, »e X � H. Wówczas z (2)
i (1), infX � 1, oraz z (4) i (3), supX � 0, gdzie 1, 0 s¡ odpowiednio najwi¦kszym
i najmniejszym elementem w  A,¤¡. Z zaªo»enia mamy wi¦c: 1 ¤ 0. Oczywi±cie
0 ¤ 1, zatem z antysymetrii relacji ¤ uzyskujemy: 0 � 1. Jednak»e wówczas, wbrew
zaªo»eniu, A jest zbiorem 1-elementowym, bowiem dla dowolnego a P A, 0 ¤ a oraz
a ¤ 0 (skoro 0 � 1), co implikuje a � 0. l

Definicja. Zbiór cz. up.  A,¤¡, w którym A � H oraz dla ka»dego X � A
istniej¡ kresy supX, infX nazywamy krat¡ zupeªn¡.

Twierdzenie 11. Dla dowolnego zbioru U , zbiór cz. up.  P pUq,�¡ jest krat¡
zupeªn¡.

Dowód. Niech R � P pUq. Wyka»emy, »e
�

R � supR. Naturalnie
�

R P P pUq,
bo skoro R � P pUq, tzn. @A P R, A � U , wi¦c

�
R � U . Poniewa» @A P R, A �
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�
R, wi¦c

�
R P OgpRq. Niech Y P OgpRq, czyli @A P R, A � Y . Wówczas

naturalnie
�

R � Y (Tw. 11(2), Rozdziaª 1), zatem
�

R jest najmniejszym ogra-
niczeniem górnym zbioru R, tzn.

�
R � supR.

Gdy R � H, to zgodnie z Tw. 10(1) oraz Tw. 4, infR � U . Niech R �
H. Wyka»emy, »e

�
R � infR. Naturalnie

�
R P P pUq, bo dla dowolnego A P

R,
�

R � A, za± A � U . Poniewa» @A P R,
�

R � A, wi¦c
�

R P OdpRq. Niech
Y P OdpRq, tzn. @A P R, Y � A. Wówczas naturalnie Y �

�
R (Tw. 18(2),

Rozdziaª 1), zatem
�

R jest najwi¦kszym ograniczeniem dolnym zbioru R, czyli�
R � infR. l

Twierdzenie 12. W ka»dej kracie zupeªnej istnieje element najwi¦kszy i naj-
mniejszy.

Dowód. Niech  A,¤¡ b¦dzie krat¡ zupeªn¡. Istnieje wi¦c supA. Zatem na mocy
Tw. 10(2) w  A,¤¡ istnieje element najwi¦kszy. Poniewa» inf A równie» istnieje,
wi¦c na mocy Tw. 10(4) istnieje w  A,¤¡ element najmniejszy. l

Okazuje si¦, »e wystarczy stwierdzi¢ istnienie kresów jednego rodzaju dla wszyst-
kich podzbiorów danego zbioru cz. up., aby uzna¢ go za krat¦ zupeªn¡:

Twierdzenie 13. Niech  A,¤¡ b¦dzie zbiorem cz. up. Je»eli dla ka»dego X � A
istnieje w  A,¤¡ kres dolny infX, to  A,¤¡ jest krat¡ zupeªn¡.

Dowód. Zaªó»my, »e dla dowolnegoX � A istnieje infX. Aby dowie±¢ twierdzenia
wystarczy wykaza¢, »e dla ka»dego X � A istnieje supX w  A,¤¡. Rozwa»my
wi¦c dowolny X � A. Wyka»emy, »e z zaªo»enia istniej¡cy w  A,¤¡ inf OgpXq
(bo OgpXq � Aq jest kresem górnym zbioru X w  A,¤¡.

Wyka»my najpierw, »e inf OgpXq P OgpXq tzn. »e @x P X, x ¤ inf OgpXq.
Niech wi¦c x P X. Wówczas @a P OgpXq, x ¤ a, zatem x jest ograniczeniem
dolnym zbioru OgpXq; wobec tego x ¤ inf OgpXq, bo inf OgpXq jest najwi¦kszym
ograniczeniem dolnym zbioru OgpXq.

Niech teraz y P OgpXq. Naturalnie inf OgpXq P OdpOgpXqq, zatem inf OgpXq ¤
y, co dowodzi, »e inf OgpXq jest najmniejszym ograniczeniem górnym zbioru X,
zatem inf OgpXq � supX. l

Analogicznie mo»na dowie±¢ twierdzenia mówi¡cego o istnieniu kresów górnych
jako warunku wystarczaj¡cym na to, by zbiór cz. up. byª krat¡ zupeªn¡.

Twierdzenie 14. Ka»dy zbiór dobrze uporz¡dkowany maj¡cy element najwi¦kszy
jest krat¡ zupeªn¡.
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Dowód. Niech  A,¤¡ b¦dzie zbiorem dobrze uporz¡dkowanym z elementem
najwi¦kszym 1. Wówczas na podstawie Tw. 10(1) istnieje kres dolny zbioru puste-
go: infH � 1. Niech H � X � A. Oznaczmy symbolem 0 element najmniejszy
w  X,¤¡. Poniewa» @y P X, 0 ¤ y, wi¦c 0 jest ograniczeniem dolnym zbioru X.
Gdy za± dla jakiego± z P A, z jest ograniczeniem dolnym zbioru X, to z ¤ 0, bo
0 P X. Zatem 0 jest najwi¦kszym ograniczeniem dolnym zbioru X, tzn. 0 � infX.
Ostatecznie, na mocy Tw. 13,  A,¤¡ jest krat¡ zupeªn¡. l

Definicja. Niepusty zbiór cz. up.  A,¤¡ nazywamy krat¡, gdy dla dowolnych
x, y P A istniej¡ kresy inftx, yu, suptx, yu.

Naturalnie ka»da krata zupeªna jest krat¡.

Twierdzenie 15. Ka»dy niepusty ªa«cuch  A,¤¡ jest krat¡.

Dowód. Niech  A,¤¡ b¦dzie niepustym ªa«cuchem. Poniewa» @x, y P A px ¤ y
lub y ¤ xq, wi¦c na mocy Tw. 10(6), dla dowolnych x, y P A psuptx, yu � y oraz
inftx, yu � xq lub (suptx, yu � x oraz inftx, yu � yq. l

Przykªad.  N,¤¡, gdzie N � zbiór liczb naturalnych oraz ¤ � relacja bycia
liczb¡ mniejsz¡ lub równ¡, jest krat¡, cho¢ nie jest krat¡ zupeªn¡ (nie istnieje
w   N,¤¡ element najwi¦kszy � porównaj Tw. 12).

Przykªad. Rozwa»my na zbiorze N �t0u konwers relacji podzielno±ci | okre±lony
nast¦puj¡co: @x, y P N � t0u, x |� y wtw Dk P N � t0u, y � xk (tzn. x |� y wtw y
jest podzielne przez x). Wówczas  N �t0u, |�¡ jest krat¡, w której dla dowolnych
x, y P N � t0u, inftx, yu = nwppx, yq (najwi¦kszy wspólny podzielnik liczb x, y)
oraz suptx, yu = nwwpx, yq (najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ liczb x, yq.

Twierdzenie 16. Niech  A,¤¡ b¦dzie krat¡. Wówczas dla dowolnego niepustego
sko«czonego zbioru X � A istniej¡ infX oraz supX.

Dowód. Zaªó»my, »e  A,¤¡ jest krat¡. Wyka»emy indukcyjnie, »e dla dowol-
nego n � 1, 2, . . ., dla dowolnych x1, x2, . . . , xn P A istnieje suptx1, x2, . . . , xnu
w  A,¤¡.

Dla n � 1: naturalnie dla dowolnego singletonu txu � A istnieje suptxu
(Tw. 10(5)).

Zaªó»my, »e dla jakiego± n, dla dowolnych x1, x2, . . . , xn P A istnieje
suptx1, x2, . . . , xnu. Mamy wykaza¢, »e dla dowolnych x1, . . . , xn, xn�1 P A, ist-
nieje suptx1, x2, . . . , xn, xn�1u.
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Rozwa»my wi¦c dowolne x1, x2, . . . , xn, xn�1 P A. Z zaªo»enia istnieje kres
suptx1, x2, . . . , xnu. Wyka»emy, »e suptx1, . . . , xn, xn�1u � suptsuptx1, . . . , xnu,
xn�1u (poniewa»  A,¤¡ jest krat¡, wi¦c suptsuptx1, . . . , xnu, xn�1u musi istnie¢
je±li tylko istnieje suptx1, . . . , xnuq. Oznaczmy a � suptsuptx1, . . . , xnu, xn�1u. Po-
niewa» dla ka»dego i � 1, 2, . . . , n, xi ¤ suptx1, . . . , xnu ¤ a oraz xn�1 ¤ a, wi¦c
a P Ogptx1, . . . , xn, xn�1uq. Zaªó»my teraz, »e x P Ogptx1, . . . , xn, xn�1uq. Wówczas
x P Ogptx1, . . . , xnuq, zatem suptx1, . . . , xnu ¤ x. Naturalnie xn�1 ¤ x. Zatem x P
Ogptsuptx1, . . . , xnu, xn�1uq. St¡d a ¤ x, co dowodzi, »e a � suptx1, . . . ,n , xn�1u.

Analogicznie wykazujemy odpowiednik dowodzonego wyra»enia dla kresów dol-
nych:

dla dowolnego n � 1, 2, . . ., dla dowolnych x1, x2, . . . , xn P A istnieje kres
inftx1, x2, . . . , xnu w  A,¤¡. l

Wniosek. Ka»da krata sko«czona jest krat¡ zupeªn¡.

Dowód. Poniewa» ka»dy podzbiór kraty sko«czonej jest sko«czony, wi¦c wobec
Tw. 16 wystarczy wykaza¢, »e w kracie sko«czonej istniej¡ supH oraz infH.

Niech  A,¤¡ b¦dzie krat¡ sko«czon¡. Wówczas istnieje supA. Zatem na mo-
cy Tw. 10(2), w  A,¤¡ istnieje element najwi¦kszy 1. St¡d wedªug Tw. 10(1),
infH � 1, zatem infH istnieje. Ponadto w  A,¤¡ istnieje inf A. Zatem na mocy
Tw. 10(4) w  A,¤¡ istnieje element najmniejszy 0. St¡d, zgodnie z Tw. 10(3),
supH � 0, zatem supH istnieje. l

�4. Izomor�zm zbiorów cz¦±ciowo uporz¡dkowanych

Definicja. Niech  A1,¤1¡, A2,¤2¡ b¦d¡ zbiorami cz. up. Funkcj¦ f : A1 ÝÑ
A2 tak¡, »e f jest bijekcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ A1 na A2 oraz tak¡, »e speªniony jest
warunek:

(ISO) @x, y P A1px ¤1 y wtw fpxq ¤2 fpyqq,

nazywamy izomor�zmem zbiorów cz. up.  A1,¤1¡, A2,¤2¡.
Zbiory cz. up.   A1,¤1¡,  A2,¤2¡, dla których istnieje izomor�zm nazywa-

my izomor�cznymi.

Jasne jest, »e zbiory cz. up.  A1,¤1¡, A2,¤2¡ izomor�czne maj¡ nie tylko
tak¡ sam¡ ilo±¢ elementów, ale dzi¦ki warunkowi (ISO), równie» t¦ sam¡ struktur¦
uporz¡dkowania, w jednym zbiorze dan¡ relacj¡ ¤1, w drugim relacj¡ ¤2.

Okazuje si¦, »e ka»d¡ struktur¦ uporz¡dkowania wyznaczon¡ przez relacj¦ cz¦-
±ciowego porz¡dku mo»na reprezentowa¢ relacj¡ inkluzji w nast¦puj¡cym sensie:
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Twierdzenie 17 (o reprezentacji zbiorów cz. up.). Niech  A,¤¡ b¦dzie do-
wolnym zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkownym. Wówczas funkcja f : A ÝÑ tOdptxuq :
x P Au (gdzie Odptxuq jest zbiorem ogranicze« dolnych zbioru txu w  A,¤¡, tzn.
Odptxuq � ty P A : y ¤ xuq okre±lona nast¦puj¡co: @x P A, fpxq � Odptxuq, jest
izomor�zmem zbiorów cz. up.  A,¤¡, tOdptxuq : x P Au,�¡.

Dowód. Niech  A,¤¡ b¦dzie dowolnym zbiorem cz. up. Naturalnie  tOdptxuq :
x P Au,�¡, jako podzbiór zbioru cz. up.  P pAq,�¡, jest zbiorem cz. up. Z okre-
±lenia wida¢, »e funkcja f jest �na�. Wyka»my, »e f jest ró»nowarto±ciowa. Niech
zatem fpxq � fpyq dla jakich± x, y P A. Wówczas Odptxuq � Odptyuq. Ponie-
wa» x P Odptxuq, wi¦c x P Odptyuq, czyli x ¤ y. Poniewa» y P Odptyuq, wi¦c
y P Odptxuq, czyli y ¤ x, zatem na mocy antysymetrii relacji ¤ otrzymujemy,
x � y.

Wykazujemy warunek (ISO). Niech x, y P A.
pñq:Zaªó»my, »e x ¤ y. Niech z P Odptxuq. Wówczas z ¤ x. Zatem z przechod-

nio±ci relacji ¤, z ¤ y, czyli z P Odptyuq, co oznacza, wobec dowolno±ci wyboru
elementu z, »e Odptxuq � Odptyuq. Zatem fpxq � fpyq.
pðq: Na odwrót, niech fpxq � fpyq, tzn. Odptxuq � Odptyuq. Poniewa» x P

Odptxuq, wi¦c x P Odptyuq, zatem x ¤ y. l

Zgodnie z identyczno±ci¡ uporz¡dkowa« zbiorów cz. up. izomor�cznych, ocze-
kujemy, i» w przypadku, gdy jeden z nich jest krat¡ zupeªn¡, to i drugi równie»
jest krat¡ zupeªn¡:

Twierdzenie 18. Niech f : A ÝÑ B b¦dzie izomor�zmem zbiorów cz. up.
 A,¤A¡ oraz  B,¤B¡. Niech ponadto  A,¤A¡ b¦dzie krat¡ zupeªn¡. Wów-
czas  B,¤B¡ jest równie» krat¡ zupeªn¡ tak¡, »e dla dowolnego Y � B, supB Y �

fpsupA
Ð

f pY qq oraz infB Y � fpinfA
Ð

f pY qq.

Ponadto dla dowolnego X � A, fpsupA Xq � supB
Ñ

f pXq oraz fpinfA Xq �

infB
Ñ

f pXq.

Dowód. Zaªó»my, »e f jest izomor�zmem zbiorów cz. up.  A,¤A¡,  B,¤B¡

oraz »e  A,¤A¡ jest krat¡ zupeªn¡. Niech Y � B. Wówczas
Ð

f pY q � A. Niech
y P Y . Poniewa» f jest �na� rozwa»my x P A taki, »e y � fpxq. Naturalnie

z de�nicji przeciwobrazu, x P
Ð

f pY q. Poniewa» istniej¡cy z zaªo»enia supA
Ð

f pY q

jest ograniczeniem górnym zbioru
Ð

f pY q w  A,¤A¡, wi¦c x ¤A supA
Ð

f pY q. St¡d

na podstawie (ISO), fpxq ¤B fpsupA
Ð

f pY qq, zatem y ¤B fpsupA
Ð

f pY qq. Czyli wo-

bec dowolno±ci wyboru elementu y ze zbioru Y, fpsupA
Ð

f pY qq jest ograniczeniem
górnym zbioru Y w  B,¤B¡.
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Zaªó»my teraz, »e z P OgBpY q, tzn. @y P Y, y ¤B z. Niech a P A b¦dzie ta-

ki, »e z � fpaq. Wówczas @x P
Ð

f pY q, x ¤A a. We¹my bowiem x P
Ð

f pY q. Wtedy
fpxq P Y , zatem fpxq ¤B z, tzn. fpxq ¤B fpaq. Z warunku (ISO) mamy wówczas:

x ¤A a. Ostatecznie, a jest ograniczeniem górnym zbioru
Ð

f pY q w  A,¤A¡. Zatem

supA
Ð

f pY q ¤A a i konsekwentnie z (ISO) otrzymujemy: fpsupA
Ð

f pY qq ¤B fpaq,

czyli fpsupA
Ð

f pY qq ¤B z, co oznacza, »e fpsupA
Ð

f pY qq jest najmniejszym ograni-

czeniem górnym zbioru Y w  B,¤B¡, czyli fpsupA
Ð

f pY qq � supB Y .

Analogicznie dowodzi si¦, »e fpinfA
Ð

f pY qq jest kresem dolnym zbioru Y
w  B,¤B¡.

Aby dowie±¢ drugiej cz¦±ci twierdzenia, rozwa»my X � A. Poniewa» f jest

bijekcj¡, wi¦c na mocy Tw. 12(7), Rozdziaª 4, X �
Ð

f p
Ñ

f pXqq. Zatem, na podstawie

pierwszej cz¦±ci twierdzenia, supB
Ñ

f pXq � fpsupA
Ð

f p
Ñ

f pXqqq � fpsupA Xq oraz

infB
Ñ

f pXq � fpinfA
Ð

f p
Ñ

f pXqqq � fpinfA Xq. l

Ostatnie twierdzenie tego rozdziaªu stwierdza mo»liwo±¢ odtworzenia porz¡dku
danego zbioru cz. up. na bijektywnym obrazie tego zbioru:

Twierdzenie 19. Niech  A,¤A¡ b¦dzie zbiorem cz. up. oraz niech B b¦dzie

dowolnym zbiorem takim, »e B �
Ñ

fpAq dla pewnej bijekcji f . Wówczas relacja ¤B

zde�niowana na zbiorze B nast¦puj¡co:

@x, y P B, x ¤B y wtw f�pxq ¤A f�pyq,

jest relacj¡ cz¦±ciowo porz¡dkuj¡c¡ oraz funkcja f jest izomor�zmem zbiorów cz¦-
±ciowo uporz¡dkowanych  A,¤A¡, B,¤B¡.

Ponadto je±li   A,¤A¡ jest liniowo (dobrze) uporz¡dkowany, to równie»
 B,¤B¡ jest liniowo (dobrze) uporz¡dkowany.

Dowód. Niech   A,¤A¡ b¦dzie zbiorem cz. up. Zaªó»my, »e f : A ÝÑ B
jest bijekcj¡. Oczywi±cie konwers funkcji f jest wówczas funkcj¡ przeksztaªcaj¡-
c¡ zbiór B na A (Tw. 8, Rozdziaª 4). Naturalnie dla dowolnego x P B, skoro
¤A jest zwrotna, wi¦c f�pxq ¤A f�pxq. Zatem z de�nicji relacji ¤B , x ¤B x,
tzn. ¤B jest zwrotna. Aby dowie±¢ jej antysymetrii zaªó»my, »e dla x, y P B,
x ¤B y oraz y ¤B x. Wówczas f�pxq ¤A f�pyq oraz f�pyq ¤A f�pxq, zatem
na mocy antysymetrii relacji ¤A, f�pxq � f�pyq. St¡d fpf�pxqq � fpf�pyqq
i konsekwentnie, x � y (por. Tw. 6(ii), Rozdziaª 4). Przechodnio±¢ relacji ¤B

wynika natychmiast z przechodnio±ci relacji ¤A.

Aby wykaza¢, »e bijekcja f jest »¡danym izomor�zmem nale»y dowie±¢ wa-
runku (ISO): @a, b P A : a ¤A b wtw fpaq ¤B fpbq. Otó» na mocy Tw. 6(ii),
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Rozdziaª 4 oraz de�nicji relacji ¤B mamy: a ¤A b wtw f�pfpaqq ¤A f�pfpbqq wtw
fpaq ¤B fpbq.

Zaªó»my teraz, »e  A,¤A¡ jest ªa«cuchem. Rozwa»my dowolne x, y P B. Oczy-
wi±cie f�pxq, f�pyq P A. Zatem z zaªo»enia, f�pxq ¤A f�pyq lub f�pyq ¤A f�pxq,
co z de�nicji relacji ¤B jest równowa»ne alternatywie: x ¤B y lub y ¤B x. Wobec
dowolno±ci wyboru elementów x, y stwierdzamy, »e  B,¤B¡ jest ªa«cuchem.

Zaªó»my wreszcie, »e  A,¤A¡ nie tylko jest ªa«cuchem, ale ponadto dla do-
wolnego niepustego X � A istnieje element najmniejszy w  X,¤A¡. Rozwa»my

dowolny niepusty podzbiór Y w ªa«cuchu  B,¤B¡. Poniewa» H �
Ð

f pY q � A,
wi¦c zgodnie z zaªo»eniem, niech a b¦dzie elementem najmniejszym zbioru cz. up.

 
Ð

f pY q,¤A¡. Czyli

(1) @b P
Ð

f pY q, a ¤A b

oraz a P
Ð

f pY q. St¡d oczywi±cie: fpaq P Y . Rozwa»my dowolny x P Y . Natural-

nie f�pxq P
Ð

f pY q, bo fpf�pxqq P Y , skoro fpf�pxqq � x. Zatem na mocy (1),
a ¤A f�pxq, czyli f�pfpaqq ¤A f�pxq (bo a � f�pfpaqqq, co wobec de�nicji relacji
¤B daje: fpaq ¤B x. Wobec dowolno±ci wyboru elementu x ze zbioru Y , ±wiadczy to

o tym, i» fpaq jest elementem najmniejszym w zbiorze cz. up.  
Ð

f pY q,¤B¡. Po-
niewa» Y � B byª dowolnie wybrany, wi¦c ªa«cuch  B,¤B¡ jest dobrze uporz¡d-
kowany. l

Literatura po±wi¦cona zbiorom cz¦±ciowo uporz¡dkowanym jest bardzo bogata.
W kwestiach fundamentalnych por. np. [18] lub [15]. Pozycje te obejmuj¡ równie»
zagadnienia z nast¦pnego rozdziaªu.





Rozdziaª 6. Relacje równowa»no±ciowe

Jednym z bardzo u»ytecznych, nie tylko w matematyce, poj¦¢ teoriomnogo±-
ciowych jest relacja równowa»no±ciowa. Wskazuje ona na pewien aspekt, wzgl¦dem
którego elementy zbioru, na którym jest okre±lona s¡ do siebie podobne, oraz for-
malnie reprezentuje to podobie«stwo.

W ogólno±ci, gdy jakie± dowolne dwa obiekty s¡ do siebie podobne, to s¡ one
podobne zawsze pod pewnym wzgl¦dem. Ów wzgl¡d czy aspekt to pewna wªasno±¢
b¡d¹ wªasno±ci. Dwa przedmioty s¡ podobne ze wzgl¦du na dan¡ wªasno±¢, gdy
maj¡ one t¦ sam¡ �warto±¢� czy te» jako±¢ tej wªasno±ci. Mówimy na przykªad,
»e dwa przedmioty materialne s¡ podobne ze wzgl¦du na ksztaªt czy barw¦, gdy
przedmioty te maj¡ ten sam ksztaªt czy s¡ tej samej barwy.

Otó» podobie«stwo ze wzgl¦du na dan¡ wªasno±¢, ma wszystkie cechy relacji
równowa»no±ciowej:

- zwrotno±¢: dany obiekt jest podobny ze wzgl¦du na dan¡ wªasno±¢ sam do
siebie,

- symetria: je»eli jeden obiekt jest podobny ze wzgl¦du na dan¡ wªasno±¢ do dru-
giego, czyli gdy oba obiekty maj¡ t¦ sam¡ �warto±¢� owej wªasno±ci, to naturalnie
ten drugi obiekt jest podobny wzgl¦dem tej wªasno±ci do pierwszego,

- przechodnio±¢: gdy jeden obiekt jest podobny ze wzgl¦du na dan¡ wªasno±¢ do
drugiego, ten za± z kolei do trzeciego, to wszystkie trzy obiekty maj¡ t¦ sam¡ �war-
to±¢� wªasno±ci, w szczególno±ci pierwszy i trzeci, zatem s¡ one podobne wzgl¦dem
tej wªasno±ci.

Z drugiej strony, mo»na uwa»a¢, »e dowolna relacja równowa»no±ci reprezentu-
je pewien stosunek podobie«stwa. Mówi¡c precyzyjniej, reprezentuje ona stosunek
podobie«stwa ze wzgl¦du na pewn¡ wªasno±¢, jaki ma miejsce w±ród elementów
zbioru, na którym relacja jest okre±lona. Wªasno±¢ ta jest konstytuowana przez
swoje warto±ci, jakimi s¡ tu tzw. klasy abstrakcji wzgl¦dem tej relacji równowa»no-
±ci. Owe klasy abstrakcji s¡ jednoznacznie przez t¦ relacj¦ okre±lone (por. �2).

�1. Krata relacji równowa»no±ci

Definicja. Relacj¦ binarn¡ � okre±lon¡ na zbiorze A nazywamy relacj¡ równo-
wa»no±ciow¡ (lub równowa»no±ci), gdy � jest zwrotna, symetryczna i przechodnia
na A.

Uwaga.Relacja H jest (jedyn¡) relacj¡ równowa»no±ciow¡ na zbiorze H.

Przykªad. Relacje idA, A�A s¡ równowa»no±ciowe na A.

79
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Twierdzenie 1. Relacja idA, gdzie A � H, jest jedyn¡ relacj¡ równowa»no±ciow¡
i cz¦±ciowo porz¡dkuj¡c¡ na zbiorze A.

Dowód. Jest oczywiste, »e idA jest jednocze±nie relacj¡ równowa»no±ciow¡ i cz¦-
±ciowo porz¡dkuj¡c¡. Zaªó»my, »e relacja binarna R � A � A jest relacj¡ równo-
wa»no±ciow¡ oraz cz¦±ciowo porz¡dkuj¡c¡, oraz R � idA. Poniewa» R jest zwrotna,
wi¦c idA � R. Zatem nie jest tak, »e R � idA. Niech wi¦c dla x, y P A b¦dzie tak,
»e  x, y¡ P R oraz  x, y¡ R idA, tzn. x � y. Poniewa» R jest symetryczna, wi¦c
 y, x¡ P R. Lecz R jest równie» antysymetryczna, zatem x � y. Sprzeczno±¢. l

Twierdzenie 2. Niech dla dowolnego zbioru A,EpAq oznacza zbiór wszystkich
relacji równowa»no±ci na zbiorze A. Wówczas  EpAq,�¡ jest krat¡ zupeªn¡.

Dowód. Naturalnie  EpAq,�¡ jest zbiorem cz. up., jako »e EpAq � P pA � Aq,
za±  P pA�Aq,�¡ jest zbiorem cz. up.

Na mocy Tw. 13, Rozdziaª 5, wystarczy wykaza¢, »e dla dowolnego R � EpAq
istnieje inf R w zbiorze cz. up.  EpAq,�¡. Poniewa»  EpAq,�¡ ma element
najwi¦kszy: A�A (ma te» on element najmniejszy: idA, skoro idA jest podzbiorem
ka»dej relacji zwrotnej na A), wi¦c na mocy Tw. 10(1), Rozdziaª 5, inf H � A�A,
a wi¦c inf H istnieje.

We¹my pod uwag¦ niepusty zbiór R relacji równowa»no±ciowych na A. Ponie-
wa»

�
R � θ dla ka»dej θ P R, oraz dla dowolnej � P EpAq takiej, »e @θ P R,� � θ

mamy: � �
�

R, wi¦c gdy wyka»emy, »e
�

R jest relacj¡ równowa»no±ci na A, to
tym samym wyka»emy, »e

�
R � inf R.

Jest oczywiste, »e
�

R � A � A. Aby wykaza¢, »e
�

R jest zwrotna, we¹my
x P A. Poniewa» dla dowolnej θ P R, x, x¡ P θ (bo ka»da relacja θ P R jest
zwrotna), wi¦c  x, x¡ P

�
R.

We¹my teraz x, y P A i zaªó»my, »e  x, y¡ P
�

R. Zatem  x, y¡ P θ dla ka»dej
θ P R. Lecz ka»da relacja θ P R jest symetryczna. Zatem dla ka»dej θ P R, y, x¡
P θ, co oznacza, »e  y, x¡ P

�
R, czyli

�
R jest relacj¡ symetryczn¡ na A.

W celu wykazania przechodnio±ci relacji
�

R zaªó»my, »e dla jakich± x, y, z P
A, x, y¡, y, z¡ P

�
R. Wówczas @θ P R, x, y¡, y, z¡ P θ. Poniewa» ka»da

θ P R jest przechodnia, wi¦c @θ P R, x, z¡ P θ, czyli  x, z¡ P
�

R, zatem relacja�
R jest przechodnia (por. �5, Rozdziaª 3). l

Uwaga. Istnienie zbioru EpAq gwarantuje aksjomat podzbiorów.

Gdy A � H, krata  EpAq,�¡ jest jednoelementowa � tym jedynym elementem
jest relacja H.

Gdy A � H, w ogólno±ci nie jest tak, »e dla dowolnegoR � EpAq, supR �
�

R.
W przypadku R � H, oczywi±cie supR �

�
R, bo supH = idA � H, skoro

idA jest najmniejszym elementem w  EpAq,�¡; tymczasem
�
H � H. Lecz
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równie» w przypadku R � H, na ogóª supR �
�

R, poniewa» nie dla ka»dego
R � EpAq,

�
R P EpAq, skoro

�
R na ogóª nie jest relacj¡ przechodni¡ (zob. �5,

Rozdziaª 3).
Jednak»e

�
R pR � H) jest relacj¡ zwrotn¡ i symetryczn¡: dla dowolnego

x P A, x, x¡ P θ dla jakiej± (nawet ka»dej) θ P R, zatem  x, x¡ P
�

R, czyli
�

R
jest zwrotna; gdy za± dla x, y P A, x, y¡ P

�
R, to  x, y¡ P θ dla pewnej θ P R,

zatem wobec symetryczno±ci relacji θ mamy:  y, x¡ P θ, st¡d  y, x¡ P
�

R, czyli�
R jest relacj¡ symetryczn¡ na A.
Wobec tego, na mocy Tw. 8, Rozdziaª 3 oraz Tw. 7(1), Rozdziaª 3, stwierdza-

my, »e tranzytywne domkni¦cie relacji
�

R (gdy R � H) jest relacj¡ równowa»-
no±ciow¡, tzn. p

�
Rq� P EpAq. Ponadto skoro @θ P R, θ �

�
R oraz

�
R �

p
�

Rq� (Tw. 7(2), Rozdziaª 3), wi¦c relacja p
�

Rq� jest ograniczeniem górnym
zbioru R w zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym  EpAq,�¡. Co wi¦cej, gdy relacja
� P EpAq jest ograniczeniem górnym zbioru R, a wi¦c gdy @θ P R, θ � �, to
wówczas (Tw. 11(2), Rozdziaª 1)

�
R � �, zatem wobec przechodnio±ci relacji

�, na podstawie Tw. 7(3), Rozdziaª 3, otrzymujemy: p
�

Rq� � �. Ostatecznie,
tranzytywne domkni¦cie p

�
Rq� jest najmniejszym ograniczeniem górnym zbioru

R w  EpAq,�¡, tzn. p
�

Rq� � supR (dla R � H równo±¢ ta nie zachodzi;
tranzytywne domkni¦cie relacji

�
H, a wi¦c tranzytywne domkni¦cie relacji pustej

jest relacj¡ pust¡ � por. �5, Rozdziaª 3).
Jak nale»aªo oczekiwa¢, w przypadku, gdy

�
R jest relacj¡ równowa»no±ciow¡

(ªatwo sprawdzi¢, »e
�

R P EpAq, gdy R jest ªa«cuchem), tzn. w przypadku, gdy�
R jest relacj¡ przechodni¡, p

�
Rq� �

�
R, zatem wówczas

�
R � supR.

Ostatecznie, korzystaj¡c z de�nicji tranzytywnego domkni¦cia, otrzymujemy
jawn¡ posta¢ kresu górnego dowolnego niepustego podzbioru R w kracie zupeªnej
 EpAq,�¡:

dla dowolnych x, y P A, x, y¡ P supR wtw  x, y¡ P p
�

Rq� wtw dla pewnego
n ¥ 2 istniej¡ z1, z2, . . . , zn P A oraz θ1, θ2, , θn�1 P R (niekoniecznie ró»ne) takie,
»e x � z1, z1, z2¡ P θ1, z2, z3¡ P θ2, . . . , zn�1, zn¡ P θn�1, zn � y.

Przykªad. Niech A � ta, b, cu. Wówczas krata  EpAq,�¡ ma posta¢:

� θ1 � θ3

�A�A

� idA

� θ2

�
�
�@

@
@

�
�
�@

@
@

gdzie θ1 � idA Y t  a, b¡,  b, a¡u, θ2 � idA Y t  a, c¡,  c, a¡u oraz θ3 �
idA Y t b, c¡, c, b¡u.
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�2. Klasa abstrakcji, zbiór ilorazowy, podziaª zbioru

Definicja. Niech � b¦dzie relacj¡ równowa»no±ciow¡ na A. Dla dowolnego a P A,
zbiór ras� � tx P A : a � xu nazywamy klas¡ abstrakcji elementu a (b¡d¹ której
reprezentantem jest element a) wzgl¦dem relacji równowa»no±ciowej �. (Podobnie
jak w przypadku relacji cz¦±ciowo porz¡dkuj¡cych b¦dziemy pisa¢: x � y zamiast
 x, y¡ P �.)

Zbiór A{� � tras� : a P Au nazywamy zbiorem ilorazowym zbioru A wzgl¦dem
relacji �.

Relacj¦ równowa»no±ci � okre±lon¡ na zbiorze A mo»na postrzega¢ jako stosu-
nek podobie«stwa ze wzgl¦du na wªasno±¢ reprezentowania klasy abstrakcji. Praw-
dziwe jest bowiem wyra»enie:

dla dowolnych x, y P A, elementy x, y s¡ podobne ze wzgl¦du na tak¡ wªasno±¢
wtw x � y.

Albowiem speªnione s¡ równowa»no±ci: elementy x, y P A s¡ podobne ze wzgl¦du
na tak pojmowan¡ wªasno±¢ wtw maj¡ one t¦ sam¡ jej warto±¢ wtw reprezentuj¡
one t¦ sam¡ klas¦ abstrakcji (tzn. rxs� � rys�q, co jest równowa»ne temu (zob.
Tw. 3(2)), i» x � y.

W dalszym ci¡gu, je±li na uwadze b¦dziemy mieli jedn¡ ustalon¡ relacj¦ równo-
wa»no±ciow¡ �, b¦dziemy pisa¢ ras zamiast ras�.

Twierdzenie 3. Niech � b¦dzie dowoln¡ relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze A.
Wówczas dla dowolnych x, y P A,
(1) x P rxs,

(2) x � y wtw rxs � rys,

(3) rxs X rys � H ñ rxs � rys,

(4)
�
pA{�q � A.

Dowód. Rozwa»my x, y P A.
Dla (1): Poniewa» � jest relacj¡ zwrotn¡, wi¦c x � x, zatem x P rxs.
Dla (2): pñq: Zaªó»my, »e x � y. p�q: Niech z P rxs. Wówczas x � z. Poniewa»

z symetrii relacji � mamy: y � x, wi¦c na mocy przechodnio±ci, y � z, za-
tem z P rys. (�): Na odwrót, niech z P rys, tzn. y � z. Wówczas z zaªo»enia
i z przechodnio±ci, x � z, czyli z P rxs.

pðq: Zaªó»my, »e rxs � rys. Na mocy (1), y P rys, zatem z zaªo»enia, y P rxs,
czyli x � y.
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Dla (3): Zaªó»my, »e rxs X rys � H. Niech wi¦c a P rxs X rys, tzn. a P rxs oraz
a P rys. Zatem x � a i y � a. Wówczas z symetrii relacji � mamy: a � y, zatem
z przechodnio±ci, x � y, co na mocy (2) implikuje równo±¢ rxs � rys.

Dla (4): Poniewa» dla dowolnego x P A, rxs � A, wi¦c
�
pA{�q � A. Aby

dowie±¢ odwrotnej inkluzji zaªó»my, »e x P A. Wówczas na mocy (1), x P rxs, za±
rxs P A{�. Zatem DZpZ P A{� ^ x P Zq, czyli x P

�
pA{�q. l

Stosunek podobie«stwa ze wzgl¦du na dan¡ wªasno±¢, jaki zachodzi mi¦dzy
obiektami jest ±ci±le zwi¡zany z podziaªem czy klasy�kacj¡ tych obiektów.

Z jednej strony, maj¡c dany stosunek podobie«stwa ze wzgl¦du na pewn¡ wªa-
sno±¢, wszystkie te obiekty, które s¡ podobne do siebie, a wi¦c maj¡ce t¦ sam¡
�warto±¢� wªasno±ci, �wrzucamy do jednego worka�, odró»niaj¡c je czy wydzielaj¡c
od pozostaªych. Otrzymujemy tyle ró»nych �worków�, ile jest ró»nych �warto±ci�
wªasno±ci, ze wzgl¦du na któr¡ obiekty s¡ do siebie podobne.

Z drugiej strony, maj¡c dany podziaª klasy obiektów na rozª¡czne cz¦±ci (�wor-
ki�), mo»emy zde�niowa¢ stosunek podobie«stwa mi¦dzy tymi obiektami ze wzgl¦du
na pewn¡ wªasno±¢: dwa obiekty s¡ do siebie podobne, gdy nale»¡ do tej samej cz¦-
±ci podziaªu. Zazwyczaj podziaª obiektów na cz¦±ci opiera si¦ na jakim± kryterium
wskazuj¡cym pewn¡ wªasno±¢ przysªuguj¡c¡ obiektom w ró»nym stopniu czy nat¦-
»eniu. Obiekty, którym wªasno±¢ ta przysªuguje w tym samym stopniu tworz¡ cz¦±¢
podziaªu. Tym samym podobie«stwo okre±lone przez podziaª jest podobie«stwem
ze wzgl¦du na wªasno±¢ wskazan¡ w kryterium tego podziaªu.

Na przykªad, bior¡c pod uwag¦ podziaª wszelkich nauk, dokonany przez K. Aj-
dukiewicza w [2], na nauki aprioryczne, empiryczne i humanistyczne, mo»emy okre-
±li¢ podobie«stwo mi¦dzy dwiema naukami ze wzgl¦du na status ich ostatecznych
przesªanek (zob. [2]). Dwie nauki s¡ do siebie podobne, gdy albo s¡ aprioryczne,
albo empiryczne, albo humanistyczne, co ma miejsce dokªadnie wtedy, gdy maj¡
one ten sam status ostatecznych przesªanek (kryterium podziaªu jest tu wªasno±¢
okre±lona jako status ostatecznych przesªanek).

Zarysowany tu zwi¡zek mi¦dzy podobie«stwem a podziaªem b¦dzie przedmio-
tem teoriomnogo±ciowych rozwa»a« w nast¦pnym paragra�e. Aby te rozwa»ania
umo»liwi¢, dysponuj¡c ju» poj¦ciem relacji równowa»no±ci jako formalnym repre-
zentantem stosunku podobie«stwa, potrzebujemy jeszcze teoriomnogo±ciowego od-
powiednika poj¦cia podziaªu.

Definicja. Zbiór Π podzbiorów zbioru A nazywamy podziaªem zbioru A, gdy
(1) @X P Π, X � H,
(2) @X,Y P Π pX X Y � Hñ X � Y q,
(3)

�
Π � A.
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Uwaga. Istnieje dokªadnie jeden podziaª zbioru H. Jest nim zbiór Π � H.

Przykªad. Zbiory ttau : a P Au, tAu s¡ podziaªami niepustego zbioru A.
Dowolny zbiór Π taki, »e @X P Π, X � H oraz @X,Y P Π pX X Y � Hñ X �

Y q jest podziaªem zbioru
�

Π.

Definicja. Dla dowolnego zbioru A niech Part(A) b¦dzie zbiorem wszystkich
podziaªów zbioru A. Niech Π,Q P Part(A). Mówimy, »e podziaª Π jest drobniejszy
ni» Q wtw @Y P Q DR P Part(Y ), R � Π. (Podziaª Π jest drobniejszy ni» podziaª
Q wtw dla ka»dego elementu Y podziaªu Q znajdziemy w±ród elementów podziaªu
Π takie, »e ich zbiór jest podziaªem zbioru Y .)

Przykªad. Poni»szy rysunek przedstawia podziaªy Π � tX1, X2, . . . , X7u oraz
Q � tY1, Y2, Y3u zbioru A takie, »e Π jest drobniejszy ni» Q. Podzbiory tX1, X2u,
tX3, X4, X5u, tX6, X7u podziaªu Π s¡ podziaªami odpowiednio nast¦puj¡cych ele-
mentów podziaªu Q : Y1, Y2, Y3.

�
A

�
��

�
��

H
HH

H
HH

� Y1

�
�
�
�

� Y2

�
�
�
�

A
A
A
A

� Y3

A
A
A
A

�
X1

�
X2

�
X3

�
X4

�
X5

�
X6

�
X7

Lemat. Dla dowolnych podziaªów Π,Q zbioru A, Π jest drobniejszy ni» Q wtw
@X P Π DY P Q, X � Y .

Dowód. (ñ): Zaªó»my »e Π jest podziaªem drobniejszym ni» Q. Niech X P Π.
Poniewa» X � H, wi¦c niech a P X. Skoro

�
Q � A oraz a P A, wi¦c a P

�
Q.

Niech zatem Y P Q b¦dzie taki, »e a P Y . Wyka»emy, »e X � Y co sko«czy dowód
tej cz¦±ci lematu. Rozwa»my na mocy zaªo»enia podziaªR zbioru Y taki, »eR � Π.
Wówczas

�
R � Y , zatem a P

�
R. Wobec tego dla pewnego X1 P R : a P X1.

Lecz X1 P Π (bo R � Π). Mamy wi¦c: a P X X X1, st¡d X X X1 � H, czyli
X1 � X. Ale X1 �

�
R (bo X1 P Rq, zatem X �

�
R. Jednak»e

�
R � Y , wi¦c

X � Y .
pðq: Zaªó»my, »e @X P Π DY P Q, X � Y . Rozwa»my dowolny Y P Q. Niech

RY � tX P Π : X � Y u. Jest jasne, »e RY � Π. Wyka»emy, »e RY P Part(Y ) co
zako«czy dowód. Warunki: @X P RY , X � H oraz @X1, X2 P RY pX1XX2 � Hñ
X1 � X2q s¡ oczywi±cie speªnione, bo RY � Π. Wyka»emy, »e

�
RY � Y . Inkluzja



�3. Relacje równowa»no±ci a podziaªy 85

p�q jest oczywista, bo skoro @X P RY , X � Y , to
�

RY � Y . Aby dowie±¢ inkluzji
odwrotnej zaªó»my, »e a P Y . Naturalnie a P A. Poniewa»

�
Π � A, wi¦c a P

�
Π,

czyli dla pewnego X P Π, a P X. Wówczas z zaªo»enia niech Y0 P Q b¦dzie taki, »e
X � Y0. Wtedy a P Y0, wi¦c a P Y X Y0, czyli Y X Y0 � H. Jednak»e Y, Y0 P Q.
Zatem Y0 � Y . St¡d X � Y . Poniewa» X P Π, wi¦c z de�nicji zbioru RY mamy:
X P RY . Ponadto a P X. Ostatecznie, a P

�
RY . l

Twierdzenie 4. Relacja ¤ okre±lona na zbiorze Part(A) wszystkich podziaªów
zbioru A nast¦puj¡co: Π ¤ Q wtw @X P Π DY P Q, X � Y , jest relacj¡ cz¦±ciowo
porz¡dkuj¡c¡. (Na mocy lematu relacja ¤ jest relacj¡ bycia drobniejszym.)

Dowód. Niech Π P Part(A). We¹my X P Π. Wówczas oczywi±cie X � X, zatem
DY P Π, X � Y , st¡d Π ¤ Π, tzn. relacja ¤ jest zwrotna na PartpA).

Aby wykaza¢, »e ¤ jest antysymetryczna, zaªó»my, »e dla Π,Q P PartpA),
Π ¤ Q oraz Q ¤ Π. Wykazujemy równo±¢ Π � Q.

p�q: Niech Z P Π. Poniewa» Π ¤ Q, wi¦c Z � Y dla pewnego Y P Q. Skoro
Y P Q oraz Q ¤ Π, to Y � X dla pewnego X P Π. Skoro Z � Y oraz Y � X, wi¦c
Z � X, czyli Z XX � Z. Na mocy warunku (1) de�nicji podziaªu, Z � H, czyli
Z X X � H. Ponadto Z,X P Π, zatem na mocy warunku (2) de�nicji podziaªu
mamy: Z � X. A wi¦c nie tylko Z � Y , lecz równie» Y � Z (bo Y � Xq. St¡d
Z � Y . Lecz Y P Q, zatem Z P Q.

Inkluzj¦ p�q dowodzimy analogicznie.
Aby wykaza¢, »e relacja¤ jest przechodnia na Part(A) zaªó»my, »e dla Π,Q,R P

Part(A), Π ¤ Q oraz Q ¤ R. Mamy wykaza¢, »e Π ¤ R.
We¹my wi¦c X P Π. Poniewa» Π ¤ Q, wi¦c X � Y dla pewnego Y P Q. Skoro

jednak Q ¤ R, wi¦c Y � Z dla pewnego Z P R. Ostatecznie X � Z oraz Z P R,
czyli Π ¤ R. l

�3. Relacje równowa»no±ci a podziaªy

W niniejszym paragra�e uzasadnimy intuicyjnie oczywisty fakt, i» z praktycz-
nego puntu widzenia poj¦cia podziaªu oraz relacji równowa»no±ci mog¡ by¢ uto»-
samione.

Dowolna relacja równowa»no±ci okre±lona na danym zbiorze wyznacza podziaª
tego zbioru jak nast¦puje:

Twierdzenie 5 (zasada abstrakcji). Dla dowolnej relacji równowa»no±ci �
na zbiorze A, zbiór ilorazowy A{� jest podziaªem zbioru A.

Dowód. Warunek (1) de�nicji podziaªu zachodzi dla A{� na mocy Tw. 3(1),
warunek (2) na podstawie Tw. 3(3) oraz warunek (3) � na mocy Tw. 3(4). l
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Uwaga. Tw. 5 jest prawdziwe dla A � H. Wówczas bowiem � � H oraz
A{� � H jest podziaªem zbioru H.

Dowolny podziaª zbioru wyznacza relacj¦ równowa»no±ci na tym zbiorze:

Twierdzenie 6. Dla dowolnego podziaªu Π zbioru A relacja binarna �Π okre±lona
na A nast¦puj¡co: x �Π y wtw DY P Π px P Y ^y P Y q, jest relacj¡ równowa»no±ci.

Dowód. Niech Π b¦dzie podziaªem zbioru A. We¹my x P A. Z warunku (3)
de�nicji podziaªu mamy: x P

�
Π. Niech wi¦c Y P Π b¦dzie taki, »e x P Y . St¡d

x �Π x, czyli �Π jest zwrotna.
Aby wykaza¢ symetri¦ relacji �Π zaªó»my, »e x �Π y. Czyli dla pewnego Y P

Π, x, y P Y . Wobec tego y �Π x.
Zaªó»my, »e x �Π y oraz y �Π z. Wówczas x, y P Y1 oraz y, z P Y2 dla pewnych

Y1, Y2 P Π. Jak wida¢ Y1X Y2 � H (bo y P Y1X Y2). Zatem z warunku (2) de�nicji
podziaªu mamy: Y1 � Y2. St¡d x, z P Y1 i konsekwentnie x �Π z, co dowodzi, »e
�Π jest przechodnia. l

Uwaga. Tw. 6 jest prawdziwe, gdy A � H. Wówczas jedyny podziaª Π zbioru
A jest zbiorem pustym i wyznacza on relacj¦ �Π � H.

Dowolna relacja równowa»no±ci na danym zbiorze jest relacj¡ wyznaczon¡ przez
wyznaczony przez siebie podziaª:

Twierdzenie 7. Dla dowolnej relacji równowa»no±ci � na A, � � �A{�.

Dowód. Dla dowolnych a, b P A, a �A{� b wtw dla pewnego x P A, a P rxs oraz
b P rxs co jest równowa»ne temu, »e a � b. Je±li bowiem a, b P rxs, to x � a i x � b,
zatem z symetrii i przechodnio±ci relacji � otrzymujemy: a � b. Na odwrót, gdy
a � b, to b P ras oraz na mocy Tw. 3(1), a P ras. Zatem istnieje x P A taki, »e
b P rxs oraz a P rxs. l

Dowolny podziaª danego zbioru jest podziaªem wyznaczonym przez wyznaczon¡
przez siebie relacj¦ równowa»no±ci:

Twierdzenie 8. Dla dowolnego podziaªu Π zbioru A, Π � A{�Π.

Dowód. Niech Y P Π. Wyka»emy najpierw:
(*) dla dowolnego a P Y, Y � ras�Π

.
We¹my a P Y . p�q: Niech x P Y . Wówczas z de�nicji relacji �Π skoro a P Y

mamy: a �Π x, zatem x P ras�Π
.
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p�q: Niech x P ras�Π
. Wówczas a �Π x, czyli dla pewnego Z P Π, x, a P Z. Lecz

a P Y , czyli Y X Z � H, st¡d na mocy warunku (2) de�nicji podziaªu, Z � Y .
Lecz x P Z, zatem x P Y .

Inkluzja Π � A{�Π wynika bezpo±rednio z (*) oraz warunku (1) de�nicji po-
dziaªu. Aby dowie±¢ inkluzji odwrotnej, rozwa»my a P A. Poniewa» Π jest podzia-
ªem zbioru A, wi¦c na mocy warunku (3) de�nicji podziaªu, a P Y dla pewnego
Y P Π. Wówczas jednak na mocy (*), Y � ras�Π

, co oznacza, »e ras�Π
P Π. l

Twierdzenie 9. Dla dowolnego zbioru A, zbiory cz¦±ciowo uporz¡dkowane
 EpAq,�¡ oraz  Part(A),¤¡ s¡ izomor�czne.

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e w przypadku A � H, EpAq � tHu oraz PartpAq
� tHu, zatem  EpAq,�¡,   PartpAq,¤¡ s¡ izomor�czne.

Niech A � H. Poka»emy, »e funkcja φ : EpAq ÝÑ Part(A) okre±lona nast¦pu-
j¡co: φp�q � A{�, jest »¡danym izomor�zmem. Rozwa»my funkcj¦ ψ: Part(Aq ÝÑ
EpAq okre±lon¡ nast¦puj¡co: ψpΠq � �Π. Wtedy pφ�ψqp�q � ψpφp�qq � ψpA{�q
� �A{� � � na mocy Tw. 7, oraz pψ � φqpΠq � φpψpΠqq � φp�Πq � A{�Π � Π na
mocy Tw. 8. Zatem φ � ψ = idEpAq oraz ψ � φ = idPartpAq. St¡d, na mocy Tw. 7,
Rozdziaª 4, wnosimy, »e φ jest bijekcj¡.

Teraz wykazujemy warunek (ISO): dla dowolnych �,� P EpAq, � � � wtw
φp�q ¤ φp�q.

pñq: Zaªó»my, »e � � �. Musimy wykaza¢, »e A{ � ¤ A{ �. Niech zatem
X P A{�. Wówczas X � ras� dla pewnego a P A. Lecz ras� � ras�, na mocy
zaªo»enia (je±li bowiem x P ras�, tzn. a � x, to poniewa» � � �, wi¦c a � x, czyli
x P ras�q. Zatem X � ras�. Lecz ras� P A{�. Ostatecznie, A{� ¤ A{�.

pðq: Zaªó»my, »e φp�q ¤ φp�q, tzn. A{� ¤ A{�. Aby wykaza¢ inkluzj¦ � � �,
zaªó»my, »e a � b. Wówczas b P ras�. Skoro ras� P A{�, wi¦c z zaªo»enia, ras� � X
dla pewnego X P A{�. Naturalnie X � rxs� dla pewnego x P A. Mamy wi¦c:
ras� � rxs�. Zatem b P rxs� (bo b P ras�q oraz a P rxs� (bo a P ras�q. Dlatego
x � b oraz x � a, sk¡d na mocy symetrii i przechodnio±ci relacji � otrzymujemy:
a � b. Ostatecznie � � �. l

Uwaga. Elementy najmniejszy i najwi¦kszy w   EpAq,�¡ to odpowiednio,
idA, A�A. Elementy najmniejszy i najwi¦kszy w  PartpAq,¤¡ to φpidAq � ttau :
a P Au oraz φpA�Aq � tAu, gdzie φ jest izomor�zmem zde�niowanym w dowodzie
Tw. 9.

Twierdzenie 10. Dla dowolnego zbioru A zbiór cz. up.  Part(Aq,¤¡ jest krat¡
zupeªn¡.
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Dowód. Poniewa»   EpAq,�¡ jest krat¡ zupeªn¡ (Tw. 2) oraz   EpAq,�¡
i   PartpAq,¤¡ s¡ izomor�czne (Tw. 9), wi¦c na mocy Tw. 18, Rozdziaª 5,
 PartpAq,¤¡ jest krat¡ zupeªn¡. l

Przykªad. Krat¦ zupeªn¡   Partpta, b, cuq,¤¡ wszystkich podziaªów zbioru
ta, b, cu mo»na zilustrowa¢ analogicznym diagramem jak powy»ej w przykªadzie
diagramu kraty   Epta, b, cuq,�¡. Tutaj ta, b, cu{θ1 � tta, bu, tcuu; ta, b, cu{θ2

� tta, cu, tbuu oraz ta, b, cu{θ3 � ttb, cu, tauu.

�4. Relacje równowa»no±ci a funkcje

Dowolna funkcja wyznacza na swojej dziedzinie relacj¦ równowa»no±ci oraz do-
wolna relacja równowa»no±ci wyznacza funkcj¦ o dziedzinie b¦d¡cej zbiorem, na
którym ta relacja jest okre±lona, jak nast¦puje:

Twierdzenie 11. Dla dowolnej funkcji f : A ÝÑ B relacja binarna �f okre±lona
na A nast¦puj¡co: dla dowolnych x, y P A, x �f y wtw fpxq � fpyq, jest relacj¡
równowa»no±ci.

Dla dowolnej relacji równowa»no±ci � na zbiorze A, funkcja k� : A ÝÑ A{�
taka, »e dla ka»dego x P A, k�pxq � rxs� jest �na�.

Dowód. Niech f P BA. �atwo sprawdzi¢, »e relacja �f jest równowa»no±ciowa na
zbiorze A.

Jest oczywiste, »e dla dowolnej relacji równowa»no±ci � na A, dla dowolnego
elementu ze zbioru ilorazowego A{�, czyli dla dowolnej klasy abstrakcji mo»na
wybra¢ jej reprezentanta i wówczas ta klasa abstrakcji jest warto±ci¡ funkcji k� na
tym reprezentancie, czyli k� jest �na�. l

�atwo zauwa»y¢, »e ka»da relacja równowa»no±ci � okre±lona na zbiorze A
jest relacj¡ postaci: �f , tzn. jest wyznaczona, w my±l Tw. 11, przez pewn¡ funkcj¦,
mianowicie � � �k� . Albowiem dla dowolnych a, b P A, a �k� b wtw k�paq � k�pbq
wtw ras� � rbs� wtw a � b, na mocy Tw. 3(2).

Naturalnie nie ka»da funkcja f :AÝÑB jest wyznaczona w analogicznym sen-
sie przez relacj¦ równowa»no±ci, mianowicie nie jest w ogólno±ci tak, »e f � k� dla
pewnej relacji równowa»no±ci � okre±lonej na A. Jest przecie» jasne, »e przeciw-
dziedzin¡ funkcji k� jest zbiór ilorazowy A{�, tymczasem przeciwdziedzin¡ funkcji
f jest podzbiór zbioru B, który mo»e by¢ zadany niezale»nie od zbioru A.

Jednak»e w innym, bliskim poprzedniego sensie, ka»da funkcja f : A ÝÑ B jest
wyznaczona przez pewn¡ relacj¦ równowa»no±ci na zbiorze A, mianowicie przez
relacj¦ �f . Otó», mo»na ªatwo znale¹¢ jedno-jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy
elementami przeciwdziedziny funkcji k�f

(czyli zbiorem ilorazowym A{�f q a ele-
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mentami przeciwdziedziny funkcji f (tzn. obrazem
Ñ

f pAqq, pozwalaj¡c¡ �uto»sami¢�
obie przeciwdziedziny. Precyzyjniej za±, maj¡c ow¡ jedno-jednoznaczn¡ odpowied-
nio±¢ w postaci funkcji g : A{�fÝÑ B, mo»na funkcj¦ f przedstawi¢ jako zªo»enie
k�f

� g. Innymi sªowy, dowolna funkcja f : A ÝÑ B jest wyznaczona przez re-
lacj¦ równowa»no±ci �f w nast¦puj¡cy sposób: istnieje funkcja ró»nowarto±ciowa
g : A{�fÝÑ B taka, »e f � k�f

� g:

Twierdzenie 12. Dla dowolnej funkcji f : A ÝÑ B przeksztaªcaj¡cej zbiór A
na zbiór B, funkcja g : A{�fÝÑ B okre±lona nast¦puj¡co: dla dowolnego x P
A, gprxsq � fpxq, jest bijekcj¡ oraz k�f

� g � f :

�A{�f
�
�
���

�A -

@
@
@@R

�B
f

gk�f

Dowód. Najpierw wyka»my, »e g jest dobrze okre±lona, tzn., »e jej warto±¢ na
danej klasie abstrakcji nie zale»y od wyboru reprezentanta tej klasy abstrakcji.
Niech wi¦c rxs � rys dla jakich± x, y P A. Wówczas, na mocy Tw. 3(2), x �f y,
zatem z de�nicji relacji �f , fpxq � fpyq, st¡d gprxsq � gprysq.

Aby wykaza¢, »e g jest 1-1 zaªó»my, »e gprxsq � gprysq. Wówczas z okre±lenia
funkcji g mamy: fpxq � fpyq, zatem x �f y, st¡d rxs � rys. Aby wykaza¢, »e g jest
�na�, rozwa»my dowolny b P B. Poniewa» z zaªo»enia funkcja f jest �na�, niech wi¦c
a P A b¦dzie taki, »e b � fpaq. Lecz gprasq � fpaq. Zatem b � gprasq i ras P A{�f ,
czyli g jest �na�. Ostatecznie g jest bijekcj¡.

Ponadto dla dowolnego x P A, pk�f
� gqpxq � gpk�f

pxqq � gprxsq � fpxq, co
dowodzi, »e k�f

� g � f . l

Z dowodu Tw. 12 wynika, »e mo»na je sformuªowa¢ w wersji ogólniejszej � roz-
wa»aj¡c dowoln¡ funkcj¦ f : A ÝÑ B, niekoniecznie �na�. Wówczas w twierdzeniu
b¦dzie mowa nie o bijekcji g : A{�fÝÑ B, lecz o funkcji 1-1. Pozostaªe wyra»enia
twierdzenia nie ulegn¡ zmianie.

Jasne jest, »e taka funkcja g ustala ow¡ jedno-jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mi¦-
dzy przeciwdziedzinami funkcji k�f

oraz f , przy czym f � k�f
� g.

Zako«czymy niniejszy rozdziaª u»ytecznym w logice formalnej twierdzeniem:

Twierdzenie 13. Dla dowolnej relacji zwrotnej i przechodniej R na zbiorze A,
RXR� jest relacj¡ równowa»no±ci na A.

Relacja ¤ okre±lona na zbiorze ilorazowym A{pRXR�q nast¦puj¡co: dla dowol-
nych x, y P A, rxs ¤ rys wtw  x, y¡ P R jest relacj¡ cz¦±ciowo porz¡dkuj¡c¡.
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Dowód. Niech R b¦dzie zwrotna oraz przechodnia na A. Wówczas dla dowolnego
x P A :  x, x¡ P R oraz  x, x¡ P R�, zatem R X R� jest zwrotna. Zaªó»my, »e
 x, y¡, y, z¡ P R X R� dla jakich± x, y, z P A. Wówczas  x, y¡, y, z¡ P R
oraz  y, x¡, z, y¡ P R. Zatem z przechodnio±ci relacji R mamy:  x, z¡ P R oraz
 z, x¡ P R, czyli  x, z¡ P R� i ostatecznie  x, z¡ P R X R�, co oznacza, »e
RXR� jest przechodnia. W celu wykazania symetrii, zaªó»my, »e  x, y¡ P RXR�.
Wówczas  x, y¡ P R oraz  x, y¡ P R�, zatem  y, x¡ P R oraz  y, x¡ P R�.
Ostatecznie,  y, x¡ P RXR�, tzn. RXR� jest symetryczna.

Aby dowie±¢ drugiej cz¦±ci twierdzenia, najpierw wyka»my, »e relacja ¤ jest
dobrze okre±lona na zbiorze ilorazowym A{pR X R�q, tzn. nie zale»y od wyboru
reprezentantów klas abstrakcji. Niech wi¦c rxs � ras oraz rys � rbs dla pewnych
a, b P A. Wyka»emy, »e na mocy de�nicji relacji ¤ zachodzi: rxs ¤ rys wtw ras ¤ rbs.
Zaªó»my wi¦c, »e rxs ¤ rys. Wówczas z de�nicji relacji ¤,  x, y¡ P R. Poniewa»
z zaªo»enia, rxs � ras, wi¦c (Tw. 3(2))  x, a¡ P RXR�, sk¡d  x, a¡ P R�, czyli
 a, x¡ P R. Z przechodnio±ci relacji R,  a, y¡ P R. Jednak»e równie» rys � rbs,
czyli  y, b¡ P R X R�. St¡d  y, b¡ P R. Zatem z przechodnio±ci R otrzymujemy:
 a, b¡ P R, czyli ras ¤ rbs. Odwrotn¡ implikacj¦ dowodzimy analogicznie.

Rozwa»my dowolny element rxs P A{pR X R�q. Wówczas rxs ¤ rxs skoro
 x, x¡ P R wobec zwrotno±ci relacji R. Zatem relacja ¤ jest zwrotna. Zaªó»my, »e
rxs ¤ rys oraz rys ¤ rxs. Wówczas  x, y¡ P R oraz  y, x¡ P R, czyli  x, y¡ P R�,
zatem  x, y¡ P RXR�, a st¡d rxs � rys (Tw. 3(2)), co dowodzi antysymetrii relacji
¤. W celu wykazania przechodnio±ci relacji ¤ zaªó»my, »e rxs ¤ rys oraz rys ¤ rzs.
Wówczas  x, y¡ P R oraz  y, z¡ P R, zatem z przechodnio±ci R,  x, z¡ P R, co
daje rxs ¤ rzs. l



Rozdziaª 7. Liczby naturalne

�1. Arytmetyka elementarna

Arytmetyka elementarna jest najprostsz¡ z teorii liczb naturalnych. Ujmuje ona
liczby naturalne bez uwzgl¦dnienia dziaªa« dodawania i mno»enia.

Arytmetyka elementarna jest teori¡ I rz¦du zde�niowan¡ aksjomatycznie
w j¦zyku z jedn¡ pierwotn¡ staª¡ indywidualn¡ �0� reprezentuj¡c¡ liczb¦ zero oraz
jednym pierwotnym 1-argumentowym symbolem funkcyjnym �s�, reprezentuj¡cym
tzw. operacj¦ nast¦pnika (której warto±ci¡ na danej liczbie naturalnej jest liczba
nast¦pna po niej tzn. o jeden wi¦ksza, zwana wªa±nie nast¦pnikiem danej liczby).

Aksjomaty:

(AN1) @xpspxq � 0q,

Liczba zero nie jest nast¦pnikiem »adnej liczby naturalnej.

(AN2) @x@ypspxq � spyq ñ x � yq,

Dowolne dwie liczby naturalne s¡ identyczne, je±li ich nast¦pniki s¡ identyczne.

(Aksjomat indukcji) rψp0q ^ @xpψpxq ñ ψpspxqqqs ñ @xpψpxqq,

gdzie ψpxq jest formuª¡ j¦zyka, w której x jest przynajmniej jedn¡ zmienn¡ woln¡,
za± ψp0q oraz ψpspxqq s¡ formuªami uzyskanymi z ψpxq przez zast¡pienie ka»dego
wolnego wyst¦powania zmiennej x w ψpxq odpowiednio termami: 0 oraz spxq.

Ka»da liczba naturalna x speªnia formuª¦ ψpxq, o ile liczba 0 j¡ speªnia oraz
jest tak, »e nast¦pnik dowolnej liczby speªnia ψpxq, ilekro¢ ta liczba j¡ speªnia.

Aksjomat indukcji, podobnie jak niektóre aksjomaty teorii ZFC czy te» pewnik
Cantora, jest schematem dla aksjomatów, z którego uzyskujemy wªa±ciwy aksjomat
(formuª¦ j¦zyka), wstawiaj¡c w miejsce ψpxq konkretn¡ formuª¦ j¦zyka teorii.

Praktycznie wyprowadzamy przy u»yciu aksjomatu indukcji wszystkie twier-
dzenia arytmetyki elementarnej o postaci: @xpψpxqq, a wi¦c stwierdzaj¡ce przysªu-
giwanie pewnych wªasno±ci wszystkim liczbom naturalnym. Mówimy wówczas, »e
dowody takich twierdze« s¡ indukcyjne.

Aby dowie±¢ indukcyjnie twierdzenia postaci @xpψpxqq, wykazujemy prawdzi-
wo±¢ poprzednika w aksjomacie indukcji dla tej konkretnej postaci formuªy ψpxq.
Twierdzenie @xpψpxqq otrzymujemy jako nast¦pnik w tym aksjomacie. Poniewa»
ów poprzednik jest koniunkcj¡, wykazujemy wi¦c ka»dy z jej czªonów:
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(1) ψp0q (tzw. zerowy krok indukcyjny),

(2) @xpψpxq ñ ψpspxqq.

Aby dowie±¢ (2), wybieramy dowolne x oraz zakªadamy, »e ψpxq (tzw. zaªo»enie
indukcyjne). Nast¦pnie d¡»ymy do wykazania: ψpspxqq (tzw. teza indukcyjna).

Wyprowadzimy, przy u»yciu aksjomatu indukcji, dwa twierdzenia. Pierwsze mó-
wi, »e nast¦pnik dowolnej liczby naturalnej jest od niej ró»ny. Drugie, »e jakakolwiek
liczba naturalna ró»na od zera jest nast¦pnikiem jakiej± liczby.

tw. 1. @xpspxq � xq.

Dowód. Jako ψpxq kªadziemy w aksjomacie indukcji formuª¦: spxq � x. Zastoso-
wanie tego aksjomatu w tym dowodzie b¦dzie mo»liwe po wykazaniu prawdziwo±ci
dwóch wyra»e«, których koniunkcja jest poprzednikiem aksjomatu indukcji zapisa-
nego dla owej konkretnej formuªy ψpxq. Dowodzimy zatem:

(1) sp0q � 0 (zerowy krok indukcyjny) oraz

(2) @xpspxq � xñ spspxqq � spxqq.

Naturalnie (1) jest bezpo±rednim wnioskiem z (AN1). Aby wykaza¢ (2), za-
ªó»my, »e spxq � x (zaªo»enie indukcyjne) dla dowolnie wybranego x. Musimy
wykaza¢ tez¦ indukcyjn¡ postaci spspxqq � spxq. Zaªó»my nie wprost, »e spspxqq
� spxq. Wówczas na mocy (AN2), spxq � x. Sprzeczno±¢ z zaªo»eniem indukcyj-
nym. l

tw. 2. @xpx � 0_ Dypx � spyqqq.

Dowód. Krok zerowy: 0 � 0_ Dyp0 � spyqq, jest oczywi±cie speªniony.

Zaªo»enie indukcyjne: x � 0_Dypx � spyqq, dla dowolnie wybranego, ustalonego
x. Dowodzimy tezy indukcyjnej postaci: spxq � 0_ Dypspxq � spyqq.

Niech zaªo»enie indukcyjne b¦dzie prawdziwe w ten sposób, »e x � 0. Wów-
czas spxq � sp0q, wi¦c Dypspxq � spyqq. Zatem spxq � 0 _ Dypspxq � spyqq. Niech
zaªo»enie indukcyjne b¦dzie prawdziwe w ten sposób, »e Dypx � spyqq. Wówczas
dla pewnego a, x � spaq i konsekwentnie spxq � spspaqq, st¡d Dypspxq � spyqq,
a wi¦c spxq � 0_ Dypspxq � spyqq. l

W ogólno±ci dla dowolnego zbioru formuª domkni¦tych A danego j¦zyka I rz¦du
L, ka»d¡ interpretacj¦ dla tego j¦zyka, w której wszystkie formuªy z A s¡ prawdziwe,
nazywamy modelem dla zbioru formuª A. �atwo stwierdzi¢ (porównaj dalej tw. 5,
�3), »e dowolny model dla zbioru aksjomatów danej teorii jest modelem dla tej
teorii. Teoria, której zbiorem aksjomatów jest A, jest bowiem zbiorem wszystkich
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zda« (formuª domkni¦tych) j¦zyka, które wynikaj¡ ze zbioru A, tzn. s¡ prawdziwe
w ka»dej interpretacji, w której prawdziwe s¡ wszystkie zdania ze zbioru A.

Nietrudno zauwa»y¢, »e wszystkie obiekty nazywane termami: 0, sp0q, spsp0qq,
spspsp0qqq, . . . (traktowane jako ró»ne od siebie) i tylko one s¡ elementami dziedziny
modelu dla arytmetyki elementarnej. W dziedzinie tej wyst¦puje obiekt 0, który
nie jest warto±ci¡ operacji s na »adnym innym obiekcie � prawdziwy jest wi¦c
w tej»e dziedzinie aksjomat AN1 � oraz ka»dy z obiektów ró»nych od 0 jest warto±ci¡
ilu±krotnego zªo»enia operacji s na obiekcie 0, przy czym ró»nokrotne zªo»enia
operacji s na 0 daj¡ ró»ne obiekty. St¡d wynika prawdziwo±¢ aksjomatu AN2. Aby
lepiej zda¢ sobie z tego spraw¦, rozpatrzmy obiekty dziedziny w kolejno±ci, w jakiej
zostaªy wy»ej zapisane, tzn. w kolejno±ci wzrastania krotno±ci zªo»enia operacji
s (obiekt spxq wyst¦puje bezpo±rednio za obiektem x). Gdy dwa obiekty x, y s¡
ró»ne od siebie, to jeden z nich, powiedzmy x, wyst¦puje w owej sekwencji na
prawo od drugiego � y (tzn. jest on warto±ci¡ zªo»enia s o wi¦kszej krotno±ci, ni»
krotno±¢ zªo»enia, której warto±ci¡ jest obiekt y, w szczególno±ci y mo»e w ogóle
nie by¢ warto±ci¡ owego zªo»enia, tzn. mo»e by¢ 0). Poniewa» spxq, spyq wyst¦puj¡
w sekwencji bezpo±rednio na prawo od odpowiednio x oraz y, wi¦c obiekt spxq
jest �równie odlegªy na prawo� od spyq, jak x jest �odlegªy� od y. W konsekwencji
spxq � spyq.

Pozostaje wykazanie prawdziwo±ci aksjomatu indukcji. Niech wi¦c ψpxq b¦dzie
formuª¡ j¦zyka arytmetyki elementarnej. Zaªó»my, »e w rozwa»anej dziedzinie praw-
dziwy jest poprzednik aksjomatu indukcji dla tej»e ψpxq. Zatem obiekt 0 speªnia
formuª¦ ψpxq oraz prawd¡ jest, »e jakikolwiek obiekt dziedziny speªnia ψpxq, o ile
obiekt bezpo±rednio go poprzedzaj¡cy w powy»szej sekwencji, speªnia t¦ formu-
ª¦. Zastosujmy ostatni¡ obserwacj¦ kolejno do ka»dego obiektu z sekwencji. Skoro
0 speªnia ψpxq, a bezpo±rednio poprzedza obiekt sp0q, wi¦c sp0q speªnia ψpxq; sko-
ro sp0q speªnia ψpxq, a bezpo±rednio poprzedza spsp0qq, wi¦c spsp0qq speªnia ψpxq,
skoro . . . itd. Wniosek: ka»dy z obiektów z sekwencji speªnia ψpxq.

Opisany model arytmetyki elementarnej liczb naturalnych nosi nazw¦ standar-

dowego (w kwestii niestandardowych modeli zob. np. [9]).
Stosowane zwyczajowo nazewnictwo obiektów z dziedziny standardowego mo-

delu ma oczywi±cie posta¢: 1 �def sp0q, 2 �def spsp0qq, 3 �def spspsp0qqq itd.

�2. Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem i mno»eniem

Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem jest teori¡ I rz¦du okre±lon¡ ak-
sjomatycznie na j¦zyku arytmetyki elementarnej rozszerzonym o 2-argumentowy
symbol funkcyjny �+�, interpretowany w modelu standardowym arytmetyki ele-
mentarnej jako operacja �zwykªego� dodawania.
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Oprócz aksjomatów arytmetyki elementarnej (AN1), (AN2), (Aksjomat induk-
cji) wyst¦puj¡ tu dwa aksjomaty, nadaj¡ce znaczenie symbolowi �+� :

(AN3) @yp0� y � yq,

(AN4) @x@ypspxq � y � spx� yqq.

Aksjomaty te okre±laj¡ warto±¢ operacji dodawania na dowolnych liczbach na-
turalnych (tzn. obiektach modelu standardowego) w sposób nast¦puj¡cy: w my±l
tw. 2, �1, ka»da liczba naturalna jest b¡d¹ liczb¡ 0, b¡d¹ nast¦pnikiem jakiej± liczby
naturalnej; (AN3) ustala warto±¢ operacji dodawania dla ci¡gu p0, yq, gdzie y jest
dowoln¡ liczb¡ naturaln¡, za± (AN4) okre±la warto±¢ tej operacji w pozostaªych
przypadkach, a wi¦c wówczas, gdy pierwszym argumentem operacji dodawania jest
jakakolwiek liczna naturalna ró»na od 0 (liczba spxqq oraz drugim dowolna licz-
ba naturalna y. Aby w my±l (AN4) obliczy¢ warto±¢ operacji dodawania na ci¡gu
pspxq, yq, trzeba wcze±niej zna¢ warto±¢ tej operacji na ci¡gu px, yq. Aby j¡ z kolei
obliczy¢, bierzemy pod uwag¦ (AN3), gdy x � 0, co zako«czy obliczenie, albo zno-
wu (AN4), gdy x � 0, a wi¦c x � spzq dla pewnej liczby naturalnej z. Wówczas
jednak nale»y zna¢ warto±¢ operacji dodawania na ci¡gu pz, yq, a wi¦c znowu ko-
rzystamy z (AN3), gdy z � 0 (obliczenie sko«czone), b¡d¹ z (AN4), gdy z � 0 itd.
a» do chwili, gdy pierwszy argument operacji b¦dzie liczb¡ 0, zatem do oblicze«
zastosujemy (AN3). Przykªadowo:

2�3 �wg def spsp0qq�spspsp0qqq �wg pAN4q spsp0q�spspsp0qqqq �wg pAN4q spsp0�
spspsp0qqqqq �wg pAN3q spspspspsp0qqqqq �wg def 5.

Naturalnie wszystkie twierdzenia arytmetyki elementarnej s¡ twierdzeniami
arytmetyki z dodawaniem, cho¢ nie na odwrót. Arytmetyka z dodawaniem jest
�bogatsz¡� teori¡, za± dowodzenie jej twierdze« opisuj¡cych operacj¦ dodawania
jest trudniejsze ni» dowodzenie twierdze« w arytmetyce elementarnej. Przykªado-
wo wyka»emy, »e dodawanie jest operacj¡ przemienn¡:

tw. 3. @x@ypx� y � y � xq.

Dowód. Poªó»my φpxq :� @ypx � y � y � xq. Wówczas dowodzone twierdzenie
jest nast¦pnikiem aksjomatu indukcji, którego poprzednik ma posta¢:

(1) @yp0� y � y � 0q ^ @xr@ypx� y � y � xq ñ @ypspxq � y � y � spxqqs.

Aby wykaza¢ (1) najpierw indukcyjnie dowodzimy

(2) @yp0� y � y � 0q, tzn. φp0q.

Poªó»my wi¦c ψpyq :� 0� y � y� 0. Wówczas (2) jest nast¦pnikiem aksjomatu
indukcji, którego poprzednikiem jest

(3) 0� 0 � 0� 0^ @yp0� y � y � 0ñ 0� spyq � spyq � 0q.
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Naturalnie pierwszy czªon koniunkcji (3) (formuªa ψp0qq jest speªniony. Aby
wykaza¢ prawdziwo±¢ drugiego czªonu, tzn. formuªy: @ypψpyq ñ ψpspyqqq, we¹my
dowoln¡ liczb¦ y i zaªó»my, »e 0 � y � y � 0. Na mocy (AN3) mamy wówczas:
y � y � 0, zatem spyq � spy � 0q. St¡d na mocy (AN4), spyq � spyq � 0. Lecz
z drugiej strony, na podstawie (AN3), 0� spyq � spyq, zatem 0� spyq � spyq � 0.
W ten sposób wykazali±my (3), a wi¦c w konsekwencji równie» (2), czyli wykona-
li±my zerowy krok indukcyjny w dowodzie twierdzenia.

Aby dowie±¢ drugiego czªonu koniunkcji (1), tzn. formuªy: @xpφpxq ñ
φpspxqqq, rozwa»my dowoln¡ ustalon¡ liczb¦ x oraz zaªó»my
(4) @ypx� y � y � xq.

Aby wykaza¢
(5) @ypspxq � y � y � spxqq,
poªó»my χpyq :� spxq � y � y � spxq. Dowód (5) b¦dzie wi¦c indukcyjny. Musimy
wykaza¢
(6) spxq � 0 � 0� spxq (tzn. χp0qq oraz
(7) @ypspxq�y � y�spxq ñ spxq�spyq � spyq�spxqq (tzn. @ypχpyq ñ χpspyqqq).

Formuªa (6) jest oczywistym wnioskiem z (2). Dowodzimy wi¦c formuªy (7).
We¹my dowoln¡ liczb¦ y i zaªó»my, »e
(8) spxq � y � y � spxq.

Wówczas spxq � spyq �na mocy pAN4q spx � spyqq �na mocy p4q spspyq � xq
�na mocy pAN4q spspy � xqq �na mocy p4q spspx� yqq �na mocy pAN4q spspxq � yq
�na mocy p8q spy � spxqq �na mocy pAN4q spyq � spxq.

W ten sposób wykazano prawdziwo±¢ formuªy (5), wobec czego równie» formuªy
(1), wi¦c na mocy aksjomatu indukcji dowód twierdzenia jest zako«czony. l

Aksjomat indukcji zazwyczaj wykorzystywany jest dla dowodów indukcyjnych
w bardziej popularnej postaci, mo»liwej do napisania dopiero w j¦zyku arytmetyki
z dodawaniem:

pψp0q ^ @xpψpxq ñ ψpx� 1qqq ñ @xpψpxqq.

Traktujemy powy»sze wyra»enie jako twierdzenie, b¦d¡ce oczywistym wnios-
kiem z formuªy (Aksjomat indukcji) oraz twierdzenia:

tw. 4. @xpspxq � x� sp0qq.

Dowód. Rozwa»my dowoln¡ liczb¦ x. Wówczas na mocy tw. 3 oraz (AN4), (AN3)
mamy: x� sp0q � sp0q � x � sp0� xq � spxq. l

Arytmetyka liczb naturalnych z dodawaniem i mno»eniem jest teori¡ I rz¦-
du okre±lon¡ aksjomatycznie na j¦zyku arytmetyki z dodawaniem rozszerzonym
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o 2-argumentowy symbol funkcyjny �, interpretowany w modelu standardowym ja-
ko operacja mno»enia.

Aksjomatyka tej teorii zªo»ona jest z aksjomatów arytmetyki z dodawaniem
oraz dwóch kolejnych aksjomatów opisuj¡cych operacj¦ mno»enia, analogicznie jak
aksjomaty (AN3), (AN4) opisuj¡ dodawanie:

(AN5) @yp0 � y � 0q,

(AN6) @x@ypspxq � y � px � yq � yq.

Przez standardowy model dla arytmetyki z dodawaniem i mno»eniem rozumie-
my standardowy model dla arytmetyki elementarnej (opisany w �1), wyposa»ony
w �zwykªe� operacje dodawania i mno»enia. Istniej¡ niestandardowe (nieizomor�cz-
ne ze standardowym) modele arytmetyki z dodawaniem i mno»eniem (zob. np. [9]),
jednak»e ich opis wymaga aparatu poj¦ciowego teorii modeli, w szczególno±ci tzw.
konstrukcji ultraproduktu, co wykracza poza ramy tej elementarnej monogra�i.

�3. Pewne metalogiczne wªasno±ci arytmetyk liczb naturalnych

Arytmetyka elementarna oraz arytmetyka z dodawaniem ró»ni¡ si¦ od aryt-
metyki liczb naturalnych z dodawaniem i mno»eniem bardzo wa»n¡ wªasno±ci¡
metalogiczn¡: te dwie pierwsze teorie s¡ zupeªne, podczas gdy arytmetyka z doda-
waniem i mno»eniem jest teori¡ niezupeªn¡. Aby obja±ni¢ poj¦cie zupeªno±ci teorii
I rz¦du, wprowadzimy teraz kilka prostych poj¦¢ z teorii modeli oraz podamy pewne
elementarne fakty z tej teorii.

Niech b¦dzie dany jaki± j¦zyk L pierwszego rz¦du, w postaci ustalonej listy
predykatów, symboli funkcyjnych oraz staªych indywidualnych.

Dla dowolnego zbioru zda« A (formuª domkni¦tych) j¦zyka L oznaczmy symbo-
lem Th(A) teori¦ I rz¦du aksjomatyzowan¡ przez zbiór A, tzn. Th(A) jest zbiorem
wszystkich zda« α j¦zyka L, które wynikaj¡ ze zbioru A, czyli α P Th(A) wtw dla
dowolnej interpretacji M j¦zyka L, α jest prawdziwe w M, o ile ka»de zdanie β ze
zbioru A jest prawdziwe w M.

Ponadto, dla dowolnej interpretacji M j¦zyka L, niech VerpMq oznacza zbiór
wszystkich zda« j¦zyka L, które s¡ prawdziwe w M.

Wedªug powy»szej notacji mamy oczywisty zwi¡zek: dla dowolnego zdania α,
α P Th(A) wtw dla dowolnej interpretacji M, je±li A � VerpMq, to α P VerpMq.
St¡d uzasadnione jest twierdzenie:
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tw. 5. Dla dowolnej interpretacji M oraz zbioru zda« A j¦zyka L, je»eli A �
VerpMq, to ThpAq � VerpMq.

(Je»eli aksjomaty teorii s¡ prawdziwe w danej interpretacji, to ka»de twierdzenie

tej teorii jest prawdziwe w tej»e interpretacji; innymi sªowy, dowolny model dla

aksjomatów teorii jest modelem dla tej teorii.)

Rozwa»my przypadek: A = VerpMq dla ustalonej interpretacji M j¦zyka L.
Na mocy tw. 5 mamy natychmiast: Th(VerpMqq � VerpMq. Z drugiej strony,
z de�nicji teorii Th(B) aksjomatyzowanej przez zbiór zda« B, B � Th(B), zatem
mo»na sformuªowa¢ twierdzenie:

tw. 6. Dla dowolnej interpretacji M j¦zyka L, Th(VerpMqq = VerpMq.

Zbiór wszystkich zda« prawdziwych w danej interpretacji jest wi¦c teori¡ (opi-
suj¡c¡ struktur¦ relacyjno-algebraiczn¡ tej interpretacji).

Mo»na rozwa»a¢ teorie nie tylko pojedynczych struktur relacyjno-algebraicz-
nych, lecz ich klas. Niech K b¦dzie dowoln¡ klas¡ (mnogo±ci¡) interpretacji dla
j¦zyka L. Oznaczmy symbolem Ver(K) zbiór wszystkich zda« j¦zyka L prawdziwych
w ka»dej interpretacji M P K, tzn. Ver(K) �

�
tVerpMq : M P Ku. Wówczas

mamy:

tw. 7. Dla dowolnej klasy interpretacji K dla j¦zyka L, Th(Ver(K)) = Ver(K).

Dowód. Wystarczy wykaza¢ inkluzj¦ Th(Ver(K)) � Ver(K). Niech wi¦c α P
Th(Ver(K)), czyli

(1) @MpVerpKq � VerpMq ñ α P VerpMqq.

Aby wykaza¢, »e α P Ver(K) rozwa»my dowoln¡ interpretacj¦ M PK. Wówczas
oczywi±cie Ver(K) � VerpMq, zatem na mocy (1), α P VerpMq i ostatecznie, wobec
dowolno±ci wyboru interpretacji M z klasy K, otrzymujemy: α P Ver(K). l

Definicja. Teori¦ Th(A) nazywamy zupeªn¡, gdy dla dowolnego zdania α j¦zyka
L, α P Th(A) lub  α P Th(A).

tw. 8. Dla dowolnej interpretacji M j¦zyka L, teoria VerpMq jest zupeªna.

Dowód. Zaªó»my nie wprost, »e dla pewnej interpretacji M, VerpMq nie jest
zupeªna. Wówczas dla pewnego zdania α, α R VerpMq oraz  α R VerpMq. Na
podstawie warunku prawdziwo±ci dla spójnika negacji  :  α P VerpMq wtw α R
VerpMq, otrzymujemy sprzeczno±¢. l
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W ogólno±ci teoria klasy struktur Ver(K) nie musi by¢ zupeªna. Argument
zastosowany w dowodzie tw. 8 oczywi±cie nie �pracuje� dla teorii Ver(K). Banalnym
przykªadem jest tu teoria VerpK0q, gdzie K0 jest klas¡ wszystkich interpretacji
dla j¦zyka L. Oczywi±cie VerpK0q jest zbiorem wszystkich zda« tautologicznych
w j¦zyku L, za± w jakimkolwiek j¦zyku I rz¦du wyst¦puj¡ takie zdania, »e ani one,
ani ich negacje nie s¡ tautologiami w tym j¦zyku, zatem VerpK0q nie jest teori¡
zupeªn¡.

Przykªadem teorii niezupeªnej (tzn. nie b¦d¡cej zupeªn¡) jest teoria ZFC. Oto
na przykªad tzw. hipoteza continuum (zob. �4, Rozdziaª 11) jest takim zdaniem
w j¦zyku ZFC, »e ani ono ani jego negacja nie nale»¡ ZFC. Dowodzi si¦ bowiem po
pierwsze, »e hipoteza continuum jest niezale»na wzgl¦dem aksjomatów ZFC (tzn.
z nich nie wynika) oraz po drugie, »e dodanie jej do aksjomatów ZFC daje teori¦
niesprzeczn¡, tzn. Th(Ax), gdzie Ax jest zbiorem aksjomatów ZFC wraz z hipotez¡

continuum, jest teori¡ niesprzeczn¡. St¡d hipoteza continuum nie nale»y do ZFC,
skoro nie wynika z aksjomatów ZFC, oraz negacja hipotezy continuum nie jest
twierdzeniem teorii ZFC, gdyby bowiem byªa, to byªaby równie» twierdzeniem teorii
Th(Ax), skoro ZFC � Th(Ax); wówczas jednak Th(Ax) byªaby sprzeczna.

tw. 9. Dla dowolnego zbioru zda« A j¦zyka L oraz interpretacji M dla L takich,

»e A � VerpMq, teoria ThpAq jest zupeªna wtw ThpAq � VerpMq.
(Je»eli M jest modelem dla aksjomatów jakiej± teorii, to teoria ta jest zupeªna

dokªadnie wtedy, gdy jest teori¡ struktury z M.q

Dowód. Zaªó»my, »e
(1) A � VerpMq.
pñq: Niech

(2) Th(A) jest zupeªna,
oraz zaªó»my nie wprost, »e
(3) Th(A) � VerpMq.

Wówczas z (1) na mocy tw. 5 mamy:
(4) Th(A) � VerpMq,
zatem na podstawie (3) stwierdzamy, i» nie jest tak, »e VerpMq � Th(A). Niech
wi¦c α b¦dzie takim zdaniem, »e
(5) α P VerpMq oraz
(6) α R Th(A).

Wtedy z (2) i (6) otrzymujemy:  α P Th(A), co wraz z (4) implikuje:  α P
VerpMq, a to z kolei oznacza, i» α R VerpMq. Sprzeczno±¢ z (5).
pðq: na mocy tw. 8. l

Dowodzi si¦ (stosuj¡c metod¦ tzw. skolemizacji zda«, zob np. [9]), »e arytme-
tyka z dodawaniem i mno»eniem nie jest teori¡ zupeªn¡. Na mocy tw. 9 oznacza
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to, i» arytmetyka ta jest zbiorem twierdze« ró»nym od zbioru wszystkich zda«
prawdziwych w jej standardowym modelu. Zatem, skoro na mocy tw. 5 wszystkie
jej twierdzenia s¡ prawdziwe w standardowym modelu, istnie¢ wi¦c musz¡ równie»
zdania, które prawdziwe s¡ w standardowym modelu i które twierdzeniami aryt-
metyki nie s¡, tzn. nie wynikaj¡ z jej aksjomatów. Innymi sªowy, istnie¢ musi taki
model (niestandardowy) arytmetyki z dodawaniem i mno»eniem, w którym pewne,
w standardowym modelu prawdziwe zdanie, jest faªszywe.

Tymczasem okazuje si¦, »e arytmetyka elementarna, jak równie» arytmetyka
z dodawaniem, s¡ teoriami zupeªnymi. Na mocy tw. 9, obie te teorie s¡ wi¦c odpo-
wiednio zbiorami wszystkich zda« prawdziwych w swoich modelach standardowych.

�4. Operacja nast¦pnika w teorii ZFC

Gªównym celem niniejszego rozdziaªu jest interpretacja arytmetyki elementarnej
w teorii ZFC. Polega ona na wykazaniu, »e ka»de twierdzenie arytmetyki elementar-
nej jest twierdzeniem teorii mnogo±ci ZFC, o ile wcze±niej, po pierwsze, ustalono do
jakich zbiorów (opisywanych w ZFC) odnosz¡ si¦ kwanty�katory w j¦zyku arytme-
tyki, czyli jakie zbiory maj¡ by¢ postrzegane jako liczby naturalne, oraz po drugie,
zinterpretowano w ZFC pierwotne poj¦cia arytmetyki elementarnej: liczb¦ zero oraz
nast¦pnik, tzn. okre±lono jaki wyró»niony zbiór (w±ród zbiorów okre±lonych jako
liczby naturalne) odpowiada staªej 0 oraz jaka operacja na zbiorach (okre±lonych
jako liczby naturalne) odpowiada symbolowi funkcyjnemu s.

Naturalnie, aby wykaza¢, »e ka»de twierdzenie arytmetyki elementarnej jest
twierdzeniem teorii ZFC, wystarczy wykaza¢, »e ka»dy aksjomat arytmetyki (po
zinterpretowaniu) jest twierdzeniem ZFC.

Na pocz¡tek zde�niujmy jednoargumentow¡ operacj¦ S zwan¡ operacj¡ nast¦-
pnika, okre±lon¡ dla wszystkich zbiorów:

Definicja. Dla dowolnego zbioru x, Spxq � x Y txu. To znaczy, @ypy P Spxq ô
py P x_ y � xqq.

Nast¦pnik Spxq zbioru x jest wi¦c takim zbiorem, »e jednocze±nie x P Spxq oraz
x � Spxq.

Twierdzenie 1. Dla dowolnego zbioru x, Spxq jest najmniejszym zbiorem (wzgl¦-
dem inkluzji) w±ród wszystkich zbiorów y takich, »e x P y oraz x � y.

Dowód. Zaªó»my, »e x P y oraz x � y. Wówczas txu � y, zatem x Y txu � y,
czyli Spxq � y. l
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Zauwa»my ponadto, »e dla dowolnego zbioru x nie istnieje taki zbiór y, »e x P y
oraz y P Spxq. Gdyby bowiem taki y istniaª, to byªoby: y P x lub y � x, lecz oba
czªony tej alternatywy s¡ zabronione, na mocy Wniosków z odpowiednio Tw. 10,
Rozdziaª 2 i Tw. 9, Rozdziaª 2.

Kolejne dwa twierdzenia charakteryzuj¡ce operacj¦ S, wskazuj¡ na mo»liwo±¢
jej wykorzystania jako interpretacji symbolu funkcyjnego �s� z j¦zyka arytmetyki:

Twierdzenie 2. @xpSpxq � H).

Dowód. Oczywisty na mocy de�nicji operacji nast¦pnika. l

Twierdzenie 3. @x@ypSpxq � Spyq ñ x � yq.

Dowód. Zaªó»my, »e Spxq � Spyq. Poniewa» wedªug Wniosku z Tw. 10, Roz-
dziaª 2, wykluczona jest koniunkcja x P y^y P x, wi¦c prawdziwa jest alternatywa
x R y _ y R x. Zaªó»my, »e x R y. Poniewa» x P Spxq, wi¦c z zaªo»enia dowodu
uzyskujemy: x P Spyq, zatem x P y_ x � y, sk¡d x � y. Analogicznie post¦pujemy
przy zaªo»eniu, »e y R x. l

Jak wida¢, Tw. 2 jest interpretacj¡ aksjomatu (AN1), o ile zbiór pusty uzna-
my za interpretacj¦ staªej 0. Naturalnie Tw. 3 jest interpretacj¡ aksjomatu (AN2)
arytmetyki elementarnej. Na uwag¦ zasªuguje fakt, »e kwanty�katory pojawiaj¡ce
si¦ w tych dwóch twierdzeniach odnosz¡ si¦ do wszelkich zbiorów, zatem równie»
do tych, które pó¹niej okre±limy jako liczby naturalne.

Ograniczenie kwanty�kacji przy interpretacji aksjomatów arytmetyki w ZFC
do specjalnej klasy zbiorów, okazuje si¦ konieczne. Nie oczekujmy bowiem, »e
interpretacja aksjomatu indukcji, w której kwanty�katory odnosz¡ si¦ do wszel-
kich zbiorów oraz interpretacjami 0 i s s¡ odpowiednio H, S � nawet przy ja-
kim± rozs¡dnym ograniczeniu klasy formuª ψpxq, teraz b¦d¡cych formuªami j¦zyka
ZFC � oka»e si¦ twierdzeniem teorii ZFC. Gdyby tak byªo, to ka»de twierdze-
nie arytmetyki elementarnej, wedªug tej»e interpretacji (której dziedzin¡ jest kla-
sa wszystkich zbiorów), byªoby twierdzeniem ZFC. Tak jednak»e nie jest. Roz-
wa»my na przykªad tw. 2 (�1), po zinterpretowaniu w postaci: @xpx � H _
Dypx � Spyqqq. Bynajmniej nie jest to twierdzenie teorii mnogo±ci. We¹my bo-
wiem pod uwag¦ zbiór ttHuu. Wówczas prawd¡ jest, »e ttHuu � H^ DypttHuu
� Spyqq. Gdyby bowiem dla pewnego zbioru y : ttHuu � Spyq, to mieliby±my:
y P ttHuu, zatem y � tHu; lecz wówczas Spyq � yYtyu � tHuYttHuu � tH, tHuu
i ostatecznie ttHuu � tH, tHuu, co jest absurdalne.

To, »e kluczow¡ rol¦ w interpretacji arytmetyki elementarnej odgrywa aksjomat
indukcji jest widoczne na podstawie faktu, i» same Twierdzenia 2 oraz 3 nie s¡
wystarczaj¡ce do uznania, »e jedyn¡ mo»liw¡ interpretacj¡ symbolu �s� z j¦zyka
arytmetyki jest operacja nast¦pnika S. Gdyby na przykªad interpretowa¢ ów symbol
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jako operacj¦ zbioru pot¦gowego P (oraz 0 jako zbiór H), z aksjomatów (AN1),
(AN2) otrzymujemy twierdzenia teorii ZFC:

@xpP pxq � H) (Wniosek z Tw. 7, Rozdziaª 1),

@x@ypP pxq � P pyq ñ x � yq (na mocy Twierdze« 1, 8, 2 z Rozdziaªu 1).

W nast¦pnym paragra�e dokonamy interpretacji aksjomatu indukcji, w której
symbol �s� reprezentuje operacj¦ S, uzyskuj¡c z tego aksjomatu twierdzenie ZFC.

Obecnie skupimy uwag¦ na innych wªasno±ciach operacji nast¦pnika, cho¢ nie
wykorzystywanych przy interpretowaniu arytmetyki elementarnej w ZFC, to jed-
nak u»ytecznych pó¹niej, w teorii liczb porz¡dkowych von Neumanna (Rozdziaªy
8 i 9). Okazuje si¦, »e w tej teorii operacja sumy

�
peªni równie wa»n¡ funkcj¦,

w szczególno±ci zachowuje si¦ dla niektórych zbiorów w pewnym sensie dualnie
do operacji nast¦pnika. Podamy wi¦c obecnie pewne zwi¡zki mi¦dzy tymi dwiema
operacjami.

Twierdzenie 4.
�
Spxq � xY

�
x.

Dowód. p�q: Niech y P
�
Spxq. Zatem y P z dla pewnego z P xYtxu. Niech z P x.

Wówczas y P
�
x. Gdy za± z � x, to y P x. W obu przypadkach y P xY

�
x.

p�q: Zaªó»my, »e y P xY
�
x. Niech y P x. Poniewa» x P Spxq, wi¦c y P

�
Spxq.

Niech y P
�
x. Wtedy y P z dla pewnego z P x. St¡d z P Spxq, zatem y P

�
Spxq. l

Twierdzenie 5.
�
x � x wtw x P Sp

�
xq.

Dowód. (ñ): Zaªó»my, »e
�
x � x. Wówczas natychmiast x P Sp

�
xq, bo x P

Spxq.

pðq: Zaªó»my, »e x P Sp
�
xq. Wówczas x P

�
x Y t

�
xu. Gdyby x P

�
x, to

x P y dla pewnego y P x, co jest niemo»liwe (Wniosek z Tw. 10, Rozdziaª 2). Zatem
x P t

�
xu, tzn. x �

�
x. l

Twierdzenie 6. x �
�
x wtw

�
Spxq P Sp

�
xq.

Dowód. (ñ): Zaªó»my, »e x �
�
x. Wówczas x Y

�
x �

�
x (Tw. 13(3), Roz-

dziaª 1). Zatem na mocy Tw. 4,
�
Spxq �

�
x, a poniewa»

�
x P Sp

�
xq, wi¦c�

Spxq P Sp
�
xq.

pðq: Zaªó»my, »e
�
Spxq P Sp

�
xq. Zatem wedªug Tw. 4, xY

�
x P Sp

�
xq, tzn.

xY
�
x P
�
x lub xY

�
x �

�
x. Gdyby xY

�
x P
�
x, to skoro

�
x � xY

�
x,

wi¦c byªoby: xY
�
x P xY

�
x, co jest niemo»liwe (Wniosek z Tw. 9, Rozdziaª 2).

Zatem xY
�
x �

�
x, co implikuje: x �

�
x. l
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Twierdzenie 7.
�
x P x wtw Sp

�
xq �

�
Spxq.

Dowód. (ñ): Zaªó»my, »e
�
x P x. Wówczas t

�
xu � x, za± x � xY

�
x, zatem

t
�
xu � xY

�
x. Oczywi±cie

�
x � xY

�
x. Ostatecznie,

�
xY t

�
xu � xY

�
x.

St¡d, na mocy Tw. 4 oraz de�nicji nast¦pnika, Sp
�
xq �

�
Spxq.

(ð): Zaªó»my, »e Sp
�
xq �

�
Spxq. Wówczas, poniewa»

�
x P Sp

�
xq, wi¦c�

x P
�
Spxq, tzn. (Tw. 4)

�
x P xY

�
x. Zatem

�
x P x lub

�
x P
�
x. Lecz drugi

z czªonów tej alternatywy jest faªszywy (Wniosek z Tw. 9, Rozdziaª 2). Dlatego�
x P x. l

Twierdzenie 8. Dla dowolnego zbioru x, je»eli x �
�
x, to x nie jest nast¦pnikiem

»adnego zbioru, tzn. @ypx � Spyqq.

Dowód. Zaªó»my, »e x �
�
x oraz nie wprost, niech x � Spyq dla pewnego

zbioru y. Wówczas
�
x �

�
Spyq � y Y

�
y na mocy Tw. 4. Zatem z zaªo»enia,

x � y Y
�
y. Lecz z zaªo»enia nie wprost, x � y Y tyu, sk¡d y P x. Wówczas

y P y Y
�
y, co jest niemo»liwe. l

Odwrotne twierdzenie w ogólno±ci nie jest prawdziwe. Rozwa»my na przy-
kªad x � tH, tHu, ttHuuu. Gdyby x � Spyq dla jakiego± y, to y musiaªby by¢
elementem zbioru x. Lecz SpHq � tHu � x, SptHuq � tH, tHuu � x, wreszcie
SpttHuuq � ttHu, ttHuuu � x. Zatem x nie jest nast¦pnikiem »adnego zbioru y.
Natomiast

�
x � tH, tHuu � x.

�5. Interpretacja arytmetyki elementarnej w teorii ZFC

Dysponuj¡c operacj¡ nast¦pnika, jeste±my w stanie zapisa¢ aksjomat niesko«-
czono±ci w krótszej postaci:

(Ax 8q1 DxpH P x^ @ypy P xñ Spyq P xqq.

Zbiór, którego istnienie ów aksjomat stwierdza, nosi nazw¦ zbioru indukcyjnego:

Definicja. Dla dowolnego zbioru x, x jest indukcyjny, gdy H P x oraz @ypy P
xñ Spyq P xq.

Zbiór jest wi¦c indukcyjny, gdy jego elementem jest zbiór H oraz gdy jest on
zamkni¦ty na operacj¦ nast¦pnika.

W ten sposób uzyskujemy najprostsz¡ posta¢ aksjomatu niesko«czono±ci:

(Ax 8q2 Dxpx jest indukcyjny).
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Poj¦cie zbioru indukcyjnego umo»liwia wyodr¦bnienie spo±ród zbiorów tych,
których mnogo±¢ stanowi¢ b¦dzie dziedzin¦ modelu dla aksjomatów arytmetyki ele-
mentarnej. Zbiory te nazwiemy wi¦c liczbami naturalnymi. Wªa±nie do tych zbiorów
ograniczymy kwanty�kacj¦ interpretuj¡c aksjomaty arytmetyki elementarnej.

Definicja. Dla dowolnego zbioru x, x jest liczb¡ naturaln¡, gdy @ypy jest induk-
cyjny ñ x P yq (zbiór jest liczb¡ naturaln¡, gdy jest elementem ka»dego zbioru
indukcyjnego).

Wprost z de�nicji liczby naturalnej oraz zbioru indukcyjnego otrzymujemy:

Twierdzenie 9. Zbiór H jest liczb¡ naturaln¡.

Mnogo±¢ liczb naturalnych jest zamkni¦ta na operacj¦ nast¦pnika:

Twierdzenie 10. @xpx jest liczb¡ naturaln¡ ñ Spxq jest liczb¡ naturaln¡).

Dowód. Zaªó»my, »e zbiór x jest liczb¡ naturaln¡, tzn. @ypy jest indukcyjny
ñ x P yq. Aby wykaza¢, »e Spxq jest liczb¡ naturaln¡, rozwa»my dowolny zbiór
indukcyjny y. Wówczas z zaªo»enia, x P y. Zatem z de�nicji zbioru indukcyjnego
mamy: Spxq P y, co wobec dowolno±ci wyboru zbioru y dowodzi, »e Spxq jest liczb¡
naturaln¡. l

Wyka»emy teraz, »e owa mnogo±¢ liczb naturalnych jest po prostu zbiorem
(tzn. obiektem, którego istnienie jest dowodliwe w ZFC). W tym celu rozwa»my
w aksjomacie podzbiorów formuª¦ φpxq postaci: x jest liczb¡ naturaln¡. Oznacz-
my symbolem �A� jakikolwiek ze zbiorów, których istnienie stwierdza aksjomat
niesko«czono±ci, uzyskuj¡c prawdziwe zdanie: A jest indukcyjny. Wówczas natych-
miast z de�nicji liczby naturalnej otrzymujemy prawdziwy poprzednik implikacji
(AxZ)φ,

@xpx jest liczb¡ naturaln¡ ñ x P Aq,

zatem równie» prawdziwy nast¦pnik w aksjomacie podzbiorów,

Dy@xpx P y ô x jest liczb¡ naturaln¡),

co w konsekwencji prowadzi do de�nicji zbioru liczb naturalnych N :

Definicja. @xpx P N ô x jest liczb¡ naturaln¡) lub N � tx : x jest liczb¡
naturaln¡u.
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Jako bezpo±redni wniosek z Tw. 9 oraz Tw. 10 uzyskujemy:

Twierdzenie 11. N jest indukcyjny.

Dzi¦ki Tw. 11, symbole funkcyjne 0, s wyst¦puj¡ce w aksjomatach arytmety-
ki elementarnej mo»emy interpretowa¢ jako odpowiednio, zbiór H oraz operacja
nast¦pnika S (skoro H P N oraz zbiór N jest zamkni¦ty na t¦ operacj¦). Jest
oczywiste, »e na podstawie Tw. 2 oraz Tw. 3 mamy:

@x P N pSpxq � Hq, oraz

@x, y P N pSpxq � Spyq ñ x � yq,

czyli dwa pierwsze aksjomaty arytmetyki elementarnej s¡ prawdziwe w dziedzinie
N (s¡ one przecie» prawdziwe w dziedzinie wszystkich zbiorów). Aby wykaza¢, »e
aksjomat indukcji jest równie» prawdziwy w dziedzinie N dowied¹my najpierw, i»
zbiór liczb naturalnych jest najmniejszym (wzgl¦dem inkluzji) zbiorem indukcyj-
nym.

Twierdzenie 12. @xpx jest indukcyjny ñ N � xq.

Dowód. Zaªó»my, »e x jest indukcyjny. Niech y P N . Skoro wi¦c y jest liczb¡
naturaln¡, to y P x, co dowodzi inkluzji: N � x. l

Interpretacja aksjomatu indukcji ma posta¢:

Twierdzenie 13. Dla dowolnej formuªy ψpxq j¦zyka teorii ZFC,
rψpHq ^ @x P Npψpxq ñ ψpSpxqqqs ñ @x P Npψpxqq.

Dowód. Zaªó»my, »e
(1) ψpHq oraz
(2) @x P Npψpxq ñ ψpSpxqqq.

Wstawmy w aksjomacie podzbiorów (AxZ)φ jako φpxq formuª¦ x P N ^ ψpxq,
uzyskuj¡c poprzednik tego aksjomatu w postaci:
@xppx P N ^ ψpxqq ñ x P Nq.

Oderwijmy wi¦c nast¦pnik:
Dy@xpx P y ô px P N ^ ψpxqqq.

St¡d dla pewnego zbioru B,
(3) @xpx P B ô px P N ^ ψpxqqq.

Wyka»my, »e B jest zbiorem indukcyjnym. Poniewa» H P N , wi¦c na mocy
(1) i (3), H P B. Zaªó»my, »e y P B. Wówczas z (3), y P N oraz ψpyq. Zatem
z zaªo»enia (2), ψpSpyqq. Ponadto, skoro y P N , wi¦c Spyq P N (Tw. 10). Osta-
tecznie z (3), Spyq P B, czyli B jest indukcyjny.
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Zatem na podstawie Tw. 12 otrzymujemy:
(4) N � B.

Aby wi¦c dowie±¢, »e @x P Npψpxqq rozwa»my dowolny x P N . Wówczas x P B
na mocy (4), czyli, bior¡c pod uwag¦ (3), zachodzi ψpxq. l

Warto podkre±li¢, »e w interpretacji aksjomatu indukcji jak¡ jest Tw. 13, nie ma
»adnych ogranicze« dla formuª ψpxq. Zastosujmy Tw. 13 w przypadku, gdy formuªa
ψpxq nie ma swojego odpowiednika w j¦zyku arytmetyki elementarnej:

Twierdzenie 14. Ka»dy element dowolnej liczby naturalnej jest liczb¡ naturaln¡,

tzn. @x P N @ypy P xñ y P Nq.

Dowód. Poªó»my ψpxq :� @ypy P x ñ y P Nq. Wówczas dowodzone twierdze-
nie jest nast¦pnikiem implikacji Tw. 13 (aksjomatu indukcji). Udowodnijmy wi¦c
poprzednik. Formuªa ψpHq, a wi¦c formuªa postaci: @ypy P H ñ y P Nq jest
naturalnie prawdziwa.

We¹my dowolne x P N oraz przyjmijmy zaªo»enie indukcyjne, »e ψpxq, tzn.
@ypy P x ñ y P Nq. W celu wykazania, »e prawd¡ jest ψpSpxqq, tzn. formuªa
postaci: @ypy P Spxq ñ y P Nq, we¹my dowolny y i zaªó»my, »e y P Spxq. Wówczas
y P x lub y � x. Gdy y P x, to z zaªo»enia indukcyjnego mamy: y P N , gdy za±
y � x, to oczywi±cie y P N (bo x P N). l





Rozdziaª 8. Poj¦cie liczby porz¡dkowej

�1. Liczby naturalne a liczby porz¡dkowe

Oto cztery pierwsze liczby naturalne zapisane wedªug ró»nych czterech notacji
w porz¡dku od najmniejszej do najwi¦kszej:

H, SpHq, SpSpHqq, SpSpSpHqqq

H, tHu, tH, tHuu, tH, tHu, tH, tHuuu

0, 1, 2, 3

0, t0u, t0, 1u, t0, 1, 2u.

Wida¢, »e sekwencja czterech pierwszych liczb naturalnych ma nast¦puj¡c¡ wªa-
sno±¢:

(*) Ka»dy ze zbiorów tej sekwencji jest zbiorem wszystkich tych i tylko
tych zbiorów, które w tej sekwencji s¡ wcze±niej od niego.

Rozszerzmy sekwencj¦ czterech pierwszych liczb naturalnych do niesko«czo-
no±ci:

(1) H, SpHq, SpSpHqq, SpSpSpHqqq, . . . lub

(1)1 H, tHu, tH, tHuu, tH, tHu, tH, tHuuu, . . .

tak, aby sekwencja ta miaªa wªasno±¢ (*), tzn. pi¡ty wyraz tej sekwencji jest zbio-
rem dokªadnie poprzednich czterech zbiorów, szósty jej wyraz jest zbiorem dokªad-
nie pi¦ciu poprzedzaj¡cych zbiorów itd.

Jest oczywiste, na mocy Twierdze« 9 oraz 10, Rozdziaª 7, »e ka»dy zbiór po-
jawiaj¡cy si¦ w tej»e sekwencji jest liczb¡ naturaln¡. Nie jest wszak»e oczywiste,
»e ka»da liczba naturalna (w my±l de�nicji teoriomnogo±ciowej) wyst¦puje w tej
sekwencji. Jednak»e tak wªa±nie jest. Innymi sªowy, zbiór N jest dziedzin¡ stan-
dardowego (precyzyjniej: izomor�cznego ze standardowym) modelu arytmetyki ele-
mentarnej. Zaªó»my bowiem, »e tak nie jest. Niech zatem λ0 P N b¦dzie zbiorem,
który w sekwencji (1) nie wyst¦puje. Interpretacja teoriomnogo±ciowa tw. 2, �1,
Rozdziaª 7, a wi¦c zdanie: @x P Npx � H_ Dy P Npx � Spyqqq jest twierdzeniem
ZFC. Poniewa» λ0 � H, wi¦c na mocy tego twierdzenia: λ0 � Spλ1q dla pewnego
zbioru λ1 P N . Gdyby λ1 wyst¦powaª w sekwencji (1), to równie» λ0 (jako nast¦p-
nik λ1q wyst¦powaªby w tej»e sekwencji, a tak nie jest. Zatem λ1 nie wyst¦puje
w sekwencji. Zatem znowu λ1 � H i na mocy tw. 2: λ1 � Spλ2q dla pewnego
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zbioru λ2 P N , który nie wyst¦puje w sekwencji itd. Poniewa» λ1 P λ0, λ2 P λ1, . . .,
wi¦c sekwencja: λ0, λ1, λ2, . . . jest niesko«czonym zej±ciem zbioru λ0 (Rozdziaª 2),
co oznacza, »e λ0 jest zbiorem nieufundowanym; za± zgodnie z aksjomatem regu-
larno±ci takich zbiorów w ZFC nie ma.

Skoro wi¦c (1) jest sekwencj¡ wszystkich liczb naturalnych oraz sekwencja ta
ma wªasno±¢ (*), zatem ka»da liczba naturalna jest zbiorem wszystkich liczb natu-
ralnych mniejszych (wcze±niejszych) od niej.

Rozwa»my przez chwil¦ jak¡kolwiek sekwencj¦ zbiorów maj¡c¡ wªasno±¢ (*).
Niech A b¦dzie dowolnie wybranym zbiorem z tej sekwencji. Wówczas zbiór
Ama nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: dla dowolnego a P A: a � A. Jest tak dlatego, poniewa»
dowolny element a zbioru A (gdy A � H) znajduje si¦ w powy»szej sekwencji przed
A, zatem ka»dy element zbioru a, b¦d¡c przed a jest tym samym przed zbiorem A,
tzn. nale»y do A. Zbiór A o takiej wªasno±ci nazywamy tranzytywnym.

Jest zatem jasne, »e wªasno±¢ (*) sekwencji zbiorów implikuje to, »e ka»dy ze
zbiorów tej sekwencji jest zbiorem tranzytywnym.

Nietrudno zorientowa¢ si¦, »e wªasno±¢ (*) implikuje ponadto, »e ka»dy element
jakiegokolwiek zbioru A z tej sekwencji jest zbiorem tranzytywnym. Je±li bowiem
rozwa»ymy jaki± a P A, to przecie» a musi znajdowa¢ si¦ (przed A) w tej sekwencji,
zatem a jest zbiorem tranzytywnym.

Zbiór tranzytywny, którego ka»dy element jest zbiorem tranzytywnym nazywa-
my liczb¡ porz¡dkow¡. Zatem wªasno±¢ (*) sekwencji zbiorów implikuje to, »e ka»dy
ze zbiorów tej sekwencji jest liczb¡ porz¡dkow¡.

Wniosek: ka»da liczba naturalna jest liczb¡ porz¡dkow¡ (tzn. jest zbiorem tran-
zytywnym oraz ka»dy jej element jest zbiorem tranzytywnym � naturalnie drugi
czªon tej»e koniunkcji jest równie» wnioskiem z czªonu pierwszego oraz Tw. 14,
Rozdziaª 7).

Powstaje pytanie czy jedynymi liczbami porz¡dkowymi s¡ liczby naturalne. Od-
powiemy przecz¡co, gdy podamy jak¡kolwiek sekwencj¦ zbiorów maj¡c¡ wªasno±¢
(*) i w której wyst¡pi chocia» jeden zbiór nieb¦d¡cy liczb¡ naturaln¡.

Aby poda¢ tak¡ sekwencj¦, zastanówmy si¦ najpierw nad warunkami konstrukcji
jakiejkolwiek sekwencji maj¡cej wªasno±¢ (*).

Otó», po pierwsze, taka sekwencja zbiorów musi mie¢ pocz¡tek (pierwszy wy-
raz). Gdyby bowiem go nie miaªa, to wybieraj¡c dowolny zbiór z takiej sekwencji
i ukªadaj¡c wszystkie zbiory z tej sekwencji wyst¦puj¡ce przed tym wybranym zbio-
rem w odwrotnej kolejno±ci, uzyskaliby±my niesko«czone zej±cie, które, jak wiado-
mo sk¡din¡d (por. Rozdziaª 2), nie mo»e istnie¢.

Po drugie, pierwszy wyraz takiej sekwencji musi by¢ zbiorem pustym, skoro
pierwszy wyraz jest, jak ka»dy, zbiorem, którego elementami s¡ te i tylko te zbiory,
które go w sekwencji poprzedzaj¡, a przecie» »adne zbiory pierwszego jej wyrazu
nie poprzedzaj¡.
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Po trzecie, dla dowolnego A, je»eli A jest zbiorem wyst¦puj¡cym w takiej se-
kwencji oraz A nie jest jej ostatnim wyrazem, to bezpo±rednio nast¦puj¡cym po
A wyrazem tej sekwencji jest zbiór SpAq. Bowiem z de�nicji operacji nast¦pnika,
zbiór SpAq jest jedynym zbiorem, którego elementami s¡ wszystkie elementy zbio-
ru A oraz sam zbiór A. Je±li wi¦c A nie jest ostatnim wyrazem sekwencji, to po
nim musi w tej sekwencji wyst¡pi¢ zbiór tych i tylko tych zbiorów, które go w tej
sekwencji poprzedzaj¡, a poprzedzaj¡ go w tej sekwencji zbiór A i te zbiory, które
s¡ wcze±niej ni» A tzn. wszystkie elementy zbioru A.

Po czwarte, jakakolwiek sekwencja sko«czona maj¡ca wªasno±¢ (*) jest sekwen-
cj¡ pocz¡tkowych n wyrazów sekwencji (1) dla pewnego n. Jest to oczywisty wnio-
sek z warunków drugiego i trzeciego, jakie musi speªnia¢ konstrukcja jakiejkolwiek
sekwencji zbiorów o wªasno±ci (*).

Po pi¡te, jakakolwiek sekwencja niesko«czona o wªasno±ci (*) musi �zawiera¢�
sekwencj¦ (1) i je»eli nie jest z ni¡ to»sama, to musi j¡ �zawiera¢� jako swoj¡ po-
cz¡tkow¡ cz¦±¢ wªa±ciw¡. Jest to wniosek oparty na tych samych argumentach,
na których byª oparty warunek czwarty, tzn. pierwszym wyrazem niesko«czonej
sekwencji o wªasno±ci (*) jest zbiór H oraz bezpo±rednim nast¦pnikiem jakiegokol-
wiek zbioru A tej sekwencji, który nie jest jej ostatnim wyrazem, jest zbiór SpAq.

Wida¢ wyra¹nie, »e znajdziemy liczb¦ porz¡dkow¡ nieb¦d¡c¡ liczb¡ naturaln¡
wówczas, gdy skonstruujemy niesko«czon¡ sekwencj¦ speªniaj¡c¡ (*), której po-
cz¡tkow¡ cz¦±ci¡ wªa±ciw¡ jest sekwencja (1) wszystkich liczb naturalnych. �eby
tak¡ sekwencj¦ poda¢, nale»y najpierw okre±li¢, jaki to zbiór winien w niej wyst¦-
powa¢ bezpo±rednio po wszystkich zbiorach sekwencji (1) i czy w ogóle taki zbiór
istnieje. Otó» zgodnie z warunkiem (*) musi to by¢ zbiór tych i tylko tych zbio-
rów, które wyst¦puj¡ w konstruowanej sekwencji przed nim, a wi¦c zbiór, którego
elementami s¡ wszystkie liczby naturalne i tylko one. Krótko mówi¡c, jest to zbiór
liczb naturalnych N . Je»eli N nie jest ostatnim wyrazem konstruowanej sekwencji,
to naturalnie bezpo±rednio nast¦pnym jej wyrazem jest zbiór: SpNq. Sekwencja
niesko«czona speªniaj¡ca (*), której ostatnim wyrazem jest SpNq ma wi¦c posta¢:

H, SpHq, SpSpHqq, SpSpSpHqqq, . . . , N, SpNq.

Oczywi±cie zarówno N , jak równie» SpNq s¡ liczbami porz¡dkowymi nieb¦d¡-
cymi liczbami naturalnymi.

Jest jasne, »e nie musimy ko«czy¢ konstruowanej sekwencji na wyrazie SpNq,
lecz mo»emy rozwa»y¢ niesko«czon¡ sekwencj¦ o wªasno±ci (*) bez ostatniego wy-
razu, postaci:

H, SpHq, SpSpHqq, SpSpSpHqqq, . . . , N, SpNq, SpSpNqq, SpSpSpNqqq, . . .

która wskazuje na niesko«czenie wiele liczb porz¡dkowych nieb¦d¡cych liczbami
naturalnymi.
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Wida¢ wyra¹nie, »e poj¦cie liczby porz¡dkowej jest uogólnieniem teoriomno-
go±ciowego poj¦cia liczby naturalnej. Formalnie zajmiemy si¦ liczbami porz¡dko-
wymi w nast¦pnych paragrafach.

�2. Zbiory tranzytywne

Definicja. Dowolny zbiór x nazywamy zbiorem tranzytywnym, gdy @ypy P x ñ
y � xq. Zbiór jest wi¦c tranzytywny, gdy ka»dy jego element jest jego podzbiorem.

Na mocy de�nicji inkluzji zbiorów, warunek de�niuj¡cy tranzytywno±¢ zbioru
x mo»na zapisa¢ w postaci: @ypy P x ñ @zpz P y ñ z P xqq lub równowa»nie:
@y@zppz P y ^ y P xq ñ z P xq. Z powodu podobie«stwa ostatniej formuªy do
warunku przechodnio±ci dla relacji nale»enia do zbioru wywodzi si¦ nazwa �tran-
zytywny� � od ang. transitive � przechodni. Cz¦sto w literaturze przedmiotu zbiór
tranzytywny nazywany bywa przechodnim. Na u»ytek tej monogra�i odró»nimy
jednak poj¦cia zbioru tranzytywnego i zbioru przechodniego.

Definicja. Zbiór x nazwiemy przechodnim, gdy @y, z, v P x ppy P z ^ z P vq ñ
y P vq, czyli gdy relacja nale»enia do zbioru okre±lona na zbiorze x jest relacj¡
przechodni¡.

Przykªad. Zbiór tH, tHu, ttHuuu jest tranzytywny, lecz nie jest zbiorem prze-
chodnim. Z drugiej strony, ka»dy singleton jest oczywi±cie zbiorem przechodnim,
lecz niekoniecznie tranzytywnym, na przykªad singleton: ttHuu nie jest zbiorem
tranzytywnym.

Na podstawie Tw. 14, Rozdziaª 7 mamy: @x P Npx � Nq, zatem zbiór liczb
naturalnych jest zbiorem tranzytywnym. N jest równie» zbiorem przechodnim.

W dalszym ci¡gu oka»e si¦ przydatne rozwa»anie pewnych klas czy mnogo±ci
zbiorów, tzn. takich �zespoªów� zbiorów, które zbiorami w teorii ZFC nie s¡. Przy-
kªadem takiej klasy zbiorów nieb¦d¡cej zbiorem (jak pó¹niej to wyka»emy) jest
mnogo±¢ wszystkich zbiorów tranzytywnych.

Uogólnijmy poj¦cia tranzytywno±ci oraz przechodnio±ci zbioru, aby stosowaªy
si¦ one do dowolnego zespoªu zbiorów:

Powiemy, »e klasa zbiorów jest tranzytywna, gdy dowolny ze zbiorów tej klasy
jest taki, i» ka»dy jego element jest równie» zbiorem z tej klasy.

Powiemy, »e klasa zbiorów jest przechodnia, gdy dla dowolnych zbiorów x, y, z
z tej klasy zachodzi: px P y ^ y P zq ñ x P z.
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Rozwa»my dla przykªadu klas¦ wszystkich zbiorów tranzytywnych. Zbiór
tH, tHu, ttHuuu (por. przykªad powy»ej) jest zbiorem z tej klasy, lecz jego element
ttHuu nie jest zbiorem z tej klasy (tzn. nie jest zbiorem tranzytywnym). Zatem
klasa wszystkich zbiorów tranzytywnych nie jest tranzytywna. Jednak»e klasa ta
jest przechodnia:

Twierdzenie 1. Dla dowolnych zbiorów tranzytywnych x, y, z, px P y ^ y P zq ñ
x P z.

Dowód. Niech x P y oraz y P z. Poniewa» z jest tranzytywny, wi¦c y � z, zatem
x P z. l

Nast¦puj¡ce twierdzenie charakteryzuje poj¦cie zbioru tranzytywnego przy u»y-
ciu operacji P,

�
, S:

Twierdzenie 2. Dla dowolnego zbioru x nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) x jest tranzytywny,

(ii) x � P pxq,
(iii)

�
x � x,

(iv) x �
�
Spxq.

Dowód. Równowa»no±¢ (i)ô (ii) jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ de�nicji zbioru
tranzytywnego.

(i) ñ (iii): Zaªó»my, »e x jest tranzytywny. Niech y P
�
x. Wówczas y P z dla

pewnego z P x. Wtedy z zaªo»enia z � x, wi¦c y P x.
(iii) ñ (i): Zaªó»my, »e

�
x � x. Niech y P x. W celu wykazania, »e y � x

we¹my z P y. Wówczas z P
�
x, zatem z zaªo»enia: z P x.

Równowa»no±¢ (iii) ô (iv) jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ Tw. 4, Rozdziaª 7
oraz Tw. 13(3), Rozdziaª 1. l

Jest oczywiste, »e zbiór pusty jest zbiorem tranzytywnym. Okazuje si¦, »e jest
on elementem ka»dego niepustego zbioru tranzytywnego:

Twierdzenie 3. Dla dowolnego niepustego tranzytywnego zbioru x : H P x.

Dowód. Niech x b¦dzie tranzytywny i niepusty. Na mocy aksjomatu regularno±-
ci niech y b¦dzie elementem minimalnym zbioru x, tzn. y P x oraz y X x � H.
Z tranzytywno±ci zbioru x mamy: y � x, zatem y X x � y. Ostatecznie y � H,
czyli H P x . l
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Twierdzenie 4. Je»eli x jest tranzytywny, to Spxq jest tranzytywny.

Dowód. Zaªó»my, »e x jest tranzytywny. Na mocy Tw. 2, x �
�
Spxq, lecz x �

Spxq, zatem
�
Spxq � Spxq, czyli znowu wedªug Tw. 2, Spxq jest tranzytywny. l

Twierdzenie 5. Je»eli x jest tranzytywny, to
�
x jest zbiorem tranzytywnym.

Dowód. Zaªó»my, »e x jest tranzytywny. Wówczas na mocy Tw. 2,
�
x � x.

Niech y P
�
x. Zatem y P x, sk¡d (Tw. 11(1), Rozdziaª 1) y �

�
x, co ±wiadczy

o tym, »e
�
x jest zbiorem tranzytywnym. l

Twierdzenie 6. Dla dowolnego zbioru tranzytywnego x nast¦puj¡ce warunki s¡

równowa»ne:

(i)
�
x � x,

(ii) x P Sp
�
xq,

(iii)
�
Spxq P Sp

�
xq.

Dowód. Równowa»no±¢ (i) ô (ii) zachodzi dla dowolnego zbioru x (Tw. 5, Roz-
dziaª 7).

Równowa»no±¢ (ii) ô (iii) zachodzi dla dowolnego zbioru tranzytywnego x,
poniewa» wówczas x �

�
Spxq (Tw. 2). l

Twierdzenie 7. Dla dowolnego zbioru tranzytywnego x,�
x P x wtw Sp

�
xq � x.

Dowód. Jest to bezpo±redni wniosek z Tw. 7, Rozdziaª 7 oraz Tw. 2(i)ô(iv). l

�3. Liczba naturalna jako liczba porz¡dkowa

Definicja. Zbiór x nazywamy liczb¡ porz¡dkow¡, gdy x jest tranzytywny oraz
ka»dy element zbioru x jest zbiorem tranzytywnym.

Twierdzenie 8. Zbiór H jest liczb¡ porz¡dkow¡.

Dowód. Skoro prawdziwa jest formuªa @ypy P H ñ y � H), wi¦c H jest zbiorem
tranzytywnym. Naturalnie równie» prawdziwa jest formuªa @ypy P H ñ y jest
tranzytywny). St¡d H jest liczb¡ porz¡dkow¡. l

Twierdzenie 9. @xpx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ Spxq jest liczb¡ porz¡dkow¡)
(Nast¦pnik liczby porz¡dkowej jest liczb¡ porz¡dkow¡, lub inaczej: klasa liczb po-

rz¡dkowych jest zamkni¦ta na operacj¦ nast¦pnika.)
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Dowód. Niech x b¦dzie liczb¡ porz¡dkow¡. Wobec Tw. 4 wystarczy wykaza¢, »e
ka»dy element zbioru Spxq jest zbiorem tranzytywnym. Niech y P Spxq. Wówczas
y P x lub y � x. Gdy y P x, to wobec zaªo»enia, »e x jest liczb¡ porz¡dkow¡:
y jest tranzytywny. Gdy za± y � x, to naturalnie y jest tranzytywny, bo x jest
tranzytywny jako liczba porz¡dkowa. l

Twierdzenia 8 oraz 9 stanowi¡ podstaw¦ do sformuªowania twierdzenia, i» ka»da
liczba naturalna jest liczb¡ porz¡dkow¡:

Twierdzenie 10. @xpx P N ñ x jest liczb¡ porz¡dkow¡).

Dowód. Poªó»my w Tw. 13, Rozdziaª 7 (interpretacja aksjomatu indukcji dla
liczb naturalnych) formuª¦ ψpxq postaci: x jest liczb¡ porz¡dkow¡. Wówczas do-
wodzone twierdzenie jest nast¦pnikiem tak uzyskanej implikacji. Jej poprzednik:
H jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ @x P Npx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ Spxq jest liczb¡
porz¡dkow¡), jest prawdziwy na mocy Tw. 8 i Tw. 9. l

Przykªad. Zbiór tH, tHu, ttHuuu, cho¢ tranzytywny, nie jest liczb¡ porz¡dkow¡.
Jego element ttHuu nie jest bowiem zbiorem tranzytywnym.

Na mocy Tw. 14, Rozdziaª 7, zbiór liczb naturalnych N jest tranzytywny, za±
na mocy Tw. 10 ka»dy element zbioru N jest tranzytywny, zatem N jest liczb¡
porz¡dkow¡. Ponadto jest to liczba porz¡dkowa, która nie jest liczb¡ naturaln¡ (bo
N R Nq.

�4. Warianty de�nicyjne dla poj¦cia liczby porz¡dkowej

Paragraf ten po±wi¦cimy innym ni» de�nicyjne, lecz równowa»nym mu, sfor-
muªowaniom poj¦cia liczby porz¡dkowej.

Twierdzenie 11. Dla dowolnego zbioru x, x jest liczb¡ porz¡dkow¡ wtw x jest

tranzytywny i przechodni.

Dowód. pñq: Zaªó»my, »e x jest liczb¡ porz¡dkow¡. Naturalnie x jest wtedy
zbiorem tranzytywnym. Poniewa» ka»dy element zbioru x jest tranzytywny, wi¦c,
na mocy Tw. 1, x jest zbiorem przechodnim.
pðq: Zaªó»my, »e x jest zbiorem tranzytywnym i przechodnim. Aby wykaza¢,

»e ka»dy element zbioru x jest tranzytywny, zaªó»my, »e
(1) y P x oraz
(2) z P y.

Mamy wykaza¢, »e z � y. Niech wi¦c
(3) v P z.
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Z tranzytywno±ci zbioru x oraz (1) wnosimy, i» y � x, zatem z (2) otrzymujemy:
(4) z P x.

Z (4) i z tranzytywno±ci zbioru x mamy: z � x, zatem z (3) uzyskujemy:
(5) v P x.

Ostatecznie z przechodnio±ci zbioru x, na podstawie (5), (4), (1), (3), (2) wno-
simy, »e v P y. l

Analogicznie jak wªasno±¢ przechodnio±ci zbioru, zde�niujmy jego spójno±¢:

Definicja. Zbiór x nazywamy spójnym, gdy @y, z P x py P z _ z P y _
y � zq.

Twierdzenie 12. Dla dowolnego zbioru x, x jest liczb¡ porz¡dkow¡ wtw x jest

tranzytywny oraz spójny.

Dowód. pðq: Zaªó»my, »e x jest tranzytywny i spójny oraz nie wprost, »e x nie jest
liczb¡ porz¡dkow¡. Wówczas istnieje y P x, który nie jest zbiorem tranzytywnym.
Czyli dla pewnego zbioru z mamy:
(1) z P y oraz
(2) z � y.

Z tranzytywno±ci zbioru x wynika, »e y � x, zatem z (1), z P x, co implikuje:
(3) z � x.

Na mocy (2) istnieje zbiór u taki, »e
(4) u P z oraz
(5) u R y. Ponadto
(6) u � y.

Gdyby bowiem u � y, to z (4) byªoby: y P z, co wobec (1) i Wniosku z Tw. 10,
Rozdziaª 2, jest niemo»liwe.

Na mocy (3) i (4), u P x, zatem y, u s¡ elementami zbioru x, dlatego ze spójno±ci
tego zbioru, wobec (5) i (6) otrzymujemy:
(7) y P u.

Lecz (7), (4), (1) wraz z Wnioskiem z Tw. 10, Rozdziaª 2, prowadz¡ do sprzecz-
no±ci.

Implikacja odwrotna do udowodnionej, a dokªadniej mówi¡c, zdanie �liczba po-
rz¡dkowa jest zbiorem spójnym�, oka»e si¦ bezpo±rednim wnioskiem z nast¦pnych
twierdze« tego rozdziaªu (dla dowodu których Tw. 12 nie jest wykorzystywane). l

Najbardziej istotne poza de�nicyjnymi, czy te» konstytutywne (w sensie, który
za chwil¦ wyja±nimy) dla klasy liczb porz¡dkowych s¡ dwa warunki, które teraz
podamy w postaci Tw. 13 i Tw. 14:
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Twierdzenie 13. @xpx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ @ypy P xñ y jest liczb¡ porz¡d-

kow¡)) (Ka»dy element dowolnej liczby porz¡dkowej jest liczb¡ porz¡dkow¡.)

Dowód. Niech x b¦dzie liczb¡ porz¡dkow¡ oraz niech y P x. Wówczas y jest zbio-
rem tranzytywnym. Aby dowie±¢, »e jest on liczb¡ porz¡dkow¡, musimy wykaza¢,
»e ka»dy jego element jest zbiorem tranzytywnym. Niech wi¦c z P y. Poniewa»
x jest liczb¡ porz¡dkow¡, wi¦c x jest tranzytywny. Skoro wi¦c y P x, to y � x,
zatem z P x. St¡d z jest tranzytywny jako element liczby porz¡dkowej. l

Twierdzenie 14. Dla dowolnych liczb porz¡dkowych x, y, z: px P y ^ y P zq ñ
x P z.

Dowód. Oczywisty na podstawie Tw. 1. l

Oczywi±cie Tw. 13 mo»na interpretowa¢ jako stwierdzenie, i» klasa wszystkich
liczb porz¡dkowych jest tranzytywna; natomiast wedªug Tw. 14, klasa ta jest prze-
chodnia. Obecnie wyka»emy, »e klasa wszystkich liczb porz¡dkowych jest najwi¦k-
sz¡ tranzytywn¡ i przechodni¡ klas¡ zbiorów.

NiechW pxq b¦dzie formuª¡ j¦zyka ZFC z dokªadnie jedn¡ zmienn¡ woln¡ x, dla
której speªnione s¡ dwa warunki:

(war1) @xpW pxq ñ @ypy P xñW pyqq,

(war2) @x@y@zpW pxq ^W pyq ^W pzq ñ px P y ^ y P z ñ x P zqq.

Predykat 1-argumentowyW reprezentuje wªasno±¢ przysªuguj¡c¡ zbiorom. We-
dªug (war1) je»eli wªasno±¢ ta przysªuguje danemu zbiorowi, to przysªuguje ona
ka»demu elementowi tego zbioru. Wedªug (war2) relacja nale»enia do zbioru P jest
przechodnia na klasie wszystkich takich zbiorów x, »e W pxq.

Nigdzie nie zakªadamy, »e istnieje zbiór postaci: tx :W pxqu, gdzieW pxq speªnia
(war1), (war2). Jednak»e b¦dziemy mówi¢ o klasie czy mnogo±ci takich zbiorów x,
»e W pxq. Jest jasne, »e wedªug (war1) taka klasa jest tranzytywna, za± zgodnie
z (war2), klasa zbiorów x takich, »e W pxq jest przechodnia.

Gdyby jednak istniaª dla jakiej± formuªy W pxq, zbiór A � tx : W pxqu, to,
jak wida¢, (war1) byªby równowa»ny stwierdzeniu: @xpx P A ñ @ypy P x ñ
y P Aqq, czyli @xpx P A ñ x � Aq, co jest równowa»ne temu, »e A jest zbio-
rem tranzytywnym. Z kolei (war2) jest wówczas równowa»ny stwierdzeniu, »e zbiór
A jest przechodni.

W ten sposób, wobec Tw. 11, uzyskali±my przykªad formuªy W pxq, dla której
zachodz¡ (war1) i (war2). Wystarczy mianowicie za W pxq przyj¡¢ �x P A�, dla
jakiejkolwiek liczby porz¡dkowej A. W szczególno±ci wi¦c, dla liczby porz¡dkowej
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N � tx : x jest liczb¡ naturaln¡u. Zatem dla W pxq postaci: �x jest liczb¡ na-
turaln¡�, warunki (war1), (war2) s¡ prawdziwe (oczywi±cie tutaj warunek (war1)
to Tw. 14, Rozdziaª 7).

Na mocy Tw. 13 oraz Tw. 14 wida¢, »e dla formuªy W pxq postaci: �x jest
liczb¡ porz¡dkow¡�, warunki (war1) oraz (war2) s¡ prawdziwe. Wyka»emy, »e klasa
wszystkich liczb porz¡dkowych, tzn. klasa tych wszystkich x, »e W pxq, gdzie W pxq
jest postaci: �x jest liczb¡ porz¡dkow¡�, jest najwi¦ksz¡ ze wszystkich klas zbiorów
x takich, »e W pxq, gdzie W jest dowoln¡ wªasno±ci¡ speªniaj¡c¡ (war1), (war2).
Innymi sªowy, wyka»emy, »e klasa wszystkich liczb porz¡dkowych jest najwi¦ksz¡
tranzytywn¡ i przechodni¡ klas¡ zbiorów.

W tym celu wykazujemy, »e dla dowolnej formuªy W pxq, dla której speªnione
s¡ (war1), (war2) zachodzi:

(*) @xpW pxq ñ x jest liczb¡ porz¡dkow¡).

Dowodzimy najpierw, »e

(1) @xpW pxq ñ x jest tranzytywny).

Zaªó»my nie wprost, »e dla pewnego x prawd¡ jest, »e W pxq oraz x nie jest
tranzytywny, co oznacza, »e dla pewnego y P x : y � x; zatem istnieje z takie, »e
z P y oraz z R x. Na mocy (war1) mamy W pyq i konsekwentnie W pzq. Wówczas
z (war2) skoro z P y oraz y P x, wi¦c z P x. Sprzeczno±¢.

Pozostaje dowie±¢:

(2) @xpW pxq ñ @ypy P xñ y jest tranzytywny)).

Zaªó»my nie wprost, »e dla pewnych x, y jest tak, »e W pxq, y P x oraz y nie jest
tranzytywny. Na mocy (war1) mamy: W pyq, zatem dalej rozumowanie przebiega
tak samo jak w dowodzie dla (1) tyle, »e dla zbioru y nie x.

Oczywi±cie (1) i (2) bezpo±rednio implikuj¡ (*).

Warunek (*) ma jednoznaczn¡ wymow¦: dowolna klasa zbiorów x takich, »e
W pxq, dla W speªniaj¡cego warunki (war1), (war2), a wi¦c dowolna klasa zbiorów
tranzytywna i przechodnia, jest mnogo±ci¡ liczb porz¡dkowych. St¡d oraz na pod-
stawie faktu, »e mnogo±¢ wszystkich liczb porz¡dkowych sama jest przecie» klas¡
tranzytywn¡ i przechodni¡, wynika, i» jest ona najwi¦ksz¡ (w sensie zawierania)
spo±ród wszystkich tranzytywnych i przechodnich klas zbiorów.

Na podstawie powy»szych rozwa»a« jasne jest, »e warunki (war1), (war2) cha-
rakteryzuj¡ poj¦cie liczby porz¡dkowej w nast¦puj¡cy sposób:
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Twierdzenie 15. Dla dowolnego zbioru z, z jest liczb¡ porz¡dkow¡ wtw istnieje

formuªaW pxq (z dokªadnie jedn¡ zmienn¡ woln¡ x) speªniaj¡ca (war1), (war2) taka,
»e zachodzi W pzq.

Dowód. (ñ): na mocy Tw. 13, Tw. 14 pW pxq ma posta¢: �x jest liczb¡ porz¡d-
kow¡�).
pð): na mocy (*). l

Inaczej mówi¡c, to wªa±nie Twierdzenia 13, 14 konstytuuj¡ poj¦cie liczby po-
rz¡dkowej, w takim oto sensie: mo»emy je traktowa¢ jako aksjomatyczn¡ de�nicj¦
klasy liczb porz¡dkowych (precyzyjniej � predykatu � jest liczb¡ porz¡dkow¡�).

Okazuje si¦, »e t¦ de�nicj¦ mo»na zmody�kowa¢, analogicznie jak Tw. 12 jest
mody�kacj¡ charakterystyki poj¦cia liczby porz¡dkowej podanej w Tw. 11, tzn. za-
mieni¢ Tw. 14 (warunek (war2)) mówi¡ce, »e klasa wszystkich liczb porz¡dkowych
jest przechodnia, na warunek stwierdzaj¡cy, »e klasa wszystkich liczb porz¡dko-
wych jest spójna. Wcze±niej naturalnie nale»y uogólni¢ poj¦cie spójno±ci zbioru do
poj¦cia spójno±ci dowolnej mnogo±ci zbiorów:

powiemy, »e klasa (mnogo±¢) zbiorów jest spójna, gdy dla dowolnych zbiorów
x, y z tej klasy zachodzi: x P y lub y P x lub x � y.

W dalszym ci¡gu (lecz dopiero w �6), udowodnimy, »e Tw. 13 i Tw. 14 implikuj¡
spójno±¢ klasy wszystkich liczb porz¡dkowych. W dowodzie tym wymagane jest
zastosowanie jednego z najwa»niejszych twierdze« teorii liczb porz¡dkowych, jakim
jest twierdzenie o indukcji pozasko«czonej (któremu wobec tego wcze±niej musimy
po±wi¦ci¢ uwag¦ (�5)). Twierdzenie to jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ Twierdze«
13, 14.

Natomiast obecnie poka»emy, »e spójno±¢ dowolnej klasy zbiorów implikuje
przechodnio±¢ tej klasy:

Twierdzenie 16. Warunek:
(war3) @x@yppW pxq ^W pyqq ñ px P y _ y P x_ x � yqq

implikuje warunek (war2).

Dowód. Zaªó»my (war3) oraz nie wprost, »e (war2) nie zachodzi, czyli dla pewnych
zbiorów x, y, z takich, »e W pxq,W pyq,W pzq mamy:
(1) x P y,
(2) y P z,
(3) x R z.

Wówczas zachodzi równie»
(4) x � z.
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Gdyby bowiem x � z, to na mocy (2) byªoby: y P x, co wraz z (1) i Wnioskiem
z Tw. 10, Rozdziaª 2, daªoby sprzeczno±¢.

Na mocy (war3) z (3) i (4) otrzymujemy: z P x co wraz z (1) i (2) daje cykl:
x P y P z P x, zabroniony na mocy Wniosku z Tw. 10, Rozdziaª 2. l

�5. Twierdzenie o indukcji pozasko«czonej

Dla klasy zbiorów x takich, »eW pxq, gdzieW pxq speªnia (war1), (war2), oraz dla
dowolnej formuªy φpxq j¦zyka ZFC z przynajmniej jedn¡ woln¡ zmienn¡
x zachodzi twierdzenie:

(**) @xrW pxq ñ p@ypy P xñ φpyqq ñ φpxqqs ñ @xpW pxq ñ φpxqq

(je»eli dla dowolnego zbioru x z tej klasy zachodzi φpxq, o ile φ jest speªnione
dla ka»dego elementu zbioru x, to φpxq zachodzi dla wszystkich x z tej klasy).

Intuicyjno±¢ tego twierdzenia jest widoczna w przypadku, gdy ograniczymy je
do klasy (zbioru) liczb naturalnych:

(**N) @xrx P N ñ p@ypy P xñ φpyqq ñ φpxqqs ñ @xpx P N ñ φpxqq.

Ograniczymy si¦ do udowodnienia twierdzenia (**) dla jednej postaci formuªy
W pxq : x jest liczb¡ porz¡dkow¡, czyli dla najwi¦kszej klasy zbiorów x takich, »e
W pxq, dlaW pxq speªniaj¡cego (war1), (war2). Korzysta¢ b¦dziemy w tym dowodzie
wyª¡cznie z Tw. 13 i Tw. 14, czyli z warunków (war1) i (war2) dla tej specjalnej
postaci formuªy W pxq. Ka»dy ªatwo odtworzy dowód ogólnego twierdzenia (**)
w oparciu o te warunki, na podstawie poni»szego dowodu.

Twierdzenie o indukcji pozasko«czonej.

@xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ p@ypy P xñ φpyqq ñ φpxqqs ñ

@xpx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ φpxqq.

Dowód. Zaªó»my poprzednik dowodzonej implikacji oraz nie wprost niech a b¦dzie
tak¡ liczb¡ porz¡dkow¡, »e  φpaq. Na mocy aksjomatu podzbiorów, skoro prawd¡
jest:
@xppx P a^ φpxqq ñ x P aq, wi¦c
Dy@xpx P y ô px P a^ φpxqqq.

Zatem niech b b¦dzie takim zbiorem, »e
(1) @xpx P bô px P a^ φpxqqq.

Wówczas oczywi±cie:
(2) b � H wtw Dypy P a^ φpyqq.
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Z zaªo»enia, poniewa» a jest liczb¡ porz¡dkow¡, wi¦c: @ypy P añ φpyqq ñ φpaq.
Jednak»e  φpaq, zatem Dypy P a ^  φpyqq, co na mocy (2) daje: b � H. Niech
wi¦c na mocy aksjomatu regularno±ci, c b¦dzie elementem minimalnym zbioru b.
Wówczas z (1) mamy:
(3) c P a oraz
(4)  φpcq.

Poniewa» a jest liczb¡ porz¡dkow¡, wi¦c na mocy (3) oraz Tw. 13, c jest równie»
liczb¡ porz¡dkow¡. Zatem na mocy zaªo»enia oraz (4), post¦puj¡c analogicznie jak
poprzednio dla liczby porz¡dkowej a, otrzymujemy:
(5) Dypy P c^ φpyqq.

Mamy wi¦c d takie, »e
(6) d P c oraz
(7)  φpdq.

Na mocy (6) i Tw. 13, d jest liczb¡ porz¡dkow¡, zatem wedªug (3),(6) i Tw. 14,
d P a. Ostatecznie na mocy (7) i (1), d P b, czyli d P c X b, sk¡d c X b � H, co
jednak jest niemo»liwe, bo c jest elementem minimalnym zbioru b. l

�6. Spójno±¢ relacji P oraz relacja inkluzji dla liczb porz¡dkowych

Jedn¡ z wa»nych konsekwencji twierdzenia o indukcji pozasko«czonej, a wi¦c
konsekwencji Tw. 13 i Tw. 14, jest wªasno±¢ spójno±ci relacji P na klasie liczb
porz¡dkowych; innymi sªowy, klasa wszystkich liczb porz¡dkowych jest spójna:

Twierdzenie 17. Dla dowolnych liczb porz¡dkowych x, z, x � z _ x P z _ z P x.

Dowód. Dowodzimy formuªy:
@xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ @zpz jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ px � z_x P z_ z P
xqqs,
korzystaj¡c z twierdzenia o indukcji pozasko«czonej, gdzie formuªa φpxq jest po-
staci:
(1) @zpz jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ px � z _ x P z _ z P xqq.

Wystarczy wi¦c wykaza¢ poprzednik w twierdzeniu o indukcji pozasko«czonej:
@xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ p@ypy P xñ φpyqq ñ φpxqqs.

Zaªó»my wi¦c, »e x jest liczb¡ porz¡dkow¡ oraz
(2) @ypy P xñ φpyqq.

Mamy wykaza¢, »e φpxq. W tym celu zapiszmy φpxq z (1) w postaci:
(3) @zpz jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ ψpzqq,
gdzie ψpzq :� x � z _ x P z _ z P x. Lecz (3) jest nast¦pnikiem w twierdzeniu
o indukcji pozasko«czonej postaci:
(4) @zrz jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ p@ypy P z ñ ψpyqq ñ ψpzqqs ñ

@zpz jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ ψpzqq.
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Aby zatem uzyska¢ (3), dowied¹my poprzednik implikacji (4), tzn. wykazujemy:
(5) @zrz jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ p@ypy P z ñ ψpyqq ñ ψpzqqs.

Zaªó»my zatem, »e z jest liczb¡ porz¡dkow¡ oraz
(6) @ypy P z ñ ψpyqq.

Aby wykaza¢ ψpzq, czyli formuª¦: x � z _ x P z _ z P x, zaªó»my, »e x � z.
Wówczas, na mocy Tw. 2, Rozdziaª 1:
(7) x � z _ z � x.

Niech alternatywa (7) b¦dzie prawdziwa w ten sposób, i» x � z jest prawdziwe.
Wówczas dla pewnego c mamy
(8) c P x oraz
(9) c R z.

Z (8) i (2) mamy natychmiast: φpcq. St¡d (zob. posta¢ (1)), odª¡czaj¡c kwan-
ty�kator dla wzi¦tej wcze±niej liczby porz¡dkowej z, mamy: c � z _ c P z _ z P c.
Zatem na mocy (9), c � z lub z P c. Niech c � z. Wówczas z (8) otrzymujemy:
z P x, sk¡d konsekwentnie: x P z _ z P x. Niech teraz z P c. Na mocy� (8) oraz
Tw. 13, c jest liczb¡ porz¡dkow¡, zatem z P x zgodnie z (8) i Tw. 14. Konsekwent-
nie, x P z _ z P x.

Teraz wykazujemy, »e x P z _ z P x zakªadaj¡c drugi czªon alternatywy (7).
Wówczas dla pewnego d,
(10) d P z oraz
(11) d R x.

Na mocy (10) i (6) mamy: ψpdq, tzn. x � d_ x P d_ d P x. Z (11), x � d lub
x P d. Niech x � d. Wówczas z (10), x P z, co daje alternatyw¦: x P z _ z P x.
Niech teraz x P d. Poniewa» z jest liczb¡ porz¡dkow¡, wi¦c na mocy Tw. 13 oraz
(10), d jest liczb¡ porz¡dkow¡. Zatem na mocy Tw. 14 oraz (10), x P z, co znowu
prowadzi do: x P z _ z P x. l

Jest oczywiste, »e Tw. 17 mo»na wzmocni¢ do stwierdzenia:

dla dowolnych liczb porz¡dkowych x, z, albo x � z albo x P z albo z P x,

tzn. dokªadnie jeden z czªonów alternatywy z Tw. 17 jest prawdziwy dla dowolnych
liczb porz¡dkowych x, z.

Jest jasne, »e nie tylko Tw. 13 i Tw. 14 implikuj¡ Tw. 17, lecz ponadto, na mocy
Tw. 16 zastosowanego dla predykatu W postaci � jest liczb¡ porz¡dkow¡�, Tw. 17
implikuje Tw. 14. Oznacza to, »e koniunkcja Twierdze« 13, 14 (tzn. aksjomatyczna
de�nicja liczby porz¡dkowej) jest równowa»na koniunkcji Twierdze« 13, 17.

Sk¡din¡d jest równie» oczywiste, »e dowód Tw. 17 w oparciu o Twierdzenia 13,
14 (po±rednio w oparciu o twierdzenie o indukcji pozasko«czonej) mo»na przeªo»y¢
na dowód warunku (war3) z Tw. 16 w oparciu o warunki (war1), (war2) (po±rednio
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w oparciu o twierdzenie (**)). Skoro wi¦c warunki (war1), (war2) implikuj¡ (war3),
to stosuj¡c te warunki dla fomuªy W pxq postaci: x P A, uzyskujemy twierdzenie:

dowolny zbiór tranzytywny i przechodni jest zbiorem spójnym,

sk¡d, na mocy Tw. 11, uzyskujemy implikacj¦:

dowolna liczba porz¡dkowa jest zbiorem spójnym � por. Tw. 12 i uwag¦ po pierw-
szej cz¦±ci jego dowodu.

Jedn¡ z konsekwencji aksjomatu regularno±ci jest to, »e relacja P na mnogo±ci
liczb porz¡dkowych (skoro na klasie wszystkich zbiorów) ma wªasno±¢ przeciw-
zwrotno±ci. Tw. 14 wskazuje na wªasno±¢ przechodnio±ci. St¡d, wedªug Tw. 6(1),
Rozdziaª 3, relacja, w jakiej s¡ dwie liczby porz¡dkowe x, y wówczas, gdy x P y
_ x � y, jest stosunkiem o wªasno±ciach cz¦±ciowego porz¡dku. Okazuje si¦, i» ów
stosunek jest po prostu relacj¡ inkluzji:

Twierdzenie 18. Dla dowolnych liczb porz¡dkowych x, y : px P y lub x � yq wtw
x � y (inaczej: x P Spyq ô x � yq.

Dowód. Niech x, y b¦d¡ liczbami porz¡dkowymi.
pñ): Zaªó»my, »e x P y lub x � y. Niech x P y. Poniewa» y jest tranzytywny,

wi¦c x � y. Gdy za± x � y, to naturalnie x � y.
pð): Zaªó»my, »e x � y oraz nie wprost niech x R y oraz x � y. Z Tw. 17 mamy

natychmiast: y P x. Poniewa» x jest tranzytywny, wi¦c y � x, co wraz z zaªo»eniem
prowadzi do równo±ci: x � y. Sprzeczno±¢. l

Wniosek. Dla dowolnych liczb porz¡dkowych x, y, x P y wtw px � y ^ x � yq.

Dowód. Niech x, y b¦d¡ dowolnymi liczbami porz¡dkowymi.
pñ): Zaªó»my, »e x P y. Wówczas z Tw. 18: x � y. Oczywi±cie x � y. Gdyby

bowiem x � y, to byªoby: x P x, co jest niemo»liwe.
pðq: oczywisty na mocy Tw. 18. l

Na podstawie Tw. 17 i Tw. 18 jasne jest, »e relacja inkluzji ograniczona do
klasy wszystkich liczb porz¡dkowych ma wªasno±¢ spójno±ci: dla dowolnych liczb
porz¡dkowych x, y : x � y lub y � x lub x � y. Jak wida¢, relacja � na klasie
wszystkich liczb porz¡dkowych jest liniowo porz¡dkuj¡ca. Ponadto, okazuje si¦,
»e klasa wszystkich liczb porz¡dkowych z relacj¡ inkluzji ma wªasno±¢ dobrego
uporz¡dkowania, co b¦dzie pokazane w kolejnym paragra�e.
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�7. Najmniejsza liczba porz¡dkowa x taka, »e φpxq

Rozwa»my dowoln¡ formuª¦ φpxq j¦zyka ZFC, w której x jest zmienn¡ woln¡
oraz wszystkie te liczby porz¡dkowe x, dla których speªnione jest φpxq. Gdyby ist-
niaª zbiór: A � tx : x jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ φpxqu, wówczas najmniejszy element
w zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym  A,�¡ nazwaliby±my zasadnie najmniejsz¡
liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e φpxq. W ogólno±ci nie mamy gwarancji istnienia ta-
kiego zbioru A dla dowolnej formuªy φpxq (np. gdy φpxq ma posta¢ �x jest liczb¡
naturaln¡�, to zbiór A istnieje, jest nim zbiór N). Jednak»e poj¦cie najmniejszej
liczby porz¡dkowej x takiej, »e φpxq mo»na wysªowi¢ niezale»nie od istnienia owe-
go zbioru A, podaj¡c stosowne warunki de�nicyjne dla najmniejszego elementu
w zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym:

Definicja. Niech φpxq b¦dzie dowoln¡ formuª¡ j¦zyka ZFC, w której x jest
zmienn¡ woln¡. Mówimy, »e liczba porz¡dkowa x0 jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡d-

kow¡ x tak¡, »e φpxq wtw φpx0q^@yrpy jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ φpyqq ñ x0 � ys.

Twierdzenie 19. Niech x0 b¦dzie dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡ oraz φpxq � formuª¡.

Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) x0 jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e φpxq,

(ii) φpx0q ^ @yrpy jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ y � x0 ^ φpyqq ñ x0 P ys,

(iii) φpx0q ^ @ypy P x0 ñ  φpyqq.

Dowód. (i) ñ (ii): Zaªó»my, »e x0 jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡,
»e φpxq. Wówczas naturalnie mamy: φpx0q. Zaªó»my, »e y jest liczb¡ porz¡dkow¡
tak¡, »e y � x0 oraz φpyq. Wówczas z zaªo»enia, x0 � y i konsekwentnie na mocy
Tw. 18, x0 P y lub x0 � y. Poniewa» z zaªo»enia drugi czªon alternatywy nie
zachodzi, wi¦c x0 P y.

(ii)ñ (i): Zaªó»my (ii) oraz niech y jest liczb¡ porz¡dkow¡ tak¡, »e φpyq. Oczy-
wi±cie x0 � y lub x0 � y. Gdy x0 � y, to naturalnie x0 � y. Gdy za± x0 � y, to
na mocy (ii), x0 P y. Zatem wedªug Tw. 18, x0 � y.

(ii) ñ (iii): Zaªó»my (ii) oraz nie wprost niech dla pewnego y0 : y0 P x0
oraz φpy0q. Skoro y0 P x0 za± x0 jest liczb¡ porz¡dkow¡, wi¦c y0 jest równie» liczb¡
porz¡dkow¡. Poniewa» x0 � y0 (x0 � y0 implikuje y0 P y0, co jest niemo»liwe), wi¦c
na mocy (ii), x0 P y0. Istniaªby zatem cykl: x0 P y0, y0 P x0, co jest niemo»liwe.

(iii)ñ (ii): Zaªó»my (iii). We¹my liczb¦ porz¡dkow¡ y tak¡, »e y � x0 oraz φpyq.
Gdyby y P x0, to na podstawie (iii) byªoby:  φpyq. Zatem y R x0. Ostatecznie, na
mocy Tw. 17, x0 P y. l
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Twierdzenie 20. Dla dowolnej formuªy φpxq istnieje co najwy»ej jedna naj-

mniejsza liczba porz¡dkowa x taka, »e φpxq.

Dowód. Zaªó»my, »e x0, x1 s¡ najmniejszymi liczbami porz¡dkowymi x takimi,
»e φpxq. Wówczas z de�nicji najmniejszej liczby porz¡dkowej x takiej, »e φpxq
otrzymujemy:
(1) φpx0q ^ @ypy jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ φpyq ñ x0 � yq oraz
(2) φpx1q ^ @ypy jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ φpyq ñ x1 � yq.

Wówczas z (1) mamy: x0 � x1, z (2) za±: x1 � x0. Ostatecznie x0 � x1. l

Fakt, »e relacja inkluzji jest na klasie wszystkich liczb porz¡dkowych relacj¡
liniowo porz¡dkuj¡c¡, oraz poni»sze twierdzenie, ±wiadcz¡ o tym, i» klasa ta jest
przez relacj¦ inkluzji dobrze uporz¡dkowana.

Twierdzenie 21. Je»eli istnieje liczba porz¡dkowa x, dla której zachodzi φpxq, to
istnieje najmniejsza liczba porz¡dkowa x taka, »e φpxq.

Dowód. Udowodnimy transpozycj¦: je»eli nie istnieje najmniejsza liczba porz¡dko-
wa x taka, »e φpxq, to @xpx jest liczb¡ porz¡dkow¡ñ  φpxqq. Zaªó»my wi¦c, »e nie
istnieje najmniejsza liczba porz¡dkowa x taka, »e φpxq, co na mocy
Tw. 19(i)ô(iii) oznacza, i»  Dxrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ φpxq ^ @ypy P x ñ
 φpyqqs, równowa»nie:
(1) @xrpx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ φpxqq ñ Dypy P x^ φpyqqs.

Nast¦pnik dowodzonej implikacji jest, jak wida¢, równie» nast¦pnikiem w twier-
dzeniu o indukcji pozasko«czonej dla formuªy ze zmienn¡ woln¡ x postaci:  φpxq.
Wystarczy wi¦c pokaza¢ nast¦puj¡cy poprzednik w tym twierdzeniu:
(2) @xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ p@ypy P xñ  φpyqq ñ  φpxqqs.

Zaªó»my nie wprost, »e (2) nie zachodzi. Wówczas dla pewnej liczby porz¡dko-
wej x0 mamy:
(3) @ypy P x0 ñ  φpyqq oraz
(4) φpx0q.

Wtedy z (1) oraz (4) otrzymujemy: Dypy P x0^φpyqq. St¡d dla pewnego a, a P x0
oraz φpaq co daje sprzeczno±¢ z (3). l

Jako przykªad zastosowania poj¦cia najmniejszej liczby porz¡dkowej x takiej,
»e φpxq udowodnimy nast¦puj¡ce

Twierdzenie 22. Zbiór H jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ (precyzyjnie cho¢

przesadnie: zbiór H jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e x jest liczb¡

porz¡dkow¡).
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Dowód. Na mocy Tw. 8 oraz de�nicji najmniejszej liczby porz¡dkowej x takiej,
»e φpxq, gdzie φpxq ma posta¢: x jest liczb¡ porz¡dkow¡. l

Twierdzenie 23. @xpx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ x � HñH P xq.

Dowód. Na podstawie Tw. 3 lub na podstawie Tw. 22 i Tw. 19(i)ô(ii). l



Rozdziaª 9. Zbiory liczb porz¡dkowych. Liczby po-

rz¡dkowe izolowane i graniczne

�1. Kresy wzgl¦dem � dowolnego zbioru liczb porz¡dkowych

Po±wi¦cimy teraz uwag¦ przede wszystkich kratowym wªasno±ciom klasy wszyst-
kich liczb porz¡dkowych. Wedªug Tw. 14, Rozdziaª 5, ka»dy zbiór dobrze uporz¡d-
kowany z elementem najwi¦kszym jest krat¡ zupeªn¡. Naturalnie nie zamierzamy
twierdzi¢, »e klasa wszystkich liczb porz¡dkowych wraz z relacj¡ inkluzji jest krat¡
zupeªn¡, i to nie tylko z tego powodu, »e klasa ta nie jest zbiorem (mo»na by prze-
cie», wykraczaj¡c poza teori¦ ZFC, odpowiednio uogólni¢ poj¦cie kraty zupeªnej,
aby stosowaªo si¦ ono do wszelkich mnogo±ci zbiorów), lecz dlatego, i» w klasie
wszystkich liczb porz¡dkowych nie ma elementu najwi¦kszego, tzn. nie ma takiej
liczby porz¡dkowej, w której ka»da liczba porz¡dkowa si¦ zawiera. Gdyby bowiem
taka liczba istniaªa, to jej nast¦pnik, b¦d¡cy na mocy Tw. 9, Rozdziaª 8 liczb¡ po-
rz¡dkow¡, zawieraªby si¦ w niej, zatem, wobec przeciwnej inkluzji, byªby jej równy,
co jest niemo»liwe.

Jednak»e poka»emy, »e dla dowolnego niepustego zbioru (nie jakiejkolwiek
mnogo±ci, lecz wªa±nie zbioru) liczb porz¡dkowych, w klasie wszystkich liczb po-
rz¡dkowych uporz¡dkowanej relacj¡ inkluzji istniej¡ jego kresy dolny i górny, tzn.
wyka»emy, »e dla dowolnego niepustego zbioru z liczb porz¡dkowych istniej¡ takie
liczby porz¡dkowe a, b, »e

@y P z, a � y,

@xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ pp@y P z, x � yq ñ x � aqs,

(wtedy wªa±nie a � inf z) oraz

@y P z, y � b,

@xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ pp@y P z, y � xq ñ b � xqs

(wtedy b � sup z).

Rozwa»my dowolny niepusty zbiór z liczb porz¡dkowych oraz formuª¦ φpxq po-
staci: x P z. Wówczas na mocy Tw. 21, Rozdziaª 8 istnieje najmniejsza liczba
porz¡dkowa x taka, »e x P z, czyli najmniejsza liczba porz¡dkowa w zbiorze z.
Na mocy Tw. 20, Rozdziaª 8 wprowad¹my jednoargumentow¡ operacj¦ nlp przy-
porz¡dkowuj¡c¡ ka»demu niepustemu zbiorowi z liczb porz¡dkowych najmniejsz¡
liczb¦ porz¡dkow¡ w zbiorze z. Wówczas z de�nicji najmniejszej liczby porz¡dkowej
x takiej, »e φpxq mamy: nlppzq P z oraz @y P z, nlppzq � y, co natychmiast prowadzi
do konkluzji: nlppzq � inf z.

125
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Jest oczywiste na podstawie Tw. 23, Rozdziaª 8, »e w przypadku, gdy z jest
liczb¡ porz¡dkow¡ (niepust¡), nlppzq � H.

Uwaga. Wprowadzamy operacj¦ nlp w celu zaznaczenia, »e term �nlppzq� nazywa
pewn¡ liczb¦ porz¡dkow¡. Mo»na by nie wprowadza¢ do teorii tej operacji, lecz
wyra»a¢ najmniejsz¡ liczb¦ porz¡dkow¡ w danym zbiorze w inny, sk¡din¡d znany
sposób. Mianowicie, skoro nlppzq P z, wi¦c na mocy Tw. 18(1), Rozdziaª 1,

�
z �

nlppzq. Skoro za± @y P z, nlppzq � y, to zgodnie z Tw. 18(2), Rozdziaª 1, nlppzq ��
z. Ostatecznie nlppzq �

�
z.

Naturalnie dla dowolnego niepustego zbioru z liczb porz¡dkowych (w szcze-
gólno±ci dla niepustej liczby porz¡dkowej), zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany  z,�¡
jest dobrze uporz¡dkowany (dla dowolnego niepustego y � z, nlppyq jest elementem
najmniejszym w  y,�¡q.

Zwró¢my jeszcze uwag¦ na to, i» operacja nlp ma, na mocy Tw. 19(i)ô(iii),
Rozdziaª 8, nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: nlppzq P z^@ypy P nlppzq ñ y R zq, co ±wiadczy
o tym, i» nlppzq jest elementem minimalnym zbioru z. Co wi¦cej, jak mówi o tym
nast¦pne twierdzenie, jest to jedyny element minimalny zbioru z:

Twierdzenie 1. Dla dowolnego niepustego zbioru z liczb porz¡dkowych oraz dowol-

nej liczby porz¡dkowej y, y jest elementem minimalnym zbioru z wtw y � nlppzq.

Dowód. Niech z b¦dzie zbiorem liczb porz¡dkowych oraz y � liczb¡ porz¡dkow¡.

pñq: Zaªó»my, »e

(1) y P z oraz

(2) y X z � H.

Rozwa»my dowolny x P z. Wówczas z (2): x R y. St¡d, poniewa» x, y s¡ liczba-
mi porz¡dkowymi, na mocy Twierdze« 17 i 18, Rozdziaª 8, otrzymujemy: y � x.
Ostatecznie, wobec (1) i dowolno±ci wyboru zbioru x ze zbioru z, y � nlppzq.

pðq: oczywisty. l

Aby opisa¢ kres górny dowolnego zbioru liczb porz¡dkowych, rozwa»my sum¦
tego zbioru:

Twierdzenie 2. Suma dowolnego zbioru liczb porz¡dkowych jest liczb¡ porz¡d-

kow¡.

Dowód. Niech z b¦dzie zbiorem liczb porz¡dkowych.

Wykazujemy, »e
�
z jest zbiorem tranzytywnym. Niech wi¦c x P

�
z. Wówczas

dla pewnego a, a P z oraz x P a. Aby wykaza¢, »e x �
�
z rozwa»my y P x.
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Z zaªo»enia a jest liczb¡ porz¡dkow¡, zatem na mocy Tw. 13, Rozdziaª 8, x jest
liczb¡ porz¡dkow¡, a wi¦c konsekwentnie, równie» y jest liczb¡ porz¡dkow¡. Na
mocy Tw. 14, Rozdziaª 8 mamy zatem: y P a. Ostatecznie, z de�nicji sumy, y P

�
z.

Wykazujemy, »e @xpx P
�
z ñ x jest tranzytywny). Niech wi¦c x P

�
z. Wów-

czas x P a oraz a P z dla pewnego a. Na mocy zaªo»enia, a jest liczb¡ porz¡dkow¡,
wi¦c skoro x P a, to x jest tranzytywny. l

Wniosek. @xpx jest liczb¡ porz¡dkow¡ñ
�
x jest liczb¡ porz¡dkow¡) (suma liczby

porz¡dkowej jest liczb¡ porz¡dkow¡).

Dowód. Niech x b¦dzie liczb¡ porz¡dkow¡. Na mocy Tw. 13, Rozdziaª 8, x jest
zbiorem liczb porz¡dkowych, zatem na mocy Tw. 2,

�
x jest liczb¡ porz¡dkow¡. l

Skoro dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych,
�
z jest liczb¡ porz¡dkow¡

oraz na mocy Twierdze« 11(1), 11(2) z Rozdziaªu 1, mamy:

(1) @y P z, y �
�
z oraz

(2) @xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ pp@y P z, y � xq ñ
�
z � xqs,

wi¦c
�
z � sup z.

Zauwa»my ponadto, »e wedªug Tw. 18, Rozdziaª 8, warunek (1) jest równowa»ny
wyra»eniu @y P z, y P Sp

�
zq, które z kolei jest równowa»ne formule:

(1)1 z � Sp
�
zq.

Rozumuj¡c analogicznie stwierdzamy, »e (2) jest równowa»ne wyra»eniu:

(2)1 @xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ pz � Spxq ñ
�
z � xqs.

Bezpo±redni¡ konsekwencj¡ (1)1 i (2)1 oraz Tw. 2 jest

Twierdzenie 3. Dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych,
�
z jest najmniejsz¡

liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e z � Spxq.

�2. Kresy wzgl¦dem P dowolnego zbioru liczb porz¡dkowych

Rozwa»my teraz, dla dowolnego ustalonego zbioru z liczb porz¡dkowych, for-
muª¦ φpxq postaci: z � x. Na mocy Tw. 2 (�1) oraz Tw. 9, Rozdziaª 8, Sp

�
zq

jest liczb¡ porz¡dkow¡, zatem wedªug Tw. 3, istnieje liczba porz¡dkowa x taka, »e
φpxq. Zatem, na mocy Tw. 21, Rozdziaª 8, istnieje najmniejsza liczba porz¡dkowa
x taka, »e z � x. Nast¦puj¡ce twierdzenie podaje jej posta¢:
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Twierdzenie 4. Dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych,
�
Spzq jest naj-

mniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e z � x.

Dowód. Rozwa»my dowolny zbiór liczb porz¡dkowych z. Na mocy Tw. 4, Roz-
dziaª 7,

�
Spzq � z Y

�
z, zatem z �

�
Spzq.

Wykazujemy, »e
�
Spzq jest liczb¡ porz¡dkow¡. Na mocy Tw. 2,

�
z jest liczb¡

porz¡dkow¡, zatem wedªug Tw. 13, Rozdziaª 8 � zbiorem liczb porz¡dkowych. Wo-
bec tego zY

�
z jest zbiorem liczb porz¡dkowych, zatem ka»dy jego element, b¦d¡c

liczb¡ porz¡dkow¡, jest zbiorem tranzytywnym. Okazuje si¦, »e równie» sam zbiór
zY
�
z jest tranzytywny. We¹my bowiem dowolny y P zY

�
z. Wówczas y P z lub

y P
�
z. Gdy y P z, to y �

�
z (Tw. 11(1), Rozdziaª 1). Gdy za± y P

�
z, to na

mocy Tw. 18, Rozdziaª 8, y �
�
z (bo y,

�
z s¡ liczbami porz¡dkowymi). W obu

przypadkach: y � z Y
�
z.

Ostatecznie z Y
�
z (tzn.

�
Spzqq jest liczb¡ porz¡dkow¡.

We¹my pod uwag¦ formuª¦ φpxq postaci: z � x. Wykazali±my do tej pory, »e�
Spzq jest liczb¡ porz¡dkow¡ tak¡, »e φp

�
Spzqq. Aby wykaza¢, »e

�
Spzq jest naj-

mniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e φpxq, rozwa»my dowoln¡ liczb¦ porz¡dkow¡
y tak¡, »e φpyq, tzn.
(1) z � y.

Wówczas
(2)

�
z � y.

We¹my bowiem dowolny x P
�
z. Zatem x P a dla pewnej liczby porz¡dkowej

a P z. Z (1), a P y. Poniewa» x jest liczb¡ porz¡dkow¡ (Tw. 13, Rozdziaª 8), wi¦c
na mocy Tw. 14, Rozdziaª 8, x P y.

Z (1) i (2) mamy: z Y
�
z � y, tzn.

�
Spzq � y. l

W przypadku, gdy z jest liczb¡ porz¡dkow¡, na podstawie Tw. 2, Rozdziaª 8
mamy:

�
Spzq � z, i oczywi±cie najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e z � x

jest z.

Rozwa»my teraz dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych oraz dowolnej licz-
by porz¡dkowej a nast¦puj¡ce warunki:

(3) @y P z, y P a,

(4) @xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ pp@y P z, y P xq ñ a P x_ a � xqs.

Jest sensowne nazwa¢ liczb¦ porz¡dkow¡ a, dla której speªnione s¡ warunki
(3), (4) � kresem górnym zbioru z ze wzgl¦du na relacj¦ porz¡dkuj¡c¡ P. Pewne
w¡tpliwo±ci mo»e tu budzi¢ nast¦pnik implikacji p@y P z, y P xq ñ a P x _ a � x
w warunku (4), bowiem dla nazwania liczby a kresem górnym ze wzgl¦du na P,
ów nast¦pnik powinien by¢ postaci: a P x. Jednak»e wówczas warunek (3) z tak
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zmody�kowanym warunkiem (4), niczego nie de�niuj¡ � nie istnieje bowiem liczba
porz¡dkowa a, która by takie warunki speªniaªa (je±li mamy a takie, »e zachodzi
(3), to wedªug zmody�kowanego warunku (4), a P a, co jest niemo»liwe).

Jest jasne na mocy de�nicji najmniejszej liczby porz¡dkowej x takiej, »e φpxq
oraz Tw. 4 i Twierdze« 20, 18, Rozdziaª 8, »e dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dko-
wych istnieje dokªadnie jedna liczba porz¡dkowa a, dla której speªnione s¡ wa-
runki (3), (4), mianowicie a �

�
Spzq. W literaturze przedmiotu wªa±nie

�
Spzq

nazywana jest kresem górnym zbioru z w klasie liczb porz¡dkowych. Dla odró»-
nienia od kresu górnego sup z wzgl¦dem inkluzji, oznaczmy kres górny wzgl¦dem
P jako supP z. Zatem supP z �

�
Spzq � z Y

�
z. Poniewa» sup z �

�
z, wi¦c

sup z � supP z, czyli sup z P supP z lub sup z � supP z. W zale»no±ci od posta-
ci zbioru z, ka»dy z tych dwóch przypadków, jeden b¡d¹ drugi, jest realizowany.
Naturalnie równo±¢ obu kresów ma miejsce dokªadnie wówczas, gdy z �

�
z:

p� supq sup z � supP z wtw z �
�
z.

Zatem w przypadku, gdy z jest liczb¡ porz¡dkow¡, czyli z jest zbiorem tranzy-
tywnym, a wi¦c

�
z � z (Tw. 2, Rozdziaª 8) mamy:

p� sup lpq sup z � supP z wtw
�
z � z.

Ponadto, dla z b¦d¡cego liczb¡ porz¡dkow¡, sup z P supP z wtw sup z � supP z
wtw z �

�
z wtw  pz P

�
z _ z �

�
zq wtw z R

�
z ^ z �

�
z wtw

�
z P z, na

mocy Twierdze« 18, 17, Rozdziaª 8. Ostatecznie:

pP sup lpq sup z P supP z wtw
�
z P z.

Na przykªad dla z � H, sup z � supP z oraz dla dowolnej niepustej liczby
naturalnej z, sup z P supP z, bo, jak ªatwo sprawdzi¢, wówczas z � Sp

�
zq, za±�

z P Sp
�
zq.

We¹my pod uwag¦ przykªad zbioru z liczb porz¡dkowych, który nie jest liczb¡
porz¡dkow¡, powiedzmy, z � N � t0u. Tutaj sup z � supP z, bowiem z �

�
z: je±li

x P N � t0u, to równie» Spxq P N � t0u, lecz x P Spxq, zatem x P
�
pN � t0uq.

Niech z � t1, 2u, tzn. z � 3 � t0u. Oczywi±cie z nie jest liczb¡ porz¡dkow¡.
W tym przypadku, sup z P supP z. Bowiem

�
z �

�
t1, 2u � 1Y2 � 2, st¡d 2 R

�
z,

jednak»e 2 P z, zatem z �
�
z, czyli zgodnie z warunkiem p� supq, sup z � supP z.

Zauwa»my, »e tutaj zachodzi:
�
z P z. Wyka»emy w nast¦pnym paragra�e, »e

warunek pP sup lpq jest prawdziwy dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych (nie
tylko dla dowolnej liczby porz¡dkowej z).
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W ogólno±ci kres dolny infP z niepustego zbioru z ze wzgl¦du na porz¡dek P,
mo»e nie istnie¢. Kres ten winien by¢ bowiem liczb¡ porz¡dkow¡ speªniaj¡c¡ wa-
runki:

@y P z, infP z P y,

@xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ pp@y P z, x P yq ñ x � infP zqs.

Pierwszy z tych warunków jest równowa»ny formule:

infP z P
�
z,

drugi za± wyra»eniu:

@xrx jest liczb¡ porz¡dkow¡ ñ px P
�
z ñ x � infP zqs.

Lecz
�
z � nlppzq (zobacz poprzedni¡ uwag¦). Zatem infP z byªby najwi¦ksz¡

liczb¡ porz¡dkow¡ (ze wzgl¦du na inkluzj¦) nale»¡c¡ do liczby porz¡dkowej nlppzq.
Taka za± liczba porz¡dkowa dla pewnych zbiorów z liczb porz¡dkowych nie istnieje.
Na przykªad, gdy z jest dowoln¡ niepust¡ liczb¡ porz¡dkow¡, to nlppzq � H, wi¦c
nie istnieje najwi¦ksza liczba porz¡dkowa nale»¡ca do nlppzq.

�3. Suma nast¦pnika i nast¦pnik sumy dowolnego zbioru liczb porz¡d-

kowych

Powy»ej, dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych, porównali±my ze sob¡
dwie liczby porz¡dkowe (kresy górne zbioru zq :

�
z,
�
Spzq, mianowicie w ogól-

no±ci,
�
z �

�
Spzq. Twierdzenia 3, 4 umo»liwiaj¡ dokonanie porównania innej

pary liczb porz¡dkowych:
�
Spzq, Sp

�
zq. Skoro

�
Spzq jest najmniejsz¡ liczb¡ po-

rz¡dkow¡ x tak¡, »e z � x, za± z � Sp
�
zq, wi¦c

�
Spzq � Sp

�
zq. Ostatecznie

mamy nast¦puj¡cy

Wniosek. Dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych,

(1)
�
z �

�
Spzq � Sp

�
zq,

(2) z �
�
Spzq � Sp

�
zq.

Jedn¡ z konsekwencji tego Wniosku jest alternatywa rozª¡czna:

(*) albo
�
Spzq P Sp

�
zq, albo

�
Spzq � Sp

�
zq,

dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych (na mocy Tw. 18, Rozdziaª 8).
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Przypadek
�
Spzq P Sp

�
zq jest, wedªug Tw. 6, Rozdziaª 7, równowa»ny warun-

kowi z �
�
z, a ten z kolei, na mocy p� supq, warunkowi

�
z �

�
Spzq. Zatem,

je»eli
�
Spzq P Sp

�
zq, to na mocy Wniosku,

z �
�
z �

�
Spzq P Sp

�
zq.

W szczególno±ci, gdy zbiór liczb porz¡dkowych z jest liczb¡ porz¡dkow¡, a wi¦c
gdy

�
z � z, warunek

�
Spzq P Sp

�
zq jest równowa»ny równo±ci z �

�
z, co ju»

wcze±niej zostaªo ustalone w Tw. 6, Rozdziaª 8. Gdy wi¦c ów warunek zachodzi, to:
�
z � z �

�
Spzq P Sp

�
zq.

Z kolei przypadek
�
Spzq � Sp

�
zq jest, jak pokazuje nast¦puj¡ce twierdzenie,

równowa»ny warunkowi
�
z P z:

Twierdzenie 5. Dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych,
�
z P z wtw

�
Spzq

� Sp
�
zq.

Dowód. Niech z b¦dzie zbiorem liczb porz¡dkowych.

pñq: Zaªó»my, »e
�
z P z. Wówczas na mocy Tw. 7, Rozdziaª 7, Sp

�
zq

�
�
Spzq. Poniewa» przeciwna inkluzja zachodzi (por. Wniosek), wi¦c

�
Spzq

� Sp
�
zq.

pðq: oczywisty na mocy Tw. 7, Rozdziaª 7. l

Je±li wi¦c
�
Spzq � Sp

�
zq, to na mocy Wniosku oraz Tw. 5,

�
z P z �

�
Spzq � Sp

�
zq,

w szczególno±ci za±, gdy z jest liczb¡ porz¡dkow¡, to:
�
z P z �

�
Spzq � Sp

�
zq.

Przy okazji zauwa»my, »e skoro warunek
�
Spzq P Sp

�
zq jest równowa»ny

inkluzji z �
�
z, oraz warunek

�
Spzq � Sp

�
zq jest równowa»ny temu, »e

�
z P z,

wi¦c, na mocy (*), mamy dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych prawdziw¡
alternatyw¦ rozª¡czn¡:

(**) albo z �
�
z, albo

�
z P z.

Pierwszy z czªonów tej alternatywy, co ju» dawno ustalono, jest równowa»ny
równo±ci sup z � supP z, drugi za± wyra»eniu sup z P supP z. Je±li bowiem

�
z P z,

to poniewa» z �
�
Spzq, wi¦c

�
z P

�
Spzq, to znaczy sup z P supP z. Je±li za±�

z R z, to prawdziwy jest pierwszy z czªonów alternatywy (**), co oznacza równo±¢
obu kresów, zatem wówczas sup z R supP z. Krótko mówi¡c, warunek pP sup lpq jest
prawdziwy dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych.
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Zauwa»my ponadto, »e z alternatywy (**) uzyskujemy wyra»enie: dla dowolnej
liczby porz¡dkowej z: albo

�
z � z albo

�
z P z.

Inn¡, oczywist¡ konsekwencj¡ wy»ej sformuªowanego Wniosku jest wyra»enie:

dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych istnieje liczba porz¡dkowa x taka, »e

z � x,

z którego wynika

Twierdzenie 6. Nie istnieje zbiór wszystkich liczb porz¡dkowych.

Dowód. Zaªó»my, »e z jest zbiorem wszystkich liczb porz¡dkowych. Niech x b¦dzie
liczb¡ porz¡dkow¡ tak¡, »e z � x. Wówczas, skoro x jest liczb¡ porz¡dkow¡, za±
z zbiorem wszystkich liczb porz¡dkowych, wi¦c x P z. Wtedy jednak x P x, co jest
niemo»liwe. l

Naturalnie nie istnieje równie» zbiór wszystkich zbiorów tranzytywnych. Gdyby
bowiem istniaª, to stosuj¡c aksjomat podzbiorów z formuª¡ φpxq postaci: x jest licz-
b¡ porz¡dkow¡, oraz zmienn¡ woln¡ z oznaczaj¡c¡ wªa±nie ów zbiór, uzyskaliby±my
istnienie zbioru wszystkich liczb porz¡dkowych.

�4. Liczby porz¡dkowe izolowane i graniczne

Nast¦puj¡cy fakt jest odpowiednikiem Tw. 6, Rozdziaª 8:

Twierdzenie 7. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej x nast¦puj¡ce warunki s¡ rów-

nowa»ne:

(i)
�
x P x,

(ii) x � Sp
�
xq,

(iii)
�
Spxq � Sp

�
xq.

Dowód. Niech x b¦dzie dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡.

(i) ô (iii): Na mocy Tw. 5, x jest bowiem zbiorem liczb porz¡dkowych.

(ii) ô (iii): na mocy Tw. 2(i)ô(iv), Rozdziaª 8, x jest bowiem zbiorem tranzy-
tywnym. l

Tw. 6, Rozdziaª 8 jest oczywi±cie prawdziwe dla ka»dej liczby porz¡dkowej x.
Zauwa»my, »e wedªug alternatywy (*) z poprzedniego paragrafu, dla dowolnej licz-
by porz¡dkowej x przynajmniej jeden z warunków (iii) z Tw. 6, Rozdziaª 8 oraz
Tw. 7 musi by¢ speªniony. Jest oczywiste, »e jednocze±nie oba te warunki nie mog¡
by¢ prawdziwe.
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Podobnie, skoro wedªug Tw. 3, x � Sp
�
xq, wi¦c na mocy Tw. 18, Rozdziaª 8,

dla dowolnej liczby porz¡dkowej x prawdziwa jest alternatywa:

(***) x P Sp
�
xq lub x � Sp

�
xq,

tzn. dla dowolnej liczby porz¡dkowej x dokªadnie jeden z warunków (ii) Tw. 6,
Rozdziaª 8 oraz Tw. 7 jest prawdziwy.

Konsekwentnie, bior¡c pod uwag¦ Tw. 6, Rozdziaª 8 oraz Tw. 7, mo»emy po-
dzieli¢ klas¦ liczb porz¡dkowych na dwie grupy: w jednej grupie znajduj¡ si¦ te
liczby porz¡dkowe, dla których prawdziwe s¡ warunki z Tw. 6, Rozdziaª 8, w dru-
giej grupie te liczby porz¡dkowe, dla których prawdziwe s¡ warunki Tw. 7.

Definicja. Mówimy, »e liczba porz¡dkowa x jest izolowana, gdy istnieje liczba
porz¡dkowa y taka, »e x � Spyq. Liczb¦ porz¡dkow¡, która nie jest izolowana,
nazywamy graniczn¡.

Twierdzenie 8. (1) Dla dowolnej liczby porz¡dkowej x nast¦puj¡ce warunki s¡

równowa»ne:

(i)
�
x P x,

(ii) x � Sp
�
xq,

(iii)
�
Spxq � Sp

�
xq,

(iv) supx P supP x,

(v) x jest izolowana.

(2) Dla dowolnej liczby porz¡dkowej x nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i)
�
x � x,

(ii) x P Sp
�
xq,

(iii)
�
Spxq P Sp

�
xq,

(iv) supx � supP x,

(v) x jest graniczna.

Dowód. Pierwsze trzy warunki z (1) oraz (2) s¡ naturalnie równowa»ne na mocy
Tw. 7 oraz Tw. 6, Rozdziaª 8. Równowa»no±ci (i)ô (iv) z (1) oraz z (2) to warunki,
odpowiednio, pP sup lpq, p� sup lpq z �2.

Na mocy Tw. 8, Rozdziaª 7, warunek (2)(i) implikuje warunek (2)(v). Jest
oczywiste, »e warunek (1)(ii) implikuje warunek (1)(v). St¡d prawd¡ jest, »e je»eli
x jest liczb¡ porz¡dkow¡ graniczn¡ (tzn. x nie jest izolowana), to x � Sp

�
xq. Zatem

na mocy (***), x P Sp
�
xq, co dowodzi, »e warunek (2)(v) implikuje warunek

(2)(ii). Zatem 2(v) jest równowa»ny ka»demu z pozostaªych warunków z (2).

Analogicznie, zakªadaj¡c, »e x jest izolowana (a wi¦c nie jest graniczna) mamy
na mocy równowa»no±ci z (2), i» x R Sp

�
xq, co daje (wedªug (***)): x � Sp

�
xq.
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Tak wi¦c, warunek (1)(v) implikuje warunek 1(ii). Zatem (1)(v) jest równowa»ny
ka»demu z pozostaªych warunków z (1). l

Przykªadem liczby porz¡dkowej granicznej jest zbiór H (bo
�
H � H, zob.

Tw. 8(2)). Przykªadem liczby porz¡dkowej izolowanej jest jakakolwiek niepusta
liczba naturalna. Prawdziwa jest bowiem interpretacja tw. 2 arytmetyki elemen-
tarnej, �1 Rozdziaª 7, w teorii ZFC: @x P Npx � H_ Dy P Npx � Spyqqq.

Rozwa»ymy teraz najmniejsze liczby porz¡dkowe x takie, »e φpxq dla nast¦pu-
j¡cych formuª φpxq:
y P x,
y � x,
y P x^ y � x,
gdzie y jest dowoln¡ ustalon¡ liczb¡ porz¡dkow¡.

Oczywi±cie najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e y � x jest liczba porz¡d-
kowa y.

Formuªa y P x^ y � x, na mocy Tw. 18, Rozdziaª 8, jest równowa»na formule
y P x. Zatem najmniejsza liczba porz¡dkowa x taka, »e y P x jest najmniejsz¡
liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e y P x ^ y � x. Bior¡c pod uwag¦ Tw. 1 Rozdziaª 7,
oczekujemy wi¦c, »e najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e y P x jest Spyq:

Twierdzenie 9. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej y, Spyq jest najmniejsz¡ liczb¡

porz¡dkow¡ x tak¡, »e y P x.

Dowód. Niech y b¦dzie dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡. Naturalnie, na mocy Tw. 9,
Rozdziaª 8, Spyq jest liczb¡ porz¡dkow¡. Wystarczy teraz powoªa¢ si¦ na Tw. 1,
Rozdziaª 7, aby sko«czy¢ dowód. Niemniej jednak wykonajmy ten dowód, odwo-
ªuj¡c si¦ do warunku (iii) Tw. 19, Rozdziaª 8. Naturalnie y P Spyq, tzn. speªnione
jest φpSpyqq, gdzie φpxq jest postaci: y P x.

Wykazujemy, »e @zpz P Spyq ñ y R zq. Zaªó»my nie wprost, »e dla pewne-
go z : z P Spyq oraz y P z. Wówczas z pierwszego wyra»enia, na mocy Tw. 18,
Rozdziaª 8 (z jest liczb¡ porz¡dkow¡) mamy: z � y. St¡d oraz z drugiego wyra»enia,
y P y, co jest niemo»liwe. l

Wniosek. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej y nie istnieje taka liczba porz¡dkowa

x, »e y P x oraz x P Spyq.

Dowód. Rozwa»my dowoln¡ liczb¦ porz¡dkow¡ y i zaªó»my nie wprost, »e dla
pewnej liczby porz¡dkowej z:
(1) y P z oraz
(2) z P Spyq.
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Wówczas z (1) mamy: φpzq. Ponadto, skoro na mocy Tw. 9, Spyq jest naj-
mniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e φpxq (gdzie φpxq :� y P xq, wi¦c wedªug
Tw. 19(i)ô(iii), Rozdziaª 8 z (2) otrzymujemy:  φpzq; sprzeczno±¢ (por. równie»
uwag¦ po dowodzie Tw. 1, Rozdziaª 7, �4). l

Jak wida¢, nazwa �nast¦pnik liczby porz¡dkowej y� dla zbioru Spyq jest uzasad-
niona. Spyq nast¦puje bezpo±rednio po y w porz¡dku wyznaczonym przez relacj¦
nale»enia do zbioru.

Rozwa»my, analogicznie jak powy»ej, nast¦puj¡ce trzy formuªy φpxq dla usta-
lonej liczby porz¡dkowej y:
y P Spxq,
y � Spxq,
y P Spxq ^ y � Spxq.

Jest oczywiste, »e dla liczby porz¡dkowej x formuªy: y P Spxq oraz y P Spxq
^ y � Spxq s¡ równowa»ne. Ponadto wyra»enie y P Spxq jest na mocy Tw. 18,
Rozdziaª 8, równowa»ne formule y � x. Zatem najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x
tak¡, »e y P Spxq (oraz tak¡, »e y P Spxq ^ y � Spxqq jest liczba porz¡dkowa y.

Interesuj¡cy jest wi¦c jedynie przypadek formuªy φpxq postaci: y � Spxq. Na
mocy Tw. 3 mamy natychmiast:

Wniosek 1. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej y, najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡

x tak¡, »e y � Spxq jest
�
y.

St¡d oraz na podstawie Wniosku z Tw. 9 otrzymujemy kolejny wniosek, analo-
giczny do Wniosku z Tw. 9:

Wniosek 2. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej y nie istnieje taka liczba porz¡dkowa

x, »e
�
y P x oraz x P y.

Dowód. Rozwa»my dowoln¡ liczb¦ porz¡dkow¡ y i zaªó»my nie wprost, »e dla
pewnej liczby porz¡dkowej z mamy:
(1)

�
y P z oraz

(2) z P y.
Na mocy Wniosku 1 (por. równie» alternatyw¦ (***)), y � Sp

�
yq. Zatem

z (2), z P Sp
�
yq. Lecz to, wraz z (1) jest, na mocy Wniosku z Tw. 9 p

�
y jest

liczb¡ porz¡dkow¡), niemo»liwe. l

Jest jasne, »e w przypadku, gdy y jest liczb¡ porz¡dkow¡ izolowan¡, a wi¦c gdy
y � Sp

�
yq (Tw. 8(1)), liczba porz¡dkowa

�
y jest bezpo±rednim poprzednikiem

liczby y w porz¡dku liczb porz¡dkowych wyznaczonym relacj¡ P.
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W przypadku, gdy y jest liczb¡ graniczn¡, y �
�
y (Tw. 8(2)) i wówczas

y nie ma bezpo±redniego poprzednika. Gdyby bowiem x byª takim bezpo±rednim
poprzednikiem liczby y, to y byªby jego nast¦pnikiem: y � Spxq. Oznaczaªoby to,
»e y jest, wbrew zaªo»eniu, liczb¡ porz¡dkow¡ izolowan¡:

y jest graniczna: �

�
y

y
�

Sp
�
yq

Spyq

-

y jest izolowana: ��
y

�
Sp
�
yq

y
�
Spyq

- -

Naturalnie, je»eli y jest niepust¡ liczb¡ porz¡dkow¡ graniczn¡, to y jest zbiorem
indukcyjnym. Istotnie, H P y (Tw. 23, Rozdziaª 8) oraz gdy x P y, to na mocy
Tw. 9, Spxq � y, co implikuje Spxq P y, skoro y jest graniczna py � Spxqq.

Jest równie» oczywiste, »e je»eli liczba porz¡dkowa jest zbiorem indukcyjnym,
to jest ona graniczna. Izolowana liczba y nie jest bowiem takim zbiorem, skoro�
y P y, za± Sp

�
yq R y.

Gdy y jest izolowana, to sytuacja postaci:

. . . P
�n

y P . . . P
��

y P
�
y P y

nie ma miejsca. Gdyby bowiem zachodziªa, to y miaªby niesko«czone zej±cie: y,
�
y,��

y, . . . ,
�n

y, . . .. Dokªadniej zanalizujmy mo»liwo±¢ takiej sytuacji w oparciu
o nast¦puj¡ce twierdzenia.

Twierdzenie 10. Dla dowolnego zbioru z liczb porz¡dkowych granicznych,
�
z

jest liczb¡ porz¡dkow¡ graniczn¡.

Dowód. Niech z b¦dzie zbiorem liczb porz¡dkowych granicznych. Zaªó»my nie
wprost, »e

�
z jest izolowana. Wówczas dla pewnej liczby porz¡dkowej x:

(1)
�
z � Spxq.

Skoro x P Spxq, wi¦c x P
�
z, zatem z de�nicji sumy, dla pewnego u mamy:

(2) x P u oraz
(3) u P z.

Oczywi±cie z (3) na mocy Tw. 11(1), Rozdziaª 1, otrzymujemy:
(4) u �

�
z.

Na mocy Tw. 9, z (2), Spxq � u (wedªug (3) u jest liczb¡ porz¡dkow¡), co wraz
z (1) daje

�
z � u i konsekwentnie z (4) otrzymujemy:

�
z � u. Lecz wedªug (3),

u jest graniczna, zatem
�
z jest graniczna. Sprzeczno±¢ z zaªo»eniem. l
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Twierdzenie 11. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej izolowanej, w±ród wszystkich

liczb granicznych do niej nale»¡cych, istnieje liczba najwi¦ksza.

Dowód. Niech y b¦dzie dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡ izolowan¡. Rozwa»my ak-
sjomat podzbiorów dla formuªy φpxq postaci: x jest liczb¡ porz¡dkow¡ graniczn¡

^ x P y. Na podstawie tego aksjomatu natychmiast stwierdzamy istnienie zbioru
z � tx : x jest graniczna ^ x P yu wszystkich liczb porz¡dkowych granicznych
b¦d¡cych elementami zbioru y. Naturalnie z � H (bo H P z) oraz

(1) z � y.

Wyka»emy, »e
�
z jest elementem najwi¦kszym w zbiorze liniowo uporz¡dko-

wanym  z,�¡. W tym celu rozwa»my prawdziw¡ alternatyw¦:

(2) albo
�
z P z albo z �

�
z (zobacz (**), �3).

Zaªó»my, »e zachodzi:

(3) z �
�
z.

Wówczas naturalnie
�
z jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e z � x

(taka najmniejsza liczba porz¡dkowa jest wedªug Tw. 4 postaci
�
Spzq, co jest

równe z Y
�
z, co z kolei jest równe

�
z; por. równie» p� supq z �3). Zatem

z (1) otrzymujemy:
�
z � y, czyli

�
z P y lub

�
z � y (Tw. 18, Rozdziaª 8).

Lecz z jest zbiorem liczb granicznych, wi¦c wedªug Tw. 10,
�
z jest graniczna,

tymczasem y jest izolowana. Wobec tego
�
z � y i konsekwentnie

�
z P y. Wów-

czas jednak, z de�nicji zbioru z,
�
z P z, co wobec (3) oznacza, »e

�
z P

�
z,

a to jest niemo»liwe (jest sk¡din¡d wiadome, »e obydwa czªony alternatywy (2) nie
mog¡ by¢ prawdziwe).

Skoro nie jest prawd¡, »e z �
�
z, wi¦c z (2) otrzymujemy:

�
z P z. Lecz

przecie» @u P z, u �
�
z (Tw. 11(1), Rozdziaª 1). Ostatecznie

�
z jest najwi¦ksz¡

liczb¡ porz¡dkow¡ w zbiorze z. l

We¹my pod uwag¦ dowoln¡ liczb¦ porz¡dkow¡ izolowan¡ y. Na mocy Tw. 11,
niech ngpyq b¦dzie najwi¦ksz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ graniczn¡ nale»¡c¡ do y. Roz-
wa»my zbiór y � Spngpyqq. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej x mamy: x P y �
Spngpyqq wtw (x P y i x R Spngpyqq) wtw (x P y i x R ngpyq i x � ngpyq) wtw
(x P y i ngpyq P x). Ostatecznie,

y � Spngpyqq � tx : ngpyq P x P yu.

Zauwa»my, »e

(ng) @x P y � Spngpyqq, x jest izolowana.

Gdyby bowiem pewna liczba x0 taka, »e ngpyq P x0 P y byªa graniczna, to
byªoby x0 � ngpyq i jednocze±nie ngpyq � x0 oraz ngpyq � x0 (Wniosek z Tw. 18,
Rozdziaª 8), co jest niemo»liwe.
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Poªó»my dla dowolnej liczby porz¡dkowej x, S0pxq�x oraz Sn�1pxq�SpSnpxqq
dla n � 0, 1, . . ..

Lemat. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej x oraz dowolnej liczby naturalnej n :
Sn�1pxq � xY tx, Spxq, S2pxq, . . . , Snpxqu.

Dowód (indukcyjny). Niech x b¦dzie dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡ (lub po prostu
dowolnym zbiorem). Dla n � 0 powy»sza równo±¢ jest speªniona na mocy de�-
nicji nast¦pnika. Zaªó»my, »e dla jakiego± n równo±¢ ta jest speªniona. Wówczas
Spn�1q�1pxq � SpSn�1pxqq � Sn�1pxqYtSn�1pxqu � xYtx, Spxq, S2pxq, . . . , Snpxqu
Y tSn�1pxqu � xY tx, Spxq, S2pxq, . . . , Snpxq, Sn�1pxqu. l

Twierdzenie 12. Dla dowolnej izolowanej liczby y, zbiór y � Spngpyqq
� tx : ngpyq P x P yu jest sko«czony.

Dowód. Zaªó»my nie wprost, »e y jest tak¡ liczb¡ porz¡dkow¡ izolowan¡, »e
tx : ngpyq P x P yu nie jest zbiorem sko«czonym. We¹my pod uwag¦ zbiór
z � tngpyqu Y tx : ngpyq P x P yu � tx : ngpyq � x P yu.

Wyka»my indukcyjnie, »e

(1) dla dowolnego n � 0, 1, . . . , Snpngpyqq P z.

Jest oczywiste, »e ngpyq P z, zatem S0pngpyqq P z. Zaªó»my, »e dla jakiego±
n P N,Snpngpyqq P z. St¡d

(2) Snpngpyqq P y.

Z (2) i przechodnio±ci relacji P, poniewa» ngpyq P Spngpyqq P S2pngpyqq P . . . P
Snpngpyqq, otrzymujemy:

(3) tSpngpyqq, . . . , Snpngpyqqu � tx : ngpyq P x P yu.

Poniewa» SpSnpngpyqq jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e
Snpngpyqq P x (Tw. 9), wi¦c z (2), SpSnpngpyqqq � y. Dlatego SpSnpngpyqqq P y lub
SpSnpngpyqqq � y (Tw. 18, Rozdziaª 8). Lecz równo±¢ SpSnpngpyqqq � y wraz z (3)
oznacza (zob. Wniosek z Tw. 9), »e tSpngpyqq, . . . , Snpngpyqqu jest zbiorem wszyst-
kich liczb porz¡dkowych x takich, »e ngpyq P x ^ x P y, czyli zbiór y � Spngpyqq
byªby sko«czony wbrew zaªo»eniu. Zatem SpSnpngpyqqq P y, tzn. Sn�1pngpyqq P y.
Naturalnie ngpyq � Sn�1pngpyqq, ostatecznie Sn�1pngpyqq P z, co ko«czy dowód
wyra»enia (1).

Z kolei, dzi¦ki (1) mo»na rozwa»y¢ funkcj¦ (ci¡g) f : N ÝÑ z postaci:

@n P N, fpnq � Snpngpyqq.

Wykazujemy, »e

(4) zbiór ngpyq Y
Ñ

f pNq jest liczb¡ porz¡dkow¡.

Oczywi±cie elementami tego zbioru s¡ wyª¡cznie liczby porz¡dkowe, zatem zbio-

ry tranzytywne, wystarczy wi¦c wykaza¢, »e ngpyq Y
Ñ

f pNq jest zbiorem tranzytyw-
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nym. Niech wi¦c x P ngpyq Y
Ñ

f pNq. Gdy x P ngpyq, to oczywi±cie x � ngpyq, zatem

x � ngpyq Y
Ñ

f pNq. Niech x P
Ñ

f pNq. Wówczas x � Snpngpyqq, dla pewnego n P N .
Zatem x � ngpyq, gdy n � 0, oraz x � ngpyqYtngpyq, Spngpyqq, . . . , Sn�1pngpyqqu,

gdy n � 0 (zobacz lemat powy»ej). Ostatecznie, x � ngpyq Y
Ñ

f pNq, bo gdy n � 0,

to tngpyq, Spngpyqq, . . . , Sn�1pngpyqqu �
Ñ

f pNq.

Poªó»my: u � ngpyq Y
Ñ

f pNq. Na mocy (4),
�
u � u (Tw. 2, Rozdziaª 8).

Wykazujemy teraz, »e u �
�
u, co daje równo±¢

�
u � u i dowodzi (Tw. 8(2)), »e

(5) u jest graniczna.

Niech wi¦c x P u. Zatem x P ngpyq lub x P
Ñ

f pNq. Gdy x P ngpyq, to
Spxq P ngpyq, bo ngpyq jest graniczna (tzn. Spxq � ngpyq, za± Spxq � ngpyqq,

st¡d Spxq P u. Podobnie, gdy x P
Ñ

f pNq, czyli x � Snpngpyqq dla pewnego n P N ,

mamy: Spxq � Sn�1pngpyqq P
Ñ

f pNq, zatem Spxq P u. Ostatecznie, skoro x P Spxq
oraz Spxq P u, wi¦c x P

�
u. (Krótko mówi¡c, wykazali±my tu, »e zbiór u jest

zamkni¦ty na operacj¦ S, a poniewa» H P u, wi¦c u jest liczb¡ porz¡dkow¡, która
jest zbiorem indukcyjnym, zatem u nie jest izolowana.)

Naturalnie
Ñ

f pNq � z � y, z de�nicji funkcji f oraz zbioru z. Oczywi±cie

ngpyq � y (bo ngpyq P yq. Zatem ngpyq Y
Ñ

f pNq � y, tzn. u � y. St¡d za± u P y
lub u � y (Tw. 18, Rozdziaª 8). Lecz wobec (5) i zaªo»enia, »e y jest izolowana,
u � y. Zatem u P y. St¡d, poniewa» ngpyq P u (bo fp0q � ngpyq, za± fp0q P uq,
otrzymujemy: u P tx : ngpyq P x P yu, co, wobec (5), jest sprzeczne z wyra»eniem
(ng). l

Wniosek. Dla dowolnej liczby izolowanej y istnieje liczba naturalna n taka, »e

y � ngpyq Y tngpyq, Spngpyqq, . . . , Snpngpyqqu � Sn�1pngpyqq.

Dowód. Niech y b¦dzie izolowana. Wykazujemy, »e dla pewnego n P N pierwsza
z równo±ci jest speªniona. Druga jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ lematu powy»ej.

Naturalnie y � Spngpyqq Y py � Spngpyqq. St¡d

(1) y � ngpyq Y tngpyqu Y tx : ngpyq P x P yu.

Zbiór tx : ngpyq P x P yu, na mocy Tw. 12, jest sko«czony, zatem

(2) tx : ngpyq P x P yu � H lub

(3) dla pewnego k ¥ 1, tx : ngpyq P x P yu jest k-elementowy.

Gdy zachodzi (2), to z (1) mamy:

(4) y � ngpyq Y tS0pngpyqqu.

Gdy zachodzi (3), to mamy:

(5) tx : ngpyq P x P yu � tSpngpyqq, . . . , Skpngpyqqu,

bowiem ngpyq P Spngpyqq P . . . P Skpngpyqq P y, oraz Spngpyqq, . . . , Skpngpyqq s¡
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jedynymi liczbami x takimi, »e ngpyq P x P y, gdy zbiór tx : ngpyq P x P yu jest
k-elementowy.

Na mocy (1) i (5) otrzymujemy:
y � ngpyq Y tngpyq, Spngpyqq, . . . , Skpngpyqqu. l

�5. Niepuste liczby porz¡dkowe graniczne

Powy»sze ustalenia mog¡ wydawa¢ si¦ nieco zbyt abstrakcyjne, w sytuacji, gdy
jedynym przykªadem liczby granicznej, jakim do tej pory dysponujemy, jest zbiór
H. Aby dostarczy¢ przykªadów niepustych liczb granicznych, rozwa»ymy najpierw
najmniejsz¡ liczb¦ porz¡dkow¡ nieb¦d¡c¡ liczb¡ naturaln¡.

We¹my pod uwag¦ φpxq postaci:  px jest liczb¡ naturaln¡), lub x R N . Po-
niewa» zachodzi φpNq oraz N jest liczb¡ porz¡dkow¡, wi¦c na mocy Tw. 21, Roz-
dziaª 8 istnieje najmniejsza liczba porz¡dkowa x taka, »e x nie jest liczb¡ naturaln¡.
Oznaczamy j¡ symbolem ω. Na mocy Tw. 19(i)ô(iii), Rozdziaª 8 mamy zatem:

pω1q ω R N oraz

pω2q @ypy P ω ñ y P Nq.

Wyra»enie pω2q jest równowa»ne temu, i» ω � N . Poniewa» zarówno ω jak N
s¡ liczbami porz¡dkowymi, wi¦c na mocy Tw. 18, Rozdziaª 8, ω P N lub ω � N ,
co wraz z pω1q prowadzi do wniosku:

Wniosek. ω � N , tzn. najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ nieb¦d¡c¡ liczb¡ naturaln¡

jest zbiór liczb naturalnych N .

Twierdzenie 13. ω jest najmniejsz¡ niepust¡ liczb¡ porz¡dkow¡ graniczn¡.

Dowód. Mamy wykaza¢, »e ω jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e φpxq,
gdzie φpxq jest postaci: x � H^ x jest graniczna. Oczywi±cie ω � H.

Wykazujemy, »e ω jest graniczna. Zaªó»my, »e tak nie jest. Wówczas ω jest
izolowana, czyli ω � Spaq, dla pewnej liczby porz¡dkowej a. Poniewa» a P Spaq,
wi¦c a P ω, tzn. (wedªug powy»szego Wniosku) a P N , czyli a jest liczb¡ naturaln¡.
Na mocy Tw. 10, Rozdziaª 7, Spaq jest liczb¡ naturaln¡, zatem ω P N , tzn. N P N ,
co jest niemo»liwe.

Zatem speªniona jest formuªa φpωq. Na mocy Tw. 19(i)ô(iii), Rozdziaª 8 wy-
starczy teraz wykaza¢, »e @ypy P ω ñ  φpyqq, czyli @ypy P ω ñ py �H _ y jest
izolowana)). We¹my wi¦c pod uwag¦ dowolny y P ω taki, »e y � H. Wówczas
y jest niepust¡ liczb¡ naturaln¡, zatem jest nast¦pnikiem jakiej± liczby naturalnej
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a, tzn. y � Spaq dla pewnej liczby porz¡dkowej a, czyli y jest liczb¡ porz¡dkow¡
izolowan¡. l

ω nie jest jedyn¡ niepust¡ liczb¡ graniczn¡. Aby poda¢ nast¦pn¡ z kolei liczb¦
graniczn¡, a wi¦c najmniejsz¡ liczb¦ graniczn¡ x tak¡, »e ω P x musimy rozwa»y¢
aksjomat podstawiania (AxSUB)ψ, w którym formuªa ψpy, zq jest postaci:

pψq py R ω ^ z � yq _ py P ω ^ z � Sypωqq.

Na pierwszy rzut oka mo»na by mie¢ w¡tpliwo±ci (mogªy one ju» pojawi¢ si¦
poprzednio przy okazji operowania de�nicj¡ termu Snpxqq czy pψq jest formuª¡
j¦zyka teorii ZFC, a to z tego powodu, »e ci¡g symboli: �Sypωq�, gdzie y jest przecie»
zbiorem, nie wydaje si¦ by¢ termem tego j¦zyka. Oznaczenie �Snpωq� ma sens, ale
wówczas, gdy n nie jest »adnym zbiorem, lecz ilo±ci¡ zastosowa« operacji S. Aby
rozwia¢ te w¡tpliwo±ci, rozwa»my sko«czony zbiór

Aω � tω, Spωq, SpSpωqq, . . . , Sp. . . pSpωqq . . .qu.

Niech w ostatnim z wypisanych termów ilo±¢ wyst¡pie« symbolu S wynosi n.
Rozwa»my liczb¦ naturaln¡ (zbiór)

tH, SpHq, SpSpHqq, . . . , Sp. . . pSpHqq . . .qu

tak¡, »e ilo±¢ wyst¡pie« S w ostatnim termie równie» wynosi n. Zgodnie z ustalo-
n¡ konwencj¡ notacyjn¡, tak¡ liczb¦ naturaln¡ oznaczamy Spnq, gdzie n jest teraz
liczb¡ naturaln¡ b¦d¡c¡ zbiorem. We¹my pod uwag¦ funkcj¦ fωn : Spnq ÝÑ Aω,
mianowicie fωn � t  H, ω ¡,  SpHq, Spωq ¡,   SpSpHqq, SpSpωqq ¡, . . . ,
 Sp. . . pSpHqq . . .q, Sp. . . pSpωqq . . .q¡u. Oznaczmy teraz dla dowolnego y P Spnq,
Sypωq � fωn pyq, w szczególno±ci wi¦c Snpωq � fωn pnq (n jest tutaj zbiorem). Natu-
ralnie w ten sam sposób mamy równie» dla dowolnej liczby porz¡dkowej (czy w ogóle
dowolnego zbioru) x : Snpxq � fxn pnq, gdzie n jest zbiorem pfxn : Spnq ÝÑ Axq.

Jest zatem jasne, »e formuªa ψpy, zq ma wªa±ciwie posta¢ nast¦puj¡c¡:

py R ω ^ z � yq _ py P ω ^ z � fωy pyqq,

w której nie mamy ju» do czynienia ze zbiorem y postrzeganym jako ilo±¢ zasto-
sowa« operacji S. W dalszym ci¡gu b¦dziemy rozwa»a¢ posta¢ pψq, pami¦taj¡c, »e
mamy tam do czynienia z pewnym skrótem de�nicyjnym.

Formuªa ψpy, zq ustala przyporz¡dkowanie ka»demu zbiorowi y � jego samego,
gdy y R ω, oraz zbioru Sypωq, gdy y P ω. Speªniony jest wi¦c poprzednik implikacji
(AxSUB)ψ : @yDzrψpy, zq ^ @vpψpy, vq ñ v � zqs. Wobec tego mamy nast¦pnik
postaci:

Du@zpz P uô Dypy P ω ^ ψpy, zqq.
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Bior¡c pod uwag¦ aksjomat identyczno±ci, mamy jedyny zbiór u, którego istnie-
nie stwierdza powy»sza formuªa. Poniewa» wyra»enie y P ω ^ ψpy, zq jest równo-
wa»ne formule y P ω ^ z � Sypωq, wi¦c ów zbiór, oznaczaj¡c go symbolem Sωpωq,
mo»emy okre±li¢ nast¦puj¡co:

@zpz P Sωpωq ô Dypy P ω ^ z � Sypωqqq.

Istnieje zatem zbiór, który nieformalnie zapisaliby±my w postaci: Sωpωq
� tω, Spωq, . . . , Snpωq, . . .u.

Twierdzenie 14. Zbiór ω Y Sωpωq jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e

x jest graniczna i ω P x.

Dowód. Wykazanie faktu, »e ωYSωpωq jest liczb¡ porz¡dkow¡ graniczn¡ przebiega
analogicznie jak wykazanie warunków (4), (5) w dowodzie Tw. 12. Zamiast liczby

granicznej ngpyq mamy teraz liczb¦ graniczn¡ ω, oraz zamiast obrazu
Ñ

f pNq � zbiór
Sωpωq, który jest równie» obrazem zbioru N wedªug funkcji g : N ÝÑ Sωpωq
przyporz¡dkowuj¡cej ka»dej liczbie naturalnej n zbiór Snpωq.

Oczywi±cie ω P ωYSωpωq. Niech teraz x b¦dzie dowoln¡ liczb¡ graniczn¡ tak¡,
»e ω P x. Aby wykaza¢, »e ω Y Sωpωq � x, co sko«czy dowód, wykazujemy, »e
(1) ω � x oraz
(2) Sωpωq � x.

(1) jest oczywiste, skoro ω P x (Tw. 18, Rozdziaª 8). Wykazanie, »e zachodzi
(2) sprowadza si¦ do indukcyjnego dowodu faktu, i» @n P ω, Snpωq P x. Dowód ten
jest podobny do wykazania waruku (1) z dowodu Tw. 12. Oczywi±cie S0pωq P x.
Zakªadamy, »e dla jakiego± n, Snpωq P x. Wówczas, na mocy Tw. 9, SpSnpωqq P x
lub SpSnpωqq � x. Lecz ostatnia równo±¢ nie mo»e zachodzi¢, skoro x jest graniczna.
Zatem Sn�1pωq P x. l

Zauwa»my, »e zastosowanie aksjomatu podstawiania dla stwierdzenia istnienia
zbioru Sωpωq, mo»na uogólni¢ dla dowolnej operacji jednoargumentowej F oraz
dowolnego zbioru X, tak, aby ustali¢ istnienie zbioru FωpXq. Wystarczy wzi¡¢ pod
uwag¦ ten aksjomat z formuª¡ ψpy, zq postaci: py R ω^z � yq_py P ω^z � F ypXqq,
aby uzyska¢ istnienie zbioru:

FωpXq � tz : Dypy P ω ^ z � F ypXqqu,

nieformalnie zapisywanego w postaci: tX,F pXq, . . . , FnpXq, . . .u.

Jasne jest wi¦c, »e mo»emy ustali¢ kolejne liczby porz¡dkowe graniczne,
mianowicie: ω2 � ω1 Y Sωpω1q, gdzie ω1 � ω Y Sωpωq, ω3 � ω2 Y Sωpω2q, . . . ,
ωn � ωn�1 Y Sωpωn�1q, . . ., przy czym ω P ω1 P ω2 P . . . P ωn P . . . oraz mi¦dzy
nimi, w porz¡dku ustalonym relacj¡ P, nie ma innych liczb granicznych.
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�1. Ci¡g pozasko«czony

W dalszym ci¡gu dla odró»nienia liczb porz¡dkowych od innych zbiorów,
o których nie b¦dzie zakªadane, i» s¡ liczbami porz¡dkowymi, b¦dziemy liczby
porz¡dkowe oznacza¢ maªymi greckimi literami: α, β, γ, δ, ξ.

Gdy α P β, to b¦dziemy mówi¢, »e α jest mniejsza ni» β, gdy za± α � β, to
mówimy, »e α jest mniejsza lub równa β.

Definicja. Niech α b¦dzie dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡ oraz X � dowolnym niepu-
stym zbiorem. Dowoln¡ funkcj¦ f : α ÝÑ X nazywamy ci¡giem pozasko«czonym

typu lub dªugo±ci α (elementów zbioru X).

Jest widoczne, »e powy»sza de�nicja jest uogólnieniem de�nicji ci¡gu. Wedªug
obecnej terminologii, ci¡g pozasko«czony typu ω jest dawnym ci¡giem, za± ci¡g
pozasko«czony typu α, gdzie α P ω, jest ci¡giem sko«czonym.

Aktualna de�nicja dopuszcza ci¡g pozasko«czony typu H. Poniewa»
XH � tHu, wi¦c istnieje dokªadnie jeden ci¡g pozasko«czony typu H, mianowicie
zbiór H.

Zazwyczaj ci¡g kojarzony jest z sekwencj¡ jego wyrazów (warto±ci). W przypad-
ku ci¡gu pozasko«czonego typu α, kolejno±¢ wyrazów w kojarzonej z nim sekwencji
jest ustalona liniowo porz¡dkuj¡c¡ relacj¡ P na zbiorze α.

Rozwa»my dowoln¡ liczb¦ porz¡dkow¡ α oraz dowolny niepusty zbiór X. Niech
ponadto β b¦dzie liczb¡ porz¡dkow¡ tak¡, »e β � α. Jest oczywiste, »e ka»dy ci¡g
pozasko«czony f typu β elementów zbioru X jest podzbiorem produktu kartezja«-
skiego β �X. Poniewa» β �X � α �X, wi¦c f � α �X, czyli f P P pα �Xq.
St¡d, Xβ � P pα � Xq i konsekwentnie, Xβ P P pP pα � Xqq. Istnieje wi¦c zbiór
tXβ : β � αu jako podzbiór zbioru P pP pα � Xqq. Bardziej formalnie nale»aªoby
uzasadni¢ jego istnienie, odwoªuj¡c si¦ do aksjomatu podzbiorów w postaci:

@xpφpxq ñ x P P pP pα�Xqqq ñ Dy@xpx P y ô φpxqq,

gdzie φpxq := Dβpβ � α ^ x � Xβq. Wobec prawdziwo±ci poprzednika mamy:

Dy@xpx P y ô Dβpβ � α^ x � Xβqq.

Jak wida¢, formuªa ta stwierdza istnienie zbioru tXβ : β � αu. W konsekwencji,�
tXβ : β � αu jest zbiorem. Jest to zbiór wszystkich ci¡gów pozasko«czonych

elementów zbioru X typu mniejszego lub równego α.

143
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Niech Cg b¦dzie 2-argumentow¡ operacj¡ przyporz¡dkowuj¡c¡ dowolnej liczbie
porz¡dkowej α oraz niepustemu zbiorowi X zbiór

�
tXβ : β � αu, tzn.

Cgpα,Xq �
�
tXβ : β � αu.

Twierdzenie 1. Niech X b¦dzie dowolnym niepustym zbiorem. Wówczas:
(1) CgpH, Xq � tHu,
(2) Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α : H P Cgpα,Xq,
(3) Dla dowolnych liczb porz¡dkowych α, β: β P αñ Cgpβ,Xq � Cgpα,Xq.

Dowód. Dla (1): CgpH, Xq �
�
tXβ : β � Hu �

�
tXHu � XH � tHu.

Dla (2): Poniewa» H P XH, wi¦c H P
�
tXβ : β � αu, czyli H P Cgpα,Xq.

Dla (3): Niech β P α. We¹my f P Cgpβ,Xq. Wówczas f P Xγ dla pewnego
γ � β. Skoro α, β s¡ liczbami porz¡dkowymi oraz β P α, to β � α. Zatem γ � α.
St¡d f P

�
tXξ : ξ � αu, czyli f P Cgpα,Xq. l

�2. Funkcja de�niowana przez indukcj¦ pozasko«czon¡

Rozwa»my ci¡g idα P Cgpα, αq, gdzie α jest dowoln¡ niepust¡ liczb¡ porz¡d-
kow¡. Ci¡g ten ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: ka»dy jego wyraz idαpβq dla β P α,
krótko mówi¡c, wyraz β, jest jednoznacznie wyznaczony przez wszystkie wyrazy
go poprzedzaj¡ce, bowiem β jest zbiorem wszystkich tych wyrazów.

W ogólno±ci, rozwa»a¢ teraz b¦dziemy ci¡gi f : α ÝÑ X elementów zbioru
X takie, »e ka»dy ich wyraz fpβq dla β P α jest jednoznacznie wyznaczony przez
wyrazy fpγq dla γ P β.

Sposób wyznaczania danego wyrazu ci¡gu przez poprzedzaj¡ce go w tym ci¡gu
wyrazy, jest zupeªnie dowolny. Aby go wi¦c mo»liwie ogólnie okre±li¢, rozwa»a si¦
dowoln¡ funkcj¦ h : Cgpα,Xq ÝÑ X przyporz¡dkowuj¡c¡ ka»demu ci¡gowi typu
mniejszego lub równego α jaki± element ze zbioru X. Warto±¢ fpβq ci¡gu f dla
β P α mo»na wtedy uzale»ni¢ od warto±ci funkcji h na ci¡gu wszystkich wyrazów
poprzedzaj¡cych wyraz fpβq, czyli na sekwencji elementów fpγq dla γ P β, tzn.
formalnie na ci¡gu: f æ β, nast¦puj¡co:

(din) fpβq � hpf æ βq.

Naturalnie pierwszy wyraz tak okre±lanego ci¡gu f , czyli element fpHq (inaczej
fp0qq, nie jest jednoznacznie wyznaczony przez wyrazy go poprzedzaj¡ce, bo takowe
nie istniej¡. Zatem musi on by¢ arbitralnie podany. Jednak»e mo»na tego dokona¢
pozostaj¡c przy równo±ci (din), bior¡c pod uwag¦ warto±¢ funkcji h na ci¡gu H:
fpHq � hpf æ Hq � hpHq.
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Oczywi±cie drugi wyraz ci¡gu f jest okre±lony przez (din): fp1q � fptHuq
� hpf æ tHuq. Ci¡g f æ tHu dªugo±ci 1 ( jednowyrazowy ci¡g pfp0qq q jest ju»
wcze±niej okre±lony � jego jedyna warto±¢ fpHq wynosi hpHq. Zatem maj¡c wcze-
±niej zde�niowan¡ funkcj¦ h, znamy jej warto±¢ na tym ci¡gu. Analogicznie, trzeci
wyraz ci¡gu f jest okre±lony przez warto±¢ funkcji h na okre±lonym ju» dwuwyra-
zowym ci¡gu: f æ t0, 1u � pfp0q, fp1qq � phpHq, hpf æ tHuqq itd.

Rozwa»any przed chwil¡ ci¡g idα mo»na zde�niowa¢ równo±ci¡ (din) przy po-
mocy funkcji h : Cgpα, αq ÝÑ α zadanej nast¦puj¡co: hpHq � H oraz dla dowol-

nego niepustego ci¡gu g P Cgpα, αq, hpgq �
Ñ
gpβq, gdzie β jest dªugo±ci¡ ci¡gu g

(dziedzin¡ tego ci¡gu). Wówczas bowiem idαpβq � hpidα æ βq dla ka»dej β P α.
Istotnie, idαpHq � H � hpHq � hpidα æ Hq oraz dla dowolnej niepustej β P α,

idαpβq � β � tidαpγq : γ P βu �
Ñ

idα pβq �
ÝÑ

pidα æ βq pβq � hpidα æ βq.

Rozwa»my jeszcze jeden przykªad. Niech h : Cgpω, ωq ÝÑ ω b¦dzie funkcj¡
okre±lon¡ nast¦puj¡co: hpHq � γ, gdzie γ jest dowolnie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡,
oraz hpgq � Spgp

�
βqq dla dowolnego ci¡gu g dªugo±ci β, gdzie H � β P ω.

Ponadto, co nie b¦dzie dalej istotne, lecz jest wymagane dla poprawno±ci de�nicji
funkcji h, niech hpgq � gpHq, gdy g jest dªugo±ci ω.

Istotny tu jest przypadek niepustego ci¡gu dªugo±ci β P ω. Funkcja h przypo-
rz¡dkowuje takiemu ci¡gowi nast¦pnik (w sekwencji liczb naturalnych) jego ostat-
niego wyrazu. Bowiem suma niepustej a wi¦c izolowanej liczby naturalnej β, b¦-
d¡c jej bezpo±rednim poprzednikiem w sekwencji liczb naturalnych (por. �4, Roz-
dziaª 9), jest w tej sekwencji ostatnim ze wszystkich jej elementów.

Napiszmy kilka pierwszych wyrazów ci¡gu f : ω ÝÑ ω de�niowanego wedªug
(din) przez funkcj¦ h:

(0) fp0q � hpHq � γ,
(1) fp1q � hpf æ 1q � Sppf æ 1qp

�
1qq � Sppf æ 1qp0qq � Spfp0qq � Spγq,

(2) fp2q � hpf æ2q � Sppf æ2qp
�

2qq � Sppf æ2qp1qq � Spfp1qq � SpSpγqq.

W ogólno±ci dla H � β P ω mamy:

pβq fpβq � hpf æ βq � Sppf æ βqp
�
βqq � Spfp

�
βqq,

a st¡d, nic nie trac¡c na ogólno±ci, dla dowolnego β P ω:

pSpβqq fpSpβqq � Spfp
�
Spβqqq � Spfpβqq, (bo oczywi±cie

�
Spβq � βq.

Jest jasne, »e dla dowolnego n P ω, fpnq � Snpγq, gdzie n po prawej stronie
równo±ci jest ilo±ci¡ aplikacji operacji S. Oznacza to, »e w ograniczonym wypadku,
tj. wtedy, gdy γ P ω, mo»na zde�niowa¢ niekontrowersyjnie (zob. uwagi dotycz¡ce
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poprawno±ci formuªy pψq sªu»¡cej do zde�niowania zbioru Sωpωq w �5, Rozdziaª 9)
zbiór Snpγq jako: Snpγq :� fpnq, gdzie f jest okre±lona (din) przez opisan¡ wy»ej
funkcj¦ h.

W bardziej ogólnym przypadku, gdy γ jest dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡, aby
analogicznie zde�niowa¢ zbiór Snpγq, nale»aªoby rozwa»y¢ funkcj¦ h : Cgpω, αq ÝÑ
α, gdzie γ P α oraz α jest graniczna (co jest niemo»liwe do przeprowadzenia w �5,
Rozdziaª 9 przed wprowadzeniem liczb ω1, ω2 itd.).

Kontynuuj¡c dalej nasz przykªad, rozwa»my funkcj¦ g : ω ÝÑ ω zde�niowan¡
nast¦puj¡co: dla dowolnej β P ω, gpβq � β � γ. Tutaj, formalnie rzecz bior¡c,
interpretujemy symbol funkcyjny ��� jako 2-argumentow¡ operacj¦ na zbiorach,
zde�niowan¡ by¢ mo»e niepoprawnie. Jest to bowiem ta operacja, dla której aksjo-
maty (AN3), (AN4) arytmetyki z dodawaniem (por. �2, Rozdziaª 7) w interpretacji
teoriomnogo±ciowej:

(AN3)1 @δ P ωp0� δ � δq

(AN4)1 @β P ω@δ P ωpSpβq � δ � Spβ � δqq

s¡ prawdziwymi zdaniami w ZFC. Wadliwo±¢ takiej de�nicji polega na braku pew-
no±ci, czy de�niowana w ten sposób operacja � istnieje � postulat prawdziwo±ci
(AN3)1, (AN4)1 w ZFC nie gwarantuje przecie» jej istnienia (w przypadku arytme-
tyki z dodawaniem, istnienie operacji dodawania jest gwarantowane postulowan¡
prawdziwo±ci¡ formuª (AN3), (AN4), bo s¡ to aksjomaty tej teorii; oczywi±cie pod
warunkiem, »e istotnie w jakiej± interpretacji s¡ one prawdziwe, tzn. nie s¡ one
sprzeczne).

Przyjmijmy jednak na chwil¦, »e dysponujemy w ZFC operacj¡ �, która zacho-
wuje si¦ tak, jak mówi¡ o tym formuªy (AN3)1, (AN4)1. Wówczas z de�nicji funkcji
g, na mocy (AN3)1 mamy:

gp0q � 0� γ � γ

oraz wedªug (AN4)1:

gpSpβqq � Spβq � γ � Spβ � γq � Spgpβqq.

Wida¢ wi¦c, na mocy (0), pSpβqq, »e funkcja g speªnia dokªadnie te warunki,
które, dzi¦ki funkcji h, de�niowaªy funkcj¦ f . Intuicyjnie byªo jasne, »e funkcja
h de�niuje wedªug (din), tzn. zgodnie z (0) oraz pβq, czy te» wedªug (0) i pSpβqq,
dokªadnie jedn¡ funkcj¦ f . Pozostaniemy wi¦c w zgodzie z intuicj¡, twierdz¡c, »e
g � f .

Funkcja f : ω ÝÑ ω de�niowana wedªug (din) przez funkcj¦ h jest wi¦c
1-argumentow¡ operacj¡ dodawania do ustalonej liczby naturalnej γ.
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Sugeruje to mo»liwo±¢ zde�niowania operacji dodawania na solidniejszych pod-
stawach ni» postulat prawdziwo±ci (AN3)1, (AN4)1. Mianowicie, dla wszystkich liczb
naturalnych γ okre±lmy ka»dy z ci¡gów fγ : ω ÝÑ ω wedªug (din) przy u»yciu funk-
cji hγ : Cgpω, ωq ÝÑ ω, zde�niowanej identycznie jak poprzednio funkcja h (tzn.
dla ka»dej γ P ω, hγpHq � γ oraz hγpg

1q � Spg1p
�
βqq dla ci¡gu g1 dªugo±ci β,

gdzie H � β P ωq. De�nicje ci¡gów fγ dla γ P ω s¡ wi¦c nast¦puj¡ce (zob. warunki
(0) oraz pSpβqqq:

(�0) @γ P ωpfγp0q � γq oraz

(�Spβ)) @β P ω@γ P ωpfγpSpβqq � Spfγpβqqq.

Obecnie mo»emy standardowo zde�niowa¢ 2-argumentow¡ operacj¦ � na zbio-
rze ω, kªad¡c dla dowolnych β, γ P ω:

p�q β � γ � fγpβq.

Pozostaje pytanie, na jakiej podstawie mo»emy uzna¢ poprawnie ju» teraz zde-
�niowan¡ operacj¦ �, za operacj¦ dodawania liczb naturalnych. Jedynym kryte-
rium takiego uznania jest prawdziwo±¢ wyra»e« (AN3)1, (AN4)1 jako twierdze«
ZFC. Rzeczywi±cie, pozbywaj¡c si¦ wedªug de�nicji p�q symbolu �fγ� na rzecz
symbolu ��� w de�nicjach p�0q, p�Spβqq, uzyskujemy z nich odpowiednio formu-
ªy (AN3)1, (AN4)1. S¡ to wi¦c twierdzenia ZFC uzyskane bezpo±rednio z de�nicji
p�q, p�0q, p�Spβqq, dlatego cz¦sto w literaturze s¡ one postrzegane jako wªa±nie
de�nicja (tzw. indukcyjna) operacji dodawania.

Wracaj¡c do rozwa»a« ogólnych, we¹my pod uwag¦ funkcj¦ f : α ÝÑ X okre-
±lon¡ równo±ci¡ (din) przez funkcj¦ h : Cgpα,Xq ÝÑ X, dla liczby porz¡dkowej
α oraz niepustego zbioru X.

Zauwa»my najpierw, »e równo±¢ (din) umo»liwia rozszerzenie funkcji f na dzie-
dzin¦ Spαq, tzn. mo»na wykorzysta¢ (din) dla okre±lenia warto±ci fpαq funkcji
f na argumencie α, mianowicie, fpαq � hpf æ αq. Albowiem ci¡g f æ α jest prze-
cie» to»samy z funkcj¡ f okre±lon¡ ju» przez (din) na dziedzinie α, zatem warto±¢
funkcji h na tym ci¡gu jest dana. Innymi sªowy, ci¡g f okre±lony na dziedzinie α,
wyznacza, dzi¦ki funkcji h, nast¦pny wyraz � ci¡gu okre±lonego ju» na dziedzinie
Spαq. Naturalnie ten nowy, dªu»szy ci¡g przy u»yciu h ju» nie wyznacza kolejnego
wyrazu. Funkcja h jest bowiem okre±lona na ci¡gach dªugo±ci mniejszej lub równej
α, zatem nie jest okre±lona na ci¡gu dªugo±ci Spαq.

Tak wi¦c, trzy parametry: liczba porz¡dkowa α, niepusty zbiór X oraz funkcja
h : Cgpα,Xq ÝÑ X, okre±laj¡ funkcj¦ (ci¡g pozasko«czony) f : Spαq ÝÑ X tak¡,
»e @β P Spαq, fpβq � hpf æ βq. Funkcja f nazywana jest funkcj¡ de�niowan¡ przez

indukcj¦ pozasko«czon¡.
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Tak podane okre±lenie funkcji de�niowanej przez indukcj¦, jak sama nazwa na to
wskazuje, nie jest tzw. de�nicj¡ wyra¹n¡, czyli tak¡ de�nicj¡ funkcji, która podaje
wyra¹nie, explicite, warto±¢ funkcji dla jej argumentu (de�nicjami wyra¹nymi s¡ na
przykªad de�nicje operacji zªo»enia czy konwersu relacji b¡d¹ teoriomnogo±ciowa
de�nicja nast¦pnika). Równo±¢: fpβq � hpf æ βq nie podaje wyra¹nie warto-
±ci funkcji f dla argumentu β, bowiem w prawym jej termie wyst¦puje symbol
f de�niowanej funkcji.

Aby wi¦c formalnie wprowadzi¢ do teorii poj¦cie funkcji de�niowanej przez in-
dukcj¦, nale»y post¦powa¢ tak, jak w przypadku operacji, których istnienie i je-
dyno±¢ s¡ gwarantowane przez aksjomaty ZFC. Najpierw nale»y wi¦c wykaza¢
istnienie i jedyno±¢ takiej funkcji, czyli dowie±¢, sk¡din¡d intuicyjnie oczywiste-
go twierdzenia, mówi¡cego, »e dla dowolnych trzech parametrów: α,X, h istnieje
dokªadnie jedna funkcja f : Spαq ÝÑ X taka, »e @β P Spαq, fpβq � hpf æ βq.

Lemat. Dla dowolnych, niepustego zbioru X, liczby porz¡dkowej α oraz funkcji

h : Cgpα,Xq ÝÑ X istnieje co najwy»ej jedna funkcja f : Spαq ÝÑ X (to
znaczy ci¡g pozasko«czony typu Spαq elementów zbioru X) taka, »e @β P Spαqpfpβq
� hpf æ βqq.

Dowód. Niech X b¦dzie niepustym zbiorem, α � liczb¡ porz¡dkow¡ oraz h P
XCgpα,Xq. Zaªó»my, »e istniej¡ funkcje f, g takie, »e

(1) @β P Spαqpfpβq � hpf æ βqq,

(2) @β P Spαqpgpβq � hpg æ βqq.

Aby wykaza¢, »e f � g skorzystamy z twierdzenia o indukcji pozasko«czonej
w postaci (**), �5, Rozdziaª 8, gdzie W pxq jest postaci: x P Spαq (speªnione s¡
wówczas warunki (war1), (war2) z �4, Rozdziaª 8, bowiem Spαq jest liczb¡ porz¡d-
kow¡) oraz φpxq jest postaci: fpxq � gpxq. Zast¦puj¡c w twierdzeniu o indukcji
pozasko«czonej zmienne zwi¡zane x, y odpowiednio zmiennymi β, γ mamy:

@βrβ P Spαq ñ p@γpγ P β ñ fpγq � gpγqq ñ fpβq � gpβqqs ñ

@βpβ P Spαq ñ fpβq � gpβqq.

Oczywi±cie równo±¢ f � g jest równowa»na nast¦pnikowi powy»szej implikacji.
Wykazujemy wi¦c poprzednik. Niech

(3) β P Spαq oraz

(4) @γpγ P β ñ fpγq � gpγqq.

Z (3), β � Spαq. Postrzegaj¡c liczb¦ porz¡dkow¡ β jako podzbiór dziedzi-
ny funkcji f, g otrzymujemy z (4): f æ β � g æ β. St¡d natychmiast: hpf æ βq
� hpgæβq. Zatem na podstawie (1), (2), fpβq � gpβq. l

Twierdzenie o definiowaniu przez indukcj¦ pozasko«czon¡. Dla dowol-

nych, niepustego zbioru X, liczby porz¡dkowej α oraz funkcji h : Cgpα,Xq ÝÑ X
istnieje dokªadnie jedna funkcja f: Spαq ÝÑ X taka, »e @β P Spαqpfpβq � hpfæβqq.
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Dowód. Na mocy lematu wystarczy wykaza¢, »e

@X � H @α @h P XCgpα,Xq Df P XSpαq @β P Spαq pfpβq � hpf æ βqq.

We¹my dowolny X � H. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α poªó»my

(1) ψpαq :� @h P XCgpα,Xq Df P XSpαq @β P Spαq pfpβq � hpf æ βqq.

Nale»y wi¦c dowie±¢, »e @αpψpαqq. Zaªó»my nie wprost, »e Dαp ψpαqq. Na mocy
Tw. 21, Rozdziaª 8, niech α0 b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ α tak¡, »e
 ψpαq. Wówczas mamy (Tw. 19(i)ô(iii), Rozdziaª 8):

(2)  ψpα0q oraz

(3) @γpγ P α0 ñ ψpγqq.

Wyka»emy sprzeczno±¢ z (2), tzn. wyka»emy, »e zachodzi ψpα0q. W tym ce-
lu, wedªug (1), rozwa»my dowoln¡ funkcj¦ h : Cgpα0, Xq ÝÑ X. Skonstruujemy
funkcj¦ f : Spα0q ÝÑ X tak¡, »e @γ P Spα0q pfpγq � hpf æ γqq.

Najpierw okre±limy funkcj¦ f na dziedzinie α0. We¹my pod uwag¦ dowoln¡
ustalon¡ liczb¦ porz¡dkow¡ γ P α0. Na mocy (3) mamy natychmiast: ψpγq. Ponadto
wedªug Tw. 1(3), Cgpγ,Xq � Cgpα0, Xq. Rozwa»my wi¦c obci¦cie h æ Cgpγ,Xq,
które oznaczmy jako hγ . Naturalnie wprost z de�nicji obci¦cia funkcji zachodzi:

(4) hγpf
1q � hpf 1q dla dowolnego ci¡gu f 1 P Cgpγ,Xq.

Zastosujmy wyra»enie ψpγq dla hγ P X
Cgpγ,Xq. Wówczas z prawdziwo±ci ψpγq

(zob. (1)) oraz na mocy lematu zastosowanego dla zbioru X, liczby porz¡dko-
wej γ oraz hγ , istnieje dokªadnie jedna funkcja fγ : Spγq ÝÑ X taka, »e @β P
Spγqpfγpβq � hγpfγ æ βqq. Ostatecznie wi¦c, na mocy (4) mamy:

(5) dla dowolnej γ P α0 istnieje dokªadnie jedna funkcja fγ : Spγq ÝÑ X
taka, »e @β P Spγqpfγpβq � hpfγ æ βqq.

Rozwa»my teraz liczby porz¡dkowe δ, γ takie »e δ P γ oraz γ P α0. Naturalnie
wówczas δ P α0. Na mocy (5) mamy dokªadnie jedn¡ funkcj¦ fδ : Spδq ÝÑ X
speªniaj¡c¡ warunek

(6) @β P Spδqpfδpβq � hpfδ æ βqq,

oraz dokªadnie jedn¡ funkcj¦ fγ : Spγq ÝÑ X tak¡, »e

(7) @β P Spγqpfγpβq � hpfγ æ βqq.

Poniewa» δ P γ, wi¦c Spδq � Spγq (bo Spδq jest, wedªug Tw. 9, Rozdziaª 9,
najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ γ tak¡, »e δ P γ, za± δ P Spγqq, mo»emy zatem
rozwa»y¢ obci¦cie fγæSpδq. Oczywi±cie wówczas

@β P Spδqpfγpβq � pfγæSpδqqpβqq, oraz

@β P Spδqpfγ æ β � pfγ æSpδqq æ βq.

Zatem z (7) mamy:

(8) @β P SpδqppfγæSpδqqpβq � hppfγæSpδqq æ βqq.

Na mocy (4) mo»na wyra»enia (6), (8) zapisa¢ odpowiednio w postaci:

(9) @β P Spδqpfδpβq � hδpfδæ βqq,

(10) @β P SpδqppfγæSpδqqpβq � hδppfγæSpδqqæ βqq.
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Poniewa» hδ P XCgpδ,Xq, wi¦c mo»na dla liczby porz¡dkowej δ oraz funkcji
hδ zastosowa¢ lemat, uzyskuj¡c na podstawie (9) i (10) równo±¢:
(11) fγ æ Spδq � fδ.

Wobec (11) zachodzi:
(12) dla dowolnych liczb porz¡dkowych δ, γ P α0: δ P γ ñ fγpδq � fδpδq.

Zde�niujmy teraz funkcj¦ g : α0 ÝÑ X nast¦puj¡co:
(13) @γ P α0, gpγq � fγpγq.

Naturalnie g P Cgpα0, Xq, wi¦c hpgq P X. Zde�niujmy wi¦c funkcj¦ f : Spα0q
ÝÑ X jak nast¦puje:
(14) @γ P α0, fpγq � gpγq oraz
(15) fpα0q � hpgq.

Z okre±lenia (14) mamy natychmiast: fæα0 � g, zatem na mocy okre±lenia (15)
otrzymujemy:
(16) fpα0q � hpfæα0q.

Wystarczy wi¦c jeszcze wykaza¢, »e @γ P α0 pfpγq � hpf æγqq, aby sko«czy¢
dowód. W tym celu rozwa»my dowoln¡ liczb¦ porz¡dkow¡ γ P α0. Na mocy (14)
i (13), fpγq � fγpγq. Lecz na podstawie (5), fγpγq � hpfγ æγq, a zatem fpγq
� hpfγæγq. Wystarczy wi¦c wykaza¢, »e fæγ � fγæγ. Dowodzimy, i»
@δ P γ, pfæγqpδq � pfγæγqpδq.

Niech wi¦c δ P γ. Oczywi±cie δ P α0. Wówczas z jednej strony mamy: pfæγqpδq
� fpδq � gpδq � fδpδq, na mocy (14) i (13). Z drugiej strony, pfγæγqpδq � fγpδq
� fδpδq, na mocy (12). l

Definicja. Niech α b¦dzie dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡, X � dowolnym niepu-
stym zbiorem oraz h : Cgpα,Xq ÝÑ X dowoln¡ funkcj¡. Wówczas funkcj¦ f ,
(której istnienie i jedyno±¢ stwierdza twierdzenie o de�niowaniu przez indukcj¦ po-
zasko«czon¡) speªniaj¡c¡ warunek: @β P Spαq, fpβq � hpfæβq, nazywamy funkcj¡

de�niowan¡ przez indukcj¦ pozasko«czon¡.
Dla precyzji wprowad¹my 3-argumentow¡ operacj¦ din, której warto±ci¡

dinpα,X, hq, jest funkcja de�niowana przez indukcj¦ pozasko«czon¡, tzn.
@β P Spαq, dinpα,X, hqpβq � h(dinpα,X, hqæβq.

Twierdzenie 2. Dla dowolnych liczb porz¡dkowych α, β, dowolnego zbioru niepu-

stego X oraz funkcji h : Cgpα,Xq ÝÑ X:
β P αñ dinpα,X, hqæSpβq � dinpβ,X, phæCgpβ,Xqqq.

Dowód. Niech α, β b¦d¡ liczbami porz¡dkowymi takimi, »e β P α. Wówczas natu-
ralnie Spβq � Spαq oraz na podstawie Tw. 1(3), Cgpβ,Xq � Cgpα,Xq. Oznaczmy:
f = dinpα,X, hqæSpβq. Rozwa»my dowoln¡ liczb¦ porz¡dkow¡ γ P Spβq. Wówczas
mamy:
fpγq � pdinpα,X, hqæSpβqqpγq = dinpα,X, hqpγq � hpdinpα,X, hqæγq.
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Lecz dinpα,X, hq æ γ � pdinpα,X, hq æ Spβqq æ γ bo γ � Spβq. Zatem fpγq
� hpf æγq. Ponadto f æγ P Xγ , za± γ � β, zatem f æγ P Cgpβ,Xq. Wobec te-
go, hpfæγq � h1pfæγq, gdzie h1 � hæCgpβ,Xq. Ostatecznie wi¦c, @γ P Spβqpfpγq
� h1pf æγqq, tzn. funkcja f : Spβq ÝÑ X jest de�niowana przez indukcj¦ poza-
sko«czon¡ dla liczby porz¡dkowej β, zbioru X oraz funkcji h1 : Cgpβ,Xq ÝÑ X.
Na mocy twierdzenia o de�niowaniu przez indukcj¦ istnieje dokªadnie jedna funk-
cja de�niowana przez indukcj¦ dla powy»szych parametrów � jest ni¡ dinpβ,X, h1q.
Zatem f = dinpβ,X, h1q, tzn. dinpα,X, hqæSpβq = dinpβ,X, phæCgpβ,Xqqq. l

�3. Aksjomat wyboru, funkcja wyboru

Zapiszmy aksjomat wyboru (AxC) (zob. �1, Rozdziaª 1) bardziej czytelnie:

(AxC)1 @zr@x, y P zpx � H^ pxX y � Hñ x � yqq ñ

Du@x P zDvpuX x � tvuqs.

Wykazujemy, »e (AxC)1 jest równowa»ny wyra»eniu:

(AxC)2 Dla dowolnego z � H oraz dowolnego podziaªu Π zbioru z:

Du@x P ΠDvpuX x � tvuq.

(Dla dowolnego podziaªu zbioru niepustego istnieje zbiór, który z ka»dym ele-
mentem tego podziaªu ma dokªadnie jeden element wspólny.)

(AxC)1 ñ (AxC)2: Zaªó»my (AxC)1. Niech z � H oraz Π b¦dzie podziaªem
zbioru z. Wówczas z de�nicji podziaªu mamy:

@x, y P Πpx � H^ pxX y � Hñ x � yqq.

Zatem z (AxC)1 otrzymujemy:

Du@x P ΠDvpuX x � tvuq.

(AxC)2 ñ (AxC)1: Zaªó»my (AxC)2. Niech z b¦dzie dowolnym zbiorem. Gdy
z � H, to naturalnie nast¦pnik implikacji w (AxC)1 jest prawdziwy (np. dla u � H
prawd¡ jest, »e @x P HDvpuX x � tvuqq, co dowodzi prawdziwo±ci (AxC)1.

Niech z � H. Zaªó»my poprzednik implikacji w (AxC)1. St¡d mamy natych-
miast:

(1) @x P zpx � Hq,

(2) @x, y P zpxX y � Hñ x � yq,
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co oznacza, »e z jest podziaªem niepustego zbioru:
�
z (poniewa» z � H, wi¦c

pewien x P z, lecz z (1), x � H, za± x �
�
z, st¡d

�
z � H). Stosuj¡c (AxC)2

dla niepustego zbioru
�
z i jego podziaªu z, otrzymujemy nast¦pnik implikacji

w (AxC)1.

Tak wi¦c, dla dowolnego niepustego zbioru Π niepustych i parami rozª¡cznych
zbiorów (tzn. podziaªu Π niepustego zbioru

�
Π) aksjomat wyboru gwarantuje

istnienie takiego zbioru u, który z ka»dym elementem zbioru Π ma dokªadnie jeden
wspólny element.

Zwró¢my uwag¦ na to, »e w nazwie �teoria ZFC� litera �C� oznacza, i» formuªa
(AxC) jest aksjomatem teorii (por. Wst¦p). Teoria Zermelo-Fraenkla bez aksjomatu
wyboru oznaczana jest symbolem �ZF�. To specjalne wyró»nienie aksjomatu wy-
boru w±ród aksjomatów ZFC, spowodowane jest tym, »e w historii rozwoju teorii
mnogo±ci aksjomat ten nie byª powszechnie akceptowany. Aby wyja±ni¢ dlaczego,
dokonajmy pewnego porównania aksjomatu wyboru z pozostaªymi aksjomatami
teorii.

W±ród wszystkich tych aksjomatów ZFC, które, na ogóª po speªnieniu pew-
nych warunków wst¦pnych, postuluj¡ istnienie pewnego zbioru, ka»dy z nast¦puj¡-
cych czterech: (AxZqφ, (AxP ), (Ax

�
), (AxSUB), w obecno±ci aksjomatu iden-

tyczno±ci, gwarantuje istnienie dokªadnie jednego zbioru dla ustalonych warunków
wst¦pnych (w przypadku (AxP ) i (Ax

�
) warunki wst¦pne sprowadzaj¡ si¦ do

ustalenia uwagi na jakim± zbiorze). Co wi¦cej, ka»dy z tych czterech aksjomatów
w peªni okre±la ów jedyny zbiór, którego istnienie stwierdza, przez jawne podanie je-
go elementów. Mówi si¦, »e taki jedyny zbiór jest, dla danych warunków wst¦pnych,
konstruowalny. Pozostaªe dwa aksjomaty z tej grupy, aksjomat niesko«czono±ci oraz
wªa±nie aksjomat wyboru, bez wzgl¦du na obecno±¢ aksjomatu identyczno±ci, nie
gwarantuj¡ wcale istnienia dokªadnie jednego zbioru ((Ax8) bezwarunkowo, za±
(AxC) przy warunku wst¦pnym jakim jest ustalenie uwagi na niepustym zbiorze
niepustych, parami rozª¡cznych zbiorów). Aksjomat niesko«czono±ci nie zapewnia
przecie» istnienia dokªadnie jednego zbioru indukcyjnego. Jednak»e u»ytek, jaki
czyni si¦ w teorii z tego aksjomatu polega, z jednej strony, na zagwarantowaniu
niepusto±ci ±wiata zbiorów (czego potrzeba nie mo»e by¢ kwestionowana), z dru-
giej za± strony, na konstrukcji, przy wykorzystaniu aksjomatu podzbiorów, pewne-
go, jedynego zbioru indukcyjnego, mianowicie, najmniejszego zbioru indukcyjnego,
jakim jest zbiór liczb naturalnych (por. Twierdzenia 11, 12, Rozdziaª 7). Cho¢ wi¦c
aksjomat niesko«czono±ci nie wyró»nia »adnego spo±ród tych wszystkich zbiorów,
których istnienie stwierdza, to jednak wªasno±ci ka»dego z nich s¡ takie, »e zastoso-
wanie aksjomatu podzbiorów powoduje jednak wyró»nienie w±ród nich dokªadnie
jednego � tego, który dalej w teorii, jako jedyny spo±ród wszystkich tych zbiorów,
jest istotny.
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Podobnie, aksjomat wyboru nie zapewnia istnienia dokªadnie jednego zbioru,
który z ka»dym elementem danego podziaªu ma dokªadnie jeden element wspól-
ny. Lecz w przeciwie«stwie do aksjomatu niesko«czono±ci, nie wida¢ w jaki sposób
aksjomat wyboru miaªby cho¢ umo»liwi¢ wyró»nienie jednego spo±ród tych zbiorów,
których istnienie stwierdza. Co wi¦cej, w zastosowaniach tego aksjomatu w teorii,
»adnego z takich zbiorów nawet nie próbuje si¦ wyró»nia¢. Krótko mówi¡c, aksjomat
wyboru stwierdza istnienie niekonstruowalnych zbiorów, z których teoria dalej robi
u»ytek.

Nie ka»dy dopuszcza do istnienia niezupeªnie dookre±lone, czy wr¦cz nieokre±-
lone twory. St¡d niektórzy kwestionuj¡ zasadno±¢ uznania (AxC) za aksjomat teorii
mnogo±ci. Niektórzy za±, akceptuj¡c aksjomat wyboru, odró»niaj¡ jednak te twier-
dzenia, których dowody ów aksjomat umo»liwia, od pozostaªych twierdze«, pod-
kre±laj¡c w ten sposób jakby inn¡ ich warto±¢. Naturalnie z formalno-logicznego
punktu widzenia, aksjomat wyboru jest zwyczajnym zdaniem ustalonego j¦zyka
I rz¦du, je±li wi¦c tylko nie prowadzi do sprzeczno±ci, to z owego punktu widzenia,
jest aksjomatem teorii równoprawnym pozostaªym.

Warto jeszcze zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e niedookre±lono±ci zbioru, który ma
dokªadnie jeden element wspólny z ka»dym elementem danego podziaªu, nie nale»y
wi¡za¢ z niewyst¦powaniem w aksjomacie wyboru charakterystyki tych elementów
tego zbioru, które do »adnego z elementów podziaªu nie nale»¡. Mo»na bowiem
w banalny sposób tak¡ charakterystyk¦ poda¢ � twierdz¡c, »e takich elementów
nie ma. Mianowicie, nietrudno wykaza¢, »e w obecno±ci aksjomatu podzbiorów,
aksjomat wyboru jest równowa»ny nast¦puj¡cemu wyra»eniu:

(AxC)3 Dla dowolnego z � H oraz dowolnego podziaªu Π zbioru z:
Dupu � z ^ @x P ΠDvpuX x � tvuqq.

(Dla dowolnego podziaªu zbioru niepustego istnieje taki podzbiór tego zbioru,
który z ka»dym elementem tego podziaªu ma dokªadnie jeden element wspólny.)

Implikacja (AxC)3 ñ (AxC)2 jest oczywista. Aby wykaza¢ implikacj¦ odwrot-
n¡, zaªó»my (AxC)2 i rozwa»my dowolny podziaª Π niepustego zbioru z. Na mocy
zaªo»enia, niech A b¦dzie takim zbiorem, »e

(3) @x P ΠDvpAX x � tvuq.

Poniewa» poprzednik aksjomatu podzbiorów:

@vpφpvq ñ v P Aq ñ Dy@vpv P y ô φpvqq,

dla φpvq :� DxpxPΠ^AXx�tvuq, jest speªniony, niech wi¦c B b¦dzie tym jedynym
(dla ustalonego zbioru A) zbiorem okre±lonym przez nast¦pnik w tym aksjomacie,
to znaczy
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(4) @vpv P B ô Dxpx P Π^AX x � tvuqq.

Wówczas

(5) B � z.

Niech bowiem v P B. Wtedy z (4), dla pewnego x P Π, A X x � tvu. Zatem
v P x. Ostatecznie v P

�
Π, czyli v P z, bo Π jest podziaªem zbioru z.

Ponadto,

(6) @x P ΠDvpB X x � tvuq.

Niech bowiem x P Π. Wówczas z (3), niech w b¦dzie takim zbiorem, »e

(7) AX x � twu.

St¡d, w P x oraz wedªug (4), w P B. Zatem twu � B X x. Aby dowie±¢ in-
kluzji przeciwnej, co zako«czy dowód (6), zaªó»my, »e v P B oraz v P x. Wówczas
z (4), niech y P Π b¦dzie taki, »e A X y � tvu. Zatem v P y. Lecz skoro v P x,
wi¦c x X y � H. Poniewa» x, y s¡ elementami podziaªu Π, wi¦c y � x. Zatem
A X x � tvu, co wobec (7) implikuje tvu � twu, tzn. v P twu. Wobec dowolno±ci
wyboru v, B X x � twu.

Ostatecznie, z (5) i (6) bezpo±rednio wynika formuªa Dupu � z ^ @x P ΠDvpuX
x � tvuqq.

Jak wida¢, dla dowolnego podziaªu niepustego zbioru, aksjomat wyboru w po-
staci (AxC)3 zapewnia istnienie pewnego podzbioru tego zbioru, a wi¦c jest pod
tym wzgl¦dem podobny do aksjomatu podzbiorów. Lecz, w przeciwie«stwie do tego
aksjomatu, nie gwarantuje on (w obecno±ci aksjomatu identyczno±ci) istnienia do-
kªadnie jednego podzbioru, przez co nie podaje konstruktywnie elementów »adnego
z tych podzbiorów, których istnienie stwierdza. W tym sensie s¡ one obiektami
niedookre±lonymi.

W dalszym ci¡gu aksjomat wyboru posªu»y nam do wykazania faktu (sk¡d-
in¡d równowa»nego temu aksjomatowi) mówi¡cego, »e dla dowolnego niepustego
zbioru istnieje tzw. stowarzyszona z nim funkcja wyboru, co w konsekwencji, wraz
z zastosowaniem de�niowania przez indukcj¦ pozasko«czon¡, umo»liwia wykazanie
innego faktu, i» dla dowolnego niepustego zbioru istnieje liczba porz¡dkowa maj¡ca
tyle samo elementów co ten zbiór. To z kolei prowadzi do de�nicji liczby kardynalnej
zbioru.

Definicja. Niech u b¦dzie dowolnym niepustym zbiorem. Przez funkcj¦ wyboru dla

zbioru u (lub stowarzyszon¡ ze zbiorem u) rozumiemy dowoln¡ funkcj¦ f: P puq ÝÑ
u tak¡, »e @y P P puq � tHu, fpyq P y.
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Uwaga. Zde�niowany tu zostaª nie symbol funkcyjny, lecz predykat �jest funk-
cj¡ wyboru�, st¡d dowody istnienia i jedyno±ci s¡ niepotrzebne. Niemniej jednak,
w dalszym ci¡gu wykazujemy, »e istniej¡ obiekty teoriomnogo±ciowe, o których
mo»na zgodnie z prawd¡ ten predykat orzec.

Przykªad. Istniej¡ dokªadnie cztery funkcje wyboru f1, f2, f3, f4 dla 2-elemento-
wego zbioru ta, bu:

f1pHq � a, f1ptauq � a, f1ptbuq � b, f1pta, buq � a,

f2pHq � a, f2ptauq � a, f2ptbuq � b, f2pta, buq � b,

f3pHq � b, f3ptauq � a, f3ptbuq � b, f3pta, buq � a,

f4pHq � b, f4ptauq � a, f4ptbuq � b, f4pta, buq � b.

Istnienie funkcji wyboru dla ka»dego niepustego zbioru u jest gwarantowane
przez aksjomat wyboru. Istotnie, niech y b¦dzie dowolnym niepustym podzbiorem
zbioru u. Wówczas oczywi±cie tyu � y � P puq � u, czyli tyu � y P P pP puq � uq.
Rozwa»my aksjomat podzbiorów z formuª¡ φpxq postaci:

Dypy P P puq � tHu ^ x � tyu � yq.

Poniewa» zachodzi:

@xpφpxq ñ x P P pP puq � uqq,

wi¦c z owego aksjomatu otrzymujemy:

Dz@xpx P z ô Dypy P P puq � tHu ^ x � tyu � yqq.

Oznaczmy symbolem �Π� ten (jedyny) zbiór, którego istnienie stwierdza powy»-
sza formuªa. Mamy wi¦c:

@xpx P Π ô Dypy P P puq � tHu ^ x � tyu � yqq, lub równowa»nie:

Π � ttyu � y : y P P puq � tHuu.

Jest oczywiste, »e H R Π. Ponadto speªniony jest warunek:

@v, w P Πpv X w � Hñ v � wq.

Je±li bowiem v, w P Π, to wówczas v � ty1u � y1, w � ty2u � y2 dla pewnych
niepustych y1, y2 � u. Wtedy v � t y1, x¡: x P y1u oraz w � t y2, x¡: x P y2u.
Zatem zaªo»enie v X w � H implikuje  y1, x1¡ �  y2, x2¡ dla pewnych x1 P
y1, x2 P y2. St¡d y1 � y2 i konsekwentnie v � w.



156 Rozdz. 10. Ci¡gi pozasko«czone. Aksjomat wyboru

Tak wi¦c, Π jest podziaªem niepustego zbioru
�

Π. Na mocy aksjomatu wyboru
(AxC)2 niech A b¦dzie zbiorem takim, »e

@x P ΠDzpAX x � tzuq.

We¹my wi¦c pod uwag¦ dowolny x P Π. Wówczas x � tyu�y, gdzieH � y � u.
Zatem iloczyn A X ptyu � yq jest zbiorem 1-elementowym tzu. Wówczas z jest
postaci  y, v¡, gdzie v P y, przy czym v jest jedynym elementem zbioru y takim,
»e  y, v¡ P A. Konsekwentnie zbiór par uporz¡dkowanych:

t H, v0¡u Y p
�

ΠXAq � t H, v0¡u Y pt y, v¡: y P P puq � tHu ^ v P yu XAq,

gdzie v0 P u jest dowolnie wybranym elementem (u � H), jest funkcj¡ f : P puq ÝÑ
u tak¡, »e dla dowolnego y P P puq�tHu, fpyq P y (bowiem fpyq jest tym jedynym
elementem zbioru y, »e  y, fpyq¡ P Aq.

Dla pewnych zbiorów, na przykªad dla zbiorów liczb porz¡dkowych, aby uza-
sadni¢ istnienie stowarzyszonych z nimi funkcji wyboru, nie musimy odwoªywa¢ si¦
do aksjomatu wyboru:

Twierdzenie 3. Niech x b¦dzie dowolnym niepustym zbiorem liczb porz¡dkowych.

Wówczas funkcja f : P pxq ÝÑ x okre±lona nast¦puj¡co: fpHq � nlppxq,@y P
P pxq � tHu, fpyq � nlppyq, jest funkcj¡ wyboru dla zbioru x.

Dowód. Oczywisty na mocy de�nicji funkcji wyboru oraz najmniejszej liczby
porz¡dkowej w danym zbiorze liczb porz¡dkowych. l

Definicja. Dla dowolnego niepustego zbioru x liczb porz¡dkowych niech wb b¦dzie
1-argumentow¡ operacj¡ przyporz¡dkowuj¡c¡ zbiorowi x funkcj¦ wyboru dla zbioru
x okre±lon¡ w Tw. 3, tzn. wbpxqpHq � nlppxq oraz wbpxqpyq � nlppyq dla ka»dego
niepustego y � x.

wbpxq nazwijmy funkcj¡ wyboru zbioru liczb porz¡dkowych x.

�4. Funkcja de�niowana przez indukcj¦ pozasko«czon¡ wyznaczona

przez funkcj¦ wyboru dla dowolnego zbioru

Niech teraz X b¦dzie dowolnym niepustym zbiorem oraz f dowoln¡ funkcj¡
wyboru dla zbioru X. Niech ponadto α b¦dzie dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡. Te trzy
parametry wyznaczaj¡ jednoznacznie funkcj¦ h : Cgpα,Xq ÝÑ X nast¦puj¡co:

hpHq � fpHq oraz hpgq � fpX�
Ñ
g pβqq dla dowolnej niepustej liczby porz¡dkowej

β � α (gdy α � H), i dowolnego ci¡gu g : β ÝÑ X. Dalej, tak okre±lona funkcja h,
jako zale»na od owych trzech parametrów, b¦dzie oznaczana w postaci hpα,X, fq.
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Przykªad. Funkcja wyboru f1 dla zbioru X � ta, bu z poprzedniego przykªadu
(�3) oraz liczba porz¡dkowa ω wyznaczaj¡ funkcj¦ hpω,X, f1q : Cgpω,Xq ÝÑ X
w nast¦puj¡cy sposób: hpω,X, f1qpHq � f1pHq � a oraz dla dowolnego ci¡gu
g : β ÝÑ X dla H � β � ω:

hpω,X, f1qpgq � f1pX�
Ñ
g pβqq �

"
b, gdy dla ka»dej γ P β, gpγq � a
a, gdy dla pewnej γ P β, gpγq � b.

Twierdzenie 4. Dla dowolnych liczb porz¡dkowych α, β, dowolnego zbioru X � H
oraz dowolnej funkcji wyboru f dla X:
β P αñ hpβ,X, fq � hpα,X, fqæCgpβ,Xq.

Dowód. Niech β P α. Wówczas na mocy Tw. 1(3), Cgpβ,Xq � Cgpα,Xq, zatem
sensownie jest rozwa»a¢ obci¦cie hpα,X, fqæCgpβ,Xq. Mamy wi¦c: phpα,X, fqæ
Cgpβ,XqqpHq � hpα,X, fqpHq � fpHq � hpβ,X, fqpHq. I dalej, dla dowolnego
ci¡gu g P Cgpβ,Xq takiego, »e g : γ ÝÑ X, gdzie H � γ � β : phpα,X, fq æ

Cgpβ,Xqqpgq � hpα,X, fqpgq � fpX�
Ñ
g pγqq � hpβ,X, fqpgq. l

Kolejne fakty dotycz¡ dowolnego niepustego zbioru X oraz dowolnej funkcji
wyboru f dla X. Traktujemy te dwa parametry jako ustalone. Dla dowolnej liczby
porz¡dkowej α oznaczmy dα := dinpα,X, hpα,X, fqq. Wówczas

(*) dαpHq � hpα,X, fqpdαæHq � hpα,X, fqpHq � fpHq oraz

(**) dαpβq � hpα,X, fqpdαæβq � fpX�
ÝÑ

pdαæβq pβqq � fpX�
Ñ

dα pβqq,

gdy H � β P Spαq.

Twierdzenie 5. Dla dowolnych liczb porz¡dkowych α, β:
(1) β P αñ dαæSpβq � dβ ,
(2) β P αñ dαpβq � dβpβq.

Dowód. Dla (1): Zaªó»my, »e β P α. Wówczas, na mocy Tw. 2, mamy:
dinpα,X, hpα,X, fqq æ Spβq = dinpβ,X, phpα,X, fq æ Cgpβ,Xqqq. Lecz na mocy
Tw. 4, hpα,X, fqæCgpβ,Xq � hpβ,X, fq, zatem dαæSpβq = dinpβ,X, hpβ,X, fqq
� dβ .

(2) jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ (1). l

Twierdzenie 6. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α, je»eli dα : Spαq ÝÑ X nie

przeksztaªca zbioru Spαq na zbiór X, to dα jest ró»nowarto±ciowa.
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Dowód. Zaªó»my, »e X�
Ñ

dα pSpαqq � H. Rozwa»my liczby porz¡dkowe β, γ P
Spαq takie, »e β � γ. Wówczas albo β P γ albo γ P β. Zaªó»my, »e β P γ. Naturalnie
wtedy γ � H, zatem z (**) mamy:

(1) dαpγq � fpX�
Ñ

dαpγqq.

Poniewa» γ � Spαq (bo γ P Spαqq, wi¦c
Ñ

dα pγq �
Ñ

dα pSpαqq. Zatem X�
Ñ

dα pSpαqq � X�
Ñ

dα pγq, czyli na mocy zaªo»enia, X�
Ñ

dα pγq � H. Wówczas

z de�nicji funkcji wyboru, fpX�
Ñ

dαpγqq P X�
Ñ

dαpγq, wi¦c z (1), dαpγq R
Ñ

dα pγq.

Lecz skoro β P γ, to dαpβq P
Ñ

dα pγq, zatem dαpβq � dαpγq. Gdy γ P β, dowód
przebiega analogicznie. l

Twierdzenie 7. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α:

(1) @γ P Spαq [je»eli X�
Ñ

dαpγq � H, to dαpγq R
Ñ

dαpγqs,

(2) @γ P Spαq [je»eli X�
Ñ

dαpγq � H, to @βpβ P γ ñ dαpβq � dαpγqqs,

(3) je»eli X�
Ñ

dαpαq � H, to @βpβ P αñ dαpβq � dαpαqq,

(4) je»eli X�
Ñ

dαpαq � H, to @βpβ P αñ dβpβq � dαpαqq.

Dowód. Dla (1): Niech γ P Spαq. Zaªó»my, »e X�
Ñ

dαpγq � H.

Gdy γ � H, to naturalnie
Ñ

dαpγq � H, wi¦c dαpγq R
Ñ

dα pγq.

Niech γ � H. Wówczas na mocy (**), dαpγq � fpX�
Ñ

dα pγqq. Z zaªo»enia,

fpX�
Ñ

dαpγqq P X�
Ñ

dαpγq, zatem dαpγq R
Ñ

dαpγq.

Dla (2): Niech γ P Spαq. Zaªó»my, »e X�
Ñ

dα pγq � H oraz we¹my liczb¦

porz¡dkow¡ β tak¡, »e β P γ. Wówczas z (1) mamy: dαpγq R
Ñ

dα pγq. Jednak»e

dαpβq P
Ñ

dα pγq, zatem dαpβq � dαpγq.

(3) jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ (2), gdy γ � α.

(4) jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ (3) oraz Tw. 5(2). l

Twierdzenie 8. Istnieje liczba porz¡dkowa α taka, »e X �
Ñ

dα pαq.

Dowód. Zaªó»my nie wprost, i» dla ka»dej liczby porz¡dkowej α, X �
Ñ

dα pαq.

Zatem X�
Ñ

dαpαq � H, dla ka»dej α. Wobec tego, na mocy Tw. 7(4) otrzymujemy:

(1) @α@βpβ P αñ dβpβq � dαpαqq.

Wówczas speªniony jest warunek:

(2) dla dowolnych liczb porz¡dkowych α, β : α � β ñ dαpαq � dβpβq.
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Zaªó»my, bowiem, »e α � β. Wtedy β P α lub α P β. Gdy β P α, to z (1),
dβpβq � dαpαq. Gdy za± α P β, rozumowanie przebiega analogicznie � wystarczy
w (1) zamieni¢ α na β oraz β na α.

We¹my teraz pod uwag¦ aksjomat podzbiorów (AxZ)φ w postaci:
@xpDαpx � dαpαqq ñ x P Xq ñ Dy@xpx P y ô Dαpx � dαpαqqq.

Poniewa» dla dowolnej liczby porz¡dkowej α, dαpαq P X, wi¦c poprzednik po-
wy»szej implikacji jest speªniony. Mamy wi¦c nast¦pnik, a st¡d istnienie zbioru:

L � tx : Dαpx � dαpαqqu � tdαpαq : α jest liczb¡ porz¡dkow¡u.

Rozwa»a¢ teraz b¦dziemy aksjomat podstawiania (AxSUB)ψ, w którym po-
przednik ma posta¢:

(3) @yDzpψpy, zq ^ @vpψpy, vq ñ v � zqq,

gdzie ψpy, zq jest postaci:

py R L^ z � yq _ Dαpα jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ y � dαpαq ^ z � αq.

Wyka»my, »e (3) jest speªnione. We¹my pod uwag¦ dowolny zbiór y. Oczywi±cie
y R L_ y P L.

Niech y R L. Poªó»my z0 � y. Wówczas zachodzi ψpy, z0q. Aby dowie±¢, i»
@vpψpy, vq ñ v � z0q, zaªó»my, »e ψpy, vq. Prawdziwo±¢ prawego czªonu alternaty-
wy ψpy, vq oznaczaªaby, »e y P L. Lecz y R L. Zatem lewy jej czªon jest prawdziwy,
czyli y R L^ v � y. St¡d oczywi±cie v � z0. Ostatecznie Dzpψpy, zq ^ @vpψpy, vq ñ
v � zqq.

Niech teraz y P L. Zatem y � dα0pα0q dla pewnej liczby porz¡dkowej α0.
Poªó»my z0 � α0. Wówczas prawd¡ jest, »e Dαpα jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ y �
dαpαq ^ z0 � αq, czyli zachodzi ψpy, z0q. Wykazuj¡c, i» @vpψpy, vq ñ v � z0q,
zaªó»my, »e ψpy, vq. Wówczas naturalnie prawdziwy jest prawy czªon alternatywy
ψpy, vq : Dαpα jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ y � dαpαq ^ v � αq. Zatem dla pewnej
liczby porz¡dkowej β, y � dβpβq ^ v � β. Lecz jednocze±nie y � dα0

pα0q, zatem
dα0pα0q � dβpβq. Wobec tego na mocy (2) otrzymujemy: β � α0 i konsekwentnie
v � α0 � z0, co ko«czy dowód (3).

Ostatecznie, formuªa ψpy, zq ustala na mocy (3) jednoznaczn¡ odpowiednio±¢
mi¦dzy elementami zbioru L postaci dαpαq a liczbami porz¡dkowymi α (jak rów-
nie» mi¦dzy zbiorami nienale»¡cymi do L a nimi samymi, co nie jest interesuj¡ce).
Mo»emy wi¦c z aksjomatu podstawiania oderwa¢ nast¦pnik, postaci:

Du@zpz P uô Dypy P L^ ψpy, zqqq,

w ten sposób uzyskuj¡c istnienie zbioru:

tz : Dypy P L^ ψpy, zqqu.

Wyra»enie y P L^ ψpy, zq jest równowa»ne koniunkcji:

y P L^ Dαpα jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ y � dαpαq ^ z � αq,

która z kolei, wedªug de�nicji zbioru L, jest równowa»na swojemu prawemu czªo-
nowi.
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Konsekwentnie na mocy aksjomatu podstawiania, uzyskali±my istnienie zbioru:

tz : DyDαpα jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ y � dαpαq ^ z � αqu.

Wida¢, i» jest to zbiór, którego elementami s¡ wszystkie liczby porz¡dkowe
i tylko one, co przeczy Tw. 6, Rozdziaª 9. l

Mo»emy obecnie sformuªowa¢ twierdzenie, umo»liwiaj¡ce okre±lenie rozwa»ane-
go w nast¦pnym rozdziale poj¦cia liczby kardynalnej:

Twierdzenie 9. Dla dowolnego niepustego zbioru X, dla dowolnej funkcji wyboru

f dla zbioru X istnieje liczba porz¡dkowa α taka, »e funkcja dinpα,X, hpα,X, fqqæ
α : α ÝÑ X jest bijekcj¡.

Dowód. Niech X � H oraz f b¦dzie funkcj¡ wyboru dla X. Na mocy Tw. 8
oraz Tw. 21, Rozdziaª 8, niech α0 b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ α tak¡,

»e X �
Ñ

dα pαq, gdzie, jak poprzednio, dα � dinpα,X, hpα,X, fqq. Wyka»emy, »e
wªa±nie dα0æα0 : α0 ÝÑ X jest bijekcj¡.

Skoro α0 jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ α tak¡, »e X �
Ñ

dαpαq, wi¦c wedªug
Tw. 19(i)ñ(iii), Rozdziaª 8 mamy:

(1) X �
Ñ

dα0
pα0q oraz

(2) @βpβ P α0 ñ X �
Ñ

dβpβqq.

Poniewa» z de�nicji funkcji dα0 ,
Ñ

dα0
pSpα0qq � X oraz naturalnie

Ñ

dα0
pα0q �

Ñ

dα0
pSpα0qq (bo α0 � Spα0qq, wi¦c na mocy (1) otrzymujemy:

Ñ

dα0
pα0q � X. Oznacza

to, »e funkcja dα0
æα0 przeksztaªca α0 na zbiór X.

Aby wykaza¢, »e dα0 æα0 jest ró»nowarto±ciowa, zaªó»my nie wprost, »e dla
pewnych liczb porz¡dkowych β, γ P α0, pdα0 æα0qpβq � pdα0 æα0qpγq oraz β � γ.
Wówczas z de�nicji obci¦cia funkcji mamy:

(3) dα0
pβq � dα0

pγq.

Ponadto z (2), odª¡czaj¡c kwanty�kator dla β oraz γ, uzyskujemy:

(4) X�
Ñ

dβ pβq � H oraz

(5) X�
Ñ

dγ pγq � H.

Poniewa» β � γ, wi¦c β P γ lub γ P β. Zaªó»my, »e

(6) β P γ.

Na mocy (5), (6) oraz Tw. 7(4) mamy:

(7) dβpβq � dγpγq.

Jednak»e na mocy Tw. 5(2) mamy ponadto:

(8) dα0pβq � dβpβq oraz

(9) dα0
pγq � dγpγq.
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Z (8), (9) i (7) otrzymujemy: dα0
pβq � dα0

pγq, co jest sprzeczne z (3).
Gdy γ P β dowód przebiega analogicznie. Korzystamy wówczas z (4) zamiast

z (5) i wsz¦dzie zamieniamy β na γ oraz γ na β. l

�5. Funkcja de�niowana przez indukcj¦ pozasko«czon¡ wyznaczona

przez funkcj¦ wyboru zbioru liczb porz¡dkowych

Kolejne dwa fakty dotycz¡ dowolnego niepustego zbioru x liczb porz¡dkowych.
Pierwszy z nich jest odpowiednikiem Tw. 7(2). Dla dowolnej liczby porz¡dkowej
α oznaczmy d�α := dinpα, x, hpα, x, wbpxqqq. Naturalnie d�α jest funkcj¡, któr¡ do
tej pory oznaczali±my jako dα. Symbol ��� ma tu oznacza¢, i» funkcja dα zale»y
nie od dowolnie ustalonej funkcji wyboru f dla zbioru x liczb porz¡dkowych, lecz
od funkcji wyboru wbpxq.

Twierdzenie 10. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α:

@γ P αrx�
Ñ

d�αpγq � H ñ @δpδ P γ ñ d�αpδq P d
�
αpγqqs.

Dowód. Zaªó»my, »e γ P α oraz x �
Ñ

d�αpγq � H. Niech ponadto δ P γ. Wówczas
z Tw. 7(2) (oczywi±cie γ P Spαqq mamy natychmiast:
(1) d�αpδq � d�αpγq.

Skoro δ P γ, wi¦c δ � γ. Naturalnie równie» γ � α. Zatem
Ñ

d�αpδq �
Ñ

d�αpγq, co
implikuje:

(2) x �
Ñ

d�αpγq � x �
Ñ

d�αpδq.
Na podstawie (**) z �4 prawdziwe s¡ równo±ci:

(3) d�αpγq � wbpxqpx �
Ñ

d�αpγqq oraz

(4) d�αpδq � wbpxqpx �
Ñ

d�αpδqq,
o ile δ � H.

Z (3), zaªo»enia, de�nicji funkcji wyboru oraz z (2) otrzymujemy:

(5) d�αpγq P x �
Ñ

d�αpδq.
Lecz na mocy (4) i de�nicji funkcji wyboru wbpxq:

d�αpδq � nlppx �
Ñ

d�αpδqq,

tzn. d�αpδq jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ β tak¡, »e β P x �
Ñ

d�αpδq. Zatem
wobec (5), z de�nicji najmniejszej liczby porz¡dkowej otrzymujemy: d�αpδq � d�αpγq,
co wobec (1) implikuje d�αpδq P d

�
αpγq.

Wykorzystali±my tu równo±¢ (4), która jest speªniona, gdy δ � H. Gdyby
δ � H, to wówczas zamiast (4) otrzymujemy na mocy (*) z �4 oraz de�nicji funkcji
wyboru wbpxq:
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d�αpδq � d�αpHq � wbpxqpHq � nlppxq.
Zatem, skoro d�αpγq P x oraz nlppxq jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ β tak¡,

»e β P x, wi¦c znowu mamy inkluzj¦ d�αpδq � d�αpγq, co wobec (1) implikuje
d�αpδq P d

�
αpγq. l

Twierdzenie 11. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α:

@γrpγ P α^ x �
Ñ

d�αpγq � Hq ñ γ � d�αpγqs.

Dowód. Niech α b¦dzie dowolnie ustalon¡ liczb¡ porz¡dkow¡. Korzystamy z wa-
riantu twierdzenia o indukcji pozasko«czonej w postaci (**), �5, Rozdziaª 8, gdzie
zmienne zwi¡zane x, y zostaªy zamienione na zmienne γ, δ:
(1) @γrW pγq ñ p@δpδ P γ ñ φpδqq ñ φpγqqs ñ @γpW pγq ñ φpγqq,

gdzie W pγq :� γ P α^ x �
Ñ

d�αpγq � H, oraz φpγq :� γ � d�αpγq.
Aby uzna¢ (1) za wariant twierdzenia o indukcji pozasko«czonej w postaci (**)

nale»y wykaza¢, »e powy»ej okre±lony predykat W speªnia warunki:
(war1) @γpW pγq ñ @δpδ P γ ñW pδqqq,
(war2) @γ@δ@βpW pγq ^W pδq ^W pβq ñ pγ P δ ^ δ P β ñ γ P βqq.

Aby wykaza¢ (war1) zaªó»my, »e W pγq, tzn. γ P α oraz x �
Ñ

d�α pγq � H.
Niech δ P γ. Wówczas, poniewa» γ jako element liczby porz¡dkowej α jest liczb¡
porz¡dkow¡, wi¦c z przechodnio±ci porz¡dku liczb porz¡dkowych (Tw. 14, Roz-

dziaª 8) mamy: δ P α. Naturalnie, poniewa» δ P γ, wi¦c δ � γ. Zatem
Ñ

d�αpδq �
Ñ

d�αpγq,

st¡d x �
Ñ

d�αpγq � x �
Ñ

d�αpδq, a wi¦c x �
Ñ

d�αpδq � H. Ostatecznie zachodzi W pδq.
Aby wykaza¢ (war2) wystarczy zauwa»y¢, »e zakªadaj¡c W pγq,W pδq, W pβq

mamy: γ, δ, β P α. Zatem γ, δ, β s¡ liczbami porz¡dkowymi, a wi¦c implikacja
γ P δ ^ δ P β ñ γ P β jest speªniona.

Dowodzone twierdzenie jest, jak wida¢, nast¦pnikiem implikacji (1). Wystarczy
wi¦c wykaza¢ jej poprzednik. Zaªó»my zatem, i»
(2) γ P α,

(3) x �
Ñ

d�αpγq � H,
(4) @δpδ P γ ñ δ � d�αpδqq oraz nie wprost:
(5) γ � d�αpγq.

Poniewa» γ, d�αpγq s¡ liczbami porz¡dkowymi, wi¦c ze spójno±ci porz¡dku liczb
porz¡dkowych, na mocy (5) mamy:
(6) d�αpγq P γ.

Wówczas z (6) i (4) otrzymujemy:
(7) d�αpγq � d�αpd

�
αpγqq.

Tymczasem z (2),(3),(6) na mocy Tw. 10, d�αpd
�
αpγqq P d

�
αpγq, co wraz z (7)

oznacza, i» d�αpd
�
αpγqq P d

�
αpd

�
αpγqq, a to jest niemo»liwe. l



Rozdziaª 11. Liczby kardynalne

�1. Równoliczno±¢ zbiorów

Definicja. Dla dowolnych zbiorów x, y : x jest równoliczny z y, gdy istnieje
funkcja f : x ÝÑ y, która jest bijekcj¡.

Zauwa»my, »e funkcja f : H ÝÑ y, gdzie y � H, tzn. f � H nie jest bijekcj¡,
gdy» nie przeksztaªca zbioru H �na� niepusty zbiór y. Zatem zbiór H nie jest
równoliczny z »adnym niepustym zbiorem. Tymczasem, gdy y � H, funkcja f :
H ÝÑ H, a wi¦c znowu f � H, jest bijekcj¡, zatem zbiór pusty jest równoliczny
wyª¡cznie sam ze sob¡. W ogólno±ci mamy:

Twierdzenie 1. X jest równoliczny z X.

Dowód. Oczywisty na podstawie Tw. 4, Rozdziaª 4. l

Twierdzenie 2. X jest równoliczny z Y ñ Y jest równoliczny z X.

Dowód. Oczywisty na podstawie Twierdze« 8, 9, Rozdziaª 4. l

Twierdzenie 3. X jest równoliczny z Y ^ Y jest równoliczny z U ñ X jest
równoliczny z U .

Dowód. Oczywisty na mocy Tw. 10, Rozdziaª 4. l

Jako przydatne ¢wiczenie udowodnimy nast¦puj¡ce

Twierdzenie 4. Dla dowolnego zbioru X : X jest równoliczny z SpXq wtw SpXq
jest równoliczny z SpSpXqq.

Dowód. pñq: Zaªó»my, »e X jest równoliczny z SpXq. Niech zatem f : X ÝÑ
SpXq b¦dzie bijekcj¡. Jest jasne, »e wówczas funkcja g : XYtXu ÝÑ SpXqYtSpXqu
zde�niowana nast¦puj¡co: @a P X, gpaq � fpaq oraz gpXq � SpXq, jest bijekcj¡.
Zatem SpXq jest równoliczny z SpSpXqq.

pðq: Zaªó»my, »e SpXq jest równoliczny z SpSpXqq. Niech wi¦c f1 : XYtXu ÝÑ
SpXq Y tSpXqu b¦dzie bijekcj¡. Je±li f1pXq � SpXq, to naturalnie f1 æX : X ÝÑ
SpXq jest bijekcj¡, zatem X jest równoliczny z SpXq.

Przypu±¢my, »e f1pXq � SpXq. Wówczas oczywi±cie:
(1) f1pXq P SpXq.

163
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Jednak»e, poniewa» f1 jest �na�, wi¦c dla pewnego a P X Y tXu mamy:

(2) f1paq � SpXq.

Naturalnie z (2), a � X, skoro f1pXq � SpXq. Zatem

(3) a P X.

Ponadto,

(4) @y P Xpy � añ f1pyq P SpXqq.

Gdyby bowiem dla jakiego± y P X byªo tak, »e y � a oraz f1pyq R SpXq, to
wówczas f1pyq � SpXq. Zatem z (2) byªoby f1pyq � f1paq, co implikuje y � a, bo
f1 jest 1-1; sprzeczno±¢.

Na mocy (1), (3), (4) mo»emy okre±li¢ funkcj¦ g1 : X ÝÑ SpXq jak nast¦puje:
dla dowolnego y P X,

g1pyq �

"
f1pXq gdy y � a
f1pyq gdy y � a.

Jak wida¢, funkcja g1 przyjmuje na wszystkich elementach swojej dziedziny,
oprócz elementu a, te same warto±ci co funkcja f1 na tych elementach, zatem

(5) g1 æ pX � tauq � f1 æ pX � tauq.

Ponadto,

(6) g1paq � f1pXq.

Skoro f1 : SpXq ÝÑ SpXq Y tSpXqu jest bijekcj¡, wi¦c, na mocy (2), obci¦cie
f1 æ pSpXq � tauq jest bijekcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór SpXq � tau na zbiór SpXq.
Lecz z (3), SpXq � tau � pX � tauq Y tXu, za± f1 æ ppX � tauq Y tXuq � pf1 æ
pX � tauqq Y t X, f1pXq¡u. Skoro wi¦c pf1 æ pX � tauqq Y t X, f1pXq¡u jest
bijekcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór pX � tauq Y tXu na zbiór SpXq, to na mocy (5),
funkcja pg1æpX � tauqq Y t a, f1pXq¡u jest bijekcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór X na
SpXq. Jednak»e wedªug (6), pg1æpX � tauqq Y t a, f1pXq¡u � g1, zatem g1 jest
bijekcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ X na SpXq; ostatecznie X jest równoliczny z SpXq. l

�2. Liczba kardynalna zbioru

Jest jasne, na podstawie Twierdze« 1, 2, 3, »e relacja równoliczno±ci na klasie
wszystkich zbiorów ma wszystkie wªasno±ci relacji równowa»no±ciowej. Wskazuje
wi¦c ona pewien aspekt, wzgl¦dem którego dwa zbiory równoliczne s¡ podobne
(por. Rozdziaª 6). Oczywi±cie tym aspektem czy wªasno±ci¡ jest ilo±¢ elementów
w zbiorze. Zatem dwa zbiory s¡ w relacji równoliczno±ci wtw maj¡ t¦ sam¡ �warto±¢�
ilo±ci wtw maj¡ t¦ sam¡ ilo±¢ elementów. Ju» wcze±niej, na przykªad w dowodzie
lematu do Tw. 21, Rozdziaª 1, wykorzystali±my fakt istnienia bijekcji przeksztaª-
caj¡cej jeden zbiór na drugi dla stwierdzenia, »e zbiory te maj¡ tak¡ sam¡ ilo±¢
elementów.
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Oczywi±cie informacja, »e dane zbiory maj¡ t¦ sam¡ ilo±¢ elementów, nie mówi
nam nic o tym, ile jest elementów w ka»dym z tych zbiorów. Podobnie, wiedz¡c
jedynie, »e dwa ciaªa materialne maj¡ t¦ sam¡ temperatur¦, nie wiemy jak¡ te cia-
ªa maj¡ temperatur¦. W tym przypadku jednak dysponujemy miar¡ temperatury,
mianowicie mamy takie ciaªa (np. rt¦¢ czy alkohol w termometrach), z doª¡czo-
n¡ do nich skal¡, dzi¦ki której odczytujemy ich temperatur¦. Wiedz¡c, »e ciaªo
w termometrze ma t¦ sam¡ temperatur¦ co dane inne ciaªo, jeste±my w stanie po-
da¢ temperatur¦ tego danego ciaªa. W przypadku zbiorów potrzebujemy wªa±nie
takiej miary, czyli takich zbiorów (odpowiedników ciaª wyst¦puj¡cych w termomet-
rach), których ilo±¢ elementów jest znana i które mo»na porównywa¢ pod wzgl¦dem
ilo±ci elementów z innymi zbiorami. Takimi specjalnymi zbiorami s¡ pewne liczby
porz¡dkowe.

Twierdzenie 5. Dla dowolnego niepustego zbioru X istnieje liczba porz¡dkowa
α z nim równoliczna.

Dowód. Oczywisty na mocy Tw. 9, Rozdziaª 10 oraz faktu, »e dla dowolnego
niepustego zbioru istnieje funkcja wyboru. l

Niech X b¦dzie dowolnym niepustym zbiorem. Na mocy Tw. 5 istnieje liczba
porz¡dkowa α równoliczna z X. Istnieje wi¦c (Tw. 21, Rozdziaª 8) najmniejsza
liczba porz¡dkowa α taka, »e α jest równoliczna z X.

Definicja. Dla dowolnego niepustego zbioru X najmniejsz¡ liczb¦ porz¡dkow¡
α tak¡, »e α jest równoliczna z X nazywamy liczb¡ kardynaln¡ zbioru X. Liczb¦
porz¡dkow¡ H nazywamy liczb¡ kardynaln¡ zbioru H. Jest to równie» najmniejsza
(bo jedyna) liczba porz¡dkowa równoliczna ze zbiorem H.

Dla dowolnego zbioru X wprowadzamy 1-argumentow¡ operacj¦ card przypo-
rz¡dkowuj¡c¡ ka»demu zbiorowi X jego liczb¦ kardynaln¡. Zatem cardpXq jest
najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ równoliczn¡ z X, czyli cardpXq jest równoliczna
z X oraz dla dowolnej liczby porz¡dkowej α, je»eli α jest równoliczna z X, to
cardpXq � α.

Liczb¦ porz¡dkow¡ α nazywamy liczb¡ kardynaln¡, gdy dla pewnego zbioru
X, α � cardpXq.

Liczba kardynalna jest wi¦c wyró»nionym zbiorem w±ród wszystkich zbiorów
maj¡cych t¦ sam¡ co ona ilo±¢ elementów. Innymi sªowy, jest ona wyró»nionym re-
prezentantem klasy abstrakcji wzgl¦dem relacji równoliczno±ci. Formalnie nie wpro-
wadzamy do teorii ZFC poj¦cia klasy abstrakcji wzgl¦dem relacji równoliczno±ci,
poniewa» taka klasa abstrakcji, zale»nie od jej reprezentanta, na ogóª nie jest zbio-



166 Rozdz. 11. Liczby kardynalne

rem. Sama przecie» �relacja� równoliczno±ci nie jest w ZFC relacj¡ binarn¡ (równo-
wa»no±ciow¡), nie istnieje bowiem zbiór, na którym by byªa ona okre±lona (zbiór
wszystkich zbiorów nie istnieje). Niemniej, bior¡c pod uwag¦ Tw. 3(2), Rozdziaª 6,
mo»na by nieformalnie napisa¢:

dla dowolnych zbiorów X,Y : X jest równoliczny z Y wtw rXs � rY s,

gdzie rXs, rY s byªyby klasami abstrakcji wzgl¦dem relacji równoliczno±ci. Dysponu-
j¡c wyró»nionym reprezentantem klasy abstrakcji rXs, jakim jest cardpXq, mo»na
zupeªnie poprawnie pod wzgl¦dem formalnym sformuªowa¢ odpowiednik powy»sze-
go twierdzenia:

Twierdzenie 6. Dla dowolnych zbiorów X,Y : X jest równoliczny z Y wtw
cardpXq � cardpY q.

Dowód. Niech X,Y b¦d¡ dowolnymi zbiorami.

pñq: Zaªó»my, »e X jest równoliczny z Y . Z de�nicji liczby kardynalnej mamy:

(1) cardpXq jest równoliczna z X,

(2) @αpα jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ α jest równoliczna z X ñ cardpXq � αq,

(3) cardpY q jest równoliczna z Y ,

(4) @αpα jest liczb¡ porz¡dkow¡ ^ α jest równoliczna z Y ñ cardpY q � αq.

Zatem z zaªo»enia oraz (1), na mocy Tw. 3, cardpXq jest równoliczna z Y ,
co wraz z (4) implikuje inkluzj¦ cardpY q � cardpXq. Ponadto, z zaªo»enia, na
mocy Tw. 2, Y jest równoliczny z X, dlatego wobec (3), na mocy Tw. 3, cardpY q
jest równoliczna z X. Zatem z (2), cardpXq � cardpY q. Ostatecznie, cardpXq
� cardpY q.

pðq: Zaªó»my, »e cardpXq � cardpY q. Wówczas, skoro cardpXq jest równo-
liczny z X, wi¦c cardpY q jest równoliczny z X, czyli na mocy Tw. 2, X jest
zbiorem równolicznym z cardpY q. Lecz cardpY q jest równoliczny z Y . Zatem na
mocy Tw. 3, X jest równoliczny z Y . l

Wniosek. Dla dowolnego zbioru X, cardpcardpXqq � cardpXq.

Dowód. Poniewa» zbiór cardpXq jest równoliczny z X, wi¦c na mocy Tw. 6,
cardpcardpXqq � cardpXq. l

Oczekujemy, »e wyró»nienie spo±ród wszystkich zbiorów maj¡cych t¦ sam¡ ilo±¢
elementów � jednego zbioru, zwanego ich liczb¡ kardynaln¡, umo»liwi odpowied¹
na pytanie, ile jest elementów w ka»dym z tych zbiorów. Bior¡c pod uwag¦ wzmian-
kowan¡ analogi¦ z temperatur¡, wyró»nienie w±ród wszystkich ciaª maj¡cych iden-
tyczn¡ temperatur¦ tego ciaªa, które znajduje si¦ w termometrze, ma sens dlatego,
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»e jest do niego doª¡czona skala wskazuj¡ca jego temperatur¦. Czy zatem �tech-
niczne� przecie» wyró»nienie liczby kardynalnej jest sensowne dlatego, »e znana
jest ilo±¢ jej elementów? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, nale»aªoby wcze±niej
rozwa»y¢ poj¦cie �ilo±ci elementów w zbiorze�.

Na gruncie teorii mnogo±ci ZFC ka»dy obiekt teoriomnogo±ciowy jest zbiorem.
Je»eli wi¦c w ramach ZFC rozwa»amy formuª¦ postaci �x jest ilo±ci¡ elementów
zbioru A� lub �ilo±¢ elementów zbioru A wynosi x�, to symbol �x� musi by¢ nazw¡
jakiego± zbioru. Co wi¦cej, ró»ne �ilo±ci elementów� musz¡ by¢ ze sob¡ porówny-
walne. Je±li zatem uzna¢ te dwa czynniki: bycie zbiorem oraz porównywalno±¢,
jako minimaln¡ charakterystyk¦ poj¦cia �ilo±ci elementów�, to wówczas mo»na by
uto»sami¢ ilo±¢ elementów zbioru z jego liczb¡ kardynaln¡. Przesªankami dla tego
uto»samienia s¡: Tw. 6, które mówi, »e dwa zbiory maj¡ t¦ sam¡ ilo±¢ elementów
wtw maj¡ one t¦ sam¡ liczb¦ kardynaln¡, oraz fakt, »e liczby kardynalne jako licz-
by porz¡dkowe s¡ porównywalne (wedªug relacji porz¡dkuj¡cej P). Uzasadnienie
dla uto»samienia ilo±ci elementów zbioru z jego liczb¡ kardynaln¡ mo»na wzmoc-
ni¢ przez odwoªanie si¦ do analogii z temperatur¡. Ostatecznie skala temperatury
jest przecie» ustalona niemal zupeªnie arbitralnie. Prawdziwe stwierdzenie, »e war-
to±¢ temperatury danego ciaªa wynosi x stopni wedªug danej skali, mo»na zast¡pi¢
prawdziwym stwierdzeniem, »e warto±¢ temperatury tego ciaªa wynosi y stopni
w innej skali. To, co uznamy za warto±¢ temperatury nie jest istotne. Istotne jest,
aby te warto±ci mo»na byªo porównywa¢ oraz odnosi¢ do warto±ci innych parame-
trów termodynamicznych.

W ten sposób, na pytanie, czy znana jest ilo±¢ elementów liczby kardynalnej,
odpowiedzieliby±my nast¦puj¡co: tak, bowiem t¡ ilo±ci¡ jest ona sama (por. równie»
Wniosek powy»ej). Konsekwentnie, wyró»nienie w±ród wszystkich zbiorów równo-
licznych ich liczby kardynalnej jest sensowne dlatego, »e w ten sposób wyró»niamy
ten zbiór, który jest ilo±ci¡ (reprezentuje w ZFC ilo±¢) elementów w ka»dym z tych
zbiorów.

Jednak»e uto»samienie ilo±ci elementów zbioru z jego liczb¡ kardynaln¡, pre-
cyzyjniej, sformalizowanie czy reprezentowanie na gruncie ZFC poj¦cia �ilo±ci ele-
mentów zbioru� w postaci liczby kardynalnej tego zbioru, mo»e budzi¢ pewne w¡t-
pliwo±ci. Oto przecie» wyra»enie: �ilo±¢ obiektów�, przynajmniej wówczas gdy tych
obiektów jest sko«czenie wiele, ma w j¦zyku potocznym zupeªnie precyzyjne zna-
czenie. To, jaka jest ta ilo±¢, nie jest wcale kwesti¡ wyboru jakiej± skali. Skala
jest jedna: ci¡g liczb naturalnych. Oczywi±cie wyra»enie �ilo±¢� w sformuªowaniu
�ilo±¢ elementów w zbiorze� ma mie¢ to samo znaczenie, co w j¦zyku potocznym.
W �8, Rozdziaª 1, de�niuj¡c zbiór n-elementowy, gdzie n jest liczb¡ naturaln¡,
implicite wyrazili±my fakt, »e ilo±¢ (w sensie potocznym) elementów w takim zbio-
rze wynosi n, gdzie n jest liczb¡ naturaln¡. Jest oczywiste, »e jakiekolwiek dwa
zbiory n-elementowe s¡ równoliczne. Powstaje pytanie, czy ich liczba kardynalna
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wynosi n. Je±li nie, to reprezentacja ilo±ci elementów w zbiorze w postaci liczby
kardynalnej tego zbioru jest bezwarto±ciowa. Powy»sze pytanie ma sens oczywi-
±cie wówczas, gdy liczb¦ naturaln¡ n postrzegamy nie jako abstrakcyjny obiekt
sªu»¡cy do zliczania (ze standardowego modelu arytmetyki liczb naturalnych),
lecz obiekt teoriomnogo±ciowy, tzn. jako liczb¦ porz¡dkow¡ (zbiór n-elementowy)
n � t0, 1, . . . , n � 1u, gdzie 0 � H, 1 � SpHq itd. Natychmiast stwierdzamy rów-
noliczno±¢ dowolnego n-elementowego zbioru z tak¡ liczb¡ n. Pytanie nasze spro-
wadza si¦ wi¦c do nast¦puj¡cego: czy cardpnq � n? Intuicyjnie jest jasne (bior¡c
pod uwag¦ de�nicj¦ liczby kardynalnej), »e odpowied¹ jest twierdz¡ca. Uzasadnimy
j¡ w nast¦pnym paragra�e, po±wi¦conym w ogólno±ci liczbom kardynalnym liczb
porz¡dkowych (zob. Tw. 15).

W przypadku zbioru niesko«czonego, nie wida¢ przeszkód ze strony potocznego
rozumienia sªowa �ilo±¢� dla pojmowania liczby kardynalnej takiego zbioru jako
ilo±ci jego elementów.

Zauwa»my jeszcze, »e podobie«stwo mi¦dzy danym zbiorem X a jego liczb¡ kar-
dynaln¡ cardpXq, ze wzgl¦du na ilo±¢ elementów, poci¡ga za sob¡ podobie«stwo
tych zbiorów pod innym jeszcze wzgl¦dem � uporz¡dkowania elementów. Poniewa»
cardpXq jest liczb¡ porz¡dkow¡, wi¦c  cardpXq,�¡ jest zbiorem dobrze uporz¡d-
kowanym (por. �1, Rozdziaª 9). Porz¡dek ten jest odtwarzalny w zbiorze X, jak
wskazuje dowód nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 7. Dla dowolnego niepustego zbioru X istnieje relacja cz¦±ciowo
porz¡dkuj¡ca ¤ na X taka, »e  X,¤¡ jest zbiorem dobrze uporz¡dkowanym.

Dowód. Niech X b¦dzie dowolnym niepustym zbiorem. Rozwa»my dobrze upo-
rz¡dkowany zbiór  cardpXq,�¡. Skoro zbiory cardpXq, X s¡ równoliczne, niech

wi¦c f : cardpXq ÝÑ X b¦dzie bijekcj¡. Wówczas naturalnie X �
Ñ

f pcardpXqq.
Zatem, wedªug Tw. 19, Rozdziaª 5, relacja ¤ zde�niowana na X nast¦puj¡co:
@a, b P Xpa ¤ b wtw f�paq � f�pbqq, jest relacj¡ cz¦±ciowo porz¡dkuj¡c¡ oraz
 X,¤¡ jest zbiorem dobrze uporz¡dkowanym. l

Aby poda¢ charakterystyk¦ poj¦cia liczby kardynalnej w oparciu o liczby po-
rz¡dkowe, porównajmy najpierw dowoln¡ liczb¦ porz¡dkow¡ z jej liczb¡ kardynaln¡:

Twierdzenie 8. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α: cardpαq � α (tzn. cardpαq P
α lub cardpαq � αq.

Dowód. Z de�nicji liczby kardynalnej mamy:
@βpβ jest równoliczna z αñ cardpαq � βq.

Na mocy Tw. 1, α jest równoliczna z α, zatem cardpαq � α. l
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Twierdzenie 9. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α nast¦puj¡ce warunki s¡ rów-
nowa»ne:
(i) α jest liczb¡ kardynaln¡ (tzn. dla pewnego X,α � cardpXqq,
(ii) cardpαq � α,
(iii) @βpβ P αñ cardpβq P cardpαqq.

Dowód. Niech α b¦dzie dowoln¡ liczb¡ porz¡dkow¡.
(i)ñ(ii): Oczywisty na mocy Wniosku z Tw. 6.
(ii)ñ(i): Oczywisty.
(ii)ñ(iii): Zaªó»my, »e cardpαq � α oraz β P α. Zatem β P cardpαq. Wedªug

Tw. 8, cardpβq P β lub cardpβq � β. St¡d (Tw. 14, Rozdziaª 8) cardpβq P cardpαq.
(iii)ñ(ii): Zaªó»my (iii) oraz nie wprost, »e cardpαq � α. Wówczas z Tw. 8,

cardpαq P α. Zatem z (iii) uzyskujemy: cardpcardpαqq P cardpαq i konsekwentnie,
na mocy wniosku z Tw. 6, cardpαq P cardpαq, co jest niemo»liwe. l

Jak wida¢, liczby kardynalne to te liczby porz¡dkowe α, dla których zachodzi
równo±¢ cardpαq � α, natomiast liczby porz¡dkowe nieb¦d¡ce liczbami kardynal-
nymi to te liczby α, dla których zachodzi: cardpαq P α (na mocy Tw. 8).

Uogólniamy Tw. 8 do nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 10. Dla dowolnego zbioru liczb porz¡dkowych x oraz dowolnej liczby
porz¡dkowej β, x � β ñ cardpxq � β.

Dowód. Gdy x � H, to cardpxq � H, a zatem prawd¡ jest, »e
x � β ñ cardpxq � β dla dowolnej β.

Niech wi¦c x � H. Zaªó»my, »e
(1) x � β oraz
(2) cardpxq � β,
dla pewnej liczby porz¡dkowej β. Z (2) mamy natychmiast:
(3) β P cardpxq.

Na mocy Tw. 9, Rozdziaª 10, niech α b¦dzie liczb¡ porz¡dkow¡ tak¡, »e funkcja
dinpα, x, hpα, x, wbpxqqqæα jest bijekcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór α na zbiór liczb po-
rz¡dkowych x. Oznaczmy jak poprzednio, d�α � dinpα, x, hpα, x, wbpxqqq. Poniewa»
α jest równoliczna z x, wi¦c na mocy Tw. 6, cardpαq � cardpxq. Zatem z Tw. 8
mamy: cardpxq � α, sk¡d wobec (3), otrzymujemy:
(4) β P α.

Poniewa»
Ñ

d�αpαq � x, wi¦c na mocy (4), d�αpβq P x. Zatem z (1),
(5) d�αpβq P β.

Lecz jednocze±nie na mocy (4), β � α oraz β � α. Zatem dla pewnej γ : γ P α

oraz γ R β. Przypuszczenie, »e d�αpγq P
Ñ

d�α pβq prowadzi do równo±ci d�αpγq � d�αpδq,
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dla pewnej δ P β. Wówczas jednak, γ � δ, bo d�αæα jest ró»nowarto±ciowa, zatem

γ P β, co jest niemo»liwe. Ostatecznie d�αpγq R
Ñ

d�αpβq, lecz d
�
αpγq P x (bo γ P αq,

zatem x �
Ñ

d�αpβq � H. St¡d i z (4), na mocy Tw. 11, Rozdziaª 10, otrzymujemy:
β � d�αpβq, sk¡d wobec (5), d�αpβq P d

�
αpβq, co jest niemo»liwe. l

Obecnie podamy kilka faktów charakteryzuj¡cych liczby kardynalne dowolnych
zbiorów. Najpierw wykorzystamy Tw. 10 w dowodzie, je±li nie oczywistego, to przy-
najmniej zgodnego z intuicjami twierdzenia, mówi¡cego, »e operacja card jest mo-
notoniczna:

Twierdzenie 11. Dla dowolnych zbiorów X,Y : X � Y ñ cardpXq � cardpY q.

Dowód. Niech X � Y . Poniewa» Y jest równoliczny z cardpY q, wi¦c niech
f : Y ÝÑ cardpY q b¦dzie bijekcj¡. Wówczas naturalnie obci¦cie f æX : X ÝÑ
ÝÑ

pfæXqpXq jest bijekcj¡. Zatem zbiory X oraz p
ÝÑ

fæXqpXq s¡ równoliczne, czyli na
mocy Tw. 6 mamy:

(1) cardpp
ÝÑ

fæXqpXqq � cardpXq. Lecz

(2) p
ÝÑ

fæXqpXq �
Ñ

f pXq � cardpY q.

Z (2), na mocy Tw. 10 (oczywi±cie p
ÝÑ

fæXqpXq jako podzbiór liczby porz¡dko-

wej cardpY q jest zbiorem liczb porz¡dkowych) otrzymujemy: cardpp
ÝÑ

fæXqpXqq �
cardpY q, co wobec (1) daje: cardpXq � cardpY q. l

Nast¦pne twierdzenie jest odpowiednikiem Tw. 6:

Twierdzenie 12. Dla dowolnych zbiorów X,Y, cardpXq � cardpY q wtw istnieje
funkcja f : X ÝÑ Y , która jest ró»nowarto±ciowa.

Dowód. pñq: Zaªó»my, »e cardpXq � cardpY q. Naturalnie cardpY q jest równo-
liczna z Y . Niech wi¦c g : cardpY q ÝÑ Y b¦dzie bijekcj¡. Na mocy zaªo»enia,
rozwa»my jej obci¦cie g æ cardpXq. Niew¡tpliwie g æ cardpXq jest bijekcj¡ prze-

ksztaªcaj¡c¡ cardpXq na zbiór
Ñ
g pcardpXqq, b¦d¡cy podzbiorem zbioru Y . Skoro X

jest równoliczny z cardpXq, niech wi¦c h : X ÝÑ cardpXq b¦dzie bijekcj¡. Wów-

czas zªo»enie bijekcji h � pgæcardpXqq : X ÝÑ
Ñ
g pcardpXqq jest bijekcj¡ (Tw. 10,

Rozdziaª 4). Zatem, poniewa»
Ñ
g pcardpXqq � Y , wi¦c h � pgæcardpXqq : X ÝÑ Y

jest ró»nowarto±ciowa.

pðq: Zaªó»my, »e f : X ÝÑ Y jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡. Wówczas f :

X ÝÑ
Ñ

f pXq jest bijekcj¡, czyli zbiory X,
Ñ

f pXq s¡ równoliczne. Konsekwentnie,
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wedªug Tw. 6, cardpXq � cardp
Ñ

f pXqq. Lecz
Ñ

f pXq � Y , zatem na mocy Tw. 11,

cardp
Ñ

f pXqq � cardpY q. Ostatecznie cardpXq � cardpY q. l

Twierdzenie 13. Dla dowolnych zbiorów X,Y, je»eli f : X ÝÑ Y jest funkcj¡
przeksztaªcaj¡c¡ X na Y , to cardpY q � cardpXq.

Dowód. Zaªó»my, »e f : X ÝÑ Y jest �na�. Gdy X � H, to wówczas z zaªo»enia
równie» Y � H (bo gdyby Y � H, to jedyna funkcja f P Y H, tzn. f � H nie byªaby
�na�), zatem cardpY q � cardpXq. Zaªó»my, »e X � H. Na mocy Tw. 12, Roz-
dziaª 6, rozwa»my bijekcj¦ g : X{�f ÝÑ Y tak¡, »e dla dowolnego a P X, gpras�f

q
� fpaq, gdzie �f jest relacj¡ równowa»no±ci na X wyznaczon¡ przez funkcj¦ f
(tzn. a �f b wtw fpaq � fpbqq. Naturalnie funkcja odwrotna do g, a wi¦c g� jest
bijekcj¡ przeksztaªcaj¡c¡ zbiór Y na zbiór ilorazowy X{�f (Tw. 8, 9, Rozdziaª 4).

Ponadto X{�f jest podziaªem zbioru X (Tw. 5, Rozdziaª 6). Rozwa»my wi¦c
aksjomat wyboru w wersji (AxC)2 (�3, Rozdziaª 10) dla podziaªu X{�f niepuste-
go zbioru X. Wówczas stwierdzamy istnienie zbioru U takiego, »e dla dowolnego
Z P X{�f , zbiór U X Z ma dokªadnie jeden element. Dla ka»dego Z P X{�f
oznaczmy ten jedyny element zbioru U XZ jako aZ . Rozwa»y¢ wi¦c mo»na funkcj¦
h : X{�fÝÑ X okre±lon¡ nast¦puj¡co: dla dowolnego Z P X{�f , hpZq � aZ (na-
turalnie aZ P X, bo aZ P Z � Xq. Funkcja h jest ró»nowarto±ciowa, bowiem gdy
Z1 � Z2 dla Z1, Z2 P X{�f , to Z1 XZ2 � H, zatem skoro aZ1

P Z1 oraz aZ2
P Z2,

wi¦c aZ1
� aZ2

, czyli hpZ1q � hpZ2q. Dlatego funkcja h : X{�fÝÑ
Ñ

hpX{�f q jest
bijekcj¡.

Na mocy Tw. 10, Rozdziaª 4, zªo»enie g� � h : Y ÝÑ
Ñ

h pX{�f q jest bijekcj¡.

St¡d, poniewa»
Ñ

hpX{�f q � X, funkcja: g� � h : Y ÝÑ X jest ró»nowarto±ciowa.
Ostatecznie, na mocy Tw. 12, otrzymujemy: cardpY q � cardpXq. l

Zilustrujmy u»yteczno±¢ powy»szych twierdze«, formuªuj¡c nast¦puj¡cy

Lemat. Dla dowolnych zbiorów X,Y, je»eli cardpXq � cardpY q � ω, to cardpX Y
Y q � ω.

Dowód. Zaªó»my, »e zbiory X,Y s¡ takie, »e cardpXq � cardpY q � ω.

Niech wi¦c f1 : ω ÝÑ X, f2 : ω ÝÑ Y b¦d¡ bijekcjami. Okre±lmy funkcj¦
g : ω ÝÑ X Y Y nast¦puj¡co: dla dowolnej α P ω, gp2αq � f1pαq oraz gp2α � 1q
� f2pαq, gdzie 2α jest liczb¡ naturaln¡ postaci S2npHq i 2α� 1 jest liczb¡ postaci
S2n�1pHq, gdy α ma posta¢ SnpHq (n jest tu ilo±ci¡ aplikacji operacji S).

Jest jasne, »e g jest funkcj¡ �na�. Bowiem dla dowolnego a P XYY , gdy a P X,
to liczba naturalna α � 2pf�1 paqq jest taka, »e gpαq � a, gdy za± a P Y , to liczba
naturalna α � 2pf�2 paqq � 1 jest taka, »e gpαq � a.
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Na mocy Tw. 13 otrzymujemy: cardpXYY q � cardpωq. Zatem wedªug Tw. 8,
cardpX Y Y q � ω. Z drugiej strony, skoro X � X Y Y , wi¦c zgodnie z Tw. 11,
cardpXq � cardpXYY q, czyli z zaªo»enia, ω � cardpXYY q. Ostatecznie cardpXY
Y q � ω. l

Oczywi±cie powy»szy lemat pojmujemy w tej chwili caªkiem dosªownie, a wi¦c
hipotetycznie � nie rozstrzyga on wcale kwestii, czy istniej¡ takie zbiory, których
liczb¡ kardynaln¡ jest ω.

�3. Liczby kardynalne liczb porz¡dkowych

Najpierw zajmiemy si¦ liczbami kardynalnymi liczb naturalnych, nast¦pnie za±
liczbami kardynalnymi liczb porz¡dkowych wi¦kszych lub równych ω.

Dowód wzmiankowanego wcze±niej faktu, i» liczba kardynalna dowolnej liczby
naturalnej jest wªa±nie t¡ liczb¡ naturaln¡, oprzemy mi¦dzy innymi na nast¦puj¡-
cym twierdzeniu:

Twierdzenie 14. @α P ω, α nie jest równoliczna z Spαq. (�adna liczba naturalna
nie jest równoliczna ze swoim nast¦pnikiem.)

Dowód. Indukcyjny, na podstawie Tw. 13, Rozdziaª 7.
Naturalnie H nie jest równoliczny z SpHq. Niech α P ω. Zaªó»my, »e α nie jest

równoliczna z Spαq. Wówczas, na mocy Tw. 4, Spαq nie jest równoliczna z SpSpαqq.
Ostatecznie (Tw. 13, Rozdziaª 7), @α P ω, α nie jest równoliczna z Spαq. l

Twierdzenie 15. @α P ω, cardpαq � α. (Ka»da liczba naturalna jest liczb¡
kardynaln¡.)

Dowód. Indukcyjny, na podstawie Tw. 13, Rozdziaª 7.
Naturalnie cardpHq � H. Niech α P ω. Zaªó»my, »e cardpαq � α. Na mocy

Tw. 8,
(1) cardpSpαqq P Spαq lub cardpSpαqq � Spαq.

Przypu±¢my, »e cardpSpαqq P Spαq. Wówczas z de�nicji nast¦pnika mamy:
(2) cardpSpαqq P α lub cardpSpαqq � α.

Przypu±¢my, »e cardpSpαqq P α. Jednak»e α � Spαq, zatem wedªug Tw. 11,
cardpαq � cardpSpαqq, czyli z zaªo»enia indukcyjnego, α � cardpSpαqq, co wraz
z naszym przypuszczeniem implikuje cardpSpαqq P cardpSpαqq, a to jest niemo»liwe.
Zatem, na mocy (2), cardpSpαqq � α. Jednak»e wówczas, skoro cardpSpαqq jest
równoliczna z Spαq, to α jest równoliczna z Spαq, a to jest równie» niemo»liwe, na
mocy Tw. 14. Ostatecznie, alternatywa (2) nie jest prawdziwa, zatem wedªug (1),
otrzymujemy: cardpSpαqq � Spαq, co ko«czy dowód. l
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Twierdzenie 16. cardpωq � ω.

Dowód. Na mocy Tw. 8 wystarczy wykaza¢, »e cardpωq R ω. Zaªó»my nie wprost,
»e cardpωq P ω. Wówczas cardpωq jest liczb¡ naturaln¡, zatem jej nast¦pnik
Spcardpωqq jest równie» liczb¡ naturaln¡ (Tw. 10, Rozdziaª 7), tzn. Spcardpωqq P ω.
St¡d, z jednej strony, Spcardpωqq � ω, i wedªug Tw. 11, cardpSpcardpωqqq �
cardpωq. Z drugiej strony, na mocy Tw. 15, cardpSpcardpωqqq � Spcardpωqq. Dla-
tego Spcardpωqq � cardpωq, a poniewa» cardpωq P Spcardpωqq, wi¦c cardpωq P
cardpωq, co jest niemo»liwe. l

Dowód Tw. 16 mo»na uogólni¢ do dowodu nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 17. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α, je»eli cardpαq P α, to
cardpαq jest graniczna. (Liczba kardynalna liczby porz¡dkowej nieb¦d¡cej liczb¡ kar-
dynaln¡ jest liczb¡ graniczn¡.)

Dowód. Zaªó»my, »e
(1) cardpαq P α
oraz nie wprost: cardpαq jest izolowana. Wtedy dla pewnej liczby porz¡dkowej β,
(2) cardpαq � Spβq.

Z (2), β P cardpαq, skoro wi¦c cardpαq jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡
równoliczn¡ z α, to wedªug Tw. 19(i)ô(iii), Rozdziaª 8 uzyskujemy wyra»enie:
(3) β nie jest równoliczna z α.

Na mocy (1) i Tw. 9, Rozdziaª 9, Spcardpαqq � α, zatem zgodnie z Tw. 11
otrzymujemy:
(4) cardpSpcardpαqqq � cardpαq.

Z drugiej strony, cardpαq � Spcardpαqq. Zatem na podstawie Tw. 11 oraz
Wniosku z Tw. 6,
(5) cardpαq � cardpSpcardpαqqq.

Z (4) i (5) otrzymujemy równo±¢ cardpSpcardpαqqq � cardpαq, co na mocy
Tw. 6 implikuje, »e Spcardpαqq jest równoliczny z α. St¡d Spcardpαqq jest równo-
liczny z cardpαq, czyli z (2), SpSpβqq jest równoliczny z Spβq. Wówczas jednak, na
mocy Tw. 4, Spβq jest równoliczny z β, tzn. wedªug (2), cardpαq jest równoliczny
z β i konsekwentnie α jest równoliczne z β; sprzeczno±¢ z (3). l

Na podstawie Tw. 17 i Tw. 8 mo»na sformuªowa¢ oczywiste wnioski:

Wniosek 1. Je»eli liczba kardynalna jakiej± liczby porz¡dkowej jest liczb¡ izolo-
wan¡, to jest ona równa tej liczbie porz¡dkowej.

Wniosek 2. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α, je»eli α jest graniczna, to cardpαq
jest graniczna.
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Dowód. Zaªó»my, »e α jest graniczna. Na mocy Tw. 8, cardpαq P α lub cardpαq
� α. Je±li speªniony jest drugi czªon tej alternatywy, to naturalnie cardpαq jest
graniczna. Je±li za± pierwszy, to na mocy Tw. 17, cardpαq jest graniczna. l

Zauwa»my jeszcze, »e Tw. 16 wynika bezpo±rednio z Wniosku 2 i Tw. 8 tego
rozdziaªu oraz z Tw. 13, Rozdziaª 9 i faktu, »e cardpωq � H.

Twierdzenie 18. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α, je»eli ω � α, to α jest
równoliczna z Spαq.

Dowód. Niech α b¦dzie liczb¡ porz¡dkow¡ tak¡, »e ω � α. Zatem ωYpα�ωq � α
oraz ωXpα�ωq � H. Rozwa»my funkcj¦ f : αYtαu ÝÑ α okre±lon¡ nast¦puj¡co:
@β P ω, fpβq � Spβq, @β P α � ω, fpβq � β oraz fpαq � 0. Zauwa»my, »e
Ñ

f pα Y tαuq � α. We¹my bowiem dowoln¡ liczb¦ β P α. Gdy β � 0, to β � fpαq
i α P α Y tαu, gdy za± 0 � β P ω, to β � Sp

�
βq � fp

�
βq i

�
β P ω �

αY tαu. Wreszcie, gdy β P α� ω, to β � fpβq i oczywi±cie β P αY tαu. Ponadto,
z okre±lenia funkcji f oraz faktu, »e ω jest zbiorem indukcyjnym (zamkni¦tym na
operacj¦ nast¦pnika) wynika, »e f jest ró»nowarto±ciowa. Skoro wi¦c f : Spαq ÝÑ α
jest bijekcj¡, to liczby porz¡dkowe α, Spαq s¡ równoliczne. l

Wniosek. Dla dowolnej liczby porz¡dkowej α, je»eli ω � α, to dla dowolnej liczby
naturalnej n, α jest równoliczna z Snpαq.

Dowód (indukcyjny). Zaªó»my, »e ω � α. Na mocy Tw. 1, α jest równoliczna
z S0pαq. Zaªó»my, »e dla jakiego± n, α jest równoliczna z Snpαq. Poniewa» α �
Snpαq (zob. lemat przed Tw. 12, Rozdziaª 9), wi¦c ω � Snpαq, zatem na mocy
Tw. 18, Snpαq jest równoliczna z Sn�1pαq. St¡d, na mocy zaªo»enia indukcyjnego
oraz Tw. 3, α jest równoliczna z Sn�1pαq. l

Twierdzenie 19. Dla dowolnej liczby izolowanej α nieb¦d¡cej liczb¡ naturaln¡,
cardpαq � cardpngpαqq, gdzie ngpαq jest najwi¦ksz¡ liczb¡ graniczn¡ nale»¡c¡ do
α (por. �4, Rozdziaª 9).

Dowód. Niech α b¦dzie liczb¡ izolowan¡ tak¡, »e α R ω. Wówczas oczywi±cie
(Tw. 17, Rozdziaª 8), ω P α lub ω � α, a poniewa» α jest izolowana za± ω �
graniczna, wi¦c mamy:
(1) ω P α.

Na mocy Wniosku z Tw. 12, Rozdziaª 9,
(2) α � Sn�1pngpαqq dla pewnego n.

Poniewa» ngpαq jest najwi¦ksz¡ liczb¡ graniczn¡ nale»¡c¡ do α, wi¦c wedªug (1)
otrzymujemy: ω � ngpαq. St¡d, na mocy Wniosku z Tw. 18, ngpαq jest równoliczna
z Sn�1pngpαqq. Zatem z (2), ngpαq jest równoliczna z α, co na mocy Tw. 6 daje:
cardpαq � cardpngpαqq. l
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Na mocy Tw. 19 oraz Wniosku 2 z Tw. 17 liczba kardynalna dowolnej liczby
izolowanej nieb¦d¡cej liczb¡ naturaln¡ jest liczb¡ graniczn¡. Bior¡c pod uwag¦
Tw. 15, stwierdzamy wi¦c, »e w±ród wszystkich liczb kardynalnych tylko liczby
naturalne s¡ liczbami izolowanymi. Gdyby bowiem jaka± liczba kardynalna α byªa
izolowana i nie byªa liczb¡ naturaln¡, to b¦d¡c liczb¡ kardynaln¡ samej siebie,
musiaªaby by¢ jednocze±nie liczb¡ graniczn¡. Sformuªujmy wi¦c

Wniosek. Ka»da liczba kardynalna nieb¦d¡ca liczb¡ naturaln¡ jest graniczna.

Aby wykaza¢, »e powy»szy Wniosek nie zale»y od jawnej postaci liczby izo-
lowanej nieb¦d¡cej liczb¡ naturaln¡ � podanej we Wniosku z Tw. 12, Rozdziaª 9
i wykorzystywanej w dowodzie Tw. 19 � wykonajmy jego dowód bez opierania si¦
na Tw. 19.

Dowód. Zaªó»my, »e

(1) α � cardpαq

oraz α R ω. St¡d oczywi±cie ω � α. Zaªó»my nie wprost, »e α jest izolowana, czyli
dla pewnej β, α � Spβq. Mamy wi¦c:

(2) ω � Spβq.

Wedªug Tw. 3, Rozdziaª 9 (dokªadniej Wniosku 1 z tego twierdzenia, �4, Roz-
dziaª 9),

�
ω jest najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ x tak¡, »e ω � Spxq. Zatem

z (2),
�
ω � β. Lecz

�
ω � ω (Tw. 8(2), Rozdziaª 9), bo ω jest graniczna. Osta-

tecznie, ω � β. Wobec tego, na mocy Tw. 18, β jest równoliczna z Spβq, czyli
β jest równoliczna z α. St¡d

(3) cardpβq � cardpαq.

Z drugiej strony jednak, β P Spβq, czyli β P α. St¡d za±, na mocy (1)
i Tw. 9(ii)ô(iii) otrzymujemy: cardpβq P cardpαq, co jest niemo»liwe wobec (3). l

Spróbujmy obliczy¢ liczby kardynalne liczb granicznych oznaczonych w �5, Roz-
dziaª 9 jako ω1, ω2, . . . , ωn, . . ., gdzie ω1 � ω Y Sωpωq oraz ωi � ωi�1 Y Sωpωi�1q
dla i � 2, 3, . . ..

W tym celu zauwa»my, »e

dla dowolnej liczby porz¡dkowej α, zbiór Sωpαq � tz : Dypy P ω ^ z � Sypαqqu
jest równoliczny z ω.

Funkcja f : ω ÝÑ Sωpαq okre±lona nast¦puj¡co: @y P ω, fpyq � Sypαq,
jest bowiem bijekcj¡. Z de�nicji zbioru Sωpαq mamy przecie» natychmiast: Sωpαq

�
Ñ

f pωq, czyli f jest �na�. Ponadto, gdy m � n dla jakich± m,n P ω, a wi¦c gdy
m P n lub n P m, to odpowiednio Smpαq P Snpαq lub Snpαq P Smpαq � wedªug
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lematu z �4, Rozdziaª 9. Zatem Smpαq � Snpαq, tzn. fpmq � fpnq, czyli f jest
ró»nowarto±ciowa.

Ostatecznie, na mocy Twierdze« 6, 16, dla dowolnej liczby porz¡dkowej α,
cardpSωpαqq � ω. St¡d oraz na mocy Tw. 16 i lematu z �2: cardpω1q � cardpω Y
Sωpωqq � ω oraz dla i � 2, 3, . . . , cardpωiq � cardpωi�1YS

ωpωi�1qq � ω (oczywisty
dowód indukcyjny pomijamy).

Liczby graniczne ω1, ω2, . . . nie s¡ wi¦c liczbami kardynalnymi. Nie nale»y st¡d
jednak wysuwa¢ przypuszczenia, »e jedynymi liczbami kardynalnymi, które nie s¡
izolowanymi liczbami porz¡dkowymi, s¡ liczby:H oraz ω. Bogactwo liczb kardynal-
nych (naturalnie b¦d¡cych liczbami granicznymi) jest, jak wyka»emy w nast¦pnym
paragra�e, cokolwiek przera»aj¡ce.

�4. Liczby kardynalne wi¦ksze od ω

Fundamentalnym dla ustalenia istnienia liczb kardynalnych α takich, »e ω P α
jest nast¦puj¡ce

Twierdzenie Cantora. Dla dowolnego zbioru X, cardpXq P cardpP pXqq. (Ilo±¢
elementów zbioru jest mniejsza od ilo±ci elementów jego zbioru pot¦gowego.)

Dowód. Rozwa»my funkcj¦ f : X ÝÑ P pXq okre±lon¡ nast¦puj¡co: @y P X, fpyq �

tyu. Jest widoczne, »e f jest ró»nowarto±ciowa. Zatem f : X ÝÑ
Ñ

f pXq jest bijek-

cj¡, co implikuje, »e zbiory X,
Ñ

f pXq s¡ równoliczne, czyli na mocy Tw. 6, cardpXq

� cardp
Ñ

f pXqq. Jednak»e
Ñ

f pXq � P pXq, zatem na mocy Tw. 11, cardp
Ñ

f pXqq �
cardpP pXqq. Wobec tego, cardpXq � cardpP pXqq, tzn. cardpXq P cardpP pXqq
lub cardpXq � cardpP pXqq. Aby zako«czy¢ dowód wystarczy wi¦c wykaza¢, »e
cardpXq � cardpP pXqq.

Zaªó»my nie wprost, »e cardpXq � cardpP pXqq. Wówczas na mocy Tw. 6,X jest
równoliczny z P pXq. Niech wi¦c funkcja g : X ÝÑ P pXq b¦dzie bijekcj¡. Rozwa»my
aksjomat podzbiorów @xpφpxq ñ x P Xq ñ Dy@xpx P y ô φpxqq, gdzie φpxq jest
postaci: x P X^x R gpxq. Poniewa» poprzednik powy»szej implikacji jest speªniony,
istnieje wi¦c zbiór Z � tx : φpxqu, tzn. Z � tx : x P X ^ x R gpxqu. Oczywi±cie
Z � X, czyli Z P P pXq. Poniewa» funkcja g przeksztaªca X na zbiór P pXq, wi¦c
niech x0 P X b¦dzie takim elementem, »e gpx0q � Z. Wówczas otrzymujemy:
x0 P Z ô x0 R Z, czyli sprzeczno±¢. Je±li bowiem x0 P Z, to z de�nicji zbioru
Z, x0 R gpx0q, zatem x0 R Z. Je±li za± x0 R Z, to, poniewa» x0 P X, wi¦c x0 P gpx0q,
zatem x0 P Z. l

Wniosek. ω P cardpP pωqq.
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Dowód. Oczywisty na podstawie Tw. Cantora i Tw. 16. l

Jak wida¢, cardpP pωqq jest liczb¡ kardynaln¡ wi¦ksz¡ od ω. Lecz ponadto, we-
dªug Tw. Cantora, cardpP pωqq P cardpP pP pωqqq itd., tzn. mamy liczby kardynalne
ω, cardpP pωqq, cardpP pP pωqqq, . . . , cardpPnpωqq, . . . takie, »e

ω P cardpP pωqq P cardpP pP pωqqq P . . . P cardpPnpωqq P . . .

Co wi¦cej, we¹my pod uwag¦ zbiór Pωpωq � tz : Dypy P ω ^ z � P ypωqqu (jego
istnienie gwarantuje aksjomat podstawiania � zob. w �5, Rozdziaª 9 zastosowanie
tego aksjomatu dla stwierdzenia istnienia zbioru FωpXq dla dowolnej operacji jed-
noargumentowej F oraz dowolnego zbioru Xq. Nast¦puj¡cy fakt stwierdza istnienie
liczby kardynalnej wi¦kszej od ka»dej liczby kardynalnej z powy»szej sekwencji:

Twierdzenie 20. @n P ω, cardpPnpωqq P cardp
�
Pωpωqq.

Dowód. Poniewa» z de�nicji zbioru Pωpωq, @n P ω, Pnpωq P Pωpωq, wi¦c @n P
ω, Pnpωq �

�
Pωpωq (Tw. 11(1), Rozdziaª 1). St¡d, wedªug Tw. 11 otrzymujemy:

(1) @n P ω, cardpPnpωqq � cardp
�
Pωpωqq.

Na mocy (1) oraz Tw. 18, Rozdziaª 8, aby dowie±¢ twierdzenia, wystarczy wy-
kaza¢, »e @n P ω, cardpPnpωqq � cardp

�
Pωpωqq. Zaªó»my wi¦c nie wprost, »e dla

pewnego n P ω,

(2) cardpPnpωqq � cardp
�
Pωpωqq.

Z Tw. Cantora, cardpPnpωqq P cardpP pPnpωqqq. Zatem z (2) uzyskujemy:

(3) cardp
�
Pωpωqq P cardpP pPnpωqqq.

Lecz cardpP pPnpωqqq � cardpPn�1pωqq, wi¦c wedªug (1), cardpP pPnpωqqq
� cardp

�
Pωpωqq, co wraz z (3) prowadzi do absurdu: cardp

�
Pωpωqq

P cardp
�
Pωpωqq. l

Poniewa» nic nie stoi na przeszkodzie zastosowa¢ Tw. Cantora dla zbiorów�
Pωpωq, P p

�
Pωpωqq, . . . , Pnp

�
Pωpωqq, . . ., wi¦c otrzymujemy kolejn¡ sekwencj¦

liczb kardynalnych:

cardp
�
Pωpωqq P cardpP p

�
Pωpωqqq P . . . P cardpPnp

�
Pωpωqqq P . . ..

Co wi¦cej, analogicznie jak poprzednio, mo»na rozwa»y¢ zbiór Pωp
�
Pωpωqq,

aby, identycznie dowodz¡c, otrzyma¢ analogon Tw. 20:

@n P ω, cardpPnp
�
Pωpωqq P cardp

�
Pωp

�
Pωpωqqq

i znowu zastosowa¢ Tw. Cantora dla zbiorów Pnp
�
Pωp

�
Pωpωqq dla n P ω itd.

w niesko«czono±¢.
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Na koniec rozwa»my jeszcze interesuj¡cy problem zwi¡zany z najmniejsz¡ liczb¡
kardynaln¡ wi¦ksz¡ od ω, precyzyjniej, najmniejsz¡ liczb¡ porz¡dkow¡ α tak¡, »e
α jest liczb¡ kardynaln¡ i ω P α.

Na mocy Tw. 21, Rozdziaª 8, niech α0 b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ kardynaln¡
wi¦ksz¡ od liczby ω. Wedªug Wniosku z Tw. Cantora oraz Wniosku z Tw. 6, nie-
w¡tpliwie α0 � cardpP pωqq, zatem α0 P cardpP pωqq lub α0 � cardpP pωqq. Okazuje
si¦, »e w ramach teorii ZFC nie mo»na rozstrzygn¡¢, który z czªonów tej alternatywy
jest twierdzeniem teorii. Równo±¢ α0 � cardpP pωqq, czyli supozycja, »e najmniej-
sz¡ liczb¡ kardynaln¡ wi¦ksz¡ od ω jest liczba cardpP pωqq, zwana jest hipotez¡
continuum (od nazwy liczby kardynalnej cardpP pωqq, zwanej liczb¡ continuum)
� por. �3, Rozdziaª 7.
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