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SPECYFIKA WYBRANYCH MODELI STATYSTYCZNYCHPROCESU
WYGASANIA

1. Wprowadzenie.

Obserwowany w XX wieku w krajach rozwinietych proces starzenia sie
ludnosci przejawia sie wzrostem liczby i udzialu oséb starych (najczesciej
stosowanymi cezurami wieku jest 60 badz 65 lat). Obecnie coraz czesciej
demografowie méwig o podwojnym charakterze tego procesu, przejawiajgcym
sie starzeniem sie réwniez i samej ludnos$ci starej; a méwiac bardziej precyzyjnie
- rozrostem w ramach o0s6b starych odsetka o0s6b w tzw. czwartym wieku
(ponownie panuje pewna dowolnosé, jedni autorzy méwigo 75 latach jako granicy
miedzy trzecim wiekiem, tj. okresem starosci, a czwartym, tj. okresem sedziwej
starosci, inni 0 85 latach, jeszcze inni - a tych obecnie najwiecej - opowiadaja
sie za 80. rokiem zycia).

W rezultacie wzrasta waznos¢ wszelkich badan dotyczacych ludzi bardzo
starych, wraz z rozrostem ich liczebnosci, a przede wszystkim wraz z obnizeniem
sie poziomu umieralnosci do poziomu zapewniajgcego - wg okresowych tablic
trwania zycia - dozycie zdecydowanej wiekszosci obecnych noworodkéw wieku
sedziwego.

Celem badawczym niniejszego tekstu jest naswietlenie jednego z licznych
problemow, ktorych istota i waga sg bezposrednio zwigzane z nasileniem sie
procesu podwojnego starzenia sie ludnosci, a mianowicie prezentacja wyste-
pujacych w literaturze przedmiotu matematycznych modeli wymierania sto-
sowanych w analizie umieralnosci os6b sedziwych.

2. Rozrost populacji os6b sedziwych w Europie i w Polsce.

Zanim przejdziemy do prezentacji modeli wymierania osob sedziwych,
zaprezentowac chcielibysmy dane Swiadczgce o koniecznosci - wskutek rozrostu
liczebnego os6b bardzo starych tak w skali Europy, jak i Polski - baczniejszego
i bardziej wnikliwego wgladu w specyfike procesu wymierania tejze populacji.

1Adiunkt Wyzszej Szkoty Marketingu i Biznesu, kierownik Zaktadu Dydaktycznego Przedmiotéw
lloSciowych, adiunkt Uniwersytetu tédzkiego w Katedrze Statystyki.
2 Wyktadowca Uniwersytetu tédzkiego w Katedrze Statystyki.
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W trakcie czterdziestopieciolecia 1950-1995 liczba oséb w wieku 60 iwiecej
lat wzrosta w Europie 0 105%, przy czym 0s6b w trzecim wieku "tylko" o 92%,
zas$ liczba sedziwych starcow (przypomnijmy w tym miejscu piekne okre$lenie
zaproponowane niegdy$ przez niezyjacego juz nestora polskiej demografii
E. Rosseta), tj. 0s6b w wieku 80 i wiecej lat, 0 263%. Srednioroczne tempo
wzrostu obydwu populacji wynosito odpowiednio 1,5% i 2,9%. Poniewaz
jednoczesnie liczba wszystkich mieszkancow naszego kontynentu wzrosta
w analizowanym okresie jedynie ojednatrzecia, wzrosty rowniez udzialy oséb
starych i bardzo starych w ogdle ludnosci Europy. Ostatecznie obecnie prawie
co piaty Europejczyk posiada co najmniej 60 lat, zas prawie co trzydziesty jest
osobgw czwartym wieku.

Najwiekszym udzialem oso6b bardzo starych odznaczajgsie kraje, w ktérych
proces przemian, zwanych przejsciem demograficznym zakohczyt sie naj-
wczesniej. Tym niemniej wyraznie widac, iz poczawszy od lat 70. na ksztattowanie
sie udziatu 0s6b w czwartym wieku w catej populacji danego kraju coraz wiekszg
role majg przeksztalcenia ludnosciowe okreslane mianem drugiego przejscia
demograficznego, przede wszystkim za$ malejgca ptodnosé. Tym wiasnie
zjawiskiem nalezy wyjasni¢ gwaltowne starzenie sie ludnosci Wtoch i Hiszpanii,
jakie ma miejsce w ostatnim ¢wieréwieczu. Spoteczenstwa tychze krajéw chara-
kteryzujgsie bowiem jednym z najnizszych odnotowywanych obecnie pozioméw
ptodnosci.

Mowigc o szybkim wzroscie liczby oséb najstarszych stwierdzi¢ nalezy, iz
Ow wzrostjest wynikiem tgcznego oddziatywania dwéch efektow: dochodzenia
do czwartego wieku wzglednie licznych w chwili urodzenia generacji oraz
obnizania sie prawdopodobieristw zgonéw w trakcie catego zycia. Odnosnie do
pierwszego czynnika przywota¢ nalezy fakt, iz zyjace obecnie osoby w wieku
80 iwiecej latto osoby urodzone w przypadku wielu krajéw zachodnioeuropejskich
w okresie relatywnie duzej dzietnosci kobiet w fazie tranzycyjnej w pierwszych
dekadach XX wieku, osoby ktére jednoczesnie przez cate swe (przynajmniej
doroste) zycie korzystaly z posttranzycyjnego poziomu umieralnosci. Warto
w tym miejscu wspomnieé, iz wspomniane generacje zostaly znacznie
przerzedzone w trakcie obu wojen $wiatowych (gtéwnie drugiej), w innym przy-
padku liczba i proporcja starcéw (zwtaszcza mezczyzn) bytaby prawdopodobnie
zZnaczaco wyzsza.

Odnosnie do tego drugiego czynnika ograniczymy sie jedynie do analizy
zmian umieralnosci w populacji ludzi starych. Dostepne dane brytyjskie3wskazujg
iz pomiedzy 1930 a 1990 rokiem prawdopodobienistwa zgonéw w czwartym wieku
obnizyly swe wartosci o 10-30%, przy czym wieksze zmiany zanotowano
w miodszych grupach piecioletnich oraz wsérdod kobiet. We Francji pomiedzy
rokiem 1900 a 1990 prawdopodobienstwo, iz szes¢dziesiecioletnia kobieta dozyje

3Thatcher A.R.: Trends in numbers and mortality at high ages in England and Wales. “Population
Studies”, 1992, vol. 46.
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do dnia swych osiemdziesiatych urodzin, podniosto sie z 0,25 do nieco ponad
0,70. Jednoczes$nie w kraju tym pomiedzy 1981 a 1991 rokiem e& (ij. dalsze
trwanie zycia osoby w wieku osiemdziesieciu pieciu lat) zwiekszyto swawartos¢
w przypadku mezczyzn z 4,4 na 5,0 lat, natomiast kobiet z 5,4 na 6,2 lat, za$
pomiedzy 1955 a 1985 rokiem em odpowiednio z 1,38 na 1,68 oraz z 1,53
na2,05".

Roéwniez iw Polsce w catym powojennym okresie widoczne bylo zwiekszanie
sie zar6éwno liczby, jak i proporcji oséb sedziwych zaréwno na tle catego
spoteczenstwa, jak i os6b starych. O ile bowiem liczba os6b w wieku 60 lat
iwiecej zwiekszyla sie pomiedzy rokiem 1950 a 1999 trzykrotnie (z 2074 tys. na
6354 tys.), o tyle liczba sedziwych starcow zwiekszyta sie ponad czterokrotnie
(ze 178 tys. na 746 tys.). Widoczne jest zatem réwniez i w naszym kraju -
przybierajace na sile w krajach znajdujacych sie na wyzszym poziomie rozwoju
demograficznego - "podwdjne" starzenie sie populacji, czyli zwiekszanie sie
znaczenia os6b sedziwych w ramach rozrastajgcej sie populacji os6b starych.
Ogoétem liczba oséb sedziwych zwiekszyta sie znacznie ponad czterokrotnie,
przy czym wiekszy wzrost odnotowano wsrdd kobiet (czteroipétkrotny) niz wsrod
mezczyzn (trzyipétkrotny), co zaowocowato podniesieniem sie wskaznika
feminizaciji tejze grupy wieku w przywotanym okresie z 189 na 235 kobiet na siu
zyjacych mezczyznh

Jak juz wyzej wspominali$my, jednym z podstawowych czynnikéw warun-
kujacych rozrost populacji ludzi bardzo starych jest obnizanie sie prawdo-
podobienstw zgondéw. Cho¢ najbardziej spektakularne ograniczenie umieralnosci
dotyczy tej w pierwszym roku zycia (jeszcze sto kilkadziesiat lat temu w Europie
pierwszych urodzin nie dozywata jedna czwarta, jedna pigta nowonarodzonych,
obecnie dotyczy to jedynie kilku dzieci na tysigc), umieralnos¢ obnizala sie
réwniez w pozostatym wieku. W ostatnich dwoch dekadach w krajach rozwi-
nietych, wobec niewielkich mozliwo$ci znacznego zmniejszenia umieralnosci
dzieci i 0s6b dorostych w wieku produkcyjnym, coraz wiekszgwage dla ksztal-
towania sie procesu wymierania populacji posiada redukcja poziomu umieralnosci
w wieku poprodukcyjnym, w tym coraz bardziej w wieku sedziwym. W efekcie,
obecnie opracowywane tablice trwania zycia wskazujg iz zdecydowana wie-
kszosc¢ dzisiejszych noworodkow - przy zatozeniu, iz w trakcie swego zycia
doswiadczalyby natezenia umieralnosci takiego, jakie panuje w danym roku
w cafej populacji oséb w r6znym wieku - w krajach rozwinietych dozytaby do
wieku sedziwego (ponad 60%, w skrajnych przypadkach w populacji kobiet ponad

4Robine J.M.: Amelioration de I'etat de sante et progression de I'esperance de vie sans incapacite.
"Probleme economique”, 1997, nr 2.523 (pierwodruk [w:] “Retraite et societe”, 1996, decembre).

5Szukalski P.: Najstarsi Polacy: szkic demograficzny. “Gerontologia Polska”, 2000, t. 8, nr 4.

6 Niestety, w tym przypadku dane polskie wskazuja na znaczne zap6znienie cywilizacyjne.
Wedtug najnowszych tablic trwania zycia [GUS, 2001], pochodzacych z 2000 roku, spos$réd
nowonarodzonych jedynie 28,5% mezczyzn oraz 53,5% kobiet, przy zatozeniu utrzymywania
sie poziomu umieralnosci w trakcie ich catego zycia, dozyloby do wieku 80 lat.
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70%6). Niektorzy autorzy, ekstrapolujac trendy w zakresie ograniczania
umieralnosci, twierdzg iz w przysziosci ekstremalnie sedziwy wiek osiggany
bedzie przez liczne jednostki - np. J. Vallin i F. Mesie7 optymistycznie mowig
0 5% noworodkéw pici meskiej i az 16% pici zeriskiej we Francji urodzonych
w 2001 dozywajgcych do wieku 100 lat.

3. Parametryczne modele wymierania.

Wraz z wydtuzaniem sie ludzkiego zycia coraz wazniejszg role odgrywa
znajomos¢ prawidlowosci rzgdzgcych umieralnoscig oséb sedziwych. Kwestia
ta bowiem obecnie staje sie wazna z przyczyn czysto praktycznych, chocby
z punktu widzenia zastosowan w celach aktuarialnych. Staje sie rowniez wazna
w Polsce, zwazywszy, z jednej strony, na coraz wiekszg wage umieralnosci
0s6b sedziwych, z drugiej zas na specyfike procesu wymierania w tym wieku8

W niniejszym tekscie przedstawimy wykorzystywane coraz powszechniej
modele opisujace porzadek wymierania os6b bardzo starych, tj. w wieku
przynajmniej 75 lat oraz wyniki ich weryfikacji na danych pochodzgcych z krajow
posiadajacych wiarygodne statystyki odnosnie do wieku ludnosci9. Z pewnych
wzgleddw - o ktérych szerzej wspomnimy dalej - stosowanie rozpowszechnionych
modeli stuzacych do analizy umieralnosci os6b dorostych prowadzi do
przeklamania, gtéwnie przeszacowania umieralnosci oséb sedziwych, co rodzi¢
moze znaczne problemy praktyczne.

Generalnie wyrdzni¢ mozna trzy typy modeli wymierania (w zasadzie na-
lezatoby uzywac bardziej rozpowszechnionych nazw: modele przezycia, trwania
zycia lub niezawodnosci), a mianowicie modele opisowe, nieparametryczne
1parametryczne. Pierwsze z nich ograniczajg sie do stwierdzenia zwigzku
pomiedzy pewnymi wlasnosciami jednostki czy zdarzeniami, w ktérych ona
uczestniczy, a czestoscigzgonu. Drugie z kolei, cho¢ dostarczajgjednoznacznie
zdefiniowanej ilosciowo informacji o czestosci wystepowania zgonu, nie bazuja
na zadnych zatozeniach odnos$nie do analitycznej postaci rozktadu zmiennej
opisujgcej rozklad czasu oczekiwania na zgon (przyktadem takiego modelu sg
tablice trwania zycia). Wspomniane zatozenie o analitycznej postaci rozktadu
jest czynnikiem konstytutywnym dla parametrycznych modeli. W dalszej czesci
niniejszego tekstu bazowac bedziemy wytgcznie na modelach parametrycznych.

7Vallin J., Meslé F.;, Vivre au-dela de 100 ans. “Population et Sociétés”, 2001, nr 365, Fevrier.

8Szukalski P.: Umieralno$¢ os6b bardzo starych w Polsce, [w:] Kowaleski J.T., Szukalskl P. (red.):
Sytuacja zdrowotna os6b starych w Polsce - aspekt medyczny i spoteczno-demograficzny.
£6dz, OW IMP, 2000.

9 Znaczna czes$¢ panstw wspoélczesnego Swiata nie dysponuje wiarygodnymi danymi
dotyczacymi subpopulacjl os6b sedziwych, gtéwnie ze wzgledu na niemozno$¢ weryfikacji
deklarowanego wieku w przypadku, gdy dokladna ewidencja ludnosci wprowadzona zostata
wzglednie niedawno, tj. w okresie krétszym jak 80 lat. Powyzsza uwaga dotyczy jednakze nie
tylko krajow o niskim poziomie rozwoju gospodarczego, ale réwniez np. Stanéw Zjednoczonych
[Wilmoth, Lundstrom, 1996; Kannlsto, 1994],
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Specyfika parametrycznych modeli wymierania polega na tym, iz trudno
znalez¢ a priori jakie$ "w petni naukowe" uzasadnienie poprawnosci danego
modelu. Najwazniejszg a niekiedy jedyng przestankgsprawiajgcg iz dany model
jest stosowany, jestjego dobre dopasowanie do danych empirycznych. "Naukowa"
podbudowa wyszukiwana jest zwykle a posteriori, w konsekwencji dobrego
dopasowania do rzeczywistych danych.

W dalszej czesci przedstawimy kilka modeli opisujacych porzgdek wymierania
0sOb bardzo starych, modeli, ktére w opinii znawcOw zagadnienia najlepiej
odzwierciedlajg rzeczywiste procesy ubywania z populacji ludzi sedziwych.
Prezentowa¢ bedziemy, zgodnie z praktyka stosowang w badaniach aktu-
arialnych, jedynie funkcje intensywnosci opisujgcgwarunkowe prawdopo-
dobienstwo zgonu osoby w wieku x lat w ciggu roku. Gdy znamy ft(*) , czyli
funkcje intensywnosci rozktadu, fakt, iz

oznacza, ze

IE(*) =-On SOctf @
adalej

-In S(x) =jv(t)dt €)

0
Stad tez mozna oszacowac wartos¢ funkcji przezycia

X

-L (o*
S(x) =e° 4>
nastepnie dystrybuanty rozkfadu

F(x)=1-S(x) =1-e b" ©)
oraz natezenie umieralnosci

©)
f(x) =v(x)e

4. Stosowane modele.

Punktem wyjScia naszej prezentacji beda najpopularniejsze modele, przedsta-
wiane w kazdym podreczniku z zakresu matematyki aktuarialnej. Modelem
najczesciej zapewne uzywanym jest opracowany przez B. Gompertza rozktad
nazwany jego imieniem, a opisujgcy umieralnos¢ os6b dorostych. W tym
przypadku

lix=aek ™
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Ten doskonale znany wszystkim analitykom umieralno$ci model bazuje na
zalozeniu statej stopy wzrostu intensywnosci zgondéw. Oznacza to, iz wedlug
formuly Gompertza niezaleznie od badanego wieku intensywnos¢ umieralnosci
podwaja sie w dorostym zyciu co taki sam okres. Tymczasem obserwacje
rzeczywistej umieralnosci oséb sedziwych wskazuja, iz po przekroczeniu
pewnego wieku (w granicach 75-85 lat, sporny jest bowiem nie sam fakt, lecz
jedynie doktadny wiek, zalezny zapewne w jakims stopniu od specyficznych dla
danego spoteczenstwa czynnikdw ekonomicznych, kulturowych i genetycznych)
prawdopodobieristwo zgonu nie wzrasta juz tak szybko. Dzieje sie tak zapewne
wskutek procesow selekcyjnych, sprawiajgcych, iz wiek sedziwy dozywajajedynie
najzdrowsze i najbardziej wytrzymate jednostki.

Rozbieznos¢ pomiedzy oczekiwaniami wynikajagcymi z modelu Gompertza
a rzeczywistym poziomem umieralnosci os6b bardzo starych widoczna byla
w najbardziej zaawansowanych pod wzgledem rozwoju demograficznego krajach

juz na poczatku XX wieku. Efektem prowadzonych prac byto sformutowanie przez
Perksa modelu logistycznego, majgcego opisywac umieralno$¢ oséb w czwartym
wieku, a dokladniej poczgwszy od 75. roku zycia. W tym przypadku

aekx

(8>

Zaznaczmy, iz szczegOlnymijego przypadkami sa: po pierwsze, gdy ,znany
model Makehama, po drugie, gdy i .wspomniany wczesniej model Gompertza.
Podstawowg zaleta modelu logistycznego jest fakt, iz zaklada on powolne
zmniejszanie sie tempa wzrostu intensywnos$ci zgonéw wraz z wiekiem, co -jak
juz wiemy - odpowiada rzeczywistosci.

Przedstawmy z kolei dwa modele parametryczne, opracowane w trakcie
ostatnich kilkunastu lat specjalnie w celu pozyskania narzedzia analitycznego,
zdolnego do opisu rzeczywistego przebiegu procesu wymierania os6b bardzo
starych. Okazato sie bowiem, iz poziom umieralnosci wsréd osob sedziwych
jest znaczaco nizszy, niz ten wynikajacy z modeli Gompertza i Perksa.

Na poczatku lat dziewiecdziesigtych Vaino Kannisto, wybitny znawca umie-
ralnosci oséb sedziwych, zaproponowat specyficzny rodzaj modelu logistycznego,
przy zatozeniu, ita - a

aelr

<10 >
W opinii Kannisto taka wasnie formuta lepiej odzwierciedla rzeczywistg
umieralnos$¢ w czwartym wieku.
Ostatni prezentowany w niniejszym opracowaniu model bazuje na funkcji
kwadratowej. Jest to koncepcja autorstwa Coale'a i Kiskera, majgca opisywac
umieralnos¢ osob w wieku 85-110 lat, w ktorej

In(flxX) = a+ bx + cx2 (113)
Z ujemnym parametrem c - model ten nazywac bedziemy dalej kwadratowym.
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5. Weryfikacja modeli.

Przedstawione powyzej modele zasadzajgsie na odmiennych zalozeniach,
co prowadzi do znacznych rozbieznosci w otrzymywanych wynikach. Ustalenia
Thatchera iwspotpracownikowDwskazujg iz dopasowane na podstawie danych
dla wieku 80-95 lat parametry modeli prowadzg w wieku 105 lat (kiedy to
intensywnos¢ wynikajgca z modelu Gompertza osigga, przekroczong pozniej,
sensownagwartos¢ 1) do catkowicie odmiennych oczekiwan. Réznica odnosnie
do estymowanej intensywnosci zgonéw pomiedzy ekstremalnymi wielko$ciami
réwnajest bowiem ok. 80% wartosci minimalnej.

Zgodnie z powyzszymi badaniami prezentowane modele umieralnosci
charakteryzowaly sie r6znym stopniem dopasowania do rzeczywistego poziomu
umieralnosci w populacji os6b sedziwych. Z reguty w miare poprawne wartosci
otrzymywano jedynie do 95. roku zycia, po czym pojawialy sie rosnace niez-
godnosci. Relacja miedzy rzeczywistym a wynikajagcym z danego modelu
poziomem umieralnosci okazata sie stala w poszczegélnych, analizowanych
dekadach, jak iw ramach wyodrebnionej quasigeneracji jednostek urodzonych
pomiedzy 1871 a 1880 rokiem. Na podstawie poréwnan autorzy ustalili ranking
modeli wedilug stopnia dopasowania do rzeczywistych danych. Najwyzszym
poziomem dopasowania odznaczal sie model logistyczny, nastepnie model
Kannisto, model bazujgcy na funkcji kwadratowej i na korficu ten Gompertza.

Zblizone wyniki uzyskano, gdy postugiwano sie potaczong populacja osob
sedziwych. Dokonany w tym przypadku za pomocatestu zgodnosci chi-kwadrat
i metody najwyzszej wiarygodnos$ci sprawdzian stopnia dopasowania wartosci
modelowych do rzeczywistosci wskazuje, iz trzy modele: logistyczny, Kannisto
i kwadratowy sa zdecydowanie najlepiej dopasowane. Poczynione nastepnie

poréwnania stopy wzrostu In gx  ( o zgodnie z propozycjgCoale'a i Ho-
X

riuchiego), ilorazéw prawdopodobienstw zgonéw mezczyzn i kobiet, liczby dozy-
wajgcych (ktéra informuje o kumulacji niekiedy roznokierunkowych odchylen)
oraz maksymalnego, dozywanego wieku, zgodnego z osiagnietym w kohorcie
0s6b urodzonych w latach 1871-1880, rowniez potwierdzajg zdecydowang
wyzszosc¢ trzech wspomnianych powyzej modeli. Co ciekawe, réznice w poziomie
stopnia dopasowania poszczegolnych modeli zalezne sgod pici 0sob sedziwych.
Przeprowadzone nastepnie porownanie danych przekrojowych i quasikohortowych
wskazuje na formute Kannisto jako najlepiej odzwierciedlajgca rzeczywistosc.

6. Zakonczenie.
Na podstawie przedstawionej powyzej weryfikacji modeli wymierania trudno
jednoznacznie oceni¢, ktore z prezentowanych wyzej ujec jest najlepiej przysta-

0 Thatcher A. R., Kannisto V., Vaupel J. W.: The force of mortality at ages 80 to 120. "Odense
Monographs on Population Aging", 1998, nr 5, Odense University Press, Odense (Danla).
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jace do rzeczywistosci. Najlepszym sprawdzianem bylyby powtarzane na
kolejnych populacjach oséb sedziwych badania. By¢ moze wskaz6wkaodnosnie
do wyboru odpowiedniej formuty, stosowanej w badaniach aktuarialnych, sgusta-
lenia A. R. Thatcherall, ktéry stwierdzit, iz umieralnos¢ oséb dorostych i se-
dziwych opisana jest bardzo dobrze dzieki odwotaniu sie do zapisanego
w nieco odmiennej postaci modelu logistycznego:

(12)
gdzie z=aexp(/tc) = exp{)3(jc-0)} 13
zas$ 0 =-In(a)//3 (14)

W stosunku do poprzednio podanej formuty (8) zachodza réwnosci:

y =c\ /?=£>; ica=a.

Poniewaz dane pochodzgce z kilkunastu wspotczesnych rozwinietych krajow
wskazujg iz ? jest bliska 1, powyzszy model zapisany by¢ moze w prostszej
postaci, tozsamej z modelem Kannisto (10):

(15)

Szacunki dokonane przez Thatchera wskazujg na dobre dopasowanie tego
wiasnie modelu do danych odno$nie do porzadku wymierania dla WegierzX-XII
wieku i Anglii z lat 1640-1689, dla Wroctawia z lat 1687-1691, Anglii i Walii
z roku 1841 ilat 1980-1982, w dwdich ostatnich przypadkach z podziatem na
kobiety i mezczyzn. Co wiecej, Thatcher dokonal biomedycznej interpretaciji
parametréw funkcji logistycznej: a,j3,<p,y m

Wedle niego parametr y jest bliski Sredniemu poziomowi warto$ci funkciji
intensywnosci w wieku 30-35 lat, stad tez zmiany w jego wartosci wystepujace
wraz z uplywem czasu kalendarzowego (a doktadnie staly spadek) Thatcher
utozsamia z eliminacjg przyczyn zgondéw oséb w tym wieku w przesziosci,
a zatem przede wszystkim - choréb zakaznych i w przypadku kobiet zgonéw
okotoporodowych.

Z kolei parametr  jest SciSle zwigzany ze stopa wzrostu intensywnosci
umieralnosci wraz z wiekiem. W modelu logistycznym owa stopa, w przeci-
wienstwie do np. modelu Gopmertza, nie jest stala, lecz zmienna, obnizajac sie
wraz z wiekiem. Parametrten okazuje sie by¢wzglednie stabilnyw analizowanych
epokach historycznych, wskazujgc najprawdopodobniej na istnienie genetycznie
zdeterminowanego wzorca starzenia sie populacji.

Kolejny parametr O okresla wiek, w ktérym intensywno$¢ umieralnosci osiaga
wartosc¢ 0,5, zas prawdopodobienstwo zgonu warto$¢ okoto 0,4. Jednoczes$nie
jest to wiek okresSlajgcy pojawienie sie punktu przegiecia wykresu funkcji

N Thatcher A. R.: The long-term pattern of adult mortality and the highest attained age. "Journal of
Royal Statistical Society”, 1999, series A, vol. 162, part 1.
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logistycznej, wiek wynoszacy okoto dziewiecdziesigt/dziewieédziesiat kilka lat.
Poréwnanie oszacowanych warto$ci parametru <pwskazuje, iz dopierow ostatnich
dziesiecioleciach wystgpity zmiany poziomu umieralnosci sedziwych starcéw,
pomimo wczesniejszych zmian w populacji oséb mtodszych.

Olle, jak wczes$niej wspomniano, intensywnos¢ umieralnosci wsréd mtodych
dorostych (30-35 lat) zdeterminowana jest przez parametr ,zas w wieku bardzo
wysokim (powyzej 90 lat) przez parametr 9, o tyle w wieku $rednim dominuje
parametr. W dzisiejszych spoteczeristwach, gdzie umieralno$¢ w wieku 30-35

latjest bardzo niska, zachodzi nastepujgca relacja: ¢i®= . Patrzac na sza-
cunki oparte o dane historyczne widac, iz wtasnie ten parametr w najwiekszym
stopniu podlegat zmianom (nastepnym pod tym wzgledem byt ), co potwierdza
whnioski z innych badan, poswieconych fenomenowi procesu starzenia sie
ludno&ci.

Powyzszy model charakteryzuje sie w opinii A. R. Thatchera dobrym dopa-
sowaniem do danych, co nie powinno dziwi¢, zwazywszy na $ciste powigzanie
z modelami Kannisto, Makehama iw mniejszym stopniu Gompertza.

Znajomo$¢ prawidtowosci rzadzacych umieralnos$cig oséb bardzo starych
zyskuje obecnie coraz wieksza wage, za$ zastosowanie niewlasciwej metody
prognozowania intensywnosci procesu wymierania oséb w czwartym wieku
prowadzi¢ moze do nadmiernie pesymistycznych wynikow, efektem czego bedzie
mnostwo zyjgcych - aczkolwiek nieuwzglednionych w prognozach - starcéw.
Dlatego tez przedstawione w niniejszym referacie modele wymierania os6b bardzo
starych zastugujg na zapoznanie sie z nimi tak przez demograféw, jak i spe-
cjalistow z zakresu biometrii i matematyki aktuarialnej. Miejmy nadzieje, iz udoste-
pnienie przez polskie publiczne stuzby statystyczne szczego6towych danych
informacji o umieralnosci os6b sedziwych (zwtaszcza niepublikowanych w zadnej
postaci informacji odnoszacych sie do oséb w wieku 100 iwiecej lat) pozwoli na
przeprowadzenie weryfikacji prezentowanych w niniejszym tekscie modeli
parametrycznych na rodzimym materiale statystycznym.
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MODELE WYMIERANIA OSOB BARDZO STARYCH

Streszczenie

Wzrastajgca liczba os6b bardzo starych (najczesciej definiowanych jako
majace 80 i wiecej lat), jak i podnoszace sie prawdopodobieristwo dozycia
dowieku sedziwego, wzmagajawaznos¢ znajomosci formutopisujacych proces
wymierania tychze osob.

Celem artykutu jest przedstawienie rozpowszechnionych w literaturze demo-
graficznej modeli wymierania oséb bardzo starych. Zaprezentowano w nim formuty:
Gompertza, logistyczny, Kannisto oraz model Coale'a-Kiskera. Przywotana we-
ryfikacja modeli dokonana na podstawie wiarygodnych baz danych wskazuje na
wyzszos$¢ dwoch modeli: logistycznego i Kannisto. Za tymi formutami przemawiajag
dodatkowo badania Thatchera, sugerujace, iz model logistyczny w wersji Kannisto
stuzy¢é moze do opisywania intensywnosci wymierania oséb poczawszy juz
od wieku 30 lat.



