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Lestaw Gajek’

LOSOWA FLUKTUACJA WYNIKOW WYCENY PLANOW
EMERYTALNYCH'

STRESZCZENIE. W niniejszej pracy oszacowano statystyczng fluktuacjg wyni-
kéw wyceny (za pomoca metody kredytu jednostkowego) zobowiazan planu emerytal-
nego. Pokazano, ze wariancja wzglednej odchytki wyniku wyceny od wyceny wiasciwej
maleje wraz ze wzrostem stopy dyskontowej. Podano posta¢ przyblizona, przy wykorzy-
staniu centralnego twierdzenia granicznego, 95% przedziatu ufnosci dla wzglednej od-
chytki wyniku wyceny. Przy malych warto$ciach stopy dyskontowe;j i planach o liczno-
$ci 250 cztonkow, przedziat ufno$ci moze mieé¢ dhugoéé nawet rzedu 20%.

I. WSTEP

Podstawowymi parametrami wyceny planu emerytalnego sa: koszt normal-

ny, naroste zobowigzania oraz deficyt aktuarialny. W celu wyliczenia tych pa-

rametrow korzystamy ze wspotczynnikow iz"ym, ktére oznaczaja oczekiwang

warto$¢ obecnie dozywotniej renty o wysokosci 1/12 jednostki, ptatnej z gory co

miesigc do kofica Zycia emeryta w wieku y. Wsp6iczynniki z'iyz’ sa z kolei obli-

czane na podstawie rozkladu dlugosci zycia w populacji. Pierwszym Zrédtem
niepewnosci wynikéw wyceny planéw emerytalnych jest réznica migdzy rze-
czywistym a oszacowanym przez aktuariusza rozkladem diugosci zycia w po-
pulacji. Uzywajac terminologii statystycznej mozna by postawi¢ na przykiad
pytanie, czy $redni czas dalszego Zycia emeryta w wieku y jest oszacowany
w sposob nieobcigzony.
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Jezeli nawet odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca, rodza sig natychmiast
nastgpujace dwa pytania:

1) jak duze moga by¢ losowe fluktuacje czasu pobierania emerytury z planu?

2) jak oszacowaé losowe fluktuacje wyceny zobowigzah w planie emery-
talnym?

Odpowiedz na pierwsze pytanie mozna znalez¢ w monografii (Ander-
son 1992), natomiast drugie pytanie wedtug naszej najlepszej wiedzy pozo-
staje nadal bez odpowiedzi. Tymczasem oszacowanie losowej fluktuacji wyceny
zobowigzan planu jest niezbgdne dla oceny wiarygodno$ci bilansu aktywéw
i pasywow planu, jak rowniez dla okre$lenia odpowiedniej strategii inwestowa-
nia oraz budowania rezerw. Dlatego w tej pracy zajmiemy si¢ udzieleniem od-
powiedzi na drugie pytanie. W tym celu najpierw przeanalizujemy szczegbtowo
model z ciaglym rozktadem czasu trwania dalszego zycia i z ciagla kapitalizacja
(czes¢ II). W czedci IIT oszacujemy oczekiwang wielko§¢ kwadratu wzglednego
odchylenia wyceny zobowiazan planu, okre§lonych za pomoca metody kredytu
jednostkowego, od zobowiazan faktycznych. Nie bedziemy natomiast analizo-
wac precyzji przewidywan aktuariusza, dotyczacych zakonczenia aktywnego
uczestnictwa w planie z przyczyn emerytalnych lub poza emerytalnych. Odchy-
lenia przewidywan aktuariusza od faktycznego rozwoju planu sq podstawa do
okreslenia aktuarialnego zysku lub straty, zagadnienie to jest szczegbtowo oma-
wiane na przyklad w (Anderson 1992). Problematyce plan6w emerytalnych
po$wigcone sa réwniez pozycje: (Bacinello 2000), (Boyle 1998)
i(Logue,Rader 1998).

II. MODEL STOCHASTYCZNY

Czg$¢ wynikéw prezentowanych w tym paragrafie mozna znalezé w (A n -
derson 1992), tym niemniej zamieszczamy je tutaj dla wygody Czytelnika.
Niektore wyniki, na przyktad dotyczace oszacowan dla wspotczynnika zmienno-
$ci 7,, wydaja si¢ by¢ wczeéniej nieznane.

Przypusémy, ze emerytury placone sa w sposob ciagly oraz ze odsetki sa
kapitalizowane w sposob ciagly ze stalg intensywnoécia &(¢)=98. Niech T
oznacza dalszy czas zycia przypadkowego uczestnika planu (o z gory okreSlonej
badz dowolnej plci), ktory dozyt wieku x. Bedziemy przyjmowaé, ze T jest
zmienng losowa typu ciaglego o gesto$ci rozktadu f. Wéwcezas

P(t<T<t+dh)=f(t)dt
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przy czym

FO) =D K (2.1)
gdzie , p, jest prawdopodobienstwem przezycia przez uczestnika co najmniej ¢
lat (pod warunkiem, ze dozyt wieku x), natomiast 1 . jest funkcja hazardu
zmiennej losowej T. Zauwazmy, ze warto$¢ oczekiwana T, ET = ex , Wyraza si¢

nastgpujacym wzorem

ex = J: Dt 2.2)

natomiast wariancja 7, VarT = e wyraza si¢ wzorem
IR g ]
o2=2 jo t,p.dt —(ex) 2.3)
+(12)

(zobacz np. Gerber 1995). W tym paragrafie, zamiast a,”, rozwaza¢ beg-

dziemy oczekiwana warto$¢ obecng @, , dyskontowanej w sposob ciagly renty

dozywotniej o jednostkowej nominalnej wartoéci rocznej. Jak wiadomo (patrz
np.Gerber 1995)

]

X

=Ea =J‘:l(l—e'&)f(t)dt=

T

g e A oy i L

—.[0 g(l—e )'l px'#xﬂd —g——a_Ax (2'4)
gdzie A, oznacza jednorazows skladke netto na zakup dla danej osoby ubezpie-
czenia 0 wysokoSci jednostkowej ptatnego w chwili §mierci. Pokazemy, ze @,
jest malejaca funkcja argumentu & . W tym celu obliczamy pochodna

L =6l2 ["l+ne® ~1]rtyar 2.5)
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Poniewaz dla dowolnego & >0 i ¢> 0 zachodzi nieréwnos§é
St+l<e?,
dlatego dla kazdego ¢ > 0,

(8t + e -1<0.
Uwzgledniajac powyzsze w (2.5), otrzymujemy, ze Edgax <0 dla kazdego

4 >0. A zatem @, jest malejacq funkcjg argumentu §. Z tego i z (2.4) wynika,

ze
sup@, =lima, = lim 1-e”” f(t)dt =
b s = 3% T i s %
= '[:tf(t)dt =ET =e;. (2.6)

Dla naszych celow kluczowe znaczenie maja losowe odchytki zmiennej
losowej E; od jej warto$ci oczekiwanej a,. Miarg wielko$ci tych odchytek jest

Vara.,. Oczywiscie
T

Vara, = [ f(dr-a? = 2.7)
T 0 T

= [ S rl_e-& fdt 2
“Jo ) g e, ;

Poniewaz

2
jo a: f (s = fo [31-(1—5&)] f(t)dt =

1
52

—-égz—.f:e'&f(t)dt +517f:e'25‘f(:)dz )
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dlatego, korzystajac z (2.7) i (2.4), otrzymujemy
=2| (% -26 © -6t :
Vard, =6 [jo e f(t)dt{jo e f(t)dt) } (2.8)

Pokazemy, ze Vara. jest malejacq funkcja 6. W tym celu policzymy po-
T

chodng % Varc_z; . Z (2.8) otrzymujemy

d = s3] 7 s, -260 B 75,0 N
E—a—Vara,—Za { Jo Ote f(t)dt+Io e f(t)dt IO Ste™ f(t)dt

/4
=% & 2
{fremsoadf; o] |-

= 26'3[— j:(az +1)e ™ f(1)dt + fo’" (@ +De f (ot [ :e"& fdt  (2.9)

Zauwazmy, ze
-‘}%Vara; = 26'3[—fhgf +fhf f&f]

gdzie h(r) = (6t +1)exp(-6t) oraz g(t) = exp(-dt) . Poniewaz obie funkcje g i h
sq $ci$le malejace dla § > 0, z nierbwnoéci Czebyszewa wynika, ze

d
—Vara, <0,
5 araT<

a zatem Var E; jest funkcja malejaca parametru & dla 6 > 0. Stad wynika, ze

S S IR d i : e i
istnieje granica limg _,ozs—Vara,, by¢ moze rébwna + o0, i ze jest to jej naj-
/1

wigksza mozliwa warto$¢. Policzmy zatem t¢ granice:
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S ptagand G B ;
fim Varg. = lim [[1 s ]—{.[ v f(s)ds) :If(t)dt=

50 T §-0J0 Po) 0 o)

0

o 2
=J' [:2 -( J::vf(s)ds) ] f(t)dt = VarT, (2.10)

przy zalozeniu, ze Var T <eoo, ktére przyjmujemy, Ze jest zawsze speinione.
A zatem najwigksza mozliwa odchytka E; od @, mierzona za pomocg warian-

cji, jest rtéwna Var T.
Rozwazmy teraz wspoéiczynnik zmiennoSci 7, zmiennej losowe; E?.
T

Z definicji

Varﬁ;
Pl ; 2.11
T Ea. ( )
T

przy czym, jak pokazaliSmy powyzej, licznik i mianownik prawej strony (2.11)
sa funkcjami malejacymi parametru § . Dlatego z dotychczasowych rozwazan
nie wynika, czy 7 jest malejaca, rosnaca, stala, czy jeszcze innego rodzaju

funkcja parametru § . Udowodnimy, Ze w istocie jest to funkcja $ciéle malejaca.
Korzystajac z (2.4) i (2.7), tgq mozna zapisa¢ w postaci
T

[, a-e*7 fwar

l:f:(l-e'&)zf(t)dt]z <

72

a"l

Oznaczmy ‘r;ﬁ, traktowane jako funkcj¢ parametru & , przez ¢(6) . Wéwczas
T

.[0" (=Y e™ f(t)dt f: (1-e®) f ()t
9'(6)=2 - ; 3
Uo (l—e‘a’)f(t)dt}
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_ I: A-e*)2r (t)dtJ.:te'& f(t)dr .

3
[ [a-e* )f(z)dr}

j:(l —e ) f(t)ar j:ze"" f@t)dt 4
o 3
[f;a-e®rwa]

=2

X[Jm(l i g )Mdt s
;. [“re f(oyde
0

-8t
["a-e) Mz )Wy, ] (2.12)
0 [Ca-e*rar

Zauwazmy, ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym (oznaczmy je przez ()
jest postaci

a=["1-e)g i ~[ (1-e)g, (1), (2.13)
gdzie
&
8 (t) = :e—f(tl_
[ e fr
oraz

(1-e)f()
[Ta-e*) fwar

g, ()=

sq gestoSciami dwu rozktadow prawdopodobiefistwa na potprostej (0,00 ), kt6-
rych dystrybuanty oznaczymy odpowiednio przez G, i G,. Mozna pokazaé, ze
rozktad o dystrybuancie G, jest statystycznie zdominowany przez rozklad o dys-
trybuancie G,, a nastgpnie skorzysta¢ z odpowiedniej nieréwnosci dla calek
wzgledem takich rozktadéw. Ponizej pokazemy, nie korzystajac ze wspomnianej
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wiasnosci dystrybuant Gy i Gy, ze & <0 . Zauwazmy, Ze g i g2 sa rézniczkowal-
ne, przy czym dla pewnej stalej ¢ (zalezacej by¢ moze od d),

g(t) _ ¢ -1
81 !

jest dla & >0 funkcja rosnaca zmiennej 7. Istotnie, poniewaz dla dowolnych
8§ >0, t >0 zachodzi nierownos¢

e >1-6t,

dlatego e ¥(1-6t) <1, skad otrzymujemy

& —
d( g _e (5t21)+l>0.
dt| g, t

Poniewaz g, i g sa rozniczkowalne, ich iloraz jest rosnacy oraz obie catkuja
sie do 1, zatem istnieje 1o > 0 takie, ze dlaz > fo

&) >1
g, (1)

natomiast dla 0 <t <1, zachodzi przeciwna nierowno$¢. Prawa strong (2.13)
mozna przeksztalci¢ do postaci

R e _ & () S
o= jo (e —e )[1 ——gl(t)]gl(t)dt

o s oy 82() -
o Lo * gkj&mm—

=j°°(e‘5‘" e )l:l—-gl@]g,(t)dtd), (2.14)
0 gl(t)

gdzie ostatnia nierdwno$¢ wynika z faktu, ze w obu catkach wyrazenie podcat-
kowe jest ujemne. Z (2.12) i (2.14) wynika, ze ¢'(6) <0 dla kazdego 6>0,

azatem 7, jest malejaca funkcja parametru § . Dlatego
T
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,Varﬁﬂ aet
CoF o goNerty g (2.15)
Ea ET

;

sup7; lim
50

gdzie w ostatniej réwnodci skorzystali$my z (2.6) i (2.10), natomiast 7, oznacza

wspolczynnik zmienno$ci zmiennej losowe;j T.
Oszacujemy wielko$¢ ET, VarT oraz 7,, w przypadku typowego rozkladu

czasu trwania dalszego zycia. Z wielu prac dotyczacych tej tematyki wynika, ze
dobry opis rzeczywistej populacji w wieku emerytalnym daje model Gompertza.
Zgodnie z nim

'y bt
u'x+l e y’xe ’

gdzie w, jest funkcjg hazardu w chwili x, natomiast b jest pewna stalq. Poniewaz

Dy = exp( - J.(:ymds) = exp[-— Ebi(e"’ - 1)] ; (2.16)

stad i z (2.1) otrzymujemy wzbr na gesto§é rozkladu czasu trwania dalszego
zycia w modelu Gompertza:

fO=pu, cxp[bt —ﬁb"—(e"' —1)] :
Korzystajac ze wzoréw (2.2) oraz (2.16), otrzymujemy

ex = J':exp[—gbi(e"’ - I)Jdt =

1
.___eu,/b

b f e

1 oy M
=—e™""H| log—= |, 2:17
p (8b (2.17)

gdzie funkcja

H()= J'IN exp(—e")du
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jest okre$lona i rozniczkowalna nieskonczenie wiele razy na calej prostej. Po-
nadto latwo wida¢, ze jest to funkcja $cisle malejaca i $cisle wypukta. Wykres
funkcji H podany jest na rysunku 2.1.

10
9 4
8
7
6
5
4 4
3
2 4
1

o ) Ll L} Ll 1 L) L)

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6
Rys. 2.1. Wykres funkcji H(z)

Wprowadzajac nowy parametr 0 =log(u, /b), wzér (2.17) mozna zapisa¢ w
postaci

ex =-11;H(e)/exp(—e"). (2.18)

Korzystajac z ktoregokolwiek ze standardowych programéw do obliczen
numerycznych, mozna obliczy¢ ze wzoru (2.17) lub (2.18) wartos¢ é, dla inte-
resujgcych nas parametrow U, ib.

Wyprowadzimy, ze wzoréw (2.3) i (2.16), wzér na drugi moment zmiennej
losowej T

Y QP s % 4 _EL bt _ e
ET —ZIot,pxdt—ZIOtexpl: =G ljldt—
2
b2

og(p, /b) b

e“""J‘: (u - logy—"—]exp(—e“ Ydu =
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= b%'[: (u -—9))exp(—e“ )du /exp(—ee ). (2.19)
Zdefiniujmy dla € R funkcje
6= '°° (u—1))exp(~e")du, (2.20)

ktéra jest nieujemna, rézniczkowalna nieskonczenie wiele razy, $ci$le malejaca,
Scisle wypukla, przy czym tatwo zauwazy¢, ze

G't)=-H(@). (2.21)

Korzystajac z definicji funkcji G, (2.19) mozna zapisaé w postaci
ET?=2G(9)/ . 2.22
g (0)/exp(-e”) . (2.22)

Wykres funkcji G przedstawiono na rysunku 2.2.

50
45
40
35
30 +
25 -
20 -+
15 -
10 +
5 4

0 T T T e T T T

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

Rys. 2.2. Wykres funkcji G(f)



60 Lestaw Gajek

Warto$¢ funkeji G mozna tatwo obliczy¢ numerycznie dla zadanych para-
metréw WU, i b, a nastepnie wykorzysta¢ wzér (2.19) lub (2.22) do oblicze-

nia E7%
Ze wzordw (2.18) i (2.22) wynika wzor na wariancjg dalszego trwania zycia

VarT = 2G(@)exp(-e®) - H?(0))/(bexp(~¢*) ) =

3 8] 0
=(e,)2{2%g:;‘—(pg)e—)—1]. (2.23)

Poniewaz wspétczynnik zmiennoéci 7, zmiennej losowej T wyraza sig
wzorem

z (2.23) otrzymujemy, ze

G(0)exp(—e?)
= [2——==" ], )
T \/ AT (2.24)

a zatem T, zalezy od b tylko poprzez parametr 6 . Pokazemy, ze wspotczynnik
zmienno$ci 7, zbiega do 0, gdy 6 — e, Zauwazmy najpierw, ze

0&1’&!1'(0) - el_i.[i(—l) exp(-e®)=~1. (2.25)

Korzystajac z reguty de I’'Hospitala oraz (2.21) i (2.25), otrzymujemy

by A e AR
0= H*(@) 0--=2H(O)H'©)

. 1
1 LG 2.6
5= 2H'0) 2 (2:50)
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7 (2.24) i (2.26) wynika, ze w modelu Gompertza

g VarT
lim

0— -0

=0

X

tzn. przy matych warto$ciach parametru 6 wspotczynnik zmiennosci 7, jest w
przyblizeniu réwny 0. Warto podkresli¢, ze wspoiczynnik zmiennosci 7, zalezy
jedynie od ilorazu warto$ci parametréw K i b. Przyktadowo, dla u = 0,01
i b=0,15 parametr 6 = -2,71 i dokladna warto§¢ wspoétczynnika zmiennosci
wynosi 7, = 0,417; jezeli b = 1,5 przy tej samej warto$ci U , to 6 = -5,01
i7, =027

Pokazemy teraz, ze dla duzych wartoéci parametru 0 wspétczynnik zmien-
nosci T, jest w przyblizeniu réwny 1. Scisle méwiac, pokazemy, ze

vJVarT

o

€x

lim

0—re0

=1.

Poniewaz H (9)9—) 0, korzystajac z reguly de I’'Hospitala obliczamy, ze

e exp(—€?) i —e™? exp(=e?) —exp(—€°) g
000 H (0) 0 —re0 il exp(..eo)

15 (2.28)

Stad otrzymujemy natychmiast, ze

-0 111
lm i(_e_). = —1 "
0 H(O)

Z drugiej strony, korzystajac z reguty de I’'Hospitala i powyzszej granicy,
dostajemy

im G(©) = lim G'(0) =
0= e CH (@) 0= —-ePH(@O)+eH'(0)
: 1 2
_532_ g THE) =1. (2.29)

H(0)
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Z (2.28) 1 (2.29) wynika, ze

Scll M

Uwzgledniajac powyzsze w (2.24), dostajemy (2.27). Przyblizenie

vJVarT

o

€x

=1

Jest tym dokfadniejsze, im u, jest wigksze w poréwnaniu z b. Jezeli na przy-
kfad p, =0,55,5=0,07,t0 0 =2,06i 7, =0,91.

Wiadomo (patrz (Anderson 1992), Wettersrand), ze dalsze
trwanie zycia populacji me¢zczyzn w USA, ktérzy dozyli wieku 65 lat, jest dosé
dobrze opisane rozktadem Gompertza o parametrach i, = 0,0204, b = 0,097
oraz 6 =-1,5592. Dokladna warto$é¢ wspétczynnika zmiennoéci dla zmiennej 7,
obliczona bezposrednio z (2.23) wynosi 0,526. Na rysunku 2.3 ponizej przed-
stawiono wykres wspotczynnika zmiennoéci 7, rozkladu Gompertza, jako

funkcji parametru 6 .

1,0
0,9 4
0,8 -
0,7 A
0,6 4
0,5 -+
0,4 -
0,3 -
0,2 A
0,1 T T T T T

Rys. 2.3. Wykres funkcji 74 (6)
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III. OSZACOWANIE STATYSTYCZNEJ FLUKTUACJI WYCENY
ZOBOWIAZAN

Przypus¢my, ze wszyscy cztonkowie planu przechodza na emeryturg w tym
samym wieku y. Naroste w roku ¢ zobowigzania wobec grupy A, aktywnych
cztonkéw planu, AL, zgodnie z metoda kredytu jednostkowego w modelu z cia-
glymi wyplatami wyrazajg si¢ nastgpujacym wzorem:

: D
AL = ¥ B'(xpa, =~ ,
JeA i s

)

gdzie D, =v’l,. Oznaczamy przez Tj' faktyczng diugos$¢ Zycia na emeryturze

J-tego uczestnika, planu pod warunkiem ze dotrwat on w planie do emerytury; w
przeciwnym razie polézmy Tj' =0 na mocy definicji. Stad faktyczna warto§¢

obecna w roku 7 narostych zobowigzan wobec uczestnikéw planu wynosi

AL = N B/ (e yan’™
je g

J

Wzgledna odchytka AL: od AL, wyraza si¢ wzorem

Wi 1):
AT AL - AL =‘—1-—IZ(__/E_‘ -am, (3.1)

gdzie

ot .
nst!(xj)—’/ZBf(xj)D’ :

X, JEA X

(3.2)

A zatem AAL, jest §rednig wazong odchytek wspotczynnikow a,/1)a,
v

J
od ich wartosci oczekiwanej a , - Interesuje nas oszacowanie odchyiki AAL, w

sytuacji, gdy stopa zwrotu & 20 przyjmuje najbardziej niekorzystng wartoé¢.
Jezeli grupa uczestnikéw planu jest jednorodna, to z (3.1) otrzymujemy, ze

EAAL =0.
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Aby zmierzy¢ Srednig wielko§é losowych fluktuacji AAL,, obliczymy wa-

riancj¢ odchytki AAL,. Jezeli zmienne losowe Tj' sq statystycznie niezalezne, to

2
L
VarAAL,:-_IT A3 | Varz. . (3.3)
ay jea, y 7
Mozna bezposrednio obliczy¢, ze
- =2 l,V 24 yd ly
Vara. =a; —|1-— |+ Vara_ - . (3.4)
s l Tl
J Xj x} X/
Stad
. Vara,
VardAL=Y —— g, +—T (3.5)
jea, y-x; Py )

Z nier6wnosci Schwartza otrzymujemy oszacowanie z dotu dla Var AAL, :

Vara,,
__27 < VardAL, .
na,

Niestety, ze wzoru (3.5) wynika, Ze Var AAL, zalezy od § nie tylko poprzez
VarE; /Eyz, ale rowniez poprzez 7 ; (patrz wzér (3.2)). Poniewaz dla kazdego
6 20 wagi 7; sumuja si¢ do 1, nie jest mozliwe, aby wszystkie wspotczynniki
7 ; mialy jednoczesnie taki sam rodzaj monotonicznosci ze wzgledu na &. Oka-
zuje si¢ jednak, Zze przy pewnych sposobach grupowania danych zaleznoé¢ 7 j

od stopy procentowej nie odgrywa wigkszej roli.
Przypu$émy zatem, Ze zbior A, zostal podzielony na I kohort Arpr=1nml

w ten sposéb, ze dla wszystkich czlonkéw kohorty A,; wyrazenie
B/ (x ;)D, /D,) jest w przyblizeniu stale (0znaczaé je bedziemy przez B).
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Wéwczas

! [‘r % ¥
AAL,-‘;'Z , z([fa;—ay),
zﬂ,n,, sy B

i=1

gdzie n,; oznacza liczno$¢ kohorty A,;. Jezeli struktura ptacowo-wiekowa planu
jest taka, Ze liczno$¢ kohorty maleje odwrotnie proporcjonalnie do f;, tzn

n,;=clp;, to

!
AAL = ?l-zi b (TXLE" -a,]. (3.6)

a3 m ex,

Tak wigc wzgledna precyzja oszacowania nabytych uprawnien jest $rednig
po kohortach z warto$ci §rednich odchylek wewnatrz kohort wsp6tczynnikow
(lx/ /1)) a. od ich wartoci oczekiwanej a,. Zakiadajac, ze rozklad czasu dal-

T
szego trwania zycia jest dla wszystkich cztonkéw planu taki sam, otrzymujemy
(po skorzystaniu z (3.6))

EAAL =0.

Zakladajac statystyczng niezalezno$¢ rozkladéw dalszego trwania zycia
uczestnikéw planu, otrzymujemy z (3.6)

Var AAL, = 2122 2(")Var

i=1 u jEA,

i 2 Z y—x, px, +T§?)' (37)

lz i=t Myi jeA, y-x; Px,

Wydaje sig, ze poniewaz y-x, Px, $3na ogo6t bliskie 1, do§¢ doktadne powin-
no by¢ przyblizenie

(3.8)

i=l H

otrzymane z (3.7) po zastapieniu y-x, Py, PIZ€Z 1.
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W rzeczywisto$ci przyblizenie (3.8) moze by¢ jednak malo precyzyjne. Aby
to doktadniej zbada¢, przeksztatcimy najpierw wzér (3.7) do postaci

2
vesr, =23 Ly L 1L Z[ . ]

i=1 nu 1€A,, y=x; xj i=] nll JEA

T+1[

1 1
B 2 2 2 :
i=1 nl.i i=1 My /GA,,[ y=x; px, ]

Niech

-1
1 1
Hl.i o e E
Ny jea, y=%; px}

oznacza $redniag harmoniczng prawdopodobienstw R N kohorcie A, ;.

Wowczas

T2 2§
7

- ¥ 12 N Sl (3.9

1 i=l My

VarAAL,

Poréwnajmy przyblizenie (3.8) i wzér doktadny (3.9); iloraz € sktadnika opusz-
czonego do pozostawionego wyraza si¢ wzorem

T- +1 ;
e=——Y (- 1)a;, (3.10)

gdzie o, =n;} /Y n;} . Azatem € jest érednia wazong odchylek od 1 odwrot-
no$ci $rednich harmonicznych prawdopodobienistw yox; Dy We wszystkich ko-

hortach, pomnozong przez wspoétczynnik
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T2 +1

ktory moze by¢ bardzo duzy dla matych wspétczynnikow zmiennosci r,-f-ﬂ.
T
Ze wzoru (3.6) wynika, ze jezeli liczebno$¢ kohort jest do§¢ duza, to AAL,
ma w przyblizeniu rozklad normalny o wartosci oczekiwanej zero i wariancji
danej wzorem (3.7). A zatem z prawdopodobienstwem okoto 0,95 dla dowolne-
go & 20 sg spetnione nierdwnosci

_Lgo /12 _<AAL<1960‘/_2_2_1_, B.11)
ey Pian ey I 53

jezeli stosujemy wzor przyblizony (3.8). Natomiast, jezeli przyblizenie (3.8) jest
zbyt niedoktadne, to zamiast (3.11) nalezy uzywaé¢ dokladniejszego przedziatu
ufnosci

02 2

2 2
1 1 Y= 4 +to/e 1 2 1 y=x 9 +o°/e
SR e LR o R

i=l M jea,, y-x; Px, i=l M je,, y-x; Px,

ktéry dla kazdego & =0 ma poziom ufnosci (co najmniej) okoto 0,95.

Powyzsze odchylki pojawiaja si¢ z powodu naturalnej fluktuacji §miertelno-
$ci osobnikéw w populacji.

Przyklad 3.1. W praktyce grupg uczestnikéw planu mozna dzieli¢ na 5-25
kohort; dla celéw poréwnawczych przyjmijmy, ze jest to 6 kohort. W tabeli 3.1
przedstawiono dlugosci przedziatéw ufnosci dla pigeiu przypadkéw plandéw
o roznych liczno$ciach.

Tabela 3.1
Lp. n, Dlugo$¢ przedziatu ufnodci dla AAL, (w %)
1 144 26,2%
2 250 19,9%
3 500 14,1%
4 1000 9,9%
5 10000 3,1%
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Jak wida¢, nawet przy planach o stosunkowo duzej liczebnoci (250-1000)
wzgledny blad predykcji narostych zobowiazaf, spowodowany statystyczng
zmienno$cig $miertelno$ci w populacji, moze byé duzy.
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Lestaw Gajek

RANDOM FLUCTUATION OF PENSION
PLANS VALUATION

In the paper the statistical fluctuation of the results of pension plan valuation (by use of unit
credit method) is estimated. It is shown that the variance of the relative deviation of the valuation
result from the proper valuation decreases with the increase of discount rate, The approximate
form is given, with the aid of the central limit theorem, of the 95% confidence interval for the
relative deviation of the valuation result. For small values of discount rate and plans for 250 mem-
bers the confidence interval can have the length of 20%.



