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Czestaw Domanski"

MOC TESTOW LOSOWOSCI OPARTYCH NA LICZBIE SERII
WIELOKROTNYCH

STRESZCZENIE. Testy oparte na teorii serii znajdujg coraz szersze zastosowanie
zarOwno we wnioskowaniu statystycznym jak rowniez w statystycznej kontroli jako$ci.
Zwlaszcza tam, gdzie przedmiotem zainteresowania sa zjawiska, ktore mozna scharakte-
ryzowaé przez zmienne dwupunktowe lub wielopunktowe. Przykladem takich zmien-
nych moga by¢ odpowiedzi na pytania zawarte w kwestionariuszu o charakterze jako-
Sciowym.

Za pomocy testow serii mozna weryfikowa¢ wiele roznorodnych hipotez, na przy-
kiad, ze:

— obserwacje w probie sa niezalezne (testy losowosci),

— dwie lub wigcej populacji ma ten sam rozktad,

- model regresji jest liniowy.

W pracy przedstawiono moc testow niezaleznoéci elementéw w prébie dla trzech lub
wigcej rodzajow elementéw, ktorych funkcjami testowymi sg liczby serii odpowiednio
trzech, czterech, ..., dziesigciu rodzajow elementow.,

I. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech bgdzie dany cigg zmiennych losowych
X[)XZs---s X" (1)
o tym samym rozkladzie skokowym z s warto$ciami, t;j.

P(X,; =x,)=pj I =50 (2)

* Prof. zw. dr habil., Katedra Metod Statystycznych, Uniwersytet £.6dzki.
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przy czym

ipj =1: i=l,..,n.

J=

Dla oznaczenia liczby elementéw j-tego rodzaju w ciagu (1) korzystaé be-
dziemy ze wzoru

n, =card(i: X, = x,) (3)

przy czym

Zdefiniujemy liczbg serii w ciagu (1)
K,=1+card(i:i>1, X, # X, , (4)

Obszar krytyczny dla hipotezy o niezalezno$ci elementow préby oparty jest
na rozkladzie liczby serii w ciagu (1) przy zalozeniu, ze zmienne X; sa niezalez-
ne.

Rozktad dla dwoch rodzajéw elementéw byt badany przez Stevensa
(1939), Mooda (1940), Walda i Wolfovitza (1940), Sveda
iEisenhorta (1943), za$ dla trzech i wigcej rodzajow elementéw przez
Bartona iDavida (1957),Bartona (1966). Niektére nowsze wyniki
mozna znalez¢ w monografii Gibson (1987). W pracach tych podano kom-
binatoryczne formuly dla liczby i dlugosci serii dla dwéch, trzech i czterech
elementéw jedynie dla matych prob. Wynika to ze stosunkowo ztozonych wzo-
row, ktére powoduja ktopoty numeryczne.

Dla dwéch rodzajéw elementéw (s = 2) opublikowali$my stosunkowo ogol-
ne wzory rekurencyjne (por. Domanski, Tomaszewicz 1984), ktére
moga by¢ stosowane, gdy zmienne (1) tworza stacjonarny tancuch Markowa.
Zauwazmy, ze liczba serii jest zmienng skokowa, zatem (pomijajac wyjatkowe
przypadki) nie jest mozliwy taki dobor wartosci krytycznej, aby rozmiar testu
byt dokladnie rowny wybranemu poziomowi ¢ . Z tego tez wzgledu proponuje-
my testy zrandomizowane.
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IL. TEST NIEZALEZNOSCI OPARTY NA LICZBIE SERII
WIELOKROTNYCH

Niech bedzie dana proba n elementowa. Na podstawie tej proby nalezy zwe-
ryfikowa¢ hipotezg H, o niezaleznosci jej elementow, tzn.

HYP(X G XYy = PR ) v PEXD (5)

wobec hipotezy alternatywnej Hy, Ze proba ta tworzy fancuch Markowa
H,:P(X,, X, X1, X,)=P(X,), P(X, | X)) ... P(X, | X)) (6)
Zajmiemy si¢ moca testow serii wielokrotnych przy pewnej wyspecyfiko-

wanej hipotezie alternatywnej H, . Rozktad kazdej jednoparametrowej zmiennej
(1) jest taki sam i okre§lony rOwnaniem

P(X;=x;)= L
s
Macierz przejécia ma postaé

Pu Pz o Py
P21 Pn - Py

@)
Psy Ps2 «+ Py
gdzie
P, =P(X,=ulX =1).
Mozna ja zredukowaé do nastgpujacego wzoru:
a b
U ) A o
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przy czym

—
|
Q

S
]

©
|
—

gdyz a+ (s—-1)b = 1.
Miarg zwigzku migdzy zmiennymi X; a X, moze by¢ parametr a. Jesli

parametr a=1, bedziemy mieli do czynienia z zaleznoscia funkcyjna, gdy a = e
s

$wiadczy to o braku zalezno$ci. Do pomiaru zalezno$ci mozna wykorzystaé
takze inng miarg, np. miernik informacyjny postaci:

_—alna—-(s-1Dblnb
Ins

1=1 )

gdzie

Nie widzielimy mozliwo$ci analitycznego rozwigzania réwnania (9)
wzgledem a. Nie ma jednakze problemu numerycznego z wyznaczeniem a przy
danym 1. Rozwigzanie to bedziemy w dalszym ciagu oznacza¢ symbolem a(1).

W badaniach uwzgledniamy tylko autokorelacje dodatnia, z tego tez wzgle-
du rozwazamy lewostronny test serii wielokrotnych (mata liczba serii §wiadczy
przeciw hipotezie zerowej a za H,). Ze wzgledu na duza ztozono$¢ wzoréw
rozktadu liczby serii wielokrotnych przy zatozeniu taficucha Markowa (por. np.
Barton 1966) proponujemy nastgpujaca formulg rekurencyjna;

R;(n,k) = R,(n=LK)p, + ¥, (n-1k=1)p,, (10)

h=j
dlaj=1,..,s, k=2,3,..,n przy warunkach poczatkowych

RIA =p)'= P&, =) (11)

R, (1,k)=0 dia j=1,..,s, #=1,2,.



Moc testéw losowosci opartych na liczbie serii wielokrotnych 13

Liczby Ry(n, k) oznaczaja prawdopodobienstwo tego, ze w n-elementowej
prébie liczba serii wielokrotnych jest réwna ¢, przy czym ostatni element préby
jest réwny: X; = j.

Ostateczny wzor na rozkiad prawdopodobienstwa liczby serii przyjmuje
postac:

P(K, =k)= 3 R,(n,k) (12)

J=l

III. ZAKRES BADANIA

W badaniu uwzgledniliSmy nastgpujace warto§ci parametréw od ktérych
moze zaleze¢ moc badanych testow

1. Do pomiaru zaleznoéci dziesi¢¢ warto$ci I'i a (I)

2. Siedem wartosci n=10, 20, 30, 40, 60, 80, 100

Rozwazmy osiem testow niezaleznosci opartych na liczbie serii K, uwzgled-
niajac liczbe serii;

= trzech rodzajéw elementéw
czterech rodzajéw elementéw

................................................

................................................

— dziesigciu rodzajow elementow.
Moc tych testow oszacowaliSmy metoda Monte Carlo na podstawie szeregu
eksperymentéw po 2000 préb (repetycji) kazdy.

IV. WNIOSKI

Wyniki naszych badan przedstawione sa w tablicy 1 dla przyjetego poziomu
istotno$ci & =0.01. Na podstawie liczb zawartych w tab. 1 mozna sformutowaé
nastgpujace wnioski:

1. Wyznaczone za pomocg wzoru rekurencyjnego warto$ci kwantyli roz-
ktadéw serii wielokrotnych dla s = 3, 4, ..., 10 odpowiadaja poziomowi rozmiaru
testu (por. pierwszy wiersz tab. 1 dla poszczeg6lnych s).

2. Moc testow serii ro$nie wraz ze wzrostem n.

3. Wraz ze wzrostem liczby serii wielokrotnych moc testéw niezaleznoéci
ro$nie.

4. Jezeli entropia I spada o 30%, to moc testu opartego na liczbie serii
trzech rodzajéw elementow ksztattuje si¢ na poziomie 90% dla n = 20.
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5. Poczawszy od s = 5 dla n = 20 moc testu serii przekracza 85% przy
spadku entropii juz o 20%. Wniosek ten uzasadnia celowo$é¢ stosowania testow
opartych na seriach wielokrotnych i prowadzeniu dalszych badan dotyczacych
ich mocy.
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Czestaw Domariski

POWER OF TESTS FOR RANDOMNESS BASED ON THE NUMBER
OF MULTIPLE RUNS

Tests based on the number and length of runs find their use more and more often. The reason
is that they are nonparametric tests i.e. the ones that need no assumptions on the population distri-
bution. Some of these tests applications are the following: randomness of samples, the same distri-
butions of different samples, linearity of regression models. In statistical literature tests power
problems were usually approached asymptotically with focus on only two kinds of elements (see
eg. Barton, 1966, Gibson 1987). In the paper a generalization of the independance test
for three or more kinds of elements is considered and its power is investigated.
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Tablica l
Empiryczna moc testow serii wielokrotnych dla o = 0,01
I a(l) n=10 | n=20 | n=30 | n=40 [ n=60 [ n=80 | n=100
1 2 3 4 o 6 7 8 9
§=3
0.00 | 0.3333 010 010 010 010 .010 010 010
0.10 | 0.5623 .179 .385 574 720 .897 966 .990
0.20 | 0.6584 371 716 .894 966 .997 1.000 1.000
0.30 | 0.7308 .560 .899 983 998 1.000
0.40 | 0.7902 721 973 .998 1.000
0.50 | 0.8405 .844 .995 1.000
0.60 | 0.8839 926 .999
0.70 | 0.9215 973 1.000
0.80 | 0.9537 .994
0.90 | 0.9804 .999
1.00 | 1.0000 1.000
s=4
0.00 | 0.2500 .010 .010 010 .010 .010 .010 .010
0.10 | 0.4952 .245 493 681 825 950 988 997
0.20 | 0.6323 488 .825 948 .989 1.000 1.000 1.000
0.30 | 0.6843 .693 956 .995 1.000
0.40 | 0.7524 .839 992 1.000
0.50 | 0.8107 928 .999
0.60 | 0.8615 974 1.000
0.70 | 0.9057 .993
0.80 [ 0.9440 .999
0.90 | 0.9762 1.000
s=5
0.00 | 0.2000 010 .010 .010 .010 010 .010 .010
0.10 | 0.4518 .259 .548 .750 .870 972 995 .999
0.20 | 0.5651 .506 .866 971 994 1.000 1.000 1.000
0.30 | 0.6530 707 972 .998 1.000
0.40 | 0.7266 721 973 998
0.50 | 0.7901 932 1.000 1.000
0.60 | 0.8458 976
0.70 | 0.8946 .994
0.80 | 0.9371 .999
0.90 | 0.9731 1.000
s=6
0.00 | 0.1667 010 .010 010 010 .010 010 010
0.10 | 0.4209 319 .604 .789 905 981 .997 1.000
0.20 | 0.5382 .599 .902 .980 .999 1.000 1.000
0.30 | 0.6301 .797 .983 .999 1.000
0.40 | 0.7075 912 .998 1.000
0.50 | 0.7748 969 1.000
0.60 | 0.8340 991
0.70 | 0.8862 .998
0.80 | 0.9319 1.000
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Tablica 1 (cd.)
1 R T 4 5 6 7 SEN NG

s=7
0.00 | 0.1429 .010 .010 .010 .010 .010 .010 .010
0.10 | 0.3976 318 .635 .819 921 987 .998 1.000
0.20 | 0.5177 .597 916 .986 .998 1.000 1.000
0.30 | 0.6124 794 986 .999 1.000
0.40 | 0.6927 910 998 1.000
0.50 [ 0.7628 968 1.000
0.60 | 0.8247 991
0.70 | 0.8795 998
0.80 | 0.9277 1.000

s=8
0.00 | 0.1250 .010 .010 .010 .010 010 .010 .010
0.10 | 0.3793 339 .659 .846 934 .990 .999 1.000
0.20 | 0.5013 .620 .929 .990 .999 1.000 1.000
0.30 | 0.5982 810 .990 1.000 1.000
0.40 | 0.6807 919 .999
0.50 | 0.7530 971 1.000
0.60 | 0.8171 992
0.70 | 0.8740 999
0.80 | 0.9242 1.000

=9

0.00 [ 0.1111 .010 .010 .010 .010 .010 .010 .010
0.10 | 0.3645 382 .681 .865 947 993 .999 1.000
0.20 | 0.4879 672 937 .992 999 1.000 1.000
0.30 | 0.5865 .849 991 1,000 1.000
0.40 | 0.6707 941 .999
0.50 | 0.7448 981 1.000
0.60 | 0.8107 995
0.70 | 0.8694 .999
0.80 | 0.9213 1.000

s 210
0.00 | 0.1000 .010 .010 .010 .010 .010 .010 .010
0.10 | 0.3521 407 A ) .873 951 .994 .999 1.000
0.20 | 0.4766 .705 952 993 .999 1.000 1.000
0.30 | 0.5765 .876 .995 1.000 1.000
0.40 | 0.6623 .956 1.000
0.50 | 0.7379 988
0.60 | 0.8052 997
0.70 | 0.8654 1.000

Z r 6 d 1 o: Obliczenia wlasne.
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Tablica 2
Empiryczna moc testéw serii wielokrotnych dla & = 0,05
I a(l) n=10 | n=20 | n=30 [ n=40 | n=60 | n=80 [ n=100
1 2 3 4 5 6 7 8 9
s=3
0.00 | 0.3333 .050 050 050 .050 .050 .050 .050
0.10 | 0.5623 409 647 .803 .895 973 994 999
0.20 | 0.6584 646 .892 973 994 .999 1.000 1.000
0.30 | 0.7308 .807 974 997 1.000 1.000
0.40 | 0.7902 906 995 1.000
0.50 | 0.8405 961 999
0.60 | 0.8839 987 1.000
0.70 | 0.9215 997
0.80 | 0.9537 1.000
0.90 | 0.9804
1.00 | 1.0000
s=4
0.00 | 0.2500 .050 .050 050 .050 .050 .050 .050
0.10 | 0.4952 491 726 .872 943 990 998 1.000
0.20 | 0.6323 .740 .937 989 998 1.000 1.00
0.30 | 0.6843 .882 989 999 1.000
0.40 | 0.7524 953 .999 1.000
0.50 | 0.8107 .985 1.000
0.60 | 0.8615 .996
0.70 | 0.9057 999
0.80 | 0.9440 1.000
0.90 | 0.9762
1.00 | 1.0000
s=35
0.00 | 0.2000 .050 .050 .050 .050 .050 050 .050
0.10 | 0.4518 502 775 912 961 .994 .999 1.000
0.20 | 0.5651 749 958 995 999 1.000 1.000
0.30 [ 0.6530 .886 .994 1.000 1.000
0.40 | 0.7266 995 999
0.50 | 0.7901 985 1.000
0.60 | 0.8458 .996
0.70 | 0.8946 .999
0.80 | 0.9371 1.000
§s=6
0.00 | 0.1667 .050 .050 .050 .050 050 .050 .050
0.10 | 0.4209 573 .804 927 975 .997 1.000 1.000
0.20 | 0.5382 817 969 997 1.000 1.000
0.30 | 0.6301 931 996 1.000
0.40 | 0.7075 978 1.000
0.50 | 0.7748 994
0.60 | 0.8340 .999
0.70 | 0.8862 1.000
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Tablica 2 (cd.)

R R S e Vb M o e i y i e (i e | TR TSR

0.00 | 0.1429 .050 .050 .050 .050 .050 .050 .050

0.10 | 0.3976 567 .839 942 .980 .998 1.000 1.000

0.20 | 0.5177 812 979 .998 1.000 1.000

0.30 | 0.6124 928 998 1.000

0.40 | 0.6927 977 1.000

0.50 | 0.7628 .994

0.60 | 0.8247 999

0.70 | 0.8795 1.000

§=8
0.00 | 0.1250 .050 .050 .050 .050 .050 .050 .050
0.10 | 0.3793 578 842 947 984 998 1.000 1.000
0.20 | 0.5013 819 929 998 1.000 1.000
0.30 | 0.5982 931 998 1.000
0.40 | 0.6807 978 1.000
0.50 | 0.7530 994
0.60 | 0.8171 .999
0.70 | 0.8740 1.000
$i=9
0.00 | 0.1111 .050 .050 .050 .050 .050 .050 .050
0.10 | 0.3645 .606 871 954 985 .999 1.000 1.000

0.20 | 0.4879 .839 986 .999 1.000 1.000

0.30 | 0.5865 941 999 1.000

0.40 | 0.6707 982 1.000

0.50 | 0.7448 .995

0.60 | 0.8107 999

0.70 | 0.869%4 1.000

s=10

0.00 | 0.1000 .050 .050 .050 .050 .050 .050 .050

0.10 | 0.3521 .650 871 958 987 997 1999 1.000

0.20 | 0.4766 872 .986 999 1.000 1.000

0.30 | 0.5765 .959 999 1.000

0.40 | 0.6623 989 1.000

0.50 | 0.7379 997

0.60 | 0.8052 1.000

Z 1 6 d 1 o: Obliczenia wlasne.
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Empiryczna moc testéw serii wielokrotnych dla & =0,10

Tablica 3.

I | a® [ n=10 | n=20 [ n=30 [ n=40 [ n=60 | n=80 | n=100
s=3
0.00 | 0.3333 100 .100 100 .100 .100 .100 .100
0.10 | 0.5623 .536 768 887 947 .989 998 1.000
0.20 | 0.6584 749 .945 989 .998 1.000 1.000
0.30 | 0.7308 874 989 999 1.000
0.40 | 0.7902 943 998 1.000
0.50 | 0.8405 978 1.000
0.60 | 0.8839 .993
0.70 | 0.9215 .998
0.80 | 0.9537 1.000
s=4
0.00 | 0.2500 .100 .100 .100 .100 .100 .100 .100
0.10 | 0.4952 597 832 932 973 .996 999 1.000
0.20 | 0.6323 .810 972 996 999 1.000 1.000
0.30 | 0.6843 919 996 1.000 1.000
0.40 | 0.7524 .996 1.000
0.50 | 0.8107 900
0.60 | 0.8615 .998
0.70 | 0.9057 1.000
s=5
0.00 | 0.2000 .100 .100 .100 .100 .100 .100 .100
0.10 | 0.4518 .660 .863 952 982 998 1.000 1.000
0.20 | 0.5651 .865 981 998 1.000 1.000
0.30 | 0.6530 952 998 1.000
0.40 | 0.7266 985 1.000
0.50 | 0.7901 996
0.60 | 0.8458 999
0.70 | 0.8946 1.000
5=6
0.00 | 0.1667 .100 .100 .100 .100 100 .100 .100
0.10 | 0.4209 .664 .889 965 989 999 1.000 1.000
0.20 | 0.5382 .866 987 .999 1.000 1,000
0.30 | 0.6301 952 999 1.000
0.40 | 0.7075 985 1.000
=7
0.00 | 0.1429 .100 .100 100 100 .100 100 100
0.10 | 0.3976 .696 .899 970 991 .999 1.000 1.000
0.20 | 0.5177 .887 989 .999 1.000 1.000
0.30 | 0.6124 962 999 1.000
0.40 | 0.6927 .989 1.000
0.50 | 0.7628 997
0.60 | 0.8247 1.000
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Tablica 3 (cd.)
1 2 3 4 5 6 7 8 [%9 |
S=a 8
0.00 | 0.1250 .100 .100 .100 .100 .100 .100 .100
0.10 | 0.3793 734 913 972 993 .999 1.000 1.000
0.20 | 0.5013 914 .992 .999 1.000 1.000
0.30 | 0.5982 975 999 1.000
0.40 | 0.6807 994 1.000
0.50 | 0.7530 .999
0.60 | 0.8171 1.000
§s=9
0.00 | 0.1111 .100 .100 .100 .100 .100 .100 .100
0.10 | 0.3645 727 914 979 .993 1.000 1.000 1.000
0.20 | 0.4879 910 992 1.000 1.000
0.30 | 0.5865 974 999
0.40 | 0.6707 .993 1.000
0.50 | 0.7448 .999
0.60 | 0.8107 1.000
s=10
0.00 | 0.1000 .100 .100 .100 .100 .100 .100 .100
0.10 | 0.3521 726 926 979 .995 1.000 1.000 1.000
0.20 | 0.4766 .909 .994 1.000 1.000
0.30 | 0.5765 973 1.000
0.40 | 0.6623 .993
0.50 | 0.7379 .999
0.60 | 0.8052 1.000

Z r 6 d 1 o: Obliczenia wiasne.



