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WIELOKROTNA TESTOWA PROCEDURA KROCZACA
W ANALIZIE REGRESJI

STRESZCZENIE. Procedura wielokrotna kroczaca jest oparta na tradycyjnych
testach z analizy regresji takich jak testy F oraz testy korelacji czastkowej.

Nowa procedura utrzymuje wielokrotny poziom istotnosci na poziomie wezesniej
ustalonym. Procedura ta nie wymaga nowych rozkladow i tablic wartosci krytycznych,
a jednoczeénie jako procedura wielokrotna w przypadku odrzucenia hipotezy Zerowej
Hy:Cov(X;,Y)=0 pozwala na wykrycie zaleznosci, ktére i w jakim stopniu ze zmien-
nych zaleznych X sa skorelowane ze zmienng zalezna Y. Baza analizy jest liniowy model
regresji ¥ = X +¢€.

Stowa Kkluczowe: liniowy model regresji, testowanie wielokrotne, procedury
kroczace

1. WPROWADZENIE

Analiza regresji oparta na modelu regresji ma bardzo szerokie zastosowanie.
Wykorzystujemy ja w celu opisu danych, utrzymania kontroli nad zmiennymi
zaleznymi, a takze wyja$nienia i ustalenia struktury zaleznoSci migdzy zmien-
nymi w modelu.

Literatura dotyczy w wigkszosci przypadkow zastosowania modelu regresji
do przewidywania wynikéw, predykcji. W artykule skoncentrowano si na wy-
braniu spoéréd duzej liczby zmiennych niezaleznych tych odpowiednich dla
modelu regresji. Wielokrotna analiza regresji jest czgsto uzywang metoda staty-
styczna. Poniewaz wnioskowanie w wielokrotnej analizie regresji jest oparte na
modelu, wydaje si¢ bardzo istotne aby model ten byt odpowiednio skonstruowa-
ny. Jezeli ograniczymy sig do liniowych modeli, problem redukuje sig do stwier-
dzenia, ktore zmienne powinny byé wprowadzone do modelu. Tutaj réwniez
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ograniczymy si¢ do liniowych modeli regresji. Jezeli liczba mozliwych ,regreso-
row” wzrasta, pojawia si¢ potrzeba stworzenia technik, ktére bardziej lub mniej
automatycznie wybieraja najlepszy model.

Zrobmy kilka podstawowych zalozen dla naszych modeli. Po pierwsze
sktadniki losowe sg niezalezne i maja identyczny normalny rozktad z warto$cia
oczekiwang zero i skonczong wariancja. Mowimy teraz, ze testowany model
bedzie spetniat warunki tzw. ,,stabe” warunki w analizie regresji.

II. STRUKTURA ZALEZNOSCI

Jak wspomniano we wprowadzeniu, jednym z zastosowan modelu regresyj-
nego jest ustalenie i wyznaczenie wptywu na zmienng zalezng wszystkich moz-
liwych zmiennych niezaleznych — kazdej po kolei lub grupami. Mozna oczywi-
Scie wykorzysta¢ znane standardowe techniki. Jednak jezeli dochodzimy do
momentu, w ktérym nalezy podja¢ decyzj¢ co do mozliwych zwigzkéw miedzy
zmienna zalezng a pewnymi zmiennymi niezaleznymi, musimy zwrdci¢ nasza
specjalng uwage na poziom istotno$ci oraz mozliwa obecno$¢ wspotliniowosci
migdzy zmiennymi niezaleznymi.

Rozwazmy zmienng niezalezng Y i L zmiennych niezaleznych X,,..., X,,
ktére ,moze” majq jaki§ wplyw na Y. Celem analizy jest wykrycie ktére X -y
maja ten wpltyw. Poniewaz istnieje mozliwo§¢ wspétliniowo$ci migdzy zmien-
nymi niezaleznymi, naszym celem jest utworzenie grupy zmiennych majacych
wspblny wplyw na Y. Koficowym produktem analizy jest klasyfikacja X-6w na
M grup. Wszystkie grupy oprécz M-tej pokazujg istotny wptyw na Y. M-ta grupa
sklada sig ze zmiennych nie wskazujacych na istotny wptyw na Y. Grupa ta mo-
ze by¢ pusta. Nasza podstawowa hipoteza staje si¢ stwierdzenie, ze wszystkie
X-y naleza do ostatniej grupy. Rozwazmy przypadek, gdzie L = 10.

Hipoteza zerowa ma posta¢

Hoel XX SRy (1)

Oznacza to, ze zadne z 10 X-0w nie sq skorelowane z ¥, tzn. M = 1.
Po analizie struktura okazuje si¢ by¢ nastepujaca:

IXl'X4 X6|X5|(X2 X3X7 X8 X‘) XlO) (2)

Cco oznacza, ze M = 4, zmienne X,, X, X,, Xq, Xy, X,, wykazuja brak wptywu
na ¥, zmienne X, i X; sa indywidualnie skorelowane z Y oraz zmienne X,
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i X, sa skorelowane z Y, lecz jako zmienne skorelowane ze sobg nie sg od sie-

bie oddzielone.
Mozna oczywiscie wyobrazi¢ sobie ukryta zmienng X ,,, ktéra de facto jest

prawdziwym regresorem, lecz poniewaz X ,,, nie jest faktycznie zaobserwowa-

ng zmienng lub tez mozliwa do zmierzenia, musi by¢ reprezentowana przez jed-
na lub wigcej innych zmiennych.

III. WIELOKROTNA TESTOWA PROCEDURA KROCZACA

Gléwnym problemem jest wskazanie na te mozliwe zmienne niezalezne,
ktére powinny by¢ wiaczone do koncowego modelu. W ponizszej procedurze
jest to wykonywane krok po kroku. Rozpoczynamy od zmiennej, ktéra ma naj-
wigkszy wplyw na zmienng zalezng, potem rozwazamy te, ktére maja coraz
mniejszy wplyw. Poniewaz chodzi nam o wlasny, ,bezposredni” wplyw danej
zmiennej, to badanie zwigzku w drugim kroku i dalej jest zdefiniowane warun-
kowo wzgledem zmiennej juz rozwazanej w poprzednich krokach. Kroczacy
charakter procedury i ztoZono$¢ probleméw wymaga specjalnego rozwazania.

W pierwszym kroku rozwazamy og6lng zerowg hipoteze

H,:Cov(X,,Y)=0 i=1l,..L (8)

Rezultatem pierwszego kroku powinien by¢ X, taki, ktory ma najwigkszy
wplyw na Y. Hipoteza alternatywna ma postaé:

B i | Cov( X, Yy B0 ri=1.2 . L 9)

Oznacza to, ze nawet jezeli dwie lub wigcej zmiennych X s istotnie skore-
lowane z Y, tylko ta jedna, z najwigksza korelacja, powinna by¢ odszukana (wy-
brana).

Gtownym powodem jest uniknigcie, w tym samym momencie, zmiennych
niezaleznych z duza korelacja migdzy soba. Zgodnie z rozwazang wczesniej
strukturg takie zmienne powinny zosta¢ zaklasyfikowane do tej samej grupy
i reprezentowane przez jedna z nich. Jezeli zerowa hipoteza w pierwszym kroku
nie jest odrzucona, jest oczywistym fakt, Ze nie ma istotnego wplywu na Y ze
strony Zadnej ze zmiennych niezaleznych.

Z drugiej strony, jezeli hipoteza zerowa w pierwszym kroku jest odrzucona,
nalezy postawi¢ pytanie, czy istnieje wiecej zmiennych istotnie skorelowanych z
Yi jakie s zmienne,
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Hipoteza zerowa w kroku drugim ma postaé
H,: Cov(X,,Y-a-B,X")=0 (10)

gdzie X" jest zmienng niezalezna wybrang w kroku pierwszym oraz & i B, sa
otrzymane metoda najmniejszych kwadratéw. To znaczy, korelacja jest mierzo-
na migdzy reszta z modelu w kroku pierwszym i pozostalymi zmiennymi nieza-
leznymi odpowiednio.

Hipoteza alternatywna ma postaé:

H, :max|Cov(X,,Y -a-B,X")|>0 (11)

i tak dalej, wybierajac tylko jedng zmienna X istotnie skorelowang z Y.

W drugim i nastgpnych krokach pojawia si¢ pytanie jak formowaé grupy,
o ktérych wspomniano wcze$niej. Jezeli zmienna niezalezna, powiedzmy X,
jest istotnie skorelowana z Y w kroku pierwszym, lecz nie jest skorelowana naj-
silniej i korelacja ta znika lub co najmniej staje si¢ nieistotna w kroku drugim,
wtedy X, wybrana zostaje jako ta, ktora nie ma wptywu na Y.

Maksymalna liczba krokéw (lub zerowych hipotez) réwna si¢ liczbie moz-
liwych regresoréw L. Procedura zatrzymuje si¢ i problem jest rozwiazany, gdy
to po raz pierwszy nie jest odrzucona.

Mozna zauwazy¢, ze hipotezy zerowe roznig sie od siebie z kroku na krok.
Trudno jest z tego powodu znalez¢ formalne przedstawienie tego problemu w
,Jezyku” hipotez.

Niech

Hf:Cow(X,Y-a-BX -B,X;~.— B, X:)=0 (12)

gdzie:

k — numer kroku, i€ I,_,,

I, — zbi6r indeksow dla tych zmiennych X, ktére nie byly najbardziej
istotne w zadnym z krokéw 1, 2, ..., k-1

X ; — zmienna najbardziej istotna w kroku j-tym.
Hipoteza alternatywna ma postac:

H¢ :max Cov|(X;, Y =@ = BX] - B,X; —..= B X, DO  (13)
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W procedurze tej mozliwe decyzje podejmowane po kazdym kroku s3 na-
stgpujace:

1) Jezeli H, nie jest odrzucona, procedura zatrzymuje sig;

2) Jezeli H, jest odrzucona, to zmienna z najwigksza korelacja X, jest
wprowadzona do modelu;

3) Jezeli zmienna X, # X,_, jest istotna w kroku (k —1 )-ym, natomiast nie

jest istotna w kroku k-tym, to jest umieszczona w grupie razem z X ,:_, i ozna-
czamy ja przez X, itd.
Jezeli juz po pierwszym kroku H,, nie jest odrzucona, to jest oczywiste, ze

zadna ze zmiennych X nie ma wplywu na Y. Jezeli procedura zawierata co naj-
mniej kilka krokéw, wtedy rezultaty mozna przedstawié nastgpujaco:

BOD D a8 S Iy (14)

Model zbudowany jest z tych zmiennych, ktére okazaly si¢ najbardziej
istotne.
Podstawa analizy jest model

Y=XB+e (15)
gdzie
1 x, x, 1L b
X=I1 x xp X s Y=
g ,,,x,,z ..... x,,, y,

Glowna ideg wielokrotnej testowej procedury kroczacej jest wyselekcjono-
wanie tych zmiennych niezaleznych, ktore sa najbardziej istotnie skorelowane z
Y'i stworzenie nowego modelu:

Y=X"B"+¢ (16)

gdzie X" — macierz obserwacji na tych zmiennych, ktére daty istotny wptyw na
zmienng Y.
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W pierwszym kroku nie ma wprowadzonych zadnych zmiennych i stad

1
1
Xl= .

Aby rozpoczaé testowanie, X, rozszerzamy o jedng kolumne:

L x
T
b L b o

1 xin

Estymatorem f,; w modelu ¥ = X, B, +¢ jest b, = (X, )(X,,) " (X,,Y).
Sumeg kwadratéw SSR, =b|",- X,; 'Y poréwnujemy z SSR; — poczatkowq

sumag kwadratow,

Obliczenia sq dokonywane L razy, raz dla kazdego mozliwego regresora,
dajac L roznic w SSR, ktére sa poréwnane do sumy kwadratow reszt.
SSE =SST —SSR=Y'Y -bX'Y .

Jezeli H jest prawdziwe, wtedy

SSR, — SSR,;
Fvl‘i = OAISE l,l ‘5 Fl,n-L" : (17)

gdzie MSE — estymator o> reszt, n—L~1 jest liczba stopni swobody.

Zmienna X moze naleze¢ do nastgpujacych kategorii:

I) zmienne bez wptywu na Y,

IT) zmienne nalezace do grupy wsp6lnego wptywu na Y,

III) zmienne majace swoj wlasny wptyw na Y.

Najwigkszy btad popetniamy uznajac zmienng z kategorii jako istotna, stad
zmienna z najwigksza wartoscia F, czyli dajaca najwigkszy przyrost SSR powin-
na by¢ wlaczona do modelu.

Wartoscig krytyczng dla testu wielokrotnego utrzymujacego poziom istotno-

§ci ponizej ustalonego poziomu & jest Fr ",
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Oczywisty jest fakt, ze P(F,/""" | H,) S% prawdopodobienstwo otrzyma-

nia jednego blednego stwierdzenia o istotnosci F|; jest nie wigksze niz .
Istotnie:

i=1

A lin=L~-1 & n-=L~1 )__ a e
UFl.i>Fa/L |H, SZPFIJ>F¢1/L |H, —L"Z—a (18)
=1

Testowanie jest oparte na maxF);, i=1,..,L. Nie zmienia to istoty sprawy,
gdyz

L L
P(max Fy, > F,,, | Ho)=1-F (\F,, <...| H0]= UF, > .| H0]=a (19)
i=1 i=1

Reguta decyzyjna po kroku pierwszym polega na zatrzymaniu procedury,
jezeli max F,; < F,/7"" i na kontynuowaniu, jezeli zachodzi przeciwna nierow-
nos¢.

Ogolna procedura testowa ma postac:

1) po kroku k-tym procedura zatrzymuje sig¢ jezeli Fj, < ELE dla
wszystkich i, gdzie i jest indeksem tych zmiennych, ktére nie zostaly wlaczone
do modelu w kroku 1, 2, ..., (k=1)-tym;

2) Jezeli max F,, 2 F,/;'), k=12,.. wtedy odpowiedni X jest wia-
czony do modelu;

L 8 M oty R i e ol e AR

2 2
(n- 2){ 4 ] > F"2, gdzie r jest wspbiczynnikiem korelacji czastkowe;

1-r?
migdzy i-tq zmienng i zmienna wiaczong w (k—1)-tym kroku, wtedy i-ta zmienna
jest w tej samej grupie co X, ;.

IV. WNIOSKI

Metoda zasugerowana w tym artykule pozwala na wykrycie tych zmiennych
niezaleznych X, ktore sa najbardziej istotnie skorelowane ze zmienng zalezng Y

i stworzenie z nich nowego modelu regresji ¥ = X"B" + & . W procedurze tej nie
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ma potrzeby wprowadzenia testow wymagajacych od nas wiedzy o rozktadach.
Dzigki potaczeniu metod tradycyjnych, jak test F' oraz test korelacji czastkowych
oraz nieklasycznej procedury wielokrotnej kroczacej uzyskano efekt w postaci
utrzymywania wielokrotnego poziomu istotno$ci na poziomie (lub w przyblize-
niu) wezesniej ustalonego &, czego nie gwarantowaly klasyczne procedury,
dajace czgsto niejednoznaczne rozwigzania.
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Dariusz Parys

THE MULTIPLE STEPWISE PROCEDURE IN REGRESSION ANALYSIS

The multiple procedure for stepwise regression analysis presented in this paper is based on
traditional methods, such as F-test and test of partial correlations. This procedure, having multiple
testing character, keeps the multiple significance level at a predetermined value, at least approxi-
mately.

This approach a way of dealing with, and reporting includes the dependencies among the
explanatory variables, including their impact on the dependent one the procedure suggested in this
paper does not introduce any new tests of call for any new distributions.



