ACTA UNIVERSITATIS LODZIENSIS
FOLIA OECONOMICA 254, 2011

Stanistaw Wanat'

MODELOWANIE STRUKTUR ZALEZNQSCI
ZA POMOCA FUNKCJI POLACZEN
W ANALIZIE RYZYKA UBEZPIECZYCIELA

Stowa kluczowe: funkcja potaczenia, struktura zaleznosci, ryzyko, miara zaleznosci, rozktad

wielowymiarowy.

1. Wprowadzenie

Dziatalnos¢ zaktadu ubezpieczen narazona jest na wiele rodzajow ryzyka
specyficznego dla rynku ubezpieczeniowego i finansowego oraz systematyczne-
go zwigzanego z funkcjonowaniem gospodarki. W zwiazku z tym, budowa
kompleksowego systemu zarzadzania nimi wymaga zastosowania rozktadow
wielowymiarowych, ktorych jednowymiarowe rozktady brzegowe sa rézne lub
naleza do roznych rodzin. W takich przypadkach nie mozna wykorzysta¢ np.
wielowymiarowych rozktadow normalnych, Studenta, czy tez ogdlnie wielowy-
miarowych rozktadéw eliptycznych. Obecnie szeroko stosowanym narz¢dziem,
za pomoca ktorego mozna konstruowac tego typu rozktady sa funkcje potaczenia.

Przedmiotem niniejszej pracy jest prezentacja funkcji potaczen, jako narze-
dzia dajacego mozliwo$¢ modelowania ,,bogatszych” struktur zaleznosci niz ma
to miejsce w przypadku korzystania z korelacji liniowej oraz umozliwiajacego
konstrukcje rozktadéw dwuwymiarowych w sytuacji, gdy znane sg rozktady
brzegowe (nie koniecznie takie same) i korelacja miedzy nimi. W pracy podano
definicj¢ 1 podstawowe wilasnosci funkcji polaczenia. Omowiono jej zwiazek
z podstawowymi typami zaleznosci wykorzystywanymi w zarzadzaniu ryzykiem
tj. wspotmonotonicznoscia, przeciwmonotoniczno$cia, niezaleznoscia i zalezno-
$cia liniowa oraz z podstawowymi miarami zalezno$ci (wspotczynnikiem kore-
lacji Pearsona, r-Kendalla, p-Spearmana, Blomqvista oraz wspdtczynnikami
zaleznosci dolnego i gérnego ogona). Nastepnie scharakteryzowano wybrane
rodziny funkcji potaczen a na koniec podano przyktad konstrukcji rozktadu
dwuwymiarowego z zadanymi rozktadami brzegowymi i zadanym wspdtczynni-
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kiem korelacji 7-Kendalla migdzy nimi. Obliczenia i wykresy wykonano wyko-
rzystujac pakiet ,,R”.

2. Definicja funkcji polaczenia

Funkcja potaczenia' C (ang. copuld’®) jest to niemalejace i prawostronnie
ciagle odwzorowanie k-wymiarowej kostki jednostkowej [0,1]° w przedzial
[0, 1], spetniajace nastgpujace whasnosci:

(1) C(uyyeeest; ,0,u,,,,...ou,)=0,dla i=12,..k;

i+l

2) C,...Lu,L...D)=u,,dlai=12,.,k;

(3) dla wszystkich a,b [0, 1]* takich, ze a, <b,,i=12,..,k ikazdego
uel0, 11, A, , A, ,..A, , Cu)>0, gdzie
A,y C) = Cyyeestty bttty ) = C(Uy ey Uy, Gy U s )

12" it o0 1>

Jest to wiec dystrybuanta wektora losowego (U oo U n), dla ktorego roz-
ktady brzegowe sa jednostajne na przedziale [0, 1] (U, ~Uni(0,1),
i=1...k).

Szybki rozwoj metod modelowania zaleznosci stochastycznej wykorzystuja-
cych funkcje potaczenia i wzrost obszarow ich aplikacji szczegdlnie w finansach
i ubezpieczeniach rozpoczat si¢ na przelomie XX. i XXI w. i nadal trwa. Jednak
korzenie tej metody siegaja co najmniej lat czterdziestych ubiegltego wieku
i prac H. Eyrauda [1934], w ktorej rozwazana jest bedaca w istocie funkcja pota-
czenia “fonction de corrélation” oraz W. Hoeffdinga [1940], w ktorej “standar-
dized version of a random pair” tez jest funkcja polaczenia, przy czym rozktady
jednostajne sa w niej okreslone na przedziale [—1/2, 1/2] zamiast na [0, 1].
Zaproponowane w tych pracach pojecie bylo pdzniej szeroko wykorzystywane
przez wielu naukowcow (gtownie matematykoéw) w badaniu wlasnosci rozkla-
déw wielowymiarowych z ustalonymi rozkladami brzegowymi; analizie miar
zaleznosci wyprowadzonych z aksjomatyki A. Rényi’a [1959] i M. Scarsini’ego
[1984]; analizie typdéw zaleznosci zaproponowanych przez E.L. Lehmanna
[1966] oraz analizie funkcji zaleznosci dla rozktadow wartosci ekstremalnych
zaproponowanych przez M. Sibuya [1959].

''W literaturze polskiej stosuje si¢ réwniez nazwe funkcja laczqea lub kopulta.
2 Stowa ,.copula” (koputa) uzyt po raz pierwszy A. Sklar [1959]. Wywodzi si¢ ono od
tacinskiego rzeczownika oznaczajacego potaczenie, faczenie lub wigzanie rzeczy.
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Przetomowe w rozwoju teorii funkcji potaczen okazaty si¢ prace A. Sklara
[1959] oraz B. Schweizera i A. Sklara [1983]. W drugiej z nich wykorzystano je
do badania wlasnosci probabilistycznych przestrzeni metrycznych (zapropono-
wanych przez K. Mengera [1942]). Dala ona podstawy archimedesowym funk-
cjom potaczenia, ktére pod koniec lat 80. ubieglego wieku zaczeto powszechniej
wykorzystywa¢ w modelach wielowymiarowych. Na przyktad A.W Marshall
i . Olkin [1988] zastosowali je w analizie mieszanek modeli, natomiast D.
Oakes [1989], pokazal zwiazek tej klasy funkcji potaczen z uogdlnionym na dwa
wymiary proporcjonalnym modelem hazardu Coxa. Z kolei, szczeg6lng role we
wspomnianym szybkim rozwoju metod wykorzystujacych funkcje potaczenia
w ubezpieczeniach i finansach odegraty ksigzki [Joe, 1997] i [Nelsen, 1999] oraz
m.in. prace [Frees, Valdez, 1998] (w ubezpieczeniach) i [Embrechts, McNeil,
Straumann, 2002] (w finansach).

Znaczenie funkcji potaczen w modelowaniu rozktadow wielowymiarowych
thumaczy nastgpujace twierdzenie, na podstawie ktorego mozna przedstawic
rozktad wielowymiarowy za pomocg rozktadéw brzegowych i funkcji potacze-
nia.

Twierdzenie Sklara. Niech C bedzie k-wymiarowa funkcja potaczenia
a F|,...,F, dystrybuantami jednowymiarowych rozktadow prawdopodobien-

stwa. Wtedy, dla X = (x,,...,x,) € R",

F(xl,...,xk)=C(Fl(x1),...,Fk(xk)) (1)

jest dystrybuanta rozktadu wielowymiarowego, dla ktérego Fj,..., F, sa dystry-
buantami rozktadéw brzegowych. Odwrotnie, dla dowolnej dystrybuanty F
facznego wielowymiarowego rozktadu o dystrybuantach brzegowych Fi,...,F}
istnieje funkcja potaczenia spetniajaca warunek (1). Ponadto, w przypadku, gdy
F,...,F, saciagle istnieje tylko jedna taka funkcja potaczenie dana wzorem:

Cuyssuy) = F(E&(ul),---,Ff(uk)), (Uy5estty) € [O,I]ka (2

gdzie F"(q) =inf{xeR:F(x)>q}, 0<g<1,i=1,...k.

Funkcja potaczenia, o ktorej jest mowa w drugiej czesci tego twierdzenia
jest okreslona w sposob jednoznaczny dla dowolnych dystrybuant brzegowych
na zbiorze Ranf| x...x Ranf , gdzie Ran/F; oznacza zbiér wartosci dystrybu-

anty F,. Dowod tego twierdzenia w przypadku rozktadow dwuwymiarowych
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zawieraja m.in. prace [Sklar, 1959] i [Nelsen, 1999], natomiast w ogdlnym
przypadku prace: [Moore, Spruill, 1975] i [Sklar, 1996], [Riischendorf, 2009].
Na podstawie drugiej czesci twierdzenia Sklara, funkcja potaczenia wektora
losowego (X,,...,X,), dla ktorego dystrybuanty brzegowe F,,...,F, sa ciagle
bedziemy nazywaé funkcj¢ potaczenia C zwigzang z dystrybuantg F lacznego
rozktadu tego wektora okre$long wzorem (2). Jezeli wektor losowy (X,..., X, )
posiada ciagle rozklady brzegowe o dystrybuantach Fj,...,F, 1 gestosciach

S5 /3 » t0 jego funkcje gestosci mozna przedstawi¢ w postaci:
k
[ @peesx,) = e(F () B GO ] /() (3)
i=l1
o C(uy,...,u,)

ou,...0u,

(X,,...,X,). Zatem, przy odpowiednich zatozeniach, warto$¢ funkcji gestosci

gdzie c(u,,...,u,) = jest gestoscia funkcji potaczenia wektora

f(x,,...,x,) rozktadu wielowymiarowego moze by¢ przedstawiona jako iloczyn
sktadowej H; /:(x;) korespondujacej z niezaleznoscia zmiennych losowych
i sktadowej c(F(x,),...F,(x,)) , ktora ,burzy” niezalezno$¢ wprowadzajac
strukture zaleznosci. W szczegdlnosci, gdy zmienne X ,..., X, sa niezalezne, to

¢ jest tozsamosciowo réwna 1 (¢ =1) a f jest iloczynem gestosci f,..., f, -

k
W tym sensie warto$¢ c(F(x,),...F, (x,)) = f(x,,....x, )/I_LZ1 f:(x;) wskazuje
na ,,proporcje mi¢dzy zaleznoscia danego rozktadu a niezaleznoscia” w punkcie
(X5, X, ). Zatem mozna stwierdzi¢, ze gestos¢ funkcji potaczenia koduje

wszystkie informacje dotyczace zaleznos$ci migdzy zmiennymi tworzacymi dany
wektor losowy, z tego tez powodu nazywana jest czasem funkcja zaleznosci
i interpretowana jako lokalna miara zaleznosci (por. [Actuarial Theory
for...2005]).

Funkcja polaczenia dzigki twierdzeniu Sklara jest waznym i interesujacym
narzgdziem analizy tacznych rozktadéw wektorow losowych. Pozwala ona ana-
lizujac taki rozktad ,,oddzieli¢” struktur¢ zaleznosci od rozktadéw brzegowych.
Wtedy funkcja polaczenia moze by¢ rozwazana jako sktadowa rozktadow wie-
lowymiarowych, ktéra modeluje zaleznos$¢ ,,uzupetniajac” zachowanie si¢ kaz-
dego z rozktadow brzegowych. Umozliwia to konstruowanie rozktadow wielo-
wymiarowych w dwoch krokach: pierwszym polegajacym na wyborze rozkta-
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déw brzegowych, drugim na specyfikacji funkcji polaczenia. Stanowi to wazne
narzedzie, ktdre mozna wykorzysta¢ w modelowaniu i symulacji.

3. Wybrane wlasnosci funkcji polaczen

Naturalne $rodowisko do badania zalezno$ci stwarzaja tzw. przestrzenie
Frécheta. Niech Fi,...,F; beda dystrybuantami rozktadow jednowymiarowych.

Przestrzenia Frécheta F | (F1 yeens ﬂ) nazywany jest zbidr wszystkich A~~wymiarowych
wektorow losowych X (k~-wymiarowych dystrybuant F'), ktorych rozktadami
brzegowymi sa F,...,F,. Zatem elementami przestrzen F k(Fl,...,Fk) sa k-

wymiarowe wektory losowe o odpowiednio takich samych rozktadach brzego-
wych, ktore rdznig si¢ tylko struktura zaleznosci.

Mozna pokaza¢ (np. Joe[1997]), ze jezeli k-wymiarowy rozktad
FeF (F,.,F,),todlakazdego X = (x,,...,x,) € R* zachodza nieréwnosci:

M, (x) = max{if:(x» —(k=1), 0} < F(x) < min{F (x)} = ,(x), 4)

i=1 !
gdzie M, (x), W,(X) jest odpowiednio tzw. dolnym i gérnym ograniczeniem
Frécheta. Nalezy zaznaczyé, ze gorne ograniczenie Frécheta jest zawsze dystry-
buanta, czyli nalezy do przestrzeni Fk(E,...,ﬂ) (por. np. Joe[1997, tw. 3.2]).
Natomiast dolne ograniczenie Frécheta jest dystrybuanta wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego xe€R” takiego, ze 0< F/(x,)<l,i=1,.,k, zachodzi:

k k
ZE(XI') <1 lub ZE(XI) <1 (F, oznacza funkcj¢ przetrwania). Dowod wa-
i=l i=1
runku koniecznego i wystarczajacego jest przedstawiony np. w pracy Joe[1997,
tw. 3.7]). Z warunkow tych wynika, ze dla n =2 dolne ograniczenie Frécheta
jest zawsze dystrybuanta.
Bezposrednio z definicji przestrzeni Frécheta wynika, ze k-wymiarowe

funkcje polaczen tworza przestrzen Fk(Ul,...,U k), czyli dla kazdego

(ty,....,u, ) €[0,1]° spetniony jest warunek

C (tyyeestty) S C(ttyyeeeytty) < CT (Uy ety (5)
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gdzie dolne i gorne ograniczenie maja odpowiednio postac:

k
C (uyyity) = max{Zui —(k-1), 0}, C*(uy,...,u,) =minfu,| (6)

i=1

Do przestrzeni F k(U e U, k) nalezy wykorzystywana w modelowaniu nie-

zaleznych zmiennych losowych. tzw. niezalezna funkcja potaczenia:
CL(ul,...,un):Hui. (7)
=1

Goérne ograniczenie C” jest zawsze funkcja potaczenia, natomiast dolne
C~ jest funkcja potaczenia tylko dla k& = 2. Ograniczenia te charakteryzujq sie
nastgpujacymi wlasnosciami (zob. [Charpentier, 2008]):

Dolne C~

1. Dla k =2 ograniczenie C~ jest dystrybuanta rozktadu wektora (U, 1-U).

2. Wektor (X X 2) ma funkcj¢ potaczenia C~ wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje niemalejaca funkcja /# oraz nierosnaca funkcja g , takie, ze dla pewnej

zmiennej losowej Z spetniony jest warunek (X X 2)2 (h(Z ),g(Z ))

3. Wektor (X X 2) ma funkcje potaczenia C~ wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje malejaca funkcja g taka, ze X, = g(X l) .

Gome C*

1. Ograniczenie C" jest dystrybuanta rozktadu wektora (U,...,U).

2. Wektor (X . ¢ k) ma funkcje potaczenia C* wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja niemalejace funkcje A, takie, ze dla pewnej zmiennej losowej Z
spetniony jest warunek (X] ,...,Xk)i (h1 (2),....h, (Z))

3. Wektor (X X 2) ma funkcje¢ potaczenia C* wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje rosnaca funkcja / taka, ze X, = h(X 1).

Z przedstawionych wtasnosci wynika, ze w przypadku dwuwymiarowym

C" jest funkcja potaczenia wektora losowego z przeciwmonotoniczng struktura

zaleznosci, natomiast C* jest funkcja potaczenia wektora ze wspotmonoto-
niczng strukturg zaleznosci dla dowolnego (skonczonego) wymiaru. Na rys. 1
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przedstawiono wykresy C~, C*i C* dla k =2 oraz losowe realizacje dwu-
wymiarowych wektoréw losowych (U,,U,), U, ~Uni(0,1), i=12 z tymi
funkcjami potaczenia.

Niezwykle uzyteczna wlasnoscia funkcji potaczen jest mozliwos¢ okreslenia
postaci funkcji potaczenia po dokonaniu $cis§le monotonicznych przeksztalcen
rozktadow brzegowych w przypadku, gdy znana jest funkcja potaczenia przed
transformacja. Wlasnos¢ ta jest wykorzystywana zarowno w procesie modelo-
wania struktur zaleznosci jak réwniez podczas identyfikacji ich konkretnych
postaci za pomoca metod nieparametrycznych. W szczegolnosci funkcja pota-
czenia jest niezmiennicza ze wzgledu na $cisle rosnace i ciagte przeksztalcenia
rozktadow brzegowych. Mozna pokazaé (por. np. [Joe, 1997]), ze jezeli wektor

losowy X = (X,..., X, ) ma funkcj¢ potaczenia C, to ta sama funkcj¢ potaczenia
ma wektor (h1 (X)), b (X, )), gdzie funkcje A, : R — R sa $cisle rosnace
i ciagle odpowiednio na zbiorach wartosci zmiennych X,..., X, . Przy czym,
w przypadku, gdy rozklady brzegowe sa ciaglte wystarczy zalozyé¢, ze funkcje
transformujace 4, sa rosnace (por. rozdz. 6 pracy [Schweizer, Sklar, 1983]).

Wiasciwo$é ta sprawia, ze funkcje polaczenia sa naturalnym narzedziem do
badania wlasnosci struktur zaleznosci niezmienniczych ze wzgledu na rosnace
transformacje rozktadow brzegowych. Z kolei, w pracy [Embrechts, Lind-
skog, McNeil, 2001] pokazano, ze jezeli wektor losowy (X . ¢ k) z ciggltymi

lonego 1< j<k funkcja h; jest SciSle malejaca, to zachodzi réwnos¢ (bez

straty ogdlnosci przyjmujemy, ze j=1):

G, (Uys..ou,) =
(X))l (X ) 200 Y
B - ) (8)

- ChZ(X2)~*'<>hk(Xk)(uz""’uk) - CXl,hz(Xz),m,h,\,(Xk)(l — Uy, Uy Uy)

..........

czenia dla wektorow wskazanych w dolnym indeksie. Stosujac rekurencyjnie
wzor (8) mozna przedstawi¢ funkeje polaczenia C, v, , (x,) Za pomocg funk-

,,,,,
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Dolne ograniczenie Frécheta
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Rys. 1. Wykresy funkcji potaczen C~, C*i C L oraz przyktady losowych realizacji wektorow
losowych, ktérych struktura zaleznosci opisywana jest tymi funkcjami potaczenia

Zrddto: opracowanie wilasne.
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4. Funkcje polaczenia a wybrane miary zaleznos$ci

Jednym z gléwnych narzedzi shuzacych do analizy struktur zaleznosci sa
miary zalezno$ci. Poniewaz, jak to juz wezesniej zauwazono, funkcje potaczenia
modelujg zalezno$¢ ,,uzupetniajac” zachowanie si¢ kazdego z rozktadéw brze-
gowych, powstaje naturalne pytanie, czy miary zaleznosci mozna wyznaczy¢
tylko na podstawie funkcji potaczenia struktury zaleznosci, ktorej sile chcemy
zmierzy¢. W ogolnym przypadku odpowiedz jest negatywna, gdyz np. miara,
ktorej nie da sie w ten sposob wyrazi¢ jest wspotczynnik korelacji liniowej Pear-
sona:

! ”(C(ul,uz) —uu, )dF; (ul)dFy_l(uz), Q)

pPX,Y)=——= -
\/D (X)D (Y) [0,17°

gdzie C jest funkcja potaczenia tacznego dwuwymiarowego rozktadu zmiennych
X 1Y Widaé wigc, ze nie zalezy on tylko od funkcji potaczenia, ale takze od
rozktadéw brzegowych. Dodatkowo, jak pokazuje A.W. Marshall [1996], jedyna
miara, ktéra mierzylaby sile zaleznos$ci migdzy dowolnymi zmiennymi losowy-
mi X i Y ,powigzanymi” taka samg funkcja polaczenia i jednoczesnie bylaby
wyznaczana tylko na podstawie tej funkcji polaczenia, jest stata. Takie miary
mozna jedak jednak wskaza¢ ograniczajac si¢ do wektorow losowych z ciagltymi
rozktadami brzegowymi. Sa nimi migdzy innymi:

— wspdtczynnik korelacji -Kendalla:

(X,Y)=7(C)=4 ﬂC(ul,uz)dC(ul,uz)—l; (10)

(0,112

— wspdtczynnik korelacji p-Spearmana:

ps(X.¥) = py(C) =12 [ [war,dClu ) 3 =12 [ [ Cluy )y~ 35 (1)

(0,17 [o.17?

— wspolczynnik skojarzenia Giniego:

YY) =7(C) =2 ([ + 20y =1 =y =20, AC @t 10,) (12)

[0,17?

— wspdtczynnik korelacji Blomqvista:
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,B(X,Y)=ﬂ(C):4C(%,%J—1. (13)

W modelowaniu ryzyka w ubezpieczeniach szczegolne znaczenie odgrywaja
takze miary kwantyfikujace stopien zaleznosci w ogonach rozkltadéw zmien-
nych, czyli opisujace zalezno$¢ miedzy zdarzeniami ekstremalnymi. Zalicza sig¢
do nich m.in. wspotczynnik zaleznosci gornego ogona (upper tail dependence
parameter)

%y = lim(P(Y > 7 (9)/ X > F (@) (14)
oraz wspotczynnik zaleznosci dolnego ogona (lower tail dependence parameter)

Ay = 1irg£(P(Y <F(@)/X SFE (@) (15)

tacznego rozktadu dwuwymiarowego wektora (X, Y), o ile odpowiednie grani-

ce istnieja. Mierza one prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia ekstremal-
nego dla ryzyka modelowanego za pomoca zmiennej ¥ pod warunkiem wysta-
pienia zdarzenia ekstremalnego dla ryzyka modelowanego zmienng X.

Podobnie jak wyzej, w przypadku ciagtych zmiennych losowych X i Y
wspotczynniki (14) i (15) zaleza wytacznie od funkcji potaczenia C tacznego
rozktadu wektora (X, Y):

4, =2-1im =D iy €D (16)
g1 l—q g—0" q

Ich wartosci dla wielu rodzin funkcji potaczen sa podane np. w pracach [Joe,
1997] i [Nelsen,1999].

5. Charakterystyka wybranych funkcji polaczen

Eliptyczne funkcje poilaczen

Rodzing eliptycznych funkcji potaczen otrzymuje si¢ z zaleznosci (2) przyj-
mujac, ze F jest dystrybuanta wielowymiarowego standardowego rozktadu elip-
tycznego. Charakteryzuje si¢ ona wieloma wlasnosciami wielowymiarowego
rozktadu normalnego, a jednoczesnie mozna ja wykorzysta¢ w modelowaniu
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zaleznosci w ogonach rozktadow. Do rodziny tej naleza bardzo czesto wykorzy-
stywane w praktyce funkcje polaczenia Gaussa i Studenta.
Funkcja polaczenia Gaussa jest okreslona nastepujaco:

CpG(ul,...,uk):Hp(q)_l(ul),...,CD_l(uk)), (17)

gdzie H, jest dystrybuantg wielowymiarowego standardowego rozktadu nor-

malnego o macierzy korelacji p . Jej gestos¢ ma postac:

G R S S e
¢, (ul,---,uk)—\/HeXP( 56 P I)@j, (18)

gdzie ¢ = ((I)_1 U)oy @ (1 k))T , natomiast @ jest dystrybuanta standardowego
rozktadu normalnego a I macierza jednostkowa.

Jezeli za pomoca funkcji potaczenia Gaussa modelujemy strukturg zalezno-
$ci k rodzajow ryzyka opisywanych wektorem (X,...,X,), to wowczas
wspotezynniki korelacji 7-Kendalla i p-Spearmana migdzy zmiennymi X,;, X ;

Wynosza:

T(Xi,Xj):%arcsin(pij), pS(Xi,Xj): %arcsin(%]. (19)

Gdy zmienne brzegowe sg normalne, otrzymujemy wielowymiarowy roz-
ktad normalny, natomiast, gdy warunek ten nie jest spetniony rozktad meta-

gaussowski (meta-Gaussian). W przypadku dwuwymiarowym C_G1 =C" (czyli,
mozna modelowaé ryzyka z przeciwmonotoniczna struktura zaleznosci),
COG = C* (mozna modelowaé ryzyka niezalezne) oraz CIG =C" (mozna mode-
lowaé ryzyka z wspotmonotoniczna struktura zalezno$ci). Natomiast wspot-
czynniki zalezno$ci w ogonach rozktadu z funkcja potaczenia Cg Wynosza:

PR 0, p<0
v=A=1 oo (20)
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W podobny sposdb, jak w przypadku gaussowskiej funkcji potaczenia, okre-
sla si¢ funkcje polaczenia Studenta:

CS (thyrortt,) =T, (T ), T, ), @1)

gdzie 7, jest dystrybuanta wielowymiarowego standaryzowanego rozkladu

Studenta o v stopniach swobody i macierzy korelacji p, a 7, jest dystrybuanta

jednowymiarowego rozktadu Studenta o v stopniach swobody. Jej gestos¢é ma
postac:

1
s 1
. (s tt)) = |p| 2

gdZie g = (g] bR gn) = (T'v_1 (ul )7"'9Tv_1(un)) .

Jezeli wektor (X,,..., X, )ma funkcje potaczenia C°

pv

to wspodlczynniki
korelacji 7-Kendalla i p-Spearmana migdzy zmiennymi X, X, sa okreslone

wzorem (19). Gdy zmienne X,..., X, maja rozklady Studenta z v stopniami

swobody, to wektor ten ma wielowymiarowy rozktad Studenta o v stopniach
swobody, w przeciwnym przypadku - rozklad meta-Studnta (meta-Student).
Jezeli liczba stopni swobody zmierza do nieskonczonosci, to funkcja potaczenia
Studenta zmierza do funkcji potaczenia Gaussa. W przypadku dwuwymiaro-

wym C°,=C" i C;,=C", natomiast C;, # C". Z kolei, wsptczynniki

zaleznosci w ogonach rozktadu z funkcja potaczenia C li , sarowne:

A, =Ny = 2TV+1[— W+l %:’;j . 23)

Wykorzystanie omdwionej rodziny eliptycznych funkcji potaczen i zwiaza-
nych z nimi rozktadow eliptycznych w zagadnieniach aktuarialnych jest szerzej
dyskutowane m.in. w pracach [Landsman, 2009], [Abdous, Genest, Rémillard,
2005].



Modelowanie struktur zaleznosci za pomoca funkcji polaczen... 101

Archimedesowe funkcje polqgczen

Jedna z najwazniejszych klas funkcji potaczen stanowia tzw. polqczenia Ar-
chimedesa (Archimedean copulas). Zawiera ona szereg rodzin funkcji potaczen,
ktore sa stosunkowo proste w konstrukeji i nadto posiadaja wazne z praktyczne-
go punktu widzenia wtasnosci. Szczegdlowy opis tej klasy zawieraja m.in. na-
stepujace prace: [Genest, MacKay, 1986], [Marshall, Olkin,1988], [Joe, 1997],
[Nelsen, 1999], natomiast ich wykorzystanie w zagadnieniach aktuarialnych
przedstawiono m.in. w: [Frees, Valdez, 1998], [Klugman, Parsa, 1999].

Funkcja C jest potaczeniem Archimedesa, jezeli mozna jq przedstawi¢ w na-
stepujacy sposob:

Cloty st )= 87 () + ...+ $(u)), (24)

gdzie 0<u, <1, i=1,..,k, natomiast tzw. generator’ ¢ jest funkcja ciagla,
$cisle malejaca i wypukla odwzorowujaca odwzorowujaca przedziat [0,1] w
przedziat [0, oo], taka, ze @#(1) =0 i ¢(0) = o0 oraz pochodne rzedu n funkcji
do niej odwrotnej spelniaja warunek*:

n

(—1)"6‘]—415*1 (x)>0, dla n=123,... (25)
dx”

Znaczenie tej klasy, w gtownej mierze wynika z faktu, ze wszystkie infor-
macje dotyczace wielowymiarowe] struktury zaleznosci wektoréw losowych
modelowanych za ich pomoca sa zawarte w jednowymiarowym generatorze.
W szczegolnosci, w przypadku dwuwymiarowego wektora losowego (X, Y)
z rozktadem opisywanym archimedesowa funkcja potaczenia z generatorem ¢,

wspdtczynnik korelacji t-Kendalla mozna wyrazi¢ w postaci ([Genest, MacKay,
1986], [Nelsen, 1999]):

? Dokladniej jest to tzw. silny generator. Gdy ¢@(0) # oo generator nazywany jest stabym

i wowczas w przypadku dwuwymiarowym funkcje¢ potaczenia Archimedesa okresla si¢
w  nastepujacy  sposob: C(ul,u2)=¢[_l](¢(ul)+¢(u2)), gdzie ¢[_]] jest  tzw.
-1
_ u), 0<u<g¢0
pseudoodwrotno$cia generatora ¢ zdefiniowana jako ¢[ 1](u): (), 9 )
0, Pp0)<u<oo

W przypadku dwuwymiarowym generator nie musi spelnia¢ warunku (25).
* Funkcje spehniajaca ten warunek (tzn. (25)) nazywa si¢ calkowicie monotoniczna.
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T(X,Y):1+4J‘Z(—u)du, (26)

podobnie wspdtczynniki zaleznosci w ogonach rozktadu tego wektora przyjmuja
postac ([Joe, 1997)):

@en

A, = 2limm —2lim—————=
=0 (¢7)' (1)

, 27
S0 .

Ay =

W tab. 1 przedstawiono podstawowe wlasnosci trzech nastgpujacych rodzin

funkcji potaczenia Archimedesa (dla przypadku dwuwymiarowego):
—  Cook-Johsona ([Cook, Johnson, 1981]), Claytona’ (Clayton,1978])
(€5 Joo:

0 )o>0 °
Cluye..,u (Zu —k+1j ,0>0; (28)

— Gumbela-Hougaarda ([Gumbel, 1960]) {C HG " }

6>1 *

1
) 1
C(ul,...,uk):exp —(Z lnui)gjg ,0>1; (29)
i=1
— Franka ([Frank, 1979]) {CX} -
L —0Ou;
[T )
C(ul,...,uk):——ln 1+ — 1|, 0>0. (30)

eg—l)k

> W przypadku dwuwymiarowym jest znana jako rodzina Claytona.
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Tab. 1. Charakterystyka wybranych rodzin funkcji potaczenia Archimedesa

Claytona Gumbela-Hougaarda Franka
C 7i 1 —Ouy —Ou,
(dla dwéch ma){(ulg +uy? —1) 9, OJ exp[—((—lnul)g +(—lnu2)g)€j —éln(l+ ¢ }ge ! ]
wymiaréw) e -1
Zwiazek 2 1 r=1- i + —4Dl ©) ,
parametru z | g = ,0>2-1,0+0 0= ,02>1 0 0
wspotczynni- 1-7 -7 -1<7<1 %0, 7#0
kiem korela- 2] <7 <1 g-— 0<r<l 0
o T=——o,—-1<7< r=——,0<7< X
cji -Kendalla 9+2 P D,(0)= J' = dx
00" =1)
-0 0 —6
7 -1 ) =(-Inz)", e -1
P(1) = , $(0)=(-In1) #(t) =—In—;
Generator 0 e’ -1
dla € >0 silny i silny silny
catkowicie monotoniczny | calkowicie monotoniczny | calkowicie monotoniczny
Wspdtczyn- dla 020 A, =0
niki zalezno- 1 1 A =
$ci w ogo- Ap=2"° 2 Ay =0
nach Ay =0, Ay =2-2
Przypadki C,=C,C = Cla 1 + C,=C,C= ct >
: ¢,=C,C,=C
graniczne Coo — C+ Coo — C+

Zrédto: Opracowanie wiasne.

6. Przyklad konstrukcji rozkladu dwuwymiarowego z zadang struktura
zaleznoS$ci

Opisane wilasnosci funkcji potaczen umozliwiaja dowolne rozklady jednowymia-
rowe ,,powiazac ze sobg” ta samg funkcja polaczenia lub ustalone rozktady jednowy-
miarowa ,,powigzac¢ ze soba”’ r6znymi funkcjami polaczenia. Ta druga mozliwos¢ jest
szczegdlnie istotna z punktu widzenia modelowania wielowymiarowych zmiennych
ryzyka, kiedy to najczgsciej znane sg rozktady brzegowe a zalezno$¢ migdzy nimi jest
albo nieznana, albo tylko cze$ciowo znana. Metodg konstrukcji rozktadu dwuwymia-
rowego, w ktorej wykorzystuje si¢ to podejscie, w przypadku gdy jedna zmienna
jednowymiarowa ma rozklad normalny ((X ~ N(1,0,3)) a druga gamma
(Y ~ Gamma(4,4)), natomiast struktura zaleznosci opisywana jest funkcja pota-

czenia Gumbela z parametrem 6 =2, schematycznie przedstawiono na rys. 2.
Zalozona postac funkcji polaczenia oznacza, ze wspdtczynnik korelacji 7-Kendalla
migdzy rozwazanymi zmiennymi losowymi wynosi 7(X,Y)=0,5. Oczywiscie
wykorzystujac rézne funkcje potaczenia mozna otrzymac rézne rozktady dwuwy-
miarowe z zadanymi rozktadami brzegowymi i ustalonym wspdtczynnikiem ko-
relacji t-Kendalla (por. rys. 3).
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X ~ N(1,0,3)

fix)
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Y ~ Gamma(4,4)

Funkcja potaczenig Gumbela 8 =2 (7 = 0,5)
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Funkcja gestosci otrzymanego rozktadu

Przyktaddwe realizacje

Rys. 2. Schemat konstrukcji rozktadu dwuwymiarowego z zadang strukturg zaleznosci

Zrodto: Opracowanie wlasne.
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a) Funkcja potaczenia Claytona a) Funkcja potaczenia Gaussa a) Funkcja potaczenia Franka
6=2,00 p=0,71 0=574

Rys. 3. Przyktadowe rozktady dwuwymiarowe dla zadanych rozktadéw brzegowych
(X ~N(1,0,3), Y ~ Gamma(4,4) i ustalonego wspolczynnika korelacji 7(X,Y) = 0,5 otrzy-
) mane za pomocg wybranych funkcji potaczenia
Zrédto: Opracowanie wiasne.

7. Podsumowanie

Wykorzystanie funkcji potaczen w modelowaniu ryzyka w ubezpieczeniach
ma swoje zalety i wady. Bez watpienia ich zaleta jest mozliwo$¢ modelowania
,bogatszych” struktur zalezno$ci, niz ma to miejsce w przypadku korzystania
z korelacji liniowej. Z kolei, mozliwos¢ ,,oddzielenia” za ich pomocg struktury
zaleznosci od rozktadéw brzegowych sprawia, ze sa wygodnym narzedziem
symulacji rozktadow wielowymiarowych zmiennych ryzyka, niezbednych
w analizie scenariuszy i testach stresu. Za ich pomocg mozna modelowa¢ zalez-
nosci w ogonach rozktadow i zjawiska ekstremalne. Daja si¢ takze w stosunko-
wo prosty sposéb taczy¢ z innymi modelami, co ma szczegdlne znaczenie
w zintegrowanych systemach zarzadzania ryzykiem. Jednak, jak z kazda meto-
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da, z wykorzystaniem funkcji potaczen zwigzane sg takze pewne wady. Do
glownych mozna zaliczy¢ wymaganie dos¢ duzej liczby danych empirycznych
niezbednych do oszacowania wlasciwej funkcji potaczenia, jak rowniez pewne
trudnos$ci przy rozstrzyganiu, ktéra z funkcji potaczen nalezy wybra¢ do opisu
rozktadu wielowymiarowego. Pomimo tych wad, funkcje potaczenia wydaja si¢
wygodnym narzgdziem wprowadzania struktur zaleznosci do wielowymiaro-
wych modeli ryzyka w ubezpieczeniach. Swiadczy o tym chociazby ich szeroki
obszar zastosowan, ktory obejmuje m.in. modelowanie rozktadu tacznych szkéd
w portfelach ubezpieczen, modelowanie zalezno$ci miedzy wysokos$cia szkdd
a zwiazang z nimi wysokoscia kosztéw, szacowanie efektu dywersyfikacji, sza-
cowanie ryzyka niewywigzania si¢ reasekuratora ze zobowiazan, alokacje kapi-
talu ekonomicznego, modelowanie ryzyka katastroficznego. Wykorzystuje sig je
takze w zintegrowanych systemach zarzadzania ryzykiem (np. w systemie ERM
- Enterprise Risk Management), w dynamicznej analizie finansowej (DFA-
Dynamic Financial Analysis) oraz w modelowaniu wyptacalnosci ubezpieczy-
ciela (np. w modelach wewngtrznych w ,,Solvency II”, szwajcarskim tescie wy-
ptacalnosci).
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Abstract

This paper aims to present copulas, as a modeling tool which will give the 'richer' dependency
structures than the use of linear correlation. The paper presents definitions and basic properties of
the copula function. Discusses its relationship with the basic types of dependencies used in risk
management i.e. comonotonicity, countermonotonicity, independence and linear dependence and
the basic measures of dependence (Pearson’s correlation, Kendall’s rank correlation, Spearman’s
rank correlation, Blomqvist’s beta, upper (lower) tail dependence parameter). Then selected fam-
ily of copulas have been characterized and is an example of construction of two-dimensional dis-
tribution, where the marginal distributions are known and the Kendall’s rank correlation between
them. Calculations and graphs were performed using the package "R".



