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ZASTOSOWANIE MODELU RUINY UBEZPIECZYCIELA DO
OCENY RYZYKA TOWARZYSTWA UBEZPIECZENIOWEGO

SRESZCZENIE. Towarzystwo ubezpieczeniowe jest firmg szczegélnie narazong
na straty ze wzgledu na specyfike prowadzonej dziatalnosci. Dlatego warunkiem ko-
niecznym wyplacalno$ci towarzystwa ubezpieczeniowego jest migdzy innymi przewi-
dywanie przysztych strat.

Probabilistyczny model ruiny ubezpieczyciela pozwala ocenia¢ ryzyko zwiazane z
dziatalnoécig ubezpieczeniowa. W referacie poréwnano dwie metody szacowania praw-
dopodobienistwa ruiny ubezpieczyciela: Cramera-Lundberga oraz Panjera, przy r6znych
zalozeniach poczatkowych co do stanu rezerw ubezpieczyciela i wysoko$ci dodatku
bezpieczenstwa sktadek.

Stowa Kkluczowe: ruina ubezpieczyciela, wspotczynnik bezpieczenstwa sktadki,
bariera ruiny.

I. UWAGI WSTEPNE

W wyniku zachodzacych zmian gospodarczych polski rynek ubezpieczen
rozwija si¢ bardzo dynamicznie, rownoczeénie poszukujac metod wspomagaja-
cych procesy decyzyjne. Badan wymagaja réwniez przenoszone na nasz rynek
do$wiadczenia i rozwigzania stosowane w krajach wysoko rozwinigtych.

Zarébwno organy nadzoru ubezpieczen, jak i klienci oczekuja od towarzy-
stwa ubezpieczeniowego gwarancji bezpieczenstwa, ktorej podstawg jest za-
chowanie stalej wyplacalnoéci. Jednym z warunkéw bezpiecznego funkcjono-
wania na rynku ubezpieczeniowym jest prawidlowe szacowanie przysztych zy-
skow, pozwalajace zapobiegaé stratom poprzez stosowanie odpowiedniej polity-
ki sktadkowej, reasekuracyjnej, lokacyjne;j.
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Analizujac raporty Panstwowego Urzgdu Nadzoru Ubezpieczen (por. Biu-
letyn PUNU za rok 1998, 1999) stwierdzamy, ze wigkszo$¢ towarzystw ubez-
pieczeniowych poniosta straty na dziatalnosci ubezpieczeniowej, rozumianej
jako r6znica migdzy otrzymanymi sktadkami a wyptaconymi odszkodowaniami.
Straty te w przypadku niektérych firm ubezpieczeniowych rekompensowaty
dochody uzyskiwane z dzialalno$ci lokacyjnej.

Jedna z metod oceny ryzyka, rozumianego jako oczekiwana strata z dziatal-
noéci ubezpieczeniowej, jest szacowanie prawdopodobienistwa ruiny ubezpie-
czyciela. W praktyce ubezpieczeniowej ruina nie jest jednoznaczna z bankruc-
twem ubezpieczyciela, jest terminem technicznym oznaczajacym ujemny zysk
firmy w danym okresie. Obliczanie prawdopodobienstwa ruiny organizacji
ubezpieczeniowej jest jednak uzyteczng miarg ryzyka finansowego firmy.

Probabilistyczny model ruiny zaproponowany przez Lundberga (Bowers
1986), (Daykin 1994) pozwala oszacowaé przyszte zyski ubezpieczyciela
oraz wyznaczy¢ bezpieczny poziom skladek, przy zachowaniu minimalnych
rezerw finansowych.

Przedstawimy i poréwnamy dwie metody szacowania prawdopodobienstwa
ruiny towarzystwa ubezpieczeniowego przy réznych zatozeniach poczatkowych.

IL. PROBABILISTYCZNY MODEL RUINY UBEZPIECZYCIELA

Niech U(#) oznacza nadwyzke¢ ubezpieczyciela rozumiang jako wynik z
dzialalno$ci ubezpieczeniowej przy uwzglednieniu wolnych rezerw poczatko-
wych. Nadwyzkeg ubezpieczyciela w chwili ¢ opisuje réwnanie

Ut) = u+ ct - S(t) (1)

gdzie u = U(0) jest poczatkowa rezerwa ubezpieczyciela, ¢ jest stata sktadka w
kazdym okresie rozrachunkowym, S(7) jest taczna suma roszczen do czasu t.

Momentem ruiny nazywamy chwile czasu T=inf{t:120 A U(t) < b}, w
ktorej nadwyzka ubezpieczyciela U(r), okre$lona réwnaniem (1), spada ponize;
pewnej warto$ci b nazywanej barierg ruiny. Teoretycznie bariera ruiny moze
przyjmowa¢ dowolna warto$¢, co pozwala na roézne definiowanie ruiny ubezpie-
czyciela.

Klasycznie ruing ubezpieczyciela nazywany jest ujemny zysk z dziatalno$ci
ubezpieczeniowej (B ow ers 1986). W tym przypadku bariera ruiny jest liczba
zero, a ruina wystepuje gdy funkcja nadwyzki ubezpieczyciela przyjmuje war-
to$¢ mniejsza od zera.
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Prawdopodobienstwem ruiny w przedziale czasu [0, ¢ ) nazywamy funkcje
Y(ut) =Pr(T <) (2)
Prawdopodobiefistwem ruiny w nieskoficzonym okresie nazywamy funkcje

WY(u) = ’lim W(u,t) =Pr(T <o) (3)

gdzie T = oo 0znacza, ze dla wszystkich ¢ 2 0 jest U(z) 2 0.

Niech X bedzie zmienna losowa wielkosci pojedynczego roszczenia. Zat6z-
my, ze proces liczby roszczen jest procesem Poissona oraz przecigtne odszko-
dowanie wynosi E[X] = u. Wowczas proces tacznej sumy roszczen ma ztozony
rozktad Poissona z parametrami Ai u. Wspolczynnik bezpieczenstwa sktadki
okreslony jest rownaniem

®=c-)»,u

L7 “)

przy zatozeniu, ze © > 0.

Wspdtezynnik bezpieczenistwa sktadki jest wyznaczanym przez ubezpieczy-
ciela procentowym dodatkiem do skfadki netto. Moze on petni¢ dwie role. Po
pierwsze ma zabezpiecza¢ ubezpieczyciela przed stratami, podwyzszajac sktad-
ki. Po drugie moze peini¢ rol¢ marketingows, obnizajac skladki. Wysoko$é
wspotczynnika bezpieczenstwa skladek jest tajemnica kazdej firmy ubezpiecze-
niowej.

W teorii ryzyka ubezpieczeniowego wspotczynnik bezpieczenstwa sktadki
jest miarg stopnia, w ktorym sktadka przewyzsza oczekiwang warto§¢ odszko-
dowania.

W indywidualnej teorii ryzyka, przy zatozeniu normalnosci rozktadu zagre-
gowanych szko6d, wyznacza si¢ relatywny wspolczynnik bezpieczenstwa tak,
zeby z okre§lonym prawdopodobienstwem by¢ pewnym, ze sktadki pokryja
wszystkie odszkodowania.

Przyjmijmy, ze zmienne losowe wyplat maja taczna dystrybuantg¢ P(x) oraz
ze P(x) istnieje w przedziale (- o, ¥ ) gdzie y > 0.

Najmniejsze dodatnie rozwigzanie r réwnania

My(r)=1+1+0O)ur (5)

nazywamy wspotczynnikiem dopasowania i oznaczamy R, gdzie My jest funkcja
generujacq momenty rozktadu zmiennej losowej X.
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Teoretycznie wspotczynnik R istnieje. Jednak w praktyce czesto réwnanie
(5) nie ma rozwiazania. Wtedy w klasycznej bibliografii przyjmuje si¢, ze R =0
(Bowers (1986).

Zalezno$¢ migdzy wspotczynnikiem dopasowania i prawdopodobiefistwem
ruiny dla u 2 0 jest nastepujaca '

=Ru

Y e <

(6)

III. METODA CRAMERA-LUNDBERGA SZACOWANIA
PRAWDOPODOBIENSTWA RUINY

W tablicy 1 poréwnano wartoéci doktadne prawdopodobiefistwa ruiny, li-
czone ze wzoru

/i fie
Wy ol Bttt u(©)/(1+0) 7
() T @)

z wartoSciami aproksymowanymi formula Cramera-Lundberga (Bower s
(1986).

W(u)=e® (8)

dla r6znych wartoéci poczatkowych rezerwy u = U(0) ubezpieczyciela oraz r6z-
nych wspotezynnikéw dopasowania ©, gdy proces laczne; sumy roszczen jest
procesem Poissona i 4= 1 oraz zmienne losowe roszczefi maja rozklad wyktad-
niczy z parametrem 3> 0. Zastosowano kryterium dhugookresowe oraz przyijgto,
ze ruina nastapi, gdy zysk spadnie ponizej poziomu rezerwy poczatkowe;.
Przyjeta formuta aproksymacyjna Cramera-Lundberga jest doktadniejsza dla
malego wspdtczynnika bezpieczefistwa ©. Maty dodatek bezpieczefistwa do
sktadki oznacza, zgodnie z definicja prawdopodobiefistwa ruiny i wspotczynnika
bezpieczenstwa, duze prawdopodobiefistwo ruiny. Przy wysokiej rezerwie po-
czatkowej i matym wspolczynniku bezpieczenstwa © = 0.01 formuta aproksy-
macyjna Cramera-Lundberga bardzo dobrze przybliza warto$ci dokladne praw-
dopodobienstwa ruiny z bledem rzgdu 10™. Dla wiekszych wartoci wspblczyn-
nika bezpieczefistwa obserwujemy duzy wzrost bledu wraz ze wzrostem rezerwy
poczatkowej u ubezpieczyciela. Zaleznoéé¢ bledu od wielkosci rezerwy poczatkowej
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jest wada metody Cramera-Lundberga. Na ogot w praktyce ubezpieczeniowe;
dodatek bezpieczenstwa © nie przekracza 10%. W tym przypadku formuta
aproksymacyjna Cramera-Lundberga moze by¢ stosowana do oceny sytuacji
finansowej ubezpieczyciela.

Taaib-1i1cian il

Prawdopodobienstwo ruiny dla réznych warto$ci wspélczynnika bezpieczenstwa ©
oraz poczatkowej nadwyzki u.

W(u) Y(u)
dla ©=0,1 dla ® =0,01
b warto$é Warto$§é
warto$¢ | aproksymowana biad warto§¢ | aproksymowana biad
doktadna | metoda Cramera- | aproksymacji | dokladna | metodq Cramera- | aproksymacji
Lundberga Lundberga
10 | 0,36626 0,36788 0,0044 0,89677 0,90484 0,009
20 | 0,14756 0,13534 0,0828 0,81223 0,81873 0,008
30 [ 0,05945 0,04979 0,1625 0,73567 0,74082 0,007
40 | 0,02395 0,01834 0,2342 0,66632 0,67032 0,006
50 | 0,00965 0,00674 0,3016 0,60351 0,60653 0,005
60 | 0,00389 0,00248 0,3625 0,54662 0,54881 0,004
70 | 0,00157 0,00091 0,4204 0,49509 0,49659 0,003
80 [ 0,00063 0,00034 0,4603 0,44842 0,44933 0,002
90 | 0,00025 0,00012 0,5200 0,40615 0,40657 0,001
100{ 0,00010 0,00005 0,5000 0,36786 0,36788 0,0001

Z r 6 d 1 o: Obliczenia wiasne.

IV. METODA PANJERA SZACOWANIA PRAWDOPODOBIENSTWA RUINY

Kolejng zastosowang metoda szacowania prawdopodobiefistwa ruiny jest
metoda Panjera (Dicson (1991). Odmienno$¢ tej metody polega na przyjeciu
zatozenia o zmiennym wspoétczynniku bezpieczenstwa ©;:

®,, gdy U@)<b
0= { i ©)
0, gdy Ur)2b

przy czym b jest ustalong dodatnig wartoécia bariery ruiny. Towarzystwo ubez-
pieczeniowe bgdzie zagrozone bankructwem, gdy wynik finansowy z dziatalno-
$ci ubezpieczeniowej osiagnie warto$¢ nizsza od parametru ruiny b.
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Jezeli
UbD=u+(1-0)ct -8 (10)
to przyjmujemy, ze dla ¢ > 0
W\(u)=Pr(U(H) <0 U(©O)=u) (11)

Zalozono, ze laczna suma roszczen jest ztozonym procesem Poissona ze
Srednig kwota odszkodowania =1 oraz ze rozklad zmiennej losowej wartodci
pojedynczego odszkodowania jest typu wykladniczego. Poréwnano doktadne
warto$ci prawdopodobieristwa ruiny wyznaczone na podstawie wzoru

() kY, (u)+1, gdy u<b
u)= 12
W, (u —b)(ke"’@o’(“‘"’o) +1) gdy u>b g
gdzie
]
k= ! il=1-k (13)
O, + (90 i @| )lpo(b)
z wartoSciami szacowanymi metoda Panjera przy uzyciu formuty
T 1-P()+ 3, £, Fi(j - k)
b of (]) = £ (14)

1+0, - f,

dlaj=1,2,.., gdzie P(X) jest dystrybuantg funkcji kwoty, przy ktérej nadwyzka
U(1) spada ponizej poziomu poczatkowego po raz pierwszy. Punktem poczatko-
wym obliczen jest

Fi(0)=—2fo

146,- f, gt

dlaj=0. Przy czym
Jo=P(0,5h) (16)
fi=P((G+0,5h)-P((-05h) dla j=1,2,3..1i h>0 (17)
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Wykorzystano metodg catkowania numerycznego Simpsona. Wyniki przed-

stawiono w tab. 2-3.

Tablica 2

Prawdopodobienstwo ruiny ‘¥'(«) dla réznych warto$ci rezerwy poczatkowej u oraz réznych
wspoblczynnikéw bezpieczenstwa ©;

W(u) dla
@() =0,1; 91 = 0,05
b=0

W(u) dla
©,=0,1;0,=0,05
b= 10

Y(u) dla
©y=0,110,=0,05
b=20

warto$¢
aproksy-
mowana
metoda
Panjera

u

biad
aproksy-
macji

warto$é
dokladna

warto$é
aproksy-
mowana
metoda
Panjera

biad
aproksy-
macji

wartos$¢
doktadna

warto§¢
aproksy-
mowana
metoda
Panjera

biad
aproksy-
macji

warto$é
doktadna

0,95238
0,59157
0,36745
0,22824
0,14177

0,95213
0,59142
0,36735
0,22816
0,14174

0,00025
0,00027
0,00027
0,00031
0,00028

10
20
30
40

50 | 0,08806 | 0,08804 | 0,00034

0,00034
0,00034
0,00036
0,00039
0,00039

0,93346
0,53615
0,33303
0,20686
0,12849

0,93315
0,53596
0,33291
0,20677
0,12843

0,07981 | 0,07978 | 0,00050

0,92042
0,44756
0,25706
0,15968
0,09918
0,06160

0,00040
0,00042
0,00042
0,00050
0,00040
0,00049

0,92078
0,44776
0,25718
0,15975
0,09922
0,06163

Z 1 6 d t o: Obliczenia wiasne.

Tablica 3

Prawdopodobienstwo ruiny W(u) dla roznych wartoéci rezerwy poczatkowej u oraz réznych
wspotczynnikoéw bezpieczenstwa ©;

Y(u) dla Y(u) dla Y(u) dla
©y=02;0,=0,1 ©=0,2;0,=0,1 ©)=02i0,=0,1
b=0 b=10 b=20
% warto$é warto$é warto$¢
arnis uprol;sy- b‘id, | wartose aproksy- bhllc(i R ap(r)cv)vksy- bh}(d
dokiadna|TOWANA | APIOKSY=1 4o tadng | MOWANA | APTOXSY- | 4\ tadna| MOWANA | aproksy-
metoda macji metodg | macji metodg | macji
Panjera Panjera Panjera
0 [0,90909 {0,90867 [0,00045 [0,85600 |0,85539 [0,00072 |0,83815 [0,83748 [0,00081
10 (0,36626 |0,36610 10,00044 [0,27198 |0,27178 [0,00070 (0,18172 |0,18156 [0,00083
20 10,14756 |0,14750 |0,00041 {0,10958 [0,10951 [0,00073 |0,05774 |0,05768 |0,00087
30 10,05945 10,05941 [0,00050 {0,04415 [0,04411 |0,00068 |0,02326 [0,02324 |0,00086
40 [0,02395 (0,02393 (0,00042 [0,01779 [0,01778 0,00112 [0,00937 0,00936 |0
50 ]0,00965 ]0,00965 [0 0,00717 10,00717 ]0,00139 0,00378 [0,00377 |0,00265

Z 1 6 d 1 o: Obliczenia whasne.
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Na podstawie przeprowadzonego badania stwierdzamy, Ze btad aproksyma-
cji dla metody Panjera jest rzedu 107 lub rzedu 107 (por. tab.2-3), co daje dobra
doktadnos$¢ wykonywanych obliczen.

V. PODSUMOWANIE

Metoda Panjera okazata si¢ dokladniejsza od formuty Cramera-Lundberga.
Btad aproksymacji nie przyrasta wraz ze wzrostem rezerwy poczatkowej u.
Obydwie metody moga by¢ zaakceptowane, gdyz blad aproksymacyjny nie jest
duzy (por. tab. 1-3). Prezentowane wyniki wskazuja na mozliwo$¢ zastosowania
omawianych formut aproksymacyjnych dla innych rozkladéw indywidualnych
roszezen.

Na podstawie wynikéw zamieszczonych w tab. 1-3 por6éwnajmy wartosci
prawdopodobienstwa ruiny dla bariery ruiny b = 0, dla jednakowych rezerw
poczatkowych i réznych wspotczynnikach bezpieczenstwa sktadki.

Wykres 1

Prawdopodobieristwo ruiny szacowane metodg Cramera-Lundberga (C-L) i Panjera (P)
dla r6znych warto$ci rezerwy poczatkowej i wspolezynnikéw bezpieczenstwa skladek

1,0
> 0,9 SRl R
£ 08 E -~ C-L (Q=0.1)

07 '

\ —A—C-L (Q=0.01
% 06 ( )
{ AP gy ——P (Q0=0.1,
§ 04 T—r—Ng— ) Q1=0.05)
80,3 +—— N '-4—-P(QO~0 2,
o 0’1 RSN

0,0

Rezerwa poczatkowa

Z 1 6 d1 o: obliczenia wlasne.

Przy zerowej warto$ci parametru ruiny oraz zatozeniu, ze ruina nastapi gdy
zysk spadnie ponizej zera stosowang warto$cig wspoiczynnika bezpieczenstwa
dla metody Panjera bedzie warto$¢ ©,. Z punktu widzenia ubezpieczyciela oce-
niajacego przyszle wyniki z dzialalnoéci ubezpieczeniowej wartosci prawdopo-
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dobiefistwa ruiny sq najnizsze dla © = 0,1 (przy metodzie Cramera-Lundberga)
oraz dla ®= 0,2 i ©,= 0,1 (przy metodzie Panjera). Dla tych wartoéci wspot-
czynnikow bezpieczefistwa warto$ci szacowanych prawdopodobiefistw ruiny sa
poréwnywalne przy zastosowaniu obydwu metod aproksymacji. Zmniejszenie
wspolczynnikow bezpieczefistwa do wartosci ©g= 0,1 i ©,= 0,05 przy metodzie
Panjera powoduje wzrost prawdopodobienstwa ruiny.

Zamieszczone formuly aproksymacyjne pozwalaja towarzystwu ubezpie-
czeniowemu zmierzy¢ ryzyko w danym portfelu przy zadanych wartoéciach
rezerwy poczatkowej, parametru bariery ruiny i wspétczynnika bezpieczefistwa
skladki. Moga réwniez stuzy¢ do wyznaczania wartoéci wspotezynnika bezpie-
czefistwa skladki. Amerykanskie towarzystwa ubezpieczeniowe maja obowiazek
dotaczania do sprawozdan obliczanego prawdopodobiefistwa ruiny i do szaco-
wania prawdopodobienstwa ruiny stosuja metody symulacyjne. Polskie towarzy-
stwa ubezpieczeniowe nie maja ustawowego obowiazku szacowania prawdopo-
dobiefistwa ruiny. Ponoszone przez wigkszo$¢ zakladow ubezpieczen straty po-
winny jednak spowodowac stosowanie mozliwie réznorodnych metod wspoma-
gajacych procesy decyzyjne, a wérdd nich probabilistycznych modeli ruiny
ubezpieczyciela.
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Anna Szymanska

APPLICATION OF INSURER’S RUIN MODEL TO ASSESSMENT
OF COMPANY’S RISK

Insurance company is particularly exposed to losses due to its specific activity. Therefore, the
necessary condition for company’s solvency is forecasting possible future losses.

The probabilistic model of insurer’s ruin allows to assess insurance risk. In the paper two
methods of estimating insurer’s ruin probability are compared (Cramer-Lundberg method and
Panjero method) with different assumptions concerning insurer’s initial reserves and additional
safety.



