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Wprowadzenie

Studiowanie proceséw ekonomicznych, dokonywane przy wykorzystaniu
metod nauk $cistych, odbywa si¢ zazwyczaj poprzez modelowanie i analiz¢ ma-
tematyczna opisujacych je parametrow ekonomicznych. Analiza ta dysponuje
aktualnie szerokim i zaawansowanym arsenalem metod i teorii, pozwalajacych
na uwzglednienie subtelnych, lecz istotnych cech badanych parametréw. Ich
pominigcie prowadzi czgsto do wynikdéw przyblizonych bez mozliwosci oceny
ich doktadnosci. Postepujac w ten sposéb mozemy nigdy nie przekroczy¢ progu
informacji o istotnych cechach proceséw ekonomicznych, ktore faktycznie de-
cyduja o ich rzeczywistym przebiegu w czasie badz tez o zwiazkach statycznych
pomigdzy nimi.

Poza bariera liniowosci, ktora ekonomia matematyczna i ekonometria wyda-
ja si¢ by¢ mocno nasycone, rozposciera si¢ wyjatkowo bogata w ekonomii, prze-
strzen zalezno$ci nieliniowych, odstaniajacych §wiat zwiazkéw pomigdzy para-
metrami, niemozliwy do wykrycia przy wykorzystaniu modeli liniowych. Ar-
gumenty potwierdzajace jego istnienie wyplywajq dos¢ tatwo z bardziej wnikli-
wych obserwacji wlasnosci algebraicznych podstawowych parametrow ekono-
micznych. Okazuje si¢, ze posiadaja one wlasng, naturalng struktur¢ algebra-
iczna, ktérej uwzglednienie jest niezbedne dla uzyskania poprawnosci rachun-
kowej przeprowadzanych analiz. Fakt ten pozwala na zasadnos$¢ otrzymywanych
wynikow i prowadzi do wnioskowania opartego na dobrze sformulowanym
uktadzie warunkéw koniecznych o charakterze poczatkowym.
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W prezentowanym materiale autorzy przedstawiaja metod¢ algebraicznej
klasyfikacji podstawowych parametréw ekonomicznych, dokonang z uwagi na
ich naturalne struktury algebraiczne, wynikajace z charakteru ich jednostek po-
miarowych. Zasadnicza konsekwencja tej operacji bedzie wskazanie, stosownie
dobranych przestrzeni probabilistycznych, w ramach ktérych mozna wykony-
waé, poprawne rachunkowo, obliczenia wielkosci statystycznych charakteryzu-
jacych badane procesy. W drugiej czesci tej prezentacji przedstawione zostang
podstawy analizy korelacji uwzgledniajace aspekty algebraiczne badanych pa-
rametréw ekonomicznych. Przyktadem ilustrujacym wymieniong problematyke
bedzie konstrukcja kilku, stosownie dobranych, struktur algebraicznych i odpo-
wiadajacych im typow przestrzeni prawdopodobienstwa, ktorych struktura gwa-
rantuje prowadzenie poprawnej analizy badanych zagadnien ekonomicznych.

1. Pojecie struktury procesu ekonomicznego

Metody statystyczne, szeroko stosowane w badaniach ekonomicznych, za-
ktadajq milczaco, iz wskazniki oraz parametry formulujace opis liczbowy bada-
nego zjawiska ekonomicznego posiadaja strukture liniowa. Dzieje si¢ tak dlate-
g0, iz przystgpujac do stosowania analizy statystycznej zapominamy o tym, ze
przedstawiajg one rzeczywiste wielkosci ekonomiczne i automatycznie opusz-
czamy ich miana. W ten sposob oddalamy si¢ od faktycznych zwiazkow i relacji
pomigdzy badanymi wielkosciami ekonomicznymi. Na ile nasze obliczenia,
prowadzone w ten sposob, traca zwiazek z rzeczywistoscia, mozemy sie tatwo
przekonac¢ na najprostszych przyktadach. Wiadomo powszechnie, iz usrednianie
parametrow mianowanych w czasie odbywa si¢ za posrednictwem sredniej har-
monicznej, za$ usrednianie wielkosci opisujacych przyrosty moze by¢ dokony-
wane jedynie za pomoca $redniej geometrycznej. Stosowanie w obydwu przy-
padkach $redniej arytmetycznej prowadzi do rozwazan statystycznych o charak-
terze technicznym, bez zwiazku z rzeczywistoscia. Zwiazek ten mozemy zacho-
waé stosujac odpowiednio skonstruowane obliczenia wskazane jednoznacznie
poprzez strukturg algebraiczna badanego parametru. Otrzymane w ten sposob
charakterystyki liczbowe bgda nosi¢ ceche poprawnosci matematycznej i wia-
sciwie informowac¢ o ekonomicznych wartosciach proceséw ekonomicznych.
Technike t¢ mozemy przenies¢ do przestrzeni prawdopodobienstwa poprzez
odpowiednio zdefiniowane wartosci oczekiwane, ktérych postaé sugerowana
jest poprzez strukturg algebraiczna wartosci przyjmowanych przez rozwazang
zmienng losowa.

Rodzi to jednak dodatkowy problem znalezienia tych struktur oraz pogru-
powania parametréw ekonomicznych na klasy, nalezacych do tej samej struktury
algebraicznej. Dopiero wtedy mozemy moéwi¢ o prawidtlowo wykonywanych
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obliczeniach, przeprowadzanych na interesujacych nas parametrach; zob. [Smo-
luk, s. 39] 1 [Stachak, s. 200-205].

Poniewaz warto$¢ oczekiwana, bgdaca podstawowym pojeciem rachunku
prawdopodobienstwa, jest uogoélnieniem $redniej arytmetycznej, nalezy pamig-
ta¢, ze dotyczy ona takich wartosci liczbowych, ktérych miana jednoznacznie
wskazuja na fakt, iz wielkosci te tworza grupe przemienna z dodawaniem jako
dzialaniem wewnetrznym, a ponadto, po wprowadzeniu wspdlczynnikow licz-
bowych, tworza struktur¢ algebraiczng nad ciatem wspdtczynnikéw. W takim
przypadku analiza elementéw wymienionej grupy, prowadzona przy pomocy
metod klasycznej statystyki jest w petni uzasadniona. Jezeli natomiast wielkosci
te tworza grupe z innym rodzajem ,,dodawania”, wtedy nalezy ustali¢ odpo-
wiedni rodzaj wartosci $redniej w grupie, jak tez sposob ,,mnozenia” rozwaza-
nych wartosci przez liczby.

2. Warto$ci oczekiwane uwzgledniajace strukture algebraiczna

Aby stosowac metody statystyczne do badania parametrow ekonomicznych,
jednym ze sposobow jest potraktowanie ich jako zmienne losowe okreslone na
pewnej przestrzeni prawdopodobienstwa. W tym celu zalozymy, ze X jest

zmienng losowa o wartosciach rzeczywistych, okreslong na przestrzeni prawdo-
podobienstwa {1, :4, p}. Wtedy wyrazenie

(z XD, dla dyskreinej zmiennej losowej X,
E X =471 2.1

J v f(x)dx, dla ciaglej zmiennej losowej X.

jest klasyczna definicja warto$ci oczekiwanej zmiennej losowej X, oznaczanej
symbolem EX.

Algebraiczna i fizyczna interpretacja tak okreslonej wartosci oczekiwanej
E X wskazuje, iz nalezy ja utozsamiaé¢ ze srednig arytmetyczna wazona warto-

$ci {x,} z wagami, odpowiednio {p,} w przypadku dyskretnym i f(x) w przy-
padku rozktadu ciaglego zmiennej losowej X. Z algebraicznego punktu widzenia
E, X jest $rednig wazong nad ciatem {R, +,-}. W przypadku, gdy zmienna loso-
wa X przyjmuje wartosci nad innym ciatem, ktére jest homomorficzne z ciatem

liczb rzeczywistych, wtedy wartos¢ oczekiwana indukowana przez homomor-
fizm £ bedzie okreslona wzorem
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gdzie Z = h(X) = (z,,z-, ..., Z,, ) Podany formalizm pozwala na przenoszenie

arytmetycznej wartosci oczekiwanej do dowolnej struktury algebraicznej ho-
momorficznej z ciatlem liczb rzeczywistych. Aby mozna byto prawidtowo obli-
czaé warto$¢ E, (Z) powinni$my zatozyé, ze homomorfizm ten jest bijekcja.
Takie podejscie prowadzi do uogdlnienia pojecia Sredniej arytmetyczne;j.

O ile na gruncie matematycznym nie ma powodow uzasadniajacych takie
uogdlnienie, za wyjatkiem, by¢ moze, czysto teoretycznych spekulacji, to roz-
wazania ekonomiczne dostarczajg wielu przyktadéw, kiedy srednia arytmetycz-
na wazona nie moze by¢ zasadnie stosowana. Naleza do nich przypadki, kiedy
zmienna losowa przyjmuje wartosci takie jak: warto§ci mianowane w czasie lub
przyrosty. Odpowiednimi §rednimi wazonymi, czyli warto§ciami oczekiwanymi,
sa wtedy: srednia harmoniczna i $rednia geometryczna. Warto zauwazy¢, iz do
wnioskéw, w sposob intuicyjny, takich dochodzili juz w I potowie XIX wieku
specjalisci zajmujacy si¢ konstrukcja systeméw wyborczych w Stanach Zjedno-
czonych, kiedy jeszcze nie byly znane podstawy algebraiczne pozwalajace na
jednoznaczne przypisywanie stosowanej sredniej do danej zmiennej losowe;,
przyjmujacej wartosci w ustalonej strukturze algebraiczne;.

Jak uprzednio wspomniano struktura algebraiczna parametrow opisujacych
procesy i zjawiska ekonomiczne, podlegajacych usrednianiu harmonicznemu lub
geometrycznemu, jest otrzymywana przy pomocy nastepujacych odwzorowan

oraz

odpowiednio.
Indukowane tymi bijekcjami wartosci oczekiwane wyrazaja si¢ wzorami:

: dla dyskretnej zmiennej losowej X,

(2.2)
dla cigglej zmiennej losowej X;
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oraz

5]

: w0 — - - . - -
¥ = elim:pilnw dla dyskreinej zmiennej losowej X,
E_ Y — .
g =5 : (23)

L B
g'R fxllnxdx dla ciaglej zmiennej losowej X,

gdzie Eyd jest harmoniczng wartoscia oczekiwana, za§ E-X oznacza geome-

tryczna wartos$¢ oczekiwang [Ostasiewicz, s. 62—65].

Wymienione wartosci oczekiwane mozemy otrzymac jako przypadek szcze-
gblny bardzo ogolnie sformutowanego pojgcia wartosci $redniej wazonej.
W tym celu niech & bedzie liczba rzeczywista, taka, ze @ € R'\{0}. Dla zadane;j

zmiennej losowej X = (x,,x,,...,x, ), z dodatnimi warto$ciami x, i prawdo-

podobieistwem P[X = x,;] = p,, i = 1,2,...,n, definiujemy E_ X wzorem

(, n %

(Zp:-x“) : dla a=# 0,|a| < 4o,
=1

E X =+ . (2.4)
¢ n.r:u‘ : dla a=0, ’
=1

min(x,,x,, ..., x,), dla o= —oo,

\ max(x;.x,, ....x,_). dla a=+4oo;

zob. [Mitrinovié, s.19-29].
Kladac @ = 1 otrzymujemy arytmetyczng wartos¢ oczekiwang

EX=EX=EX=) pox.
i=1

dla @ = —1 otrzymujemy harmoniczna warto$¢ oczekiwang
[ r [ = F ) l
'_"_1-“.=£'.{.-{=Tﬂl E .
Lip=1 x
dla @ = 2 otrzymujemy kwadratowa warto$¢ oczekiwana
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Natomiast w przypadku, gdy @ = 0, jako przypadek graniczny, otrzymuje-
my geometryczng warto$¢ oczekiwang
EX=1limE

v -
@

X =EgX.

Ponadto mozna udowodni¢ zasad¢ monotonicznosci srednich potegowych
moéwiaca, 17

W podobny sposob definiuje si¢ E_X w przypadku ciaglej zmiennej loso-

wej. Otrzymujemy wtedy tozsamosci:

EGX — EEAA' InX
oraz
[EH-:"]-l = Ey [X-i]

Aby otrzyma¢ ilustracj¢ funkcjonowania przedstawionych s$rednich roz-
wazmy zmienna losowa X = {1,2,3,...,25}, dla ktorej

ExX = 6,62, E.X=1017, E =13

-

Rozszerzajac zakres $rednich z uwagi na parametr ¢t (zob. (2.4)) widzimy, ze

E_.X=480, E_ X=EuyX=662 EpX=EX=1017
E X =EX=13,  E.X=1486

Latwos¢, z jaka wymienia si¢ rdznego rodzaju srednie, bez blizszego rozpo-
znania ich zwiazku ze strukturami matematycznymi oraz zaleznosci porzadkuja-
cej wartosci przyjmowane przez nie na tym samym wektorze zmiennej losowej,
oznacza, iz traktuje si¢ je bardziej jako ciekawostke matematyczng anizeli realny
i prowadzacy do zgodno$ci z rzeczywistoscia system usredniania, zwigzany
z konkretnymi strukturami algebraicznymi.
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3. Wartos$¢ oczekiwana i wariancja uwzgledniajaca strukture algebra-
iczng zmiennej losowej

Przedstawimy teraz technike liczenia wartosci oczekiwanej w zaleznosci od

struktury algebraicznej przyjmowanych wartosci. Rozwazmy w tym celu n wy-
miarowa przestrzen liniowa (¥,+,) nad ciatem (& +:] i niech
¥ =lxy,xs,..,x, ) EW = X" bedzie dowolnym wektorem tej przestrzeni,
aponadto niech p = {p,} € A" bedzie ciagiem liczb nieujemnych, takich, ze
¥™,p. = 1. Z danym wektorem X oraz danym ciagiem {p, }rozkladu jedynki,
mozemy potaczy¢ wyrazenie E(X,p) = Y=, x.p, ktore jest klasycznie rozu-
miang wartoscig oczekiwana zmiennej losowej X.

Zatézmy teraz, ze h: W < W}, jest homomorfizmem przestrzeni wekto-
rowej 'V, +,-) na przestrzen (¥}, +,,-n), rozumianej jako 1 wymiarowa prze-
strzenn wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych. Wowczas dla dowolnego
X =1lxq,%5,..., %, ) otrzymujemy

Y = (y3,%2.. -, ) = h(X): = (h(x;), hixz),..., hix.)),

1 w konsekwencji

Y+,Z:=h{h~1(¥) + h1(Z)) £ vy, (3.1)
oraz
AnY=h(A-h"(Y)) eV, (3.2)
dla dowolnych ¥, Z £ Wi 4 € &, gdzie
X=hYY)=(h v h 1y,),....h 1 {y,))

Jezeli do przestrzeni ¥ wprowadzimy dowolna metryke 2, wtedy mozemy
skorzysta¢ z faktu, ze p(0,X), dla dowolnego X £ U, okresla wielko$¢ znang
jako norma X i oznaczana symbolem ||X||. Metryka ta moze by¢ przeniesiona
przez homomorfizm h na przestrzen 7y, indukujac metryke oy, okreslong wzorem

pn(v.Z) = p(h™*(Y).h7*(2)) (3.3)
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dla dowolnych ¥,Z € V. W ten sposdb struktura (W, o) staje si¢ liniowa

przestrzenia metryczng. Korzystajac z tych rozwazan mozemy dokona¢ przenie-
sienia poprzez h warto$ci oczekiwanej E{X, p) na przestrzen ', wzorem

E (Y, p) = ':1( Z p.h1(y,) ) = h(E(h~1(Y), 2)). (3.4)
LVi=l

W przypadku, gdy g jest metryka euklidesowa, okreslong na przestrzeni W/,

za$ X zmienng losowa okre$long na tej przestrzeni, wtedy wyrazenie

g-(X,p) = zl.r: —EX,p)) p.= Z x.—E(X.p)"p.

=1 =1
= elx, E(X,p)) p.
=1
ktore jest wartoscia oczekiwang zmiennej losowej (X — EX)=1i jest nazywane

wariancja zmiennej losowej X przy rozkladzie {p.} Odchylenie standardowe
(X, p) definiowane jako pierwiastek kwadratowy wariancji, spetnia wtasnosci
miary.

Uwzgledniajac odwzorowanie h, przeksztatcajace przestrzen W na przestrzen

"/ widzimy, ze wyrazenie

oplY,p) =
= Z pulyiEn(Y.p)) p: = Z h=*(3)%p; — [n 7 (Eu(¥. p))] 3:5)
i=l i=1

jest h—wariancja zmiennej losowej ¥', ktorej wartosci naleza do przestrzeni Wy, w
zwiazku z metryka gy,. Ponadto

on(Y,p) = |oi(¥,p)

\

nazywamy /—odchyleniem standardowym.
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Jezeli dodatkowo wprowadzimy druga bijekcje g: R. — H. wtedy mozemy

rozwazy¢ wyrazenie

orglZp) =g Zp-:g"( (-1":: Zpd -'~"-:£') ) (3.6)

=1 =1

ktore jest uogoélnieniem 7—odchylenia standardowego.
Wykorzystujac fakt, ze plx,v) = ||x — vI| widzimy, iz

n
Cho1(z) — A1)
k=1

" 1(z,)—h71(z,))

G?:.g:zlp. 5(

=9(;p;-§‘l( ])

Zaktadajac, ze g jest odwzorowaniem identyczno$ciowym otrzymujemy

wowczas

-1 '-l-'__ ]|— n x.}
. (3.8)

ZZ“’ I=2z) — h=2 (2l

i=1 k=

Otrzymana miara nosi cechy miary rozproszenia zadanego poprzez wyrazenie
symetryczne, uwzgledniajace rozktad prawdopodobienstwa elementow iloczynu
kartezjanskiego { z., z;. | wspotrzednych wektora Z.

Z uwagi na zalozenie, ze g jest odwzorowaniem identycznosciowym moze-

my wprowadzi¢ wyrazenie uogdlniajace otrzymane oszacowanie w postaci

n o n 39
- Y Y rlrio - 1)l o

i=1 ;=1

gdzie ¥ ={xq,x2,..,x,), ¥ =1(yy,v2....0.), za§ p., jest prawdopodobien-

'\-\_H'll

stwem zdarzenia elementarnego ( X;
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PrZijuJ‘?{C, Ze g:f:‘ = rl T "'_,__;- a

N , @ = 1, mozemy wykazaé, ze
- 1

GrglZ.p) i( Z p:pillht(z) — a7 Hz,) I“) . (3.10)
=1&=1

Oznacza to, ze otrzymaliSmy oszacowanie uogoélnionego odchylenia standardo-
Wego przez pewna miar¢ rozproszenia rzedu .

4. Przyklady i zastosowania

Ponizej zostang podane przyktady ilustrujace wybrane procedury uogdlnia-
nia klasycznych poje¢ rachunku prawdopodobienstwa.

Przyktad 1.

Niech W := R" oraz ¥, := RI. Rozwazmy bijekcj¢ 7 zdefiniowang naste-

pujaca formulg v = hix):=e*, ktora tworzy odwzorowanie R = E., przy
czym x = h™*(y) = Iny. Wowezas
¥ +ry2 =h{ny; +Inyz) = hilny y2) =y -2, 4.1)
A y=h(ny) =h{lny*) =47 (4.2)

zachodzi dla dowolnych ¥,vy,v; ER,i A€ R  Oczywiscie bijekcja
h := (h,h, ..., h) odwzorowuje R" na RZ.

n

Jezeli p(a, b): = |a — b| na R® wowczas

LA |
In-

on (L y2) = Iny; —Iny,| =

4.3)

Z powyzszego wynika, ze jezeli ¥ = (vy, ¥,

2,...,m, a ponadto p = (py,P:.-
jedynki, wowczas

V), gdzie ¥, =0 dla
... P, ) jest nieujemnym rozktadem
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mn T n
E,(Y,p) = h(Zp; lﬂ:t‘;) = HEF‘I“-‘" = n;-;"’f =h(E (), p). 4
=1 =1 i=1
gdzie h™3(Y) = (Inyy, Invs, ., Iny, ).
Ponadto
n f n -
op (V,p) = th ( _‘r;-l_[.tf"' ) ;
i=1 h J=1 J
o TR U R B )
=Z]n — p; = Zpﬂ.-]n}'ﬂ,-—]nyﬂ, p
i=1 ¥ =1|r=1
= (ZP;IHJ';) -2( p;lny )
i=1 =1 .
+ Zlﬁ ny ) p - Ziln v:)°p —(ZP In) )
=1 i=1 =}|
=Zh‘1 Vi) P — (Z h™1(y)p )
=1 vi=1
n F ¥ W, 2
= ZI ny; ) p — (]nl_[j'f[)
=1 Vo=
=) (ny)%p— I Ex(¥, )1
=1
(4.5)
Przyklad 2.
Niech ¥ := &, @ = —1 oraz niech
x 3, dla x » 0,
Vax—vy=hix)=xlx|""= 0, dax=10,
l—[;—.‘{:}_l. dlax <0

Wowcezas h: W — Ty, = R zad b= y) = v|v|™=
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Ponadto

.".1-1 +. _1': = hlh_i:_"l;l - h_i:::'-‘:-: } = h:_"-i ".11 -2 4+ . v

h . Fzi¥z
= (™2 + 20y 720 a7 + vl 7573
a takze
A vy=h(A-h7y)) =h(a-y|yI2) = 2- vy A- vyl 2172 = 412175
Podstawiajac ¥ = (13,V=,..., ¥,,) oraz oznaczajac przez p = {1} rozklad
jedynki widzimy, ze
Eh:j",p: = Zp: h Vi :Z E:P;'P: -::,!.; = Zh-‘l:};;.;}: -:}.;;I
=1 =1 =1
=h Z:_,. O L =[ Py |y ':) pr. N
=1 T =1

Podsumowanie

Przedstawiona problematyka pokazuje wyniki teoretyczne oraz procedurg,
jaka nalezy stosowac, w celu prawidtowego konstruowania zadanego typu staty-
styki, ktory wyznaczany jest w sposéb jednoznaczny po ustaleniu struktury al-
gebraicznej badanych parametréw. Trudnosci teoretyczne jakie moze sprawiac
stosowanie przedstawionej techniki beda polegaé gltéwnie na identyfikacji struk-
tury rozwazanego typu parametru i znalezienie odpowiedniej bijekcji.
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Abstract

Substantiated study of economic processes by examining the behavior of economic parame-
ters requires taking into account their algebraic structures. It is known that these parameters have
their own, natural algebraic structure which establishment is the first step to correct the accounting
of analysis and reasoning. In the article, the authors present an algebraic algorithm that can be
applied to the classification of basic economic parameters. Its consequence will be an indication of
the mathematical and probabilistic structures, within which the calculation of values characterizing
studied processes can be done. As the examples mentioned issues we will present several algebraic
structures and their corresponding types of nonlinear probability space.



