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1. WPROWADZENIE

Gwaltowny rozwdj réznych dziedzin nauki, jaki wystapit w XX wieku, wy-
musza na nas wprowadzanie ciaglych zmian w procesie nauczania, zaréwno
w zakresie materiatu, jak i sposobu przedstawiania go studentom. Dotyczy to
rowniez przedmiotow ilo§ciowych, wykorzystujacych przede wszystkim pojecia
matematyczne.

Pojecia matematyczne sa zwykle przemyslane i uprzystepnione w formal-
nych opracowaniach na uzytek studiéow gléwnie przez matematykéw. Niestety,
bardzo czgsto zgodnie z potrzebami ubieglych wiekéw, sq one opracowane
w trudno przyswajalnej i bardzo abstrakcyjnej formie.

Ten stan rzeczy byt spowodowany oczywista i gwaltowng potrzeba zapew-
nienia pelnej precyzji i $cistosci ujeé matematyki na studiach wtedy, kiedy
szkolne nauczanie matematyki nie mogto by¢ jeszcze doprecyzowane ani przez
nauczycieli szkét $rednich ani, tym bardziej, w samoksztalceniu si¢ przez ich
uczniéw. Po prostu byl to skutek braku odpowiedniej, powszechnie dostgpnej
matematycznej literatury’.

* Dr, Katedra Metod Statystycznych, Uniwersytet Lodzki.

! Jeszcze do niedawna, aby zabezpieczyé Scislog¢ akademickiego wykladu, niektorzy mate-
matycy (np. stynny prof. W. Sierpinski) znane bardzo pobieznie ze szkoly $redniej funkcje trygo-
nometryczne, wprowadzali na nowo w sposob niegeometryczny (szeregami potegowymi), mato
pogladowo, ale cisle. Podobna potrzeba spowodowata nawet kilka wiekéw temu odkrycie geome-
trii analitycznej przez Kartezjusza (1637 r.) i stopniowe wprowadzenie réznych ciekawych metod
arytmetyzacji matematyki. Jednak od chwili uzupehienia i dopracowania slynnych Elementow
Euklidesa przez D. Hilberta (1899 r.) oraz opracowania olbrzymiej ilosci precyzyjnych wyktadow
geometrii szkolnej, owa potrzeba arytmetyzacji i zwigzanych z nig definicji ignorujacych wy-
obraZnig, stala si¢ malo aktualna. Geometria analityczna za$ nie zastgpuje ale ma znaczenie nieza-
lezne i uzupelnia si¢ z naszg geometrig szkolna.
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Rozszerzajacy si¢ zakres problematyki réznych dziedzin, w tym problema-
tyki samej matematyki, musi sklania¢ zaréwno do stosowania lepszych sposo-
bow wprowadzania poje¢ matematycznych na zajeciach akademickich, jak
i lepszych, tatwiejszych sposobow merytorycznego ujmowania tresci tych pojeé,
miedzy innymi, w kierunku zwigkszenia ich przejrzystosci i prostoty.

Dokonuja si¢ obecnie stynne procesy globalizacji gospodarki i pozostatych
dziedzin zycia spoleczefistw. W dwojaki sposob wplywaja one (i powinny
wplywaé¢) na omawiany tu problem dydaktyki. Z jednej strony, wymuszaja one
na nas wprowadzanie takich form nauczania, przy ktérych migdzynarodowa
wymiana studentow nie bedzie im sprawiata klopotéw pojeciowych, szczegélnie
w wymianie pogladéw naukowych. Z drugiej za$ strony, zwigkszaja one sama
mozliwos¢ prowadzenia takiej wymiany pogladow, zarébwno w sposéb bezpo-
$redni, jak i na tamach rozmaitych publikacji.

Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie jednej z mozliwych pro-
pozycji udoskonalenia zaj¢¢ z matematyki na przykladzie wprowadzania jednej
z zasadniczych koncepcji — pojecia calek oznaczonych.

Pojecia calek i pochodnych uwaza si¢ potocznie za wysoce abstrakcyjne
i trudne, zupehie niedostgpne dla przecigtnego inteligenta i mato dostgpne dla
poczatkujacego studenta. Sami matematycy jakby potwierdzili i tym samym
utrwalili takgq opinig. Twierdzili bowiem czgsto (a niektérzy z nich z przyzwy-
czajenia robig to nawet do dzisiaj), ze owe pojgcia, wespot z pojeciem granicy,
wchodzg juz w zakres tzw. matematyki ,,wyzszej”, a wigc wystepuja one w ja-
kiej$ warstwie wyzszych poje¢, ponad zwyczajng matematyka.

Uwazam, ze jest to opinia usprawiedliwiona niezbyt szcze¢$liwym, tradycyj-
nym sposobem wprowadzania poje¢ analizy matematycznej, a nie jakas odmien-
na jakoscia tych pojec’.

Mozna si¢ o tym przekonaé analizujac zwiazek poje¢ catek i pochodnych
z dawno przyswojonymi potocznie i tatwymi pojeciami pola lub objetosci figury
i predkosei. Nie widaé przyczyn, dlaczego dla przyswojenia sobie na co dzien,
pojecia analizy mogtyby by¢ specjalnie trudne. Na razie dla oswojenia si¢ z no-
wymi nazwami na pewno potrzeba by bylo uczacym sig trochg wigcej czasu niz
dla pojeé potocznie uzywanych do tej pory. Kiedys jednak, jak i pojecia obie-
gowe, owe pojecia w swojej treéci stang si¢ banalne.

? Podkresla si¢ czasem, ze w podanej przez Cauchy ego formalnej definicji granicy funkcji po
raz pierwszy w matematyce wystapily trzy roézne kwantyfikatory, inaczej jak w prostszych od niej,
poczatkowych definicjach geometrii i algebry. Zwigzane to jednak bylo z ulomnoscia jezyka
potocznego, uzywanego pierwotnie w naukach. Wobec zastosowania specjalnej symboliki dla
trudniejszych zdai w matematyce, sytuacja trzech kwantyfikatorow dzisiaj weale juz nie jest
w niej wyjatkowa.
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2. TRADYCYJNY SPOSOB WPROWADZANIA CALEK
I POCHODNYCH

Obecna tradycja wprowadzania pojeé analizy matematycznej zaczela sig
ksztattowaé¢ w XVIII i XIX wieku. Tradycje t¢ nieco zmieniono w 1797 r. kiedy
to S. Lacroix podmienit dawng geometryczng definicje catki oznaczonej defini-
¢cjg czysto analityczna.

Trudno$ci w precyzacji poje¢ i dopiero stopniowe odkrywanie twierdzen
przyczynily si¢ przez wieki do wytworzenia schematu wykladu, ktéry dla fatwe-
go uchwycenia treéci pojeé, dzisiaj juz najszczesliwszy nie jest.

Zwréémy uwage na istotne cechy utrwalonej dydaktycznej tradycji.

W typowych zajeciach z matematyki w szkole wyzszej, poswigcamy naj-
pierw wiele godzin wykladu i éwiczen na operacje obliczania pochodnych (czyli
rézniczkowanie) i jej odwrécenie (ktora jest obliczanie calek nieoznaczonych).
Operacje te stosujemy do funkcji okreslonych w sposéb abstrakcyjny. Stad,
trudno tu o jaka$ pogladowosé i tej tutaj nie ma.

W koncu jednak jest szansa na przejrzysta geometryczng interpretacje poje-
cia calki. Mianowicie, gdy przy pomocy calek nieoznaczonych, wprowadzamy
wreszcie catke oznaczona. Czynimy to jednak tylko dla bardzo prostych, wybra-
nych funkcji, bez petnej $wiadomosci, czy mozna to robi¢ zawsze. Przy tym,
niejako automatycznie, sobie lub innym sugerujemy jaka$ ulomnos¢ wszelkich
geometrycznych, pogladowych ujeé i niejasny zakres ich stosowalnosci.

W ten sposéb dominuje u nas skomplikowana i abstrakcyjna definicja catki
jako granicy sum Riemanna, z wielka szkoda dla naszej wyobrazni.

Na domiar zlego, bardziej zaawansowane podreczniki przesadnie strasza
studentéw, sygnalizujac uczacym si¢ uogélnienia poje¢ catki i pokrewnych
w nieskoficzono$é; i to metodami dziwacznymi, odkrytymi wbrew temu co od-
gadujemy i jesteSmy w stanie odkry¢.

Na szczedcie nie jest to prawda, a opisang sytuacj¢ mozna juz dzisiaj rady-
kalnie zmieni¢. Wyrazniej widoczne jest to jednak dopiero od lat pigédziesia-

tych.

3. NOWE MOZLIWOSCI OKRESLANIA CALEK OZNACZONYCH

W 1957 r. czeski matematyk Jarostaw Kurzweil zauwazyt prosta modyfika-
cje znanej (z wigkszoéci wykladow i podrecznikéw) formalnej definicji catki,
podanej przez B. Riemanna (zob. np. Fichtenholz 1965, rozdz. 9, par. 1, s. 80).
Modyfikacja polega w zasadzie (w zaleznosci od wersji definicji Riemanna) na
zmianie znaczenia tylko jednej litery, a pozwala obja¢ jednolitym pojgciem
wszystkie znane "naturalne" uogolnienia calek oznaczonych (tych calek, ktére maja
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wartosci skoriczone (!)). M.in. modyfikacja pozwala obja¢ calki Lebesque'a, za-
rowno zwykle, jak i niewlasciwe.

Nowo wprowadzone pojecie okazalo si¢ rownowazne z dobrze znanymi
ekspertom teorii catkowania, bardzo trudnymi ujeciami A. Denjoy z 1912 r.
i O. Perrona z 1914 r. Wiadomo takze, ze owe ujecia w pewnym sensie zakon-
czaja proces ,naturalnych” uogélnien (zob. np. Saks 1930, rozdz. 10 tw. 8,
s. 308, gdzie podane sa pewne charakteryzacje calek przez pewne ich wilasnoéci
— postulaty).

Poczynajac od 1997 r. grupa matematykéw rozwijajacych nowe ujecie catki,
propaguje podawanie zmodyfikowanej, ogodlniejszej definicji wszedzie tam,
gdzie nie zalezy nam na drobiazgowym uzasadnianiu referowanych twierdzen,
a wige szczegdlnie w przypadku wykladu matematyki dla jej zastosowan. Doty-
czy to réwniez wyktadow na wydziatach ekonomicznych.

Zalety nowego ujecia dos¢ dobrze przedstawia ,,An open letter to authors of
calculus books” otwarty list-apel w Internecie, sygnowany przez wielu autoréw
podrecznikéw propagujacych nowe ujecia (ich lista rosnie). Sa to:

R. Bartle (USA - Uniwersytet w Chicago, mth-bartle@emuvax,emich.edu);

Sp. H. Henstock zm. 2007 r. (Irlandia — New Univ. of Ulster, r.henstock@
ulst.ac.uk)

J. Kurzweil (Czechy, kurzweil@mbox.cesnet.cz);

E. Schechter (USA — Vanderbuilt Univ, schectex@math.vanderbilt.edu);

S.T. Szwabik (Czechy — Praha Academia , schwabic@beba.cesnet.cz);

R. Vyborny (Australia~ Univ. of Queensland, R.Vyborny@mailbox.uq.
edu.au).

Nie bede w peli powtarzal argumentacji owego listu, ktéry dostepny jest
w Internecie pod cytowanym nagléwkiem. Jego autorzy podkreslaja, ze niektére
fakty zmodyfikowana definicja catki pozwala sformutowaé prosciej oraz, ze jest
ona bardziej uzyteczna od starej definicji, jako pomost do materialu bardziej
zaawansowanego. Natomiast nie rodzi ona nowych trudnosci, bo ci, ktérzy jej
nie rozumieja, réwniez w takim samym stopniu nie potrafia zglebi¢ starej defini-
cji. Wskazuja réwniez, ze odpadajg z osobnego nauczania tzw. calki niewlasci-
we, co wyklad ulatwia i nawet nieznacznie skraca.

Popierajac apel, postaram si¢ jeszcze dodatkowo uwidocznié, jak nowocze-
sny wyklad teorii calek poprzez geometryzacj¢ mozna upogladowié i tym sa-
mym, lepiej uprzystepni¢. Co wigcej, ze mozna to uczynié bez zmiany liczby do
tej pory przeznaczanych na 6w wyklad godzin.

Réwnolegle, podam réwniez dane historyczne o rozwoju pojeé catki. To,
m.in. pozwoli przekonac¢ si¢, ze nowy porzadek wykladu weale nie bedzie czym$
dziwnym, niezgodnym z naturalng tradycja, ale ze wrgcz przeciwnie, bedzie
przywréceniem pierwotnego, naturalnego porzadku rzeczy.
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4. PRZYWROCENIE PIERWOTNEGO HISTORYCZNIE PORZADKU
POJEC W WYKLADACH

W moim przekonaniu, calki oznaczone mozna z powodzeniem wprowadzaé
w formie geometrycznej, jeszcze w szkole $redniej, chociaz wtedy juz bez wielu
wzoréw. Jednak ogranicze si¢ tutaj do podania jednej z mozliwosci dla szkoly
WYyZszej.

Nic nie przeszkadza, by catke oznaczong wprowadzi¢ w jakim$ przedziale,
jako algebraiczng sume pdl. Pol czgsei od wykresu funkceji do osi x — ze znakiem
plus, o ile wykres znajduje si¢ nad osia x i — ze znakiem minus, gdy przeciwnie,
znajduje si¢ pod osig x. Catkowana funkcja nie musi by¢ wtedy funkcja ciagta.

Pojecie mozna stopniowo uogélnia¢, zaczynajac od nielicznych przyktadow
krzywych, dla ktérych odpowiednie pola w szkole $redniej potrafimy juz obli-
czaé, albo korzystajac z podanych bez dowodu wzoréw.

Jezeli ograniczymy si¢ do przypadku, gdy sumy (skoriczonej lub nieskon-
czonej liczby) pél dla cze¢sci dodatnich i dla czesci ujemnych wykresu, z osobna
sa skonczone, dostajemy w ten sposob znang z literatury matematycznej catke
H. Lebesque'a.

Przejrzysty wyklad teorii catki wymaga réwnoczesnego objasnienia jej sym-
bolu, jako wydluzone;j litery S i skojarzenia jej z sumami. Wystarczy tu tylko
wskazaé, ze catke jako pole, mozna oblicza¢ sumujac cienkie ,,stupki”.

Wprowadzenie catki jako pola (w przypadku funkcji catkowanych ciaglych),
pozwala doéé tatwo odkryé sposob ich przyblizania poprzez obliczanie tzw. sum
Riemanna, a takze odkry¢ znany zwiazek catkowania z rézniczkowaniem. To
wladnie, przed algebraizacja pojecia calki i formalnym podawaniem wzoréw,
wygodnie jest uczynic.

Dalszym etapem moze byé ogélne i formalne podanie definicji catki ozna-
czonej, przy pomocy zmodyfikowanych sum Riemanna. Mozemy podac ja jako
uzupetnienie.

Pragne podkresli¢, ze przy pomocy catek oznaczonych mozna odkry¢ i bar-
dziej intuicyjnie wyprowadzié réwniez niektére wzory, ktére dotychczas w swej
tresci lub w dowodzie byly trochg ,.zbyt magiczne dla studentéw”. Np. tw.
Schwarza o zmianie kolejnoéci pochodnych czastkowych oraz tw. o calkowaniu
przez cze$ei mozna uzyskaé w naturalny sposob przez sprowadzanie calki po-
dwdjnej do calek iterowanych, a posta¢ reszty we wzorze Maclaurina — przez n-
krotne catkowanie nierdwnoéci dla n-tej pochodnej (intuicyjne wyprowadzenie
wzoru na reszte znalaziem kiedy$ w starym podreczniku Nernsta i Schoenfliesa
1913, rozdz.8, par, 7a, s. 245-247). Pomijam blizsze wyjasnienia, bo intuicyj-
no$é dowodéw ma wielkie znaczenie gléwnie dla samych matematykow.
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Poréwnajmy teraz przez chwilg obie wersje tekstu: dawnego i zmodyfi-
kowanego okreslenia calki uzupelniajacego wyklad.

A. ZwyKkla (tradycyjna) definicja calki Riemanna w wersji zblizonej do
definicji Kurzweila.

Niech <a;b> bedzie dowolnym domknigtym (skoficzonym) przedziatem
liczb rzeczywistych, natomiast f niech bedzie dowolng funkcja okreslong na tym
przedziale i przyjmujaca tylko wartosci rzeczywiste.

(1) Etykietowanym podzialem przedzialu (a;b) (po ang. "tagged parti-
tion”) nazywamy dowolny uklad dwéch ciagéw liczbowych skonczonych
P=[(%,,%...,%,); (to,t;.t, )], dla ktérych x,=a,x,=b, x,<x <..<x,

oraz zawsze t; € <x,_l;x,.>.

(2) Oszacowaniem (skalowaniem, po ang. ,.a gauge”) nazywamy dowolng
liczbe dodatnig & .
(3) Dla oszacowania &, podzial P w ktorym zawsze [X,; X,| <& nazywamy

8- drobnym podzialem.
(4) Sumg (przyblizona) Riemanna dla funkeji f oraz podzialu P nazywa-
my sumg diugosci przedziatéw podziahu pomnozonych przez wartosci funkcji f

w punktach z nich wybranych, tj. nazywamy nig liczbe Z:;I eI x50

(5) Calkg oznaczong funkcji f od a do b nazywamy jedyna liczbe skori-
czong L (oznaczang tu przez _C f(x)dx ), taka ze dla dowolnie matego € > 0 ist-
nieje takie oszacowanie 0, ze dla kazdego & - drobnego podziatu odpowiada-
Jjaca mu suma Riemanna, co do modutu rézni si¢ od liczby L o mniej niz ¢, tj. :
AN = (Iz;f(t,)lx,_,;x, [-L|< e) (o ile oczywiscie taka liczba

e0  §>0 P & -podz.
L istnieje).

Definicja zmodyfikowana przez Kurzweila
Niech <a;b> bedzie dowolnym domknigtym przedzialem liczb rzeczywi-

stych, natomiast f niech bedzie dowolng funkcja okre$long na tym przedziale
i przyjmujacg tylko wartosci rzeczywiste.

(1) Etykietowanym podzialem przedzialu (a;b) (jak wyzej) nazywamy
dowolny uklad dwoéch ciagéw liczbowych skorficzonych P =[(xy, %,,..., X, );
(to,ty5st,)], dla ktérych x,=a,Xx,=b, x,<x,<..<x oraz zawsze

foexinn,
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(2) Oszacowaniem nazywamy dowolng funkcje & okre§long na wspomnia-
nym przedziale i przyjmujacg tylko wartosci dodatnie.
(3) Dla oszacowania 8, podzial P w ktérym zawsze |X,,; X;| <8(t;) nazy-

wamy 0-drobnym podzialem.
(4) Sumg (przyblizong) Riemanna dla funkeji f oraz podzialu P nazywa-
my sume¢ dlugosci przedzialéw podzialu pomnozonych przez wartosei funkcji

f w punktach z nich wybranych, tj. nazywamy nig liczbe¢ Zl} Ht )| X 1
(5) Calka oznaczong funkcji f od a do b nazywamy jedyna liczbg skon-

czong L (oznaczang tu przez ff(x)dx ), takg ze dla dowolnie malego € > 0 ist-

nieje takie oszacowanie 0, ze dla kazdego 0 - drobnego podziatu odpowiada-
jaca mu suma Riemanna, co do modutu r6zni si¢ od liczby L o mniej niz &, tj.:
e1>\0 5V>0 P/‘}_podz‘(| Z:”] fit)]|x 3% |~L|< 8) (o ile oczywiscie taka liczba
L istnieje).

Mozemy dopuscié tutaj, ze funkcje fi & przyjmuja wartosci nieskoriczone
oraz podobnie, ze krafice przedziatu (a;b) sq nieskonczonos$ciami. Inne elemen-

ty definicji (za wyjatkiem definicji oszacowania) pozostajg niezmienione.

Po uporaniu si¢ ze zmodyfikowang definicjg catki oznaczonej mozna przy-
stapi¢ do wprowadzania calek nieoznaczonych i znanego z kurséw matematyki
zestawu wzordéw. Wyklad bylby tutaj rozwijany w znany, tradycyjny sposéb. W
razie potrzeby przyklady niektérych dowodéw mozna tatwo podaé w wersji
dawnej, ograniczajac si¢ do funkcji ciaglych.

Podstawowym pogladem, ktory tutaj cheialem uzasadni¢ wobec dydaktykow
Jest teza, ze: w efektywnym nauczaniu matematyki na wydzialach niemate-
matycznych, mozna stosowa¢é nie tylko nowoczesne Srodki aktywizacji ucza-
cych si¢ i upogladowienia materialu, ale réwniez nie rezygnowaé z meryto-
rycznej poprawnosci i nowoczesnos$ci wykladu,

Mysle, ze po wnikliwej analizie tego, co powiedzialem oraz wspomnianego
apelu propagatoréw modyfikacji Kurzweila, teza ta stanie si¢ do$¢ oczywista dla
wigkszosci zainteresowanych 0s6b.

Pragne podkredli¢, ze modyfikacja podana przez Kurzweila nie jest ani ba-
nalna ani zbedna. Juz w zakresie funkcji nieciagtych cho¢by w 1 punkcie, podaje
si¢ przyklady funkcji niecatkowalnych w sensie Riemanna i Lebesque'a, ale
catkowalnych w sensie Denjoy-Kurzweila.

Jedng z takich funkcji jest dos¢ skomplikowana funkcja okreslona na prze-

dziale (0; 1) wzorem
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f(4‘:)={2xsinfr— %}cos;’; gdy x#0

gdy x=0 /
Zmodyfikowane calki nie wymagaja dalszych uogélniefi w postaci calek

niewlasciwych, co wesp6t z innymi cechami upraszcza i skraca wyklad i stanowi
duzg ich zaletg.

3. Rzut oka na rozwdj historyczny teorii calki, ukazujacy zgodnosé
pierwotnych koncepcji z postulowanym przeze mnie nowym porzadkiem
wykladu

Tablica 1. Rozwdj historyczny teorii catki

Kiedy Kto Co zrobit Uwagi
1 2 3 4
ok. 380 Eudoksos Stosowal metode¢ wyczerpywania | ok. 250 p.n.Chr. Archimedes
p.n.Chr. przy obliczaniu pola figur. Dzisiaj | obliczat ta metodg nawet pole

w  bardziej skomplikowanych | figury pod parabola,
przypadkach stosujemy juz wzory
calkowe.

1637 Cavalieri B. > 4y e W 1646 E. Torricelli uogdlnit
Dowlodh, 2 E yidves fe o FoWOr wzoér na niektére wykladniki
tywal si¢ przy tym na fikeyjna | wymierne niecatkowite, a w
geometri¢ w 4 wym. Potem wzor | 1656 J. Wallis — na niektére
uog6lnit na inne wyktadniki natu- | wyktadniki niewymierne.
ralne. W 1657 P. Fermat dowiédl
stuszno$ei wzoru ogdlinego.
1637 Descartes R. | Stosowal metode wspolczynni- | Wprowadzil takze geometrie

kéw nieoznaczonych do oblicza- | analityczna.
nia calek (okreslonych na sposéb
geometryczny, jako pole).

1638 Galileusz G. | W konkretnej formie wiedzial, ze
droga jest catkq predkosei (a wige
znal juz zwigzek calki i pochod-
nej).

ok. 1640 | Fermat P, Odkryt catkowanie przez czedei
i przez podstawienie.

1642 Roberval G. | Po raz pierwszy obliczyl catke
niewlasciwa w przedziale skon-
czonym, z funkcji nieciaglej.

1643 Torricelli E. | Pierwszy obliczyl calke¢ niewla- | Znalazl objetoéé nieskoriczo-
$ciwa w przedziale nieskoriczo- | nego ciata powstajacego przy
nym. obrocie hiperboli.

1647 Gregory de | Zauwazyl zwiazek pola pod hi- | W 1649 Antoine de Saras

St. Vincent | perbolg z logarytmami. doviadl, 2 f Ldx=In(2).
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Tabl. 1 (cd.)
1 2 3 4

1667 Barrow L Znal tw. o pochodnej calki
wzgledem gornej granicy calko-
wania.

1668 Gregory J. Podal w geometrycznej formie | Pierwszy Scisty i ogdlny do-
zasadnicze tw. rachunku calko- [ wod tego tw. podat A. Cauchy.
wego, ze warto§é calki jest rézni- | Obliczyl on tez calki funkcji
ca wartosci funkcji pierwotnej. tg, sec i In.

Podat rowniez wzor interpola-
cyjny Simpsona.

1670 Leibniz G.W. | Opisat przyblizone calkowanie. |

1675 Leibniz G.W. | Uzyl stylizowanej litery ,,S” na | 1690 J. Bernoulli uzyl slowa
oznaczenie calki oznaczonej, | ,caika”,
potem za$§ symbolu ,dx”, aby
zaznaczy¢ zmienna, wzgledem
ktorej calkujemy.

1694 Leibniz G.W | Wprowadzil catk¢ nicoznaczong | Ciagle jeszcze uzywa calki
oraz stalg calkowania. tylko jako pola.

1702 Leibniz G.W | Odkryl metode calkowania funk-
¢cji wymiernych przez ich rozktad
na utamki proste.

1731 Euler L. Nakidids e _Eln(l)dx=n!, Bylo to w istocie odkrycie

% funkcji gamma. Znang po-
ktory potraktowal jako uogdlnienie | wszechnie jej definicj¢ podat
silni na liczby niecalkowite. w 1765 r.

1741 Maclaurin C. | Przedstawial dlugosci  stozko-
wych przy pomocy calek ozna-
czonych.

1743 Clairaut Stosowal tzw. calki krzywolinio-

A.C. we i podal dowdd ich niezalezno-
$ci od drogi catkowania.

1768 Euler L. Wprowadzil tzw. logarytm cal- | W 1793 K. Gauss zauwazyl,
kowy, tzn. funkcje postaci: | ze dla duzych n funkcja wyra-
li(x) = ,C Lt za W przyblizeniu ilos¢ !iczb

pierwszych mniejszych niz n.
W tym sensie, ze stosunek jej
wartosci do owej ilosci dazy
do liczby 1.

1769 Euler 1. Wprowadzit  podwdjng  calke | Przed nim rozwazano tylko
oznaczong funkcji f po obszarze | podwojne calki nieoznaczone,
ograniczonym. tzn, funkcje F dla ktorych

E, (3 p)=f(x:y).

1778 Laplace P.S.

Obliczyl [ eax (w

istocie catke z funkcji gestosei
rozkladu normalnego).

catke
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Tabl. 1 (cd.)

2

3

1788

Lagrange J. L.

Wprowadzit calki powierzchniowe
i sprowadzil je do calek oznaczo-
nych podwéjnych.

1797

Lacroix S.F.

Zmienit dawng geometryczng
definicje calki oznaczonej na czy-
sto analityczng (przy pomocy
funkcji  pierwotnej). W owych
czasach bylo to korzystne dla
$cistosci wykladu.

Jeszcze w 1807 r. J. B. Fourier
stosowal jednak ciagle defini-
cje geometryczna.

1823

Cauchy A.L.

Okreglit catki funkcji ciaglych (1)
przy pomocy znanych z wykladow
matematyki sum Riemanna.

Wskazal jednak na geome-
tryczne znaczenie podawanej
definicji.

1854

Riemann B.

Wprowadzit duzo ogélniejsze niz
Cauchy okreslenie catki z funkcji
niekoniecznie ciggtych.

1875

Smith H.J.

Podal pierwszy przykiad funkcji
niecatkowalnej w sensie Rieman-
na, ktéra w zadnym przedziale nie

jest ciggla.

1876

du Bois -
Reymond P.

Do kurséw analizy matematycznej
wprowadzit tw. o calce sumy
dwoch funkeji i o calce funkcji o
znaku przeciwnym; takze — o calce
funkcji po sumie dwdch przedzia-
6w sktadowych.

Wezesniej twierdzenia te znal
juz P. G. Dirichlet.

1881

Volterra V.

Pokazal, ze funkcja moze mieé
wszedzie w przedziale pochodng
ograniczona, ale niecalkowalng w
sensie Riemanna.

Jak (obecnie) wiadomo owa
pochodna musi by¢ catkowalna
w sensie Lebesque'a.

1888

Peano G.

Dowiddl, ze nieujemna funkcja jest
catkowalna w sensic Riemanna
wtedy i tylko wtedy, gdy figura
pod jej wykresem jest mierzalna w
sensie podanej przez niego miary
polowej (tzw. miary Peano-
Jordana).

1900

Pringsheim A.

W przypadku calek Riemanna
pokazal, ze catka podwdjna funkcji
moze nie istnie¢, mimo ze istnieja.
obie catki iterowane i sa sobie
réwne.

W 1917 r. G. M. Fichtencholz
dowiddt tego samego dla calek
Lebesque'a.

1901

Lebesque H.

Wprowadzit swoja teori¢ miary,
bedacej uogélnieniem miary Pe-
ano-Jordana.

1902

Lebesque H.

Wprowadzil swoja teori¢ calki,
bedacej uogdlnieniem catki Rie-
manna.
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okreslenia catki Denjoy, bedacego
drobng modyfikacja okreslenia
catki Riemanna. W istocie, bylo to
nawigzanie do starego spostrzeze-
nia Lebesque’a.

Tabl. 1 (cd.)
1 2 3 4

1905 Vitali G. Podal pierwszy przyklad zbioru na|Obecnie jest juz bardzo duzo
prostej, ktory nie jest mierzalny w | konstrukeji takich zbioréw. Nie
sensie Lebesque'a. sq to jednak zbiory fizycznie

konstruowalne  jako  jakie$
ciala, ani jakie§ przedzialy lub
obszary.

1907 Lebesque H. | Uogélnit swoje wyniki na catki
wielowymiarowe.

1907 Fubini G. Dowiddl swego twierdzenia o|Bylo to uogélnienie znanej ze
zamianie catki podwdjnej Lebe-|szkoly $redniej (malo pre-
sque'a, na calki iterowane. cyvzyjnej) zasady Cavalieriego. |

1908 Tonelli L. Dowiodl twierdzenia odwrotnego
do tw. Fubiniego.

1909 Lebesque H. [Pokazal, ze jego catki mozna zaw-
sze otrzymywaé przy pomocy
odpowiednio wybieranych sum
Riemanna.

1910 Hobson E.W. [Pokazal na przykladzie, ze calki
iterowane Lebesque'a mogg byé
rozne.

1912 Denjoy A. Podat okreslenie catki oznaczonej,

w pewnym sensie juz najog6lniej-
sze.

1914 Perron O. Podat  okreslenie  réwnowazne
okresleniu Denjoy.

1921 Hake H. Dowi6dl réwnowaznosei okreslen
Denjoy i Perrona.

1923 Looman H. Podal okreslenie calki Denjoy dla|W 1934 M. Krzyzanski podal
funkcji dwoch zmiennych. inne okreslenie tej calki, a w

1936 — S. Kempisty — dla
funkcji wielu zmiennych.

1957 Kurzweil J. Zauwazyl mozliwo$é prostszego | W latach 60-tych R. Henstock

w szczegOtach opracowal tg
ideg.

Informacji o wielu badaniach (np. dotyczacych pol i objetosci figur elemen-
tarnych w przestrzeniach nieeuklidesowych) celowo nie podawalem. Badania te
bowiem trwaja do dzisiaj i co do nich sytuacja jeszcze si¢ wikla.

Mimo wszystko mysle, ze zasadnicze tezy referatu juz umotywowalem.
Pozostaje przemysle¢ inne tematy w podobny sposéb i nastepnie dokonaé
pewnej syntezy. By¢ moze wysitkiem zbiorowym uda si¢ wypracowaé¢ nowy
schemat zaje¢ z matematyki sprawnie i szybko.
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Podaje tutaj literatur¢ zawezona do pozycji bardziej dostgpnych w Polsce.
W razie potrzeby mozna réwniez zasiggna¢ rady specjalistow z zakresu teorii
calek, np. przez Internet. Niektore ich adresy e-mailowe juz podalem. Inne adre-
sy mozna tatwo napotka¢ w Internecie i w literaturze podczas poszukiwan zwig-
zanych z hastem ,,Henstock-Kurzweil integral”.
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Janusz Kupczun

NEW CONCEPTIONS FOR INTRODUCTION OF DEFINTE INTEGRALS
IN UNIVERSITY LECTURES OF MATHEMATICS

The purpose of this paper is a brief discussion of some recent ideas, that could be
useful for more intuitive and more modern teaching of calculus (i.e. mathematical analy-
sis). I limited myself to the fundamental concepts of integrals. However my intention
was to contribute to elucidations of many similar topics. In my opinion, now is the time
of change of form and contents, of many routine and often boring courses.



