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Streszczenie. Tematem artykutu jest analiza modeli stopy procentowej: Vasicka (1977) oraz
Coxa, Ingersolla i Rossa (1985). Parametry procesu chwilowej stopy procentowej zostaly
Oszacowane na podstawie szeregu czasowego stopy krotkoterminowej. Rynkowa cena ryzyka
zostala wyznaczona drogg dopasowania teoretycznych cen obligacji do krzywej zerokuponowej.
Wyniki analizy prowadzg do nastgpujacych wnioskéw: (1) modele nie wydajg si¢ przydatne
do celéw wyceny obligacji skarbowych na rynku polskim; (2) uzyteczng wlasnoécig modeli jest
latwa konstrucja rozkladéw stop krétkoterminowych, interpretowanych w kategoriach prognoz
warunkowych, nie za§ oczekiwan inwestorow; (3) analiza zmian rynkowych cen ryzyka obu
modeli pozwala na identyfikacje okresow, ktére cechowala wzmozona lub obnizona awersja
do ryzyka inwestoréw.

Slowa kluczowe: Terminowa struktura stop procentowych, modele jednoczynnikowe.

1. WPROWADZENIE

Celem niniejszego opracowania jest analiza jednoczynnikowych wersji
modeli Vasitka oraz Coxa, Ingersolla i Rossa (dalej w tekscie CIR) pod
kgtem ich uzytecznoici do zastosowan empirycznych. Przedmiotem badania
Jest przydatno$¢ modeli do uzyskiwania informacji na temat oczekiwan
inwestoréw, dotyczacych stop procentowych, jak rowniez stopnia ich awersji
do ryzyka. Badania zostaly dokonane przy wykorzystaniu danych z krajowego
rynku obligacji skarbowych.

Okreslone wlasnosci modeli, bedacych przedmiotem niniejszej analizy, sq
atrakcyjne pod katem praktycznych zastosowan. Nalezy do nich zaliczyé
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przede wszystkim intuicyjng interpretacj¢ procesu krétkoterminowej stopy
procentowej, ktory wykazuje wlasno$é¢ ,powrotu do $redniej”. Inna inte-
resujgca cecha sa znane analityczne postaci wynikowych rozkladéw stop
procentowych. Wiasno$¢ ta nie tylko wydatnie ulatwia estymacje parametréw
modeli, ale réwniez umozliwia dokonywanie prognoz krétkoterminowych
stop procentowych. Ponadto oba modele umozliwiaja estymacje rynkowej
ceny ryzyka.

Uklad opracowania jest nastgpujacy. W cze$ci drugiej zostaly przyblizone
podstawowe zalozenia teoretyczne oraz wlasnofci modeli. Cze$é trzecia
obejmuje zagadnienia zwigzane z empiryczna analiza modeli. Omoéwiono
dane wykorzystane do estymacji modeli, jak réwniez przedstawiono wyniki
oszacowan. Ponadto dokonano prognoz wynikowych krétkoterminowych
stop procentowych droga konstrukcji rozkladéw prawdopodobiefistwa.
Zlamanie zalozenia o stalo$ci w czasie parametréw pozwolito na dokonanie
analizy ewolucji rynkowej ceny ryzyka w kontekécie wydarzen na krajowym
rynku obligacji. W czgsci czwartej znajduje si¢ podsumowanie analizy.

2. WLASNOSCI MODELI VASICKA ORAZ CIR

2.1. Model Vasitka
2.1.1. Wiasnoéci procesu krétkoterminowej stopy procentowej

Model Vasi¢ka (1977) byt pierwszym arbitrazowym modelem terminowej
struktury stop procentowych. Struktur¢ terminowa w modelu Vasi¢ka
opisuje jednowymiarowy proces tzw. chwilowej stopy procentowej. Proces
ten w rzeczywistej mierze prawdopodobienstwa! przedstawia nastepujace
stochastyczne réwnanie rézniczkowe:

dr = a(b —r)dt + odZ (1)

Parametry a, b oraz o sa stale. Przy zalozeniu T >t rozwigzanie réwnania
(1) ma postac:

' Miara prawdopodobiefistwa jest pojeciem z zakresu probabilistyki. Koncepcje miary
rzeczywistej (fizycznej) oraz neutralnej wzgledem ryzyka stojg u podstaw tzw. martyngalowej
teorii wyceny instrumentéw finansowych. Najogolniej, warto§¢ instrumentu [inansowego jest
rowna zdyskontowanej oczekiwanej wartosci wyplaty, zwigzanej z tym instrumentem, wyznaczonej
w mierze prawdopodobiefistwa neutralnej wzgledem ryzyka. Obszerne omowienie martyngatowej
teorii wyceny mozna znalez¢ m. in. w: Duffie (2001).
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Gestosé warunkowa procesu w mierze rzeczywistej jest funkcja gaussowskg:
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o warunkowym rozkladzie normalnym, o $redniej i wariancji odpowiednio:
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Rynkowa cena ryzyka w modelu Vasi¢ka jest stalym parametrem:
Mr,t) = A (5)

Dostosowanie procesu (1) do miary prawdopodobieristwa neutralnej wzgledem
ryzyka nastgpuje poprzez przeksztalcenie parametru b, okreslajacego ,,sredni”,
dlugoterminowy poziom stopy procentowej:

g s ©6)
(7]

Parametry a oraz ¢ pozostaja niezmienione. Gesto§¢ warunkowa procesu
W mierze neutralnej wzgledem ryzyka jest identyczna ze wzorem (3), przy
uwzglednieniu przeksztalcenia (6).

2.1.2. Cena obligacji zerokuponowej

Cena obligacji zerokuponowej w modelu Vasi¢ka jest funkcja chwilqwej
Stopy procentowej r, czasu kalendarzowego t oraz terminu zapadalnosci T,
P = P(r,t, T). Opisuje ja nastepujaca analityczna formuta:

P(r,t, T) = B(t, T)e” """ (7)

Przy czym A(t, T) oraz B(t, T) sa funkcjami parametrow a, b, o oraz 22

2 Szczegblowy postaé rownania (7) znalezé mozna w: Vasiéek (1977).
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Formul¢ (7) mozna zastosowa¢ pod warunkiem znajomosci parametrow
procesu chwilowej stopy procentowej w mierze neutralnej wzgledem ryzyka:
a, b, o oraz A. Problem estymacji parametrow zostanie oméwiony w dalszej
czgéci opracowania.

2.2. Model CIR

2.2.1. Wlasno$ci procesu krétkoterminowej stopy procentowej

W odréznieniu od modelu Vasicka, opartego na zalozeniu braku ar-
bitrazu, u podstaw modelu CIR (1985) lezy paradygmat rownowagi ogol-
nej. Mimo odmiennych zalozen teoretycznych, proces chwilowej stopy
procentowej w modelu CIR rézni si¢ (pozornie) nieznacznie od analogicz-
nego procesu w modelu VasiCka. Proces chwilowej stopy procentowej
w modelu CIR jest opisany stochastycznym réwnaniem roézniczkowym
postaci:

dr = a(b —r)dt + o /rdZ (8)

Podobnie jak ma to miejsce w modelu Vasi¢ka, parametry a, b oraz o sa
stale. Czynnikiem istotnie r6znigcym model CIR od modelu Vasi¢ka jest
fakt, iz wariancja procesu stopy procentowej jest zalezna od poziomu r.
Cecha ta pozwala na uchwycenie czgsto obserwowanej dodatniej zaleznosci
pomig¢dzy poziomem stép procentowych a ich zmiennoscig. Stochastyczny
proces, opisany roOwnaniem (8), jest znany jako proces Fellera. Przy zalozeniu
T >t rozwigzanie (8) ma postaé:

T o
rp=Db+(r,— b)e T~ 4 ge~ 4T~ [e% =0 [r dZ, )
t

Elrelr = b-+e 40, — )
(10)
. 2
V[T-,-lTJ = r'% [e—l(T-l)_ e—h(T—t)] > bg_all _e—-l(T—t)]Z

Gestos¢ warunkowa procesu w mierze rzeczywistej jest postaci:

q
prelr) = ce-'-"(s)’ I,(2/wv) (11)
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przy czym I, oznacza zmodyfikowang funkcje Bessela pierwszego rodzaju
rzgdu g. Rozklad warunkowy® jest postaci x* (rozklad niecentrowany)
0 2g+2 stopniach swobody oraz parametrze mierzacym ,,niecentralnos¢”

rozkladu réwnym 2u:
F(relr) ~x*[2er(T); 29 +2; 2u] (12)

Konsekwencja zalozenia dodatniej korelacji pomigdzy poziomem stopy
Procentowej a jej zmiennoécig jest fakt, iz rynkowa cena ryzyka — w od-
roznieniu od modelu Vasicka — rowniez jest funkcja stopy procentowe;j:

A, ) = gJ; (13)

przy czym A jest stalym parametrem. .
Dostosowanie procesu (8) do procesu w mierze neutralnej wzgledem

ryzyka nastgpuje droga przeksztalcenia zaréwno wspolczynnika wyznaczajacego
§redni poziom stopy, jak i parametru odpowiedzialnego za szybkos¢ powrotu
do $redniej. W szczegblnosci:
a*=a+42
(14)
ab
a+

*

Gestos¢ warunkowa procesu w mierze neutralnej wzgledem ryzyka ma
posta¢ identyczna z réwnaniem (11), z tym, ze do jej wyznaczenia sa
wykorzystane parametry procesu przeksztalcone zgodnie z rownaniami (14).

3 Zob.: James i Webber (2000), s. 506.
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2.2.2. Cena obligacji zerokuponowej

Model CIR, podobnie jak model Vasi¢ka, opisuje w postaci analitycznej
formuly ceng¢ obligacji zerokuponowej w zaleznoéci od poziomu krétkoter-
minowej stopy procentowej, czasu kalendarzowego oraz terminu zapadalnosci
obligacji:

P(r,t, T) = B(t, T)e ™47 (15)

przy czym A(t, T) oraz B(t, T) sa funkcjami parametréw a, b, o oraz A*.

3. ANALIZA EMPIRYCZNA

3.1. Szereg czasowy krétkoterminowej stopy procentowej

Do estymacji parametréw procesu krétkookresowej stopy procentowej
wykorzystano dane z krajowego rynku obligacji. W szczegdlnoéci, skon-
struowano szereg czasowy syntetycznych stop krotkoterminowych rynku
obligacji, wykorzystujac w tym celu dzienne oszacowania zerokuponowej
krzywej dochodowosci®. Do wyznaczenia szeregu przyjeto okres trwania
rowny jednemu dniu, wyrazonemu jako ulamek roku, t = 1/250° Skon-
struowany zbiér danych mozna zatem interpretowaé jako szereg impliko-
wanych stop overnight (O/N), wyznaczonych dla rynku obligacii skarbowych.
Rysunek 1 prezentuje oszacowania zerokuponowej krzywej dochodowogci
w analizowanym okresie, natomiast rysunek 2 przedstawia szereg Czasowy
stop overnight rynku pienigznego oraz szereg syntetycznych stop krotkoter-
minowych rynku obligacji.

Zbiér danych, stosowany w niniejszym badaniu, rézni si¢ od szeregow
zwykle wykorzystywanych w pokrewnych badaniach’, Nalezy jednak pod-
kresli¢, iz celem niniejszego opracowania jest ocena przydatnoéci modeli

* Szczegdlowy posta¢é rownania (7) mozna znalezé w: Cox, Ingersoll i Ross (1985).

’ Na podstawie modelu Svenssona (1994).

® Przyjeto zalozenie, ze rok ma 250 dni roboczych.

" W badaniu autorstwa Chana, Karolyiego, Longstaffa i Sandersa (1992) postuzono si¢
stopami dochodowosci 1-miesigcznych bonéw skarbowych. Hérdahl (2000) do estymacji
parametrow procesu zmiennosci w modelu Longstalla-Schwartza wykorzystuje dane dotyczace
3-miesigcznych bonéw skarbowych na rynku szwedzkim. W badaniu autorstwa Szczepaniaka
(2002) przedmiotem analizy sg stopy depozylow overnight na krajowym rynku pienigznym.
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Rys. 2. Stopa O/N rynku pienigznego oraz wynikowa stopa O/N na podstawie modelu Svenssona
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stop procentowych do analizy rynku obligacji, nie za§ badanie dynamicznych
wlasnosci krétkookresowych stop procentowych. Wazna w tym kontekscie
jest zwlaszcza konieczno$é eliminacji zrodet ryzyka, charakterystycznych dla
rynku pieni¢znego, ktére nie oddzialujg na rynek obligacji (w szczegoblnosci
okresowy niedobér lub nadwyzka plynnosci pod koniec okresu rozliczenio-
wego, zob. rysunek 2).

3.2. Estymacja parametréw modeli w mierze rzeczywistej

Znajomos¢ analitycznych formul opisujacych warunkowy rozklad krét-
koterminowej stopy procentowej pozwala w procesie estymacji parametrow
obu modeli wykorzysta¢ jedng z metod stosowanych w ekonometrii szeregow
czasowych.

Estymacji parametréw modelu Vasi¢ka dokonano metoda najwickszej
wiarygodnosci, natomiast w celu oszacowania parametréw modelu CIR
wykorzystano metod¢ momentéw w wersji zaproponowanej przez Chana,
Karolyiego, Longstaffa i Sandersa (1992)®.

3.3. Estymacja rynkowej ceny ryzyka

Estymacja modeli na podstawie obserwowanego szeregu czasowego
krotkookresowej stopy procentowej pozwala na oszacowanie parametrow
procesu w mierze fizycznej. Wycena instrumentéw finansowych (w szczegblno-
Sci obligacji) w rozwazanych modelach wymaga z kolei znajomosci parametrow
procesu w mierze wolnej od ryzyka, ktore zaleza m. in. od wartosci A (por.
rownania (6) oraz (14)). Zalecanym w literaturze rozwiazaniem problemu
jest oszacowanie rynkowej ceny ryzyka na podstawie danych przekrojowych
(zob. na ten temat m. in. Ait-Sahalia, 1996). Problem polega na minimalizacji
sumy kwadratow réznic obserwowanych i teoretycznych cen instrumentéw
finansowych:

2 = argmin)_ (P?(1) — Preoret(z))? (16)
A T

* Praktyczne zastosowanie ML do estymacji modelu CIR jest utrudnione. Dzieje si¢ tak
ze wzgledu na wilasnofci numeryczne funkcji Bessela, zaleinej od estymowanych parametrow,
ktéra stanowi jeden ze skladnikéw funkcji gestosei warunkowej. W szczegblnodei trudno
dobra¢ wartodci startowe parametrow takie, ktére nie powodowalyby ,.eksplozji” funkcji
Bessela. Szerzej na ten temat zob. réwniez: Hordahl (2000) oraz Rebonato (1998).
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W obu przypadkach za P°*(r) podstawiono wektor 28 drednich (z anali-
zowanego okresu) teoretycznych cen obligacji zerokuponowych, wyznaczonych
na podstawie modelu Svenssona, o terminach zapadalnosci t = [0,1; 0,2; ...; 1;
1,5; 2; ...; 10)°. Za P"r(r) zostaly podstawione teoretyczne ceny obligacji
zerokuponowych, opisane rownaniem (7) w przypadku modelu Vasi¢ka oraz
rownaniem (15) w przypadku modelu CIR. W obu przypadkach do wzorow
na ceny obligacji P™*(r) podstawiono oszacowane wartosci parametrow
W mierze rzeczywistej. Problem zatem sprowadzal si¢ do minimalizacji
wyrazenia (16) ze wzgledu na parametr A.

3.4. Wyniki obliczen

3.4.1. Oszacowania parametréw

Tabela 1 prezentuje wyniki oszacowan.

Tabela 1. Wyniki oszacowann modeli Vasitka oraz CIR

r: Wyszczegblnienie Model Vasicka Model CIR
r' 0,121
a 2, 589+ 2’ 51 83
(1,259)
b 0,109“‘ 0’121!
(0,022)
° 0,101%** 0,295%**
(0,002) (0,018)
A 0,409 0,757
| Rynkowa cena ryzyka 0,409 0,892
Liczba obserwaciji 854
Wartoé¢ funkcji prawdopodobiefstwa| 3 108,10 -
Wartosé¢ funkcji celu - 0,00141
1,201
Test Hansena L (p — value = 0,273)

! §rednia wartoé¢ krotkoterminowej stopy procentowej w okresie 8.11.1999-1.04.2003.
2 Parametr oszacowany oryginalnie ma postaé: f = — a (oszacowanie: —2,5187)
(0,976)
3 Parametr oszacowany oryginalnie ma postaé: a = ab (oszacowanie: 0,305***)
(0,096)

Uwaga: w nawiasach podano bledy standardowe.
\_—-’ . .

® Zastosowanie zwigkszonej czgstotliwoéci t dla krétszych terminéw zapadalnosci bylo
Podyktowane dgzeniem do mozliwie wiernego odzwierciedlenia ksztaltu krétkiego kornca
krzywej zerokuponowej Svenssona, wobec probleméw zwigzanych ze stabilnoscia modelu.
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Oszacowania parametréw modeli cechuje zblizona warto$é parametru a,
odpowiedzialnego za szybko§¢ powrotu do éredniej. Dhugoterminowy poziom
stopy procentowej w modelu CIR jest wyzszy (o ok. 120 pkt bazowych)
od analogicznej wielko$ci oszacowanej dla modelu Vasic¢ka. Warto podkresli¢
wzgledng zbiezno$¢ uzyskanych rezultatow, zwlaszcza ze estymacji w obu
przypadkach dokonano réznymi metodami. Oszacowania parametréw o oraz
A sa wyraznie zrbéznicowane.

3.4.2. Zerokuponowe krzywe dochodowoéci

Znajomo$¢ parametrow procesu krotkiej stopy procentowej w mierze
wolnej od ryzyka pozwala na wyznaczenie, w obu rozwazanych modelach,
zerokuponowych krzywych dochodowoéci (rysunek 3).

Model Vasicka Model CIR

0 012 !‘,,_-"vf' A
0,18 { 0,18 T
- 0,16 ==
0,14 0,14 =
124 (RPR
0.1 {%
0,08 s
2000.03.31  © 06 4 - .03
2000.09.29 0.04 v 2000.09.29
2001.03.30 al 2001.03.30
2001.09.28 0,02 ¥ ¥ 2001.09.28
2002.03.29 0 2002.03.29
o 2002.09.30 8 2002.09.30
Yo e 20030331 Vo o o 2003.03.31
S °
termin zapadalno$ci termin zapadalnosci

Rys. 3. Modele Vasicka oraz CIR - krzywe zerokuponowe

Uzyskane oszacowania zerokuponowych krzywych dochodowosci char-
kateryzuja si¢ dwiema podstawowymi cechami. Po pierwsze, zarébwno ich
ksztalt, jak i ewolucja sa zasadniczo identyczne. Zjawisko to jest konsekwencja
podobnych oszacowan warto$ci parametréw a oraz b.

Druga interesujaca cechy jest to, ze krzywe zerokuponowe przybieraja
plaski ksztalt dla wzglednie nieodleglych terminéw zapadalnosci. W obu
przypadkach znana jest analityczna postaé asymptotycznego poziomu, do
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ktorego zbiegaja krzywe zerokuponowe, przy czym nie jest ona rowna dlugote-
rminowemu poziomowi b'°, Praktyczna konsekwencja ,efektu splaszczenia™ sg
znaczne bledy wyceny obligacji, zwlaszcza tych charakteryzujacych si¢ wzgled-
nie odleglymi terminami zapadalnosci''. Krzywe zerokuponowe analizowanych
modeli nie sa bowiem dostatecznie elastyczne, aby uchwyci¢ faktyczng dynami-
ke stép rentownosci instrumentéw o odleglych terminach zapadalnosci.

3.4.3. Rozklady krotkoterminowej stopy procentowej

Jak wskazano w czgsci teoretycznej opracowania, w obu przypadkach
znana jest analityczna postaé funkcji warunkowej gestosci krotkoterminowe;j
stopy procentowej. Znajomo$¢ parametrow procesu stopy pozwala zatem na
wyznaczenie jej wynikowych rozkladoéw w okreslonym momencie w przyszlosci.

Warunkowe i bezwarunkowe rozklady krotkoterminowej stopy procentowej.
Rysunek 4 prezentuje warunkowe rozklady kréotkoterminowej stopy procen-
towej uzyskane na podstawie skalibrowanych modeli.

Oba procesy krétkoterminowej stopy procentowej s stacjonarne. Oznacza
to, ze wraz z wydluzaniem horyzontu prognozy warunkowy rozklad krot-
koterminowej stopy procentowej stopniowo staje si¢ zbiezny z rozkladem
bezwarunkowym!2, Momenty rozkladéw bezwarunkowych latwo wyznaczyé,
przyjmujac asymptotyczna dlugoé¢ horyzontu prognozy (T —t)—co, od-
powiednio w przypadku modelu Vasicka (réwnania (4)) oraz w przypadku
modelu CIR (réwnania (10)).

W obu wypadkach oczekiwana wartoé¢ rozkladu bezwarunkowego jest
réwna dlugookresowemu poziomowi krétkoterminowej stopy procentowej.
Jezeli zatem poziom stopy w chwili t, w ktorej dokonywana jest prognoza,
Przewyzsza poziom dlugoterminowy, wowczas prognozowana warto$¢ (mie-
rzona wartoscia oczekiwang) ulega obniZeniu wraz z wydluzaniem horyzontu
prognozy. Jezeli natomiast stopa w momencie dokonywania prognozy ¢ jest
mZsza od swego dlugoterminowego poziomu (rysunek) wowczas obserwowany
jest stopniowy wazrost jej oczekiwanej wartoéci wraz z wydtuzaniem horyzontu
Prognozy.

Ceteris paribus, szybko$é konwergencji rozkladu warunkowego do postaci
bezwarunkowej jest dodatnio zalezna od wielkodci parametru a, ktory
W obu modelach mierzy szybko$¢ powrotu stopy procentowej do jej dlugo-

Okresowego poziomu.

10 Zob. np. Ait-Sahalia (2002).
I Wyniki analizy pod katem wyceny obligacji sa dostgpne u autora.
12 Wiasnoéé ta zachodzi dla rozkladéw warunkowych zaréwno w mierze rzeczywistej, jak

I w mierze neutralnej wzgledem ryzyka.
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Model Vasicka
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Rys. 4. Modele Vasitka oraz CIR - warunkowe rozkiady krétkoterminowej stopy procentowej
(miara neutralna wzgledem ryzyka). Uwaga: oszacowania dla ro z 1.04.2003 r.
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Rozklady w mierze rzeczywistej oraz w mierze neutralnej wzgledem
ryzyka. Jak juz wspomniano, oszacowania parametru J zostaly dokonane
na podstawie danych przekrojowych (dopasowanie teoretycznych cen z modeli
Vasi¢ka oraz CIR do ,$redniej” krzywej zerokuponowej). Oszacowania te,
W przeciwieistwie do innych parametrow, szacowanych na podstawie danych
historycznych, zawieraja zatem informacje na temat oczekiwan uczestnikow
rynku.

Wspélna cecha modeli Vasi¢ka oraz CIR jest arbitralnie zalozona
postaé rynkowej ceny ryzyka, ktéra stuzy przeksztalceniu procesu w mie-
rze rzeczywistej do procesu w mierze neutralnej wzgledem ryzyka, W mo-
delu Vasi¢ka rynkowa cena ryzyka przyjmuje postaé stalego parametru,
o ktéry skorygowana jest deterministyczna czgSC procesu stopy procen-
towej w mierze rzeczywistej. W konsekwencji w modelu Vasicka rozktad
stopy procentowej w mierze neutralnej rézni si¢ od rozkladu w mierze
fizycznej jedynie o warto§¢é oczekiwana, natomiast wariancja pozostaje
niezmieniona. Z kolei w modelu CIR rynkowa cena ryzyka jest rosngca
funkcja stopy procentowej. W konsekwencji, rozklad w mierze neutralnej
rézni si¢ od rozkladu w mierze rzeczywistej nie tylko wartoscia oczekiwa-
ng, ale rowniez wariancja. Ogolnie, réznice pomiedzy rozkladami sa tym
znaczniejsze, im wyzszy jest poziom rynkowej ceny ryzyka. W szczegol-
nym przypadku, zerowa wartoéé rynkowej ceny ryzyka oznacza, iz nic ma
podstaw do odrzucenia hipotezy lokalnych oczekiwan, zgodnie z ktora
kazdy instrument finansowy zapewnia stop¢ zwrotu roéwna stopie wolnej
od ryzyka's, -

Rysunek 5 przedstawia rozklady krotkoterminowej stopy procentowe)
W mierze rzeczywistej oraz w mierze wolnej od ryzyka, skonstruowanc na
podstawie modeli Vasi¢ka oraz CIR.

Warunkowe rozklady stop procentowych w mierze neutralnej w.zglg.-
dem ryzyka sa zasadniczo identyczne z rozkladami w mierze rzeczywistej.
Réznice uwidaczniaja si¢ w przypadku rozkladéw bezwarunkowych. Zgo-
dnie z wezeéniejszymi uwagami, w modelu Vasicka rozklad w mierze
wolnej od ryzyka rézni si¢ od rozkladu w mierze rzeczywistej o warto$¢
oczekiwang, natomiast wariancja w obu przypadkach jest identyczna.
Znaczniejsze roznice wystepuja w modelu CIR - rozklady (zwlaszcza
bezwarunl(owc:) roznig si¢ nie tylko wartoscia oczekiwana, ale réwniez
wariancjg.

Warto podkrelié, iz wyraznie ujawnila si¢ zasadnicza wada modelu
Vasitka. Model z niezerowym prawdopodobieristwem przewiduje ujemne
realizacje krotkoterminowej stopy procentowej. Zjawisko to obserwowane

jest nawet dla bliskich horyzontéw prognozy.

s ——

3 Szerzej na ten temat zob.: Hérdahl (2000).
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3.4.4. Rynkowa cena ryzyka — oszacowania oraz interpretacja

Pojedyncze oszacowania rynkowej ceny ryzyka (na podstawie calego
zbioru obserwacji) nie pozwalaja na ocen¢ ich prawdziwosci wobec faktycznej
awersji do ryzyka inwestorow. W celu dokonania poglgbionej analizy
rynkowej ceny ryzyka zdecydowano o zlamaniu podstawowego zalozenia,
stojacego u podstaw obu modeli, dotyczacego stalosci parametrow w czasie.
Parametry modeli zostaly wyestymowane w ruchomych oknach (250 obser-
wacji). Parametr A zostal w kazdym przypadku wyestymowany droga
dopasowania modelu do krzywej zerokuponowej obserwowanej na koniec
danego podokresu (réwnanie (16)). Rynkowa ceng ryzyka dla obu modeli
wyznaczono w oparciu o formuly, odpowiednio (5) oraz (13).

Rysunek 6 przedstawia oszacowania rynkowej ceny ryzy
modelach.

ka w obu
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Rys. 6. Modele Vasicka oraz CIR — rynkowa cena ryzyka. Uwaga: rynkows: cena ryz.yk'a
w modelu CIR zostala wyznaczona do 3.01.2003 r. wigcznie; brak konwergencji uniemozliwit
estymacj¢ parametréow modelu po tym dniu

Z analizy rysunku 6 wynika, ze zlamanie zalozenia 0 niezmiennosci
W czasie parametrow procesu krotkoterminowej stopy procentowej, mimo
iz niezgodne z teoretycznymi podstawami obu modeli, pozwala na uzyskanie
interesujacych informacji dotyczacych ewolucji rynkowej ceny ryzyka na tle
wydarzen na krajowym rynku obligacji. Przelom lat 2000 i 2001, jak
rowniez 2001 i 2002, cechowala wzmozona niepewno$¢ uczestnikéw rynku,
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powodowana glownie rewizja oczekiwan dotyczacych obnizek stép procen-
towych banku centralnego, a takze wzmozonymi obawami o wzrost podazy
obligacji w zwiazku z trudng sytuacja budzetowg. W obu tych okresach
obserwowany jest podwyzszony poziom rynkowej ceny ryzyka. Z kolei rok
2002 stal pod znakiem convergence play — strategii inwestycyjnej, opierajacej
si¢ na przekonaniu inwestorow o postgpujacej integracji Polski z Unia
Europejska. Wzrost zainteresowania inwestorbw w nabywaniu krajowych
skarbowych papierow wartosciowych, jaki wowczas si¢ ujawnil, znajduje
cickawg ilustracj¢ w postaci gwaltownego obnizenia rynkowej ceny ryzyka'®,

4. PODSUMOWANIE

Przedstawione wyniki badan sklaniaja do sformulowania trzech pod-
stawowych wnioskow. Po pierwsze, rozwazane modele nie wydaja si¢
uzyteczne do celéw wyceny instrumentéw finansowych. Przyczyng tego jest
efekt ,splaszczenia” krzywych dyskontowych, w wyniku ktérego ceny
obligacji o stosunkowo odleglych terminach zapadalno$ci sa systematycznie
zanizane. Zjawisko to moze mie¢ zwigzek z relatywnie szybka konwergencja
warunkowych rozkladow stopy krétkoterminowej do postaci bezwarun-
kowej.

Po drugie, potencjalnie uzyteczna jest mozliwos¢ konstrukeji rozkladow
krotkoterminowej stopy procentowej. Wydaje si¢ jednak, iz projekcji takich
nie nalezy interpretowa¢ w kategoriach obrazu oczekiwan rynkowych,
a raczej jako prognozy stop krotkoterminowych, formulowane na podstawie
danych historycznych. Jedynym parametrem, ktéry potencjalnie niesie
informacj¢ na temat awersji do ryzyka inwestorow w momencie dokonywania
prognozy, jest parametr 1. Wada analizowanych modeli jest mala elastycznosé
rozkladow. Posta¢ analityczna, znana w obu przypadkach, niezmiennie
narzuca symetryczny rozklad prognoz w przypadku modelu Vasitka oraz
prawostronnie skosny rozklad w przypadku modelu CIR. Fakt ten dodatkowo
przemawia przeciwko interpretacji rozkladéw w kategoriach obrazu oczekiwan
rynkowych, ktore bardzo rzadko daja si¢ przyblizy¢ za pomoca analitycznych
funkcji gestosci.

Po trzecie, szczegblnie interesujaca wlasnoscia modeli okazala si¢ mozliwo$¢
uzyskania oszacowan rynkowej ceny ryzyka. Analiza ewolucji tego czynnika
na tle wydarzen na rynku obligacji pozwala na poprawna identyfikacje
okresow, w ktorych zachowania inwestor6w cechowala wzmozona lub
obnizona awersja do ryzyka.

14 Szersze oméwienie dynamiki rynkowej ceny ryzyka na tle wydarzen na krajowym rynku
obligacji mozna znalezé w: Stamirowski (2003).
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Wydaje sie, iz w celu zniesienia podstawowych ogr.aniczcé model?
Vasitka oraz CIR konieczne jest podjecie badan wieloczynnikowych modeli
terminowej struktury stép procentowych.
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Marcin Stamirowski

ONE-FACTOR INTEREST RATE MODELS - EVALUATION OF USEFULNESS
FOR PRICING AND ANALYSIS OF INVESTORS' EXPECTATIONS

Summary

This paper presents the empirical analysis of interest rate models: Vasi¢ek (1977), and
Cox, Ingersoll and Ross (1985). The parameters of the instanla'neous interest rate processes
were estimated using time series techniques. Market prices of qsk were evaluated by means
of fitting the theoretical bond prices to the zero-coupon ylglf! curves. Results can be
Summarised as follows: (1) neither model proves plausible for pricing Pohsp ’!’rea.sury bon.ds;
(2) both models allow for straightforward construction of short rate distributions, which
should be interpreted as conditional forecasts, rather than investors’ expecmlom; (3) dynamics
of market prices of risk accurately reflect changing risk aversion of investors.



